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本 书 是 介绍 离散 数学 理论 和 方法 的 经 典 教材 ， 被 全 球 数 百 所 高 校 采 用 ， 获 得 了 极 大 的 成 功 。 第 8 
版 做 了 与 时 俱 进 的 更 新 ， 添 加 了 多 重 集 、 字 符 串 匹配 算法 、 同 态 加 密 、 数 据 挖掘 中 的 关联 规则 、 语 义 
网 络 等 内 容 ， 同 时 更 新 了 配套 教 辅 资源 ， 成 为 更 加 实用 的 教学 工具 。 本 书 可 作为 1 ~ 2 个 学 期 的 离散 数 
学 课程 教材 ， 适 用 于 数学 、 计 算 机 科学 、 计 算 机 工程 、 信 息 技术 等 专业 的 学 生 。 


本 书 特色 
。 例题 : 共 800 多 道 例题 ， 用 于 阐明 概念 、 建 立 不 同 主题 之 间 的 关联 以 及 介绍 实际 应 用 。 
。 应 用 : 涉及 的 领域 包括 计算 机 科学 、 数 据 网 络 、 心 理学 、 化 学 、 工 程 学 、 语 言 学 、 生 物 学 、 商 业 


和 因特网 等 ， 展 示 了 离散 数学 的 实用 性 。 

。 算 法 : 每 一 章 都 介绍 了 一 些 关键 算法 ， 提 供 伪 代码 ， 并 简要 分 析 其 计算 复杂 度 。 

。 历 史 资料 : 给 出 了 89 位 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 简短 传记 ， 帮 助 读者 了 解 不 同 技术 的 历史 背景 和 
发 展 轨迹 。 

。 练 习 、 复 习题 和 补充 练习 : 共有 4200 多 道 难 度 各 异 的 练习 题 ， 可 以 满足 不 同 层次 学 生 的 需求 。 此 
外 ， 还 有 一 些 研究 性 题目 ， 帮 助 学 生 通过 计算 来 探索 新 知识 和 新 想法 。 
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文艺 复兴 以 来 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 各 
个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ， 也 正 是 这 样 的 优势 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 家 莫 
出 、 独 领 风骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ,美国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧密 地 结合 ， 计 算 机 学 科 中 
的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 不 仅 壁 划 了 研究 
的 范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 因 年 月 的 流 
逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅 猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 闪 
迫切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ;而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 上 显 
得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国家 在 其 计算 机 科学 发 展 的 
几 十 年 间 积 淀 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 计算 机 教材 
将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真 正 的 世界 一 流 
大 学 的 必由之路 。 

机 械 工业 出 版 社 华章 公司 较 早 意 识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ?。 自 1998 年 开始 ， 我 们 就 将 工 
作 重 点 放 在 了 遵 选 、 移 译 国外 优秀 教材 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson、MeGraw- 
Hill、Elsevier、MIT、John Wiley & Sons、Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良好 的 合作 关 
系 ， 从 它们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Andrew S. Tanenbaum、 Bjarne Stroustrup 、Brian W. 
Kernighan、 Dennis Ritchie、 Jim Gray、Afred V. Aho、 John E. Hopcroft、 Jeffrey D. Ullman. 
Abraham Silberschatz。 William Stallings、Donald E. Knuth、John L. Hennessy、 Larry L. 
Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 究 
及 珍藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 套 丛书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 鼎力 相助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提供 了 中 肯 
的 选 题 指导 ， 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ， 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 在 中 国 
的 传播 ， 有 的 还 专门 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 500 个 品 ， 
这 些 书籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采 用 为 正式 教材 和 参考 书籍 。 其 影印 版 
“经 典 原版 书库 ”作为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 ， 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 图 
书 有 了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 
教育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 和 人 一 个 新 的 阶段 ， 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反 
馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 的 工作 提出 
建议 或 给 予 指正 ,我 们 的 联系 方法 如 下 : 


华章 网 站 ; www. hzbook. com 
电子 邮件 ;hzjsj@ hzbook. com 
联系 电话 : (010)88379604 es 
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邮政 编码 : 100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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从 在 路 边 小 摊贩 处 扫 码 完成 支付 到 为 黑洞 拍摄 第 一 张 照片 ， 再 到 各 类 世纪 工程 的 竣工 ， 这 
一 切 进 步 与 奇迹 的 背后 都 离 不 开 计算 机 科学 与 技术 的 飞速 发 展 。 

如 果 你 也 想 为 将 来 的 奇迹 做 出 自己 的 贡献 ， 就 必须 先 了 解 计 算是 什么 、 计 算 机 的 工作 原理 
是 什么 、 计 算 机 是 如 何 解 题 的 等 问题 。 你 需要 学 习 的 第 一 门 基础 课 就 是 离散 数学 。 什 么 是 离散 
数学 ? 离散 数学 是 致力 于 研究 离散 对 象 的 数学 分 支 。 说 得 更 通俗 一 点 ， 就 是 利用 计算 机 进行 问 
题 求解 时 ， 一 切 问题 背后 的 原理 性 东西 均 属 于 离散 数学 的 范畴 ， 或 者 说 离散 数学 就 是 计算 机 科 
学 的 数学 语言 。 

离散 数学 一 直 被 IEEE-CS 和 ACM 认定 为 计算 机 专业 最 核心 的 课程 ， 也 是 我 国 计 算 机 科学 
与 技术 专业 的 核心 基础 课程 。 当 你 学 习 这 门 课程 的 时 候 ， 会 发 现 离散 数学 为 许多 计算 机 专业 课 
程 提 供 了 理论 基础 ， 尤 其 是 为 课程 中 大 量 的 算法 提供 了 基础 。 顺 便 提 一 下 ， 大 家 都 知道 计算 机 
领域 的 最 高 奖 是 图 灵 奖 ， 但 你 知道 在 一 个 约会 场景 中 寻找 稳定 匹配 的 算法 是 诺 奖 级 的 算法 吗 ? 
有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 本 书 3. 1 节 练 习 65 前 导 文中 介绍 的 延迟 接受 算法 。 

本 书 英文 版 自 出 版 以 来 在 北美 发 行 超过 450 000 册 ， 目 前 已 经 被 翻译 成 西班牙 文 、 法 文 、 
葡萄 牙 文 、 希 腊 文 、 中 文 、 越 南 文 和 韩文 等 ， 在 世界 各 地 发 行 数 十 万 册 。 

第 8 版 对 许多 内 容 进行 了 完善 、 更 新 、 补 充 和 润色 ， 所 有 这 一 切 都 是 为 了 使 本 书 成 为 现代 
离散 数学 课程 的 更 加 有 效 的 教学 工具 。 本 书 清 晰 地 介绍 并 展示 了 离散 数学 中 的 概念 和 技术 ， 行 
文 流畅 ， 通 俗 易 懂 。 书 中 包含 大 量 有 趣 而 实用 的 例子 ， 吸 引 读者 广泛 好 奇 心 的 推荐 读物 ， 以 及 
帮助 读者 掌握 离散 数学 的 概念 和 技巧 的 丰富 练习 题 ， 为 计算 机 科学 学 生 将 来 的 学 习 提供 了 一 切 
必需 的 数学 基础 。 此 外 ， 本 书 还 提供 了 一 个 非常 有 价值 的 网 站 资源 一 一 在 线 学 习 中 心 (OLC)， 
帮助 学 生 评 估 自 身 学 习 状况 ， 学 习 撰写 证 明 并 避免 常见 错误 ， 从 各 个 方面 提高 学 生 学 习 和 实际 
解决 问题 的 能 力 ， 引 领 学 生 探索 离散 数学 的 新 应 用 。 

本 书 的 另 一 个 特色 是 给 出 了 89 位 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 简短 传记 ， 介 绍 他 们 的 生活 、 
事业 以 及 对 离散 数学 做 出 的 重要 贡献 > 让 读者 了 解数 学 知识 的 来 龙 去 脉 ， 可 以 极 大 地 提高 读者 
学 习 离 散 数学 的 兴趣 并 使 读者 理解 其 发 展 历程 。 这 一 版 新 增 的 传记 包括 在 挛 生 素数 猜想 研究 中 
做 出 重要 贡献 的 华裔 数学 家 张 益 唐 。 

本 次 更 新 还 包括 离散 数学 领域 的 新 发 展 ， 比 如 在 密码 学 一 节 专门 介绍 了 利用 同 态 加 密 技 术 
实现 数据 在 加 密 状 态 下 的 直接 运算 ， 使 得 对 加 密 数据 所 做 运算 的 结果 和 解密 数据 做 运算 后 再 加 
密 的 结果 是 一 样 的 。 将 该 技术 用 于 云 计算 场景 时 ， 可 以 保证 数据 始终 处 于 加 密 状 态 。 

在 本 次 翻译 工作 中 ， 徐 六 通 翻 译 全 书 前 言 、 第 了 章 至 第 4 章 、 附 录 及 推荐 读物 ， 吴 斌 翻译 
第 5 章 至 第 8 章 ， 杨 娟 翻译 第 9 章 至 第 13 章 。 由 于 译 者 水 平 所 限 ， 尽 管 已 经 修正 了 之 前 版 本 
中 的 一 些 错误 ， 但 是 难免 还 会 有 不 妥 的 地 方 ， 敬 请 读者 不 音 赐教 。 


译 者 
2019 年 8 月 于 北京 


| 前 言 
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本 书 是 根据 我 多 年 来 讲授 离散 数学 的 经 验 和 兴趣 写成 的 。 对 学 生 而 言 ， 我 的 目的 是 为 他 们 
提供 内 容 准 确 且 可 读 性 强 的 教材 ， 清 晰 地 介绍 并 展示 离散 数学 中 的 概念 和 技术 。 对 于 那些 爱 怀 
疑 的 学 生 ， 我 的 目标 是 展示 离散 数学 的 相关 性 和 实用 性 。 对 于 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 我 希望 
为 他 们 将 来 的 学 习 提供 一 切 必需 的 数学 基础 。 而 对 于 数学 专业 的 学 生 ， 我 希望 帮助 他 们 理解 重 
要 的 数学 概念 ， 并 且 意 识 到 为 什么 这 些 概念 对 应 用 来 说 很 重要 。 最 重要 的 是 ， 希 望 本 书 既 能 达 
到 这 些 目标 ， 又 不 含 太 多 的 水 分 。 

对 教师 而 言 ， 我 的 目的 是 利用 数学 中 行 之 有 效 的 教学 技术 来 设计 一 个 灵活 而 全 面 的 教学 工 
具 : 只 要 有 本 书 在 手 ， 教 师 就 能 迅速 地 从 中 筛选 内 容 ， 以 最 适合 特定 学 生 的 方式 有 效 地 开展 离 
散 数学 的 教学 工作 。 和 希望 我 已 经 实现 了 这 些 目 标 。 

在 过 去 的 30 年 中 ， 本 书 取 得 了 极 大 的 成 功 ， 被 世界 各 地 超过 100 万 名 学 生 使 用 ， 并 被 翻 
译 成 多 种 语言 ， 对 此 我 感到 非常 欣慰 。 此 次 第 8 版 所 做 的 许多 改进 ， 正 是 得 益 于 大 量 读者 的 反 
馈 和 建议 。 在 这 些 读者 中 ， 既 有 来 自 北美 600 多 所 学 校 的 师 生 ， 又 有 来 自 全 球 各 地 众多 高 校 的 
读者 ， 他 们 都 曾 将 本 书 成 功用 作 教材 。 由 于 所 收 到 的 这 些 反 馈 ， 以 及 在 不 断 更 新 中 所 投入 的 大 
量 精力 ， 我 才能 够 在 每 次 升级 时 显著 提高 本 书 的 吸引 力 和 有 效 性 。 

本 教材 是 为 一 学 期 或 两 学 期 的 离散 数学 入门 课程 而 设计 的 ， 适 用 于 数学 、 计 算 机 科学 、 工 
程 等 各 类 专业 的 学 生 。 大 学 代数 是 唯一 要 求 的 先 修 课 程 ， 不 过 ， 要 想 真 正 学 好 离散 数学 ， 还 是 
需要 有 一 定 的 数学 素养 。 本 书 的 设计 目标 是 满足 各 种 类 型 离散 数学 人 门 课程 的 需求 ， 内 容 高 度 
灵活 且 非 常 全 面 。 我 希望 本 书 不 仅 是 一 本 成 功 的 教科 书 ， 而 且 成 为 学 生 在 日 后 的 学 习 和 职业 生 
涯 中 可 以 参考 的 有 价值 的 资源 。 


离散 数学 课程 的 目标 
离散 数学 课程 有 多 个 目标 。 学 生 应 该 学 会 一 系列 特定 的 数学 知识 并 知道 怎样 应 用 它们 ， 更 
重要 的 是 ， 这 门 课 应 教会 学 生 怎样 运用 数学 逻辑 思维 。 为 了 达到 这 些 目 标 ， 本 教材 特别 强调 数 
学 推理 以 及 问题 求解 的 不 同方 法 。 本 书 中 ， 五 个 重要 主题 将 交织 在 一 起 : 数学 推理 ， 组 合 分 
析 ， 离 散 结构 ， 算 法 思维 ， 以 及 应 用 与 建 模 。 一 门 成 功 的 离散 数学 课程 应 该 小 心 遭 慎 地 融合 并 
平衡 所 有 五 个 主题 。 
® 数学 推理 。 学 生 必 须 理解 数学 推理 以 便 阅 读 、 领 会 并 构造 数学 论证 。 本 书 开篇 即 讨论 数 
理 逻 辑 ， 这 为 后 续 讨论 证 明 方法 打下 了 基础 。 本 书 描述 了 构造 证 明 的 方法 与 技巧 两 个 方 
面 。 本 书 特 别 强调 数学 归纳 法 ,不 仅 给 出 了 这 种 证 明 技术 的 许多 不 同类 型 的 实例 ， 还 详 
细 地 解释 了 数学 归纳 法 为 什么 是 一 种 有 效 的 证 明 技术 。 
。 组 合 分 析 。 一 个 重要 的 解 题 技 巧 就 是 计数 或 枚 举 对 象 。 本 书 中 关于 枚 举 的 讨论 从 计数 的 
基本 技术 着 手 。 重 点 是 运用 组 合 分 析 方 法 来 解决 计数 问题 并 分 析 算 法 ， 而 不 是 简单 地 应 
用 公式 。 
。 离散 结构 。 离 散 数 学 课程 应 该 教会 学 生 如 何 处 理 离散 结构 ， 即 表示 离散 对 象 以 及 对 象 之 
间 关 系 的 抽象 数学 结构 。 这 些 离散 结构 包括 集合 、 置 换 、 关 系 、 图 、 树 和 有 限 状态 
机 等 。 
。 算法 思维 。 有 些 类 型 的 问题 可 以 通过 算法 的 规范 说 明 来 求解 。 当 一 个 算法 被 清楚 地 描述 
后 ， 就 可 以 编写 计算 机 程序 来 实现 之 。 该 活动 涉及 的 数学 部 分 包括 该 算法 的 规范 说 明 、 
正确 性 的 验证 ， 以 及 执行 算法 所 需要 的 计算 机 内 存 和 时 间 分 析 等 ， 这 些 在 本 书 中 均 有 阅 
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述 。 算 法 将 采用 自然 语言 和 一 种 易于 理解 的 伪 代 码 形式 来 描述 。 

e@ 应 用 与 建 模 。 离 散 数学 在 几乎 每 个 可 以 想到 的 研究 领域 中 都 有 应 用 。 许 多 应 用 涉及 本 书 
提 到 的 计算 机 科学 和 数据 网 络 ， 还 有 一 些 应 用 涉及 更 为 广泛 的 领域 ， 如 化 学 、 生 物 学 、 
语言 学 、 地 理学 、 商 业 和 互联 网 等 。 这 些 是 离散 数学 的 自然 而 又 重要 的 应 用 ， 而 非 人 为 
编造 的 。 用 离散 数学 来 建 模 是 一 项 十 分 重要 的 问题 求解 技巧 ， 学 生 可 通过 一 些 练习 来 自 
己 构造 模型 ， 从 而 掌握 这 一 技巧 。 


第 8 版 中 的 变化 

虽然 第 7 版 已 经 是 一 本 极 具 影响 力 的 教材 ， 但 许多 教师 还 是 提出 了 一 些 修 改 请 求 ， 以 使 本 
书 更 适 于 教学 。 我 花 了 大 量 的 时 间 和 精力 来 满足 这 些 请 求 ， 努 力 以 自己 的 方式 改进 本 书 并 使 之 
紧 跟 最 新 发 展 。 

第 8 版 的 修改 基于 20 多 位 正式 审 稿 人 的 意见 、 学 生 和 教师 的 反馈 以 及 我 自己 的 见解 ， 希 
望 新 版 本 能 成 为 一 个 更 加 有 效 的 教学 工具 。 第 8 版 中 所 做 的 大 量 更 新 是 为 了 帮助 学 生 更 好 地 学 
习 这 些 内 容 。 我 增加 了 人 额外 的 解释 和 例子 以 便 阐 述 那 些 学 生 经 常 感到 困难 的 内 容 ， 增 加 了 知识 
性 的 和 富有 挑战 性 的 新 练习 ， 还 增加 了 一 些 与 Internet、 计 算 机 科学 以 及 数学 生物 学 等 密切 相 
关 的 应 用 。 在 开发 人 员 的 努力 下 ， 本 书 配套 网 站 现在 提供 了 很 多 工具 ， 可 以 帮助 学 生 掌 握 关键 
概念 并 探索 离散 数学 世界 。 此 外 ， 还 提供 了 有 效 和 全 面 的 学 习 和 评估 工具 ， 以 作为 教科 书 的 
补充 。 

我 希望 教师 能 仔细 阅读 新 版 ， 以 了 解 如 何 满足 自己 的 教学 需求 。 要 列 出 所 有 更 新 是 不 切实 
际 的 ， 不 过 ， 我 将 给 出 概要 性 的 描述 ， 包 括 一 些 关 键 更 新 及 其 所 带 来 的 好 处 ， 这 对 读者 来 说 或 
许 是 有 益 的 。 

.本 书 新 版 对 许多 内 容 进 行 了 完善 、 更 新 、 补 充 和 润色 ， 所 有 这 一 切 都 是 为 了 使 本 书 成 为 现 
代 离 散 数学 课程 的 更 加 有 效 的 教学 工具 。 之 前 使 用 过 本 教材 的 教师 会 发 现 这 次 更 新 遍及 全 书 ， 
其 中 最 值得 注意 的 修订 如 下 。 


全 书 范围 的 更 新 
@ 对 内 容 编排 的 完善 贯穿 全 书 ， 重 点 是 使 之 更 清晰 ， 以 便 帮 助 学 生 阅读 和 理解 概念 。 
@ 通过 增加 细节 和 解释 来 改进 证 明 ， 同 时 提醒 读者 注意 所 采用 的 证 明 方法 。 
e@ 新 增 例题 ， 用 于 满足 审 稿 人 提出 的 需求 ， 或 是 对 新 内 容 进 行 解释 。 有 些 例 题 可 以 在 书 中 
找到 ， 有 些 例题 则 只 在 配套 网 站 上 提供 。 
e@ 新 增 练习 ， 有 知识 性 的 也 有 富有 挑战 性 的 ， 用 于 满足 教师 提出 的 需求 或 配合 新 内 容 。 同 
时 ， 还 有 些 练习 是 为 了 完善 或 拓宽 已 有 的 练习 。 
@ 引入 了 更 多 的 小 标题 以 便 将 章节 划分 成 更 小 的 部 分 。 
@ 极 大 地 扩展 了 在 线 资源 ， 以 为 教师 和 学 生 提供 广泛 的 支持 。 后 面 会 给 出 关于 这 些 资 源 的 
详细 描述 。 
主题 方面 的 更 新 
e 逻辑 。 引 入 了 若干 雇 辑 谜 题 。 一 道 新 例题 解释 了 如 何 将 皇后 问题 建 模 为 可 满足 性 问 
题 ， 这 是 一 个 简明 易 懂 的 例子 。 
e 集合 论 。 在 正文 中 引入 了 多 重 集 的 概念 (之 前 是 在 练习 中 引入 的 )。 
e@ 算法 。 新 版 讨论 了 字符 串 匹配 算法 ， 这 是 一 个 应 用 很 广 的 重要 算法 ， 可 用 于 拼写 检查 、 关 键 
字 搜 索 、 字 符 串 匹配 以 及 计算 生物 学 。 此 外 ， 还 给 出 了 求解 字符 串 匹配 练习 的 密 力 算法 。 
@ 数论 。 新 版 包含 有 关 素数 及 其 猜想 的 最 新 数值 发 现 和 理论 发 现 。 在 正文 中 论述 了 扩展 欧 





加 原 书 采用 英语 ， 而 中 译 版 则 采用 汉语 。 一 一 译 者 注 
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几 里 得 算法 和 一 遍 (one-pass) 算 法 (之 前 是 在 练习 中 介绍 的 ) 。 

密码 学 。 由 于 在 云 计算 中 的 重要 性 ， 新 版 涵盖 了 同 态 加 密 的 概念 。 

数学 归纳 法 。 扩 展 了 数学 归纳 法 证 明 的 模板 ， 并 将 其 放 在 数学 归纳 法 证 明 的 例题 之 前 。 

计数 方法 。 扩 充 了 用 于 计数 的 除法 法 则 的 讨论 。 

数据 挖掘 。 在 地 元 关系 一 节 讨论 了 数据 挖掘 中 的 一 个 关键 概念 一 关联 规则 。 另 外 ， 在 

练习 中 还 引入 了 雅 卡尔 指数 ， 可 用 于 计算 两 个 集合 之 间 的 距离 。 

® 图 论 应 用 。 添 加 了 一 道 新 例题 ， 解 释 语义 网 络 是 如 何 工作 的 。 这 是 人 工 智能 中 的 一 个 重 
要 结构 ， 可 以 用 图 来 建 模 。 

e 人 物 传记 。 新 的 人 物 传记 包括 怀 尔 斯 、 小 什 迎 罗 、 瓦 列 . 普 金 、 阿 达 马 、 张 益 唐 和 金 特 
里 。 原 有 的 传记 也 做 了 一 些 扩展 和 更 新 。 这 次 更 新 是 多 方面 的 ， 包 括 具有 历史 意义 的 东 
方 数学 家 、19 世纪 和 20 世纪 的 主要 研究 人 员 ， 以 及 目前 活跃 的 21 世纪 的 数学 家 和 计 
算 机 科学 家 。 


本 书 特色 


易 理解 性 。 实 践 证 明 ， 本 书 对 于 初学 者 来 说 是 易 读 易 懂 的 。 书 中 绝 大 部 分 内 容 不 需要 比 大 
学 代数 更 多 的 数学 预备 知识 ， 需 要 额外 帮助 的 学 生 可 以 在 配套 网 站 找到 相应 工具 ， 以 将 数学 素 
养 提升 到 本 书 要 求 的 水 准 。 书 中 少数 几 处 需要 用 到 微 积分 知识 的 地 方 都 已 注 明 。 大 多 数学 生 应 
该 很 容易 理解 用 于 表示 算法 的 伪 代 码 ， 无 论 是 否 正式 学 过 程序 设计 语言 。 本 书 不 要 求 正规 计算 
机 科学 方面 的 预备 知识 。 

每 章 都 是 从 易于 理解 和 易于 领会 的 水 平 开 始 。 一 旦 详细 介绍 了 基本 数学 概念 ， 就 会 给 出 稍 
难 一 些 的 内 容 以 及 在 其 他 研究 领域 中 的 应 用 。 

灵活 性 。 为 了 便于 灵活 使 用 ， 本 书 做 了 精心 的 设计 。 各 章 对 之 前 章节 的 依赖 程度 都 被 降 到 
最 低 。 每 章 分 成 长 度 大 致 相等 的 若干 节 ， 每 节 又 根据 内 容 划分 成 若干 小 节 以 方便 教学 。 教 师 可 
以 利用 章节 划分 灵活 地 安排 讲课 进度 。 

写作 风格 。 本 书 的 写作 风格 是 直接 而 又 实用 的 。 书 中 使 用 准确 的 数学 语言 ， 但 没有 采用 过 
多 的 形式 化 与 抽象 ， 在 数学 命题 中 的 记号 和 词语 表达 间 做 了 精心 的 平衡 。 

数学 严谨 性 和 准确 性 。 书 中 所 有 定义 和 定理 的 陈述 都 十 分 赣 慎 ， 这 样 学 生 可 以 欣赏 语言 
准确 性 和 数学 所 需 的 严谨 性 。 证 明 则 是 先 由 动机 引入 ， 然 后 再 慢 慢 展 开 ， 并 且 所 有 步 又 都 经 过 
了 详细 论证 。 证 明 中 用 到 的 公理 及 其 所 导出 的 基本 性 质 在 附录 中 均 有 描述 ， 这 呈现 给 学 生 一 个 
清晰 的 概念 ， 即 在 证 明 中 他 们 能 够 做 出 何 种 假设 。 本 书 解释 并 大 量 使 用 了 递归 定义 。 

例题 。 全 书 共 有 超过 800 道 例题 ， 用 来 阐述 概念 、 建 立 不 同 主题 之 间 的 关联 以 及 介绍 应 
用 。 在 大 部 分 例题 中 ， 首 先 提出 问题 ， 然 后 再 以 适量 的 细节 给 出 解法 。 

应 用 。 本 书 中 的 应 用 展示 了 离散 数学 在 解决 现实 世界 中 的 问题 时 的 实用 性 。 这 些 应 用 涉及 
广泛 的 领域 ,包括 计算 机 科学 、 数 据 网 络 、 心 理学 、 化 学 、 工 程 学 、 语 言 学 、 生 物 学 、 商 业 和 
互联 网 。 

算法 。 离 散 数 学 的 结论 常常 要 用 算法 来 表述 ， 故 书 中 多 数 章节 都 介绍 了 一 些 关键 算法 。 这 
些 算 法 采用 文字 令 述 ， 同 时 也 采用 一 种 易于 理解 的 结构 化 伪 代 码 来 描述 。 关 于 伪 代 码 的 描述 和 
说 明 在 附录 C 中 给 出 。 对 于 本 书 中 的 所 有 算法 ， 都 简要 分 析 了 其 计算 复杂 度 。 

历史 资料 。 书 中 对 许多 主题 的 背景 做 了 简要 介绍 ， 并 给 出 了 89 位 数学 家 和 计算 机 科学 家 
的 简短 传记 。 这 些 科 学 家 为 离散 数学 做 出 过 重要 和 贡献， 传记 中 介绍 了 他 们 的 生活 、 事 业 和 成 
就 ， 同 时 配 有 照片 (如 果 有 的 话 ) 。 

此 外 ， 我 们 还 提供 了 一 些 历史 资料 ， 作 为 对 正文 中 历史 资料 的 补充 。 我 们 做 了 大 量 努 力 以 
使 得 本 书 能 够 反映 新 的 发 现 。 

关键 术语 和 结论 。 每 章 最 后 列 出 关键 术语 和 结论 。 关 键 术语 只 列 出 学 生 必 须 学 会 的 那些 ， 
而 非 该 章 中 定义 的 每 个 术语 。 


VIII 


练习 。 书 中 包含 4200 多 道 练 习题 ， 涵 盖 大 量 不 同类 型 的 问题 。 不 仅 提 供 了 足够 多 的 简单 
练习 用 于 培养 基本 技能 ， 还 提供 了 大 量 中 等 难度 的 练习 和 许多 具有 挑战 性 的 练习 。 练 习 的 叙述 
清晰 而 无 歧义 ， 并 按 难 易 程度 进行 了 分 级 。 练 习 中 还 包含 一 些 特殊 的 讨论 来 展开 正文 中 没有 涉 
及 的 新 概念 ， 使 得 学 生 能 够 通过 自己 的 努力 来 发 现 新 的 想法 。 

那些 比 平均 难度 稍 难 的 练习 用 一 个 星 号 ( x ) 标 记 ， 而 那些 更 具 挑 战 性 的 练习 则 用 两 个 星 号 
( xx ) 来 标记 。 需 要 用 微 积分 知识 求解 的 练习 会 明确 指出 。 有 些 练习 的 结果 要 在 正文 中 用 到 ， 
我 们 用 r 球 符号 来 标识 这 类 题目 。 本 书 最 后 给 出 了 所 有 奇数 编号 练习 的 答案 或 解 题 纲 要 。 答 案 
中 大 部 分 证 明 的 步骤 都 十 分 清晰 。 

复习 题 。 每 章 后 面 都 有 一 组 复习 题 。 设 计 这 些 问 题 是 为 了 帮助 学 生 重 点 学 习 该 章 最 重要 的 
概念 和 技术 。 要 回答 这 些 复 习题 ， 学 生 必 须 写 出 较 长 的 答案 ， 而 不 是 仅 做 一 些 计算 或 给 出 简 答 。 

补充 练习 。 每 章 后 面 都 有 一 组 丰富 多 样 的 补充 练习 。 这 些 练习 通常 比 每 节 后 面 的 练习 难度 
更 大 。 补 充 练习 旨 在 强化 该 章 中 的 概念 ， 并 把 不 同 主题 更 有 效 地 综合 起 来 。 

计算 机 课题 。 每 章 后 面 还 有 一 组 计算 机 课题 。 全 书 共有 大 约 150 道 计 算 机 课题 ， 用 于 将 学 
生 在 计算 和 离散 数学 中 所 学 到 的 内 容 联 系 起 来 。 对 于 那些 从 数学 角度 或 程序 设计 角度 来 看 难度 
超过 平均 水 平 的 计算 机 课题 ， 我 们 用 一 个 星 号 (x ) 标 记 ， 而 那些 非常 具有 挑战 性 的 题目 则 用 两 
个 星 号 ( xx ) 标 记 。 

计算 和 探索 。 每 章 后 面 都 有 一 组 计算 和 探索 性 的 问题 ， 共 有 大 约 120 道 。 完 成 这 些 练习 需要 
借助 现 有 的 软件 工具 ， 诸 如 学 生 或 教师 自己 编写 的 程序 ， 或 像 Maple 或 Mathematica 这 样 的 数学 
计算 软件 包 。 这 些 练习 大 多 为 学 生 提 供 了 通过 计算 来 发 现 一 些 新 事实 或 想法 的 机 会 。( 其 中 一 些 
练习 在 配套 的 在 线 练习 册 《 探 索 离 散 数学 》(Exploring Discrete Mathematics) 中 也 有 讨论 。) 

写作 课题 。 每 章 后 面 都 有 一 组 写作 课题 ， 要 完成 这 类 题目 ， 学 生 需 要 参考 数学 方面 的 文 
献 。 有 些 题目 本 质 上 是 关于 历史 知识 的 ， 需 要 学 生 查 找 原始 资料 ; 其 他 题目 则 将 带领 学 生 通 往 
新 内 容 和 新 思想 。 这 些 练习 旨 在 向 学 生 展示 正文 中 没有 深入 探讨 的 想法 ， 通 过 把 数学 概念 和 写 
作 过 程 结合 起 来 ， 帮 助 学 生 面 对 未 来 可 能 的 研究 领域 。( 在 网 络 版 或 印刷 版 的 (学 生 解 题 指南 》 
(CStudent's Solutions Guide) 中 可 以 找到 为 这 些 题目 准备 的 参考 文献 。) 

附录 。 本 书 有 三 个 附录 。 附 录 A 介绍 实数 和 正 整 数 的 公理 ， 并 解释 如 何 利用 这 些 公 理 直 
接 证 明 事 实 。 附 录 B 介绍 指数 函数 和 对 数 函 数 ， 复 习 课 程 中 常用 的 一 些 基 本 内 容 。 附 录 C 则 介 
绍 正文 中 用 来 描述 算法 的 伪 代 码 。 

推荐 读物 。 在 附录 后 还 提供 了 一 份 针对 全 书 及 各 章 的 推荐 读物 。 这 些 推 荐 读物 包括 难度 不 
超过 本 书 的 书籍 、 更 难 些 的 书籍 、 曾 述 性 的 文章 以 及 发 表 离 散 数学 新 发 现 的 原始 文章 。 其 中 一 
些 是 多 年 前 出 版 的 经 典 读 物 ， 而 另 一 些 是 在 最 近 几 年 才 出 版 的 。 本 书 的 网 站 中 包含 许多 有 价值 
资源 的 链接 ， 可 以 作为 对 这 些 推 荐 读物 的 补充 。 


怎样 使 用 本 书 

本 书 经 过 了 精心 写作 和 编排 ， 以 支持 不 同 层次 以 及 侧重 点 不 同 的 离散 数学 课程 。 下 表 列 出 
了 核心 章节 和 可 选 章节 。 为 大 学 二 年 级 学 生 开设 一 学 期 的 离散 数学 入门 课程 可 以 以 本 书 核心 章 
节 为 基础 ， 其 他 章节 可 由 教师 取舍 。 两 学 期 的 入 门 课程 可 以 在 核心 章节 上 外 加 所 有 可 选 的 数学 
章节 。 强 调 计 算 机 科学 的 课程 则 可 以 涵盖 部 分 或 全 部 计算 机 科学 章节 。 教 师 可 以 在 本 书 网 站 上 
的 《教师 资源 手册 》(Instructor's Resource Guide) 中 找到 离散 数学 课程 教学 大 纲 样 本 ， 以 及 针对 
本 书 章 节 的 教学 建议 。 








章节 核心 章节 计算 机 科学 可 选 章节 数学 可 选 章节 
1 1.1 一 1.8( 视 需要 ) 
2 2.1 一 2.4，2. 6( 视 需要 ) 2.5 
8 3. 1 一 3. 3( 视 需要 ) 
4 


4. 1 一 4. 4( 视 需要 ) 4.5, 4.6 














( 续 ) 
章节 核心 章节 计算 机 科学 可 选 章节 数学 可 选 章节 
5 5. 1 一 5.3 5.4，5.5 
6 6, 1 一 6.3 6.6 6.4, 6.5 
人 天] 7.4 全 
8 8. 1 .8.5 8:3 8: 2, 8.4, 8.6 
9 Qe G3 5 9,.2 9 -6 
10 10. 1~10:5 10,6 一 10. 8 
天 下 下 11.4, 11.5 
12 12 112 4 
13 3. 1-13.5 
' 
使 用 本 书 的 教师 可 以 选用 或 略 去 每 节 最 后 有 第 ! 章 
挑战 性 的 例题 及 练习 来 调整 课程 的 难度 。 右 侧 的 第 : 章 。 
元 | zi 12 
各 章 依赖 图 展示 的 是 强 依赖 性 。 星 号 表示 该 章 只 一 Si。 pe 


有 部 分 相关 小 节 是 学 习 后 续 章 节 所 必需 的 。 弱 依 ”第 9 重 * 、 
赖 关 系 不 再 列 出 。 更 多 详细 信息 可 以 在 (教师 资 ， 第 ! 上 章 J i 
源 手册 ) 中 找到 。 是 第 5 章 * 


教 辅 资源 ° 

《学 生 解 题 指南 )。 这 本 可 以 单独 购买 的 学 生 第 7 章 A 
手册 包含 所 有 奇数 编号 练习 的 完整 解答 。 这 些 解答 解释 了 为 什么 要 用 某 种 特定 的 方法 以 及 为 什 
么 这 种 方法 管用 。 对 于 有 些 问题 ， 还 给 出 了 一 两 种 其 他 可 能 的 解法 ， 以 说 明 一 个 问题 可 以 用 多 
种 不 同方 法 来 求解 。 指 南 的 内 容 还 包括 : 为 每 章 后 面 的 写作 课题 推荐 的 参考 文献 ， 关 于 如 何 扎 
写 证 明 的 指南 ， 在 离散 数学 学 习 中 学 生 常 犯 的 各 类 错误 ， 为 每 章 提供 的 考试 样 例 及 解答 ， 以 帮 
助 学 生 准备 考试 。 

《教师 资料 手册 》。 本 手册 在 网 站 上 提供 ， 教 师 也 可 以 申请 印刷 版 ， 手 册 中 包含 书 中 所 有 侦 
数 编号 练习 的 完整 解答 。 手 册 的 内 容 还 包括 : 关于 如 何 讲授 本 书 每 章 内 容 的 建议 ， 包 括 每 节 中 
应 强调 的 重点 以 及 如 何 组 织 内 容 ， 为 每 章 提供 的 考试 样 例 ， 以 及 一 个 包含 1500 多 道 考试 题目 
的 可 选 试题 库 ， 对 于 所 有 考试 样 例 及 试题 库 中 的 题目 都 给 出 了 解答 ， 针 对 不 同 的 侧重 点 以 及 不 
同学 生 能 力 水 平 的 课程 教学 大 纲 样 本 。 
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Robin Reed， 首 席 产 品 开发 师 
Sandy Ludovissey， 采 购 人 
Egzon Shaqiri， 设 计 师 
Tammy Juran， 评 估 内 容 项 目 经 理 
Cynthia Northrup， 数 字 内 容 部 门 主 管 
Ruth Czarnecki-Lichstein， 业 务 产品 经 理 
Megan Platt， 编 辑 协 调 人 
Lora Neyens 和 Jolynn Kilburg， 项目 经 理 
Lorraine Buczek， 内 容 授 权 专 家 
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为 给 本 书 提供 有 价值 的 网 站 资源 ， 我 们 花费 了 巨大 的 心血 。 建 议 教师 花 些 时 间 浏 览 网 站 ， 
以 确定 哪些 资源 可 以 帮助 学 生 学 习 并 探索 离散 数学 知识 。 在 线 学 习 中 心 (OLC) 的 资源 可 供 学 生 
和 教师 使 用 ，Connect 站 点 则 专 为 交互 式 教学 而 设计 ， 教 师 可 以 选择 使 用 。 


在 线 学 习 中 心 
在 线 学 习 中 心 可 通过 www. mhhe. com/rosen 访问 ， 其 中 包含 信息 中 心 、 学 生 区 和 教师 区 。 
每 一 部 分 的 主要 特点 如 下 。 


信息 中 心 
信息 中 心 含有 本 书 的 基本 信息 ， 包 括 展 开 的 目录 (包括 小 节 标 题 )、 前 言 、 教 辅 资源 说 明 以 
及 一 个 样 章 。 还 有 一 个 链接 ， 用 来 提交 关于 本 书 的 错误 报告 或 其 他 反馈 信息 。 
学 生 区 
学 生 区 提供 丰富 的 资源 ， 包 括 下 列 与 本 书 紧 密 相关 的 资源 ( 书 中 通过 特定 图 标 标识 ) : 
@ 附加 例题 。 你 可 以 在 该 网 站 找到 大 量 附加 的 例题 ， 涵 盖 本 书 所 有 章节 。 这 些 例题 主要 集 
中 在 学 生 经 常 需要 寻找 额外 资料 的 领域 。 虽 然 大 部 分 例题 只 是 扩充 了 基本 概念 ， 但 在 这 
里 也 能 找到 一 些 非 常 具 有 挑战 性 的 例题 。 第 8 版 中 又 添加 了 许多 新 的 附加 例题 。 
@ 交互 式 演示 小 程序 。 借 助 这 些小 程序 ， 你 能 以 交互 方式 探索 重要 算法 是 如 何 工作 的 ， 并 
且 通 过 链接 到 例题 和 练习 直接 与 本 书 内 容 相 关联 。 网 站 还 提供 了 附加 说 明 ， 指 导 你 如 何 
应 用 这 些小 程序 。 
e@ 自我 评估 。 这 些 交互 式 指南 帮助 你 评估 自己 对 14 个 关键 概念 的 理解 程度 。 评 估 系 统 提 
供 了 一 个 问题 库 ， 其 中 每 个 问题 包括 一 段 简短 教程 和 一 道 多 选 题 。 如 果 你 选择 了 错误 答 
案 ， 系 统 会 提供 建议 ， 帮 助 你 理解 错 在 哪里 。 利 用 自我 评估 系统 ， 你 应 该 能 诊断 出 学 习 
中 的 问题 并 找到 合适 的 帮助 。 
e 网 络 资源 指南 。 该 指南 提供 了 数 百 个 带 有 注释 的 外 部 网 站 链接 ， 涉 及 历史 及 传记 信息 、 
谜 题 及 问题 、 讨 论 、 小 程序 示例 、 程 序 代 码 以 及 其 他 资源 。 
除 此 之 外 ， 学 生 区 的 资源 还 包括 : 
@ 探索 离散 数学 。 这 份 资料 能 帮助 学 生 利 用 计算 机 代数 系统 来 完成 离散 数学 中 很 广泛 的 一 
类 计算 。 每 章 提供 的 内 容 包 括 : 计算 机 代数 系统 中 相关 函数 的 描述 及 用 法 ， 离 散 数 学 中 
用 于 执行 计算 的 程序 ， 以 及 例题 和 练习 。 这 些 资 料 包 括 Maple 和 Mathematica 两 个 版 本 。 
@ 离散 数学 应 用 。 这 份 资料 共 24 章 ， 每 章 都 有 独立 的 一 组 练习 题 ， 给 出 了 各 式 各 样 有 趣 
而 又 重要 的 应 用 ， 涉 及 离散 数学 中 的 三 个 领域 一 一 离散 结构 、 组 合 学 和 图 论 。 这 些 应 用 
可 以 补充 本 书 内 容 ， 同 时 也 是 自学 的 理想 资料 。 
e 证 明 撰写 指南 。 该 指南 为 撰写 证 明 提 供 一 些 帮助 ， 扎 写 证 明 是 许多 学 生 都 觉得 很 难 掌握 
的 一 种 技巧 。 可 以 在 课程 刚 开 始 时 以 及 在 需要 写 证 明之 后 随时 翻阅 本 指南 ， 你 会 发 觉 自 
己 摆 写 证 明 的 能 力 提高 了 。( 在 《学生 解 题 指南 ?中 也 有 提供 。) 
@ 学 习 离 散 数学 时 的 常见 错误 。 该 指南 包括 一 个 详细 列表 ， 列举 了 学 生 在 学 习 离 散 数学 时 
常 有 的 一 些 误解 以 及 容易 犯 的 各 类 错误 。 建 议 你 时 常 看 看 该 列表 ， 有 助 于 避免 常见 的 陷 


日” 使 用 Connect 的 学 生 需 要 另行 购买 访问 权限 ， 中 文 版 不 提供 此 权限 。 一 一 编辑 注 
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阱 。( 在 (学生 解 题 指南 ?中 也 有 提供 。) 

® 对 写作 课题 的 建议 。 该 指南 为 本 书 中 的 写作 课题 提供 了 非常 有 益 的 提示 和 建议 ， 包括: 
有 助 于 开展 研究 的 各 类 参考 文献 ， 涵 盖 相关 书籍 和 论文 ， 各 种 相关 资料 ， 包 括 印刷 版 和 
在 线 版 ， 做 图 书馆 研究 的 技巧 ; 提升 写作 质量 的 建议 。( 在 (学 生 解 题 指 南 ) 中 也 有 
提供 。) 


教师 区 

网 站 的 这 一 部 分 提供 了 对 学 生 区 所 有 资源 的 访问 ， 以 及 为 教师 准备 的 资源 

e 教学 大 纲 样 本 。 给 出 了 详细 的 课程 大 纲 ， 为 有 不 同 侧重 点 以 及 不 同学 生 背 景 和 能 力 水 平 
的 课程 提供 了 建议 。 

® 教学 建议 。 包 含 给 教师 的 详细 教学 建议 ， 包 括 全 书 章节 概况 、 每 小 节 详细 注解 以 及 关于 
练习 的 说 明 。 We 

® 可 打印 试题 。 以 TeX 格式 和 Word 格式 提供 每 章 的 可 打印 试题 ， 教 师 还 可 以 自行 定制 。 

® 讲义 幻灯 片 以 及 图 表 。 为 教师 提供 了 一 组 涵盖 全 部 章节 的 完整 PowerPoint 幻灯 片 。 此 
外 ， 本 书 中 所 有 的 图 和 表格 也 以 PowerPoint 幻灯 片 形式 提供 。 
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什么 是 离散 数学 ”离散 数学 是 致力 于 研究 离散 对 象 的 数学 分 支 。( 这 里 离散 意味 着 由 不 同 
的 或 不 相连 的 元 素 组 成 。) 可 利用 离散 数学 来 求解 的 问题 包括 : 
在 计算 机 系统 中 ， 有 多 少 种 方式 可 以 选择 一 个 合法 的 口令 ? 
e 赢得 彩票 的 概率 是 多 少 ? 
@ 网 络 上 的 两 台 计 算 机 之 间 是 否 存在 通路 ? 
@ 怎样 鉴别 垃圾 邮件 ? 
@ 怎样 加 密 一 则 消息 ， 使 得 只 有 预期 收 件 人 能 够 阅读 ? 
和 
@ 
® 
® 


在 交通 系统 中 ， 两 座 城市 之 间 的 最 短路 径 是 什么 ? 
怎样 按 递增 顺序 排列 一 列 整数 ? 

完成 排序 需要 用 到 多 少 步 又 ? 

如 何 证 明 一 种 排序 算法 能 正确 地 排序 列表 ? 

@ 怎样 设计 两 个 整数 相 加 的 电路 ? 

@ 存在 多 少 合法 的 因特网 地 址 ? 

你 将 学 习 解 决 诸如 以 上 问题 时 需要 用 到 的 离散 结构 和 技术 。 

更 一 般 地 ， 每 当 和 需要 对 对 象 进行 计数 时 ， 需 要 研究 两 个 有 限 ( 或 可 数 ) 集 合 之 间 的 关系 时 ， 
需要 分 析 涉 及 有 限 步骤 的 过 程 时 ， 就 会 用 到 离散 数学 。 离 散 数学 的 重要 性 不 断 增 长 的 一 个 关键 
原因 是 信息 在 计算 机 器 中 是 以 离散 方式 存储 和 处 理 的 。 

为 什么 要 学 习 离散 数学 ? 学 习 离 散 数学 有 许多 重要 理由 。 首 先 ， 通 过 这 门 课 程 你 可 以 培养 
自己 的 数学 素养 ， 即 理解 和 构造 数学 论证 的 能 力 。 没 有 这 些 技巧 ， 你 在 学 习 数 学 科学 时 不 可 能 
走 得 太 远 。 

其 次 ， 离 散 数学 是 学 习 数 学 科学 中 所 有 高 级 课程 的 必由之路 。 离 散 数学 为 许多 计算 机 科学 
课程 提供 数学 基础 ， 包 括 数据 结构 、 算 法 、 数 据 库 理论 、 自 动机 理论 、 形 式 语 言 、 编 译 理论 、 
计算 机 安全 以 及 操作 系统 。 学 生 会 发 现 ， 若 没有 在 离散 数学 课程 中 打下 适当 的 数学 基础 ， 在 学 
习 后 续 课 程 时 将 会 感到 非常 困难 。 有 一 个 学 生 给 我 发 送 电子 邮件 ， 说 在 她 选修 的 每 门 计 算 机 科 
学 课程 中 都 用 到 了 本 书 的 知识 。 

以 离散 数学 中 研究 的 内 容 为 基础 的 数学 课程 包括 逻辑 、 集 合 论 、 数 论 、 线 性 代数 、 抽 象 代 
数 、 组 合 学 、 图 论 及 概率 论 (离散 部 分 )。、 

此 外 ， 离 散 数学 还 包含 在 运筹 学 (包括 离散 优化 ) 、 化 学 、 工 程 学 以 及 生物 学 等 领域 的 问题 
求解 中 所 必需 的 数学 基础 。 在 本 书 中 ， 我 们 将 学 习 上 述 领域 中 的 一 些 应 用 。 

许多 学 生 都 感到 他 们 的 离散 数学 入门 课程 比 以 前 选修 过 的 课程 更 具 挑 战 性 。 理 由 就 是 ， 本 
课程 的 主要 目标 之 一 是 教授 数学 推理 和 问题 求解 ， 而 非 一 些 零 散 技巧 的 集合 。 本 书 练习 的 设计 
就 反映 了 这 个 目标 。 虽 然 书 中 的 大 量 练习 与 例题 所 阐述 的 内 容 多 有 类 似 ， 但 还 是 有 相当 比例 的 
练习 需要 创造 性 思维 。 这 是 有 意 而 为 之 的 。 本 书 中 讨论 的 内 容 提 供 了 求解 这 些 练习 所 需 的 工 
具 ， 但 你 的 任务 是 调动 自己 的 创造 性 成 功 地 使 用 这 些 工 具 。 本 课程 的 主要 目标 之 一 是 学 习 如 何 
解决 那些 可 能 与 你 以 前 遇 到 过 的 不 大 一 样 的 问题 。 不 过 ， 学 会 求解 一 些 特殊 类 型 的 练习 ， 还 不 
足以 保证 你 能 掌握 在 后 续 课 程 及 职业 生涯 中 所 需 的 问题 求解 技能 。 虽 然 本 书 论述 了 众多 不 同 的 
主题 ， 但 离散 数学 是 一 个 极为 多 样 化 又 涉猎 广泛 的 研究 领域 。 本 书 的 目标 之 一 是 培养 学 生 举 一 
反 三 的 能 力 ， 以 便 学 生 在 将 来 的 职业 生涯 中 也 能 快速 学 会 所 需要 的 其 他 知识 。 

最 后 ， 离 散 数学 是 一 门 非常 好 的 学 习 如 何 阅读 和 书写 数学 证 明 的 课程 。 除 了 第 1 章 和 第 5 
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章 给 出 的 明确 论述 证 明 的 资料 外 ， 本 教材 还 包含 大 量 定理 的 证 明 ， 以 及 要 求学 生 完 成 证 明 的 练 
习 。 这 样 不 仅 能 加 深 学 生 对 主题 的 理解 ， 还 能 使 学 生 为 今后 学 习 数学 和 计算 机 科学 理论 方面 的 
高 级 课程 做 好 充分 准备 。 

练习 。 关 于 如 何 更 好 地 学 习 离 散 数学 (以 及 数学 和 计算 机 科学 中 的 其 他 科目 )， 我 想 给 出 一 
些 建议 。 积 极 做 练习 的 收获 最 多 ， 建 议 你 尽 可 能 地 多 做 练习 。 在 完成 老师 布置 的 练习 后 ， 我 鼓 
励 你 做 更 多 的 练习 ， 如 本 书 每 节 后 面 的 练习 和 每 章 后 面 的 补充 练习 。( 注 意 练习 前 面 的 分 级 
标记 。) 


练习 标记 的 含义 

无 标记 常规 练习 

x 稍 难 的 练习 

x% 富有 挑战 性 的 练习 

[= 练习 中 包含 正文 中 要 用 到 的 结论 ( 表 1 列 出 了 这 些 练习 在 哪里 会 用 到 ) 


(需要 微 积 分 知识 ) ”练习 求解 时 需要 用 到 极限 或 微 积分 中 的 概念 
表 1 带 有 手 形 图 标的 练习 ， 以 及 正文 中 哪里 会 用 到 这 些 练习 











节 练习 会 用 到 的 节 节 练习 会 用 到 的 节 
LY 42 1 4.3 37 4.1 
La 43 ls3 4.4 2 4.6 
i 11 1.6 4.4 44 多 
ie 12 1.6 6.4 21 2 
.8 19 1.6 6.4 25 7.4 . 
8 34 1.6 下 法 18 7 
1,8 46 12. 2 9.1 26 9.4 
1:7 18 Lh 10.4 59 L131 
区 入 74 2.3 Ll 15 lal 
2.3 81 2 li 30 11.1 
区 a 2.5 11,1 48 Wl 
2.5 16 2 2.1 12 1253 
3 45 1 A.2 4 8.3 
82 74 11.2 


做 练习 的 最 好 方法 是 在 查阅 答案 之 前 首先 尝试 自己 解 题 。 注 意 ， 书 中 提供 的 所 有 奇数 编号 
练习 的 答案 只 是 答案 而 已 ， 而 非 完 整 的 解答 ， 特 别 是 ， 这 些 答案 中 省 略 了 获得 解 所 需 的 推导 过 
程 。 单 独 提供 的 (学 生 解 题 指 南 ) 则 提供 了 本 书 中 所 有 奇数 编号 练习 的 完整 解答 。 当 你 在 求解 过 
程 中 遇 到 困境 时 ， 才 建议 查阅 (学 生 解 题 指 南 》。 越 是 尝试 自己 解 题 而 非 被 动 查阅 或 照抄 解答 ， 
你 学 到 的 就 越 多 。 出 版 商 有 意 不 提供 偶数 编号 练习 的 答案 和 解答 ， 如 果 你 在 解 这 些 练习 时 遇 到 
困难 ， 可 以 请 教 你 的 老师 。 

网 络 资源 。 本 书 的 所 有 用 户 均 可 通过 在 线 学 习 中 心 访问 在 线 资源 。 在 那里 ， 你 会 找到 : 许 
多 为 澄清 关键 概念 而 设计 的 附加 例题 ， 衡量 你 对 核心 主题 理解 程度 的 自我 评估 ;， 探索 关键 算法 
和 其 他 概念 的 交互 式 演示 小 程序 ; 精 选 的 与 离散 数学 相关 的 网 络 资源 指南 ; 帮助 你 掌握 核心 概 
念 的 附加 解释 和 实践 ， 关 于 撰写 证 明 以 及 避免 离散 数学 中 常见 错误 的 新 增 说 明 ;， 关于 重要 应 用 
的 深度 讨论 ; 利用 Maple 和 Mathematica 软件 探索 离散 数学 中 计算 问题 的 指南 。 在 书 中 的 一 些 
地 方 ， 当 有 其 他 在 线 资源 可 用 时 ， 会 在 页 边 用 特定 图 标 标识 。 关 于 这 些 以 及 其 他 在 线 资源 的 详 
细 信 息 ， 参 见 前 文中 的 说 明 。 
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本 书 的 价值 。 对 于 读者 给 予 本 书 的 高 额 投资 ， 我 希望 能 提供 超 值 的 回报 。 多 年 来 我 们 投入 
了 大 量 的 精力 来 开发 和 优化 本 书 、 相 关 教 辅 资料 及 配套 网 站 。 我 相信 绝 大 多 数 读者 会 觉得 本 书 
及 相关 资料 能 帮助 自己 掌握 离散 数学 ， 就 像 以 前 的 许多 学 生 一 样 。 即 使 你 现在 的 课程 没有 覆盖 
某 些 章节 ， 但 当 你 学 习 其 他 课程 时 ， 会 发 现 再 来 阅读 本 书 相关 章节 也 是 十 分 有 益 的 ， 之 前 的 许 
多 学 生 都 有 过 这 样 的 经 历 。 绝 大 多 数 读者 ， 特 别 是 那些 将 继续 从 事 计算 机 科学 、 数 学 或 工程 学 
相关 工作 的 人 ， 在 今后 的 学 习 中 一 定 会 把 本 书 当 作 一 本 有 用 的 工具 书 。 我 将 本 书 设计 为 今后 学 
习 和 探索 的 起 点 ， 同 时 也 是 一 部 综合 性 的 参考 书 。 祝福 每 一 位 即将 开启 征程 的 读者 ， 祝 你 


好 运 。 


Kenneth H. Rosen 
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主题 符号 意义 

村 二 的 否定 
旋 人 4 和 9g 的 合 取 
pVg 和 9g 的 析 取 
pODq 和 9g 的 异 或 
pg 蕴含 gq 
prgq Pp 和 9 的 双 条 件 
p=g 志和 9g 的 等 价 

逻辑 Ct 永 真 式 
F 矛盾 式 
PCzi，… ，zn) 命题 函数 
WP(z) P(z) 的 全 称 量化 
3zP(Cz) P(Cz) 的 存在 量化 
3!zP(Cz) P(Cz) 的 唯一 存在 量化 
a 所 以 
p{S}g S 的 部 分 正确 性 
rE€S 工 是 S 的 成 员 
rES 工 不 是 S 的 成 员 
(Ry i 一 个 集合 的 元 素 列 表 
{ z|P(z)} 集合 构造 器 记 法 
N 自然 数 集合 
多 整数 集合 
A 正 整数 集合 
Q 有 理 数 集合 
R 实数 集合 
[ER bs Co, BY 闭 区 间 ， 开 区 间 
二 下 集合 等 式 
好 空 集 
SE 外 S 是 了 的 子 集 
SCT S 是 本 的 真子 集 

a |s| S 的 基数 

R P(S) S 的 宕 集合 

(al ，az， : Qn) n 元 组 
(a, b) 序 偶 
AXB A 和 B 的 笛 卡 儿 乘 积 
AUB A 和 B 的 并 集 
ANB A 和 B 的 交集 
A—B A 和 B 的 差 集 
A A 的 补 集 
Ua; Ai 的 并 集 , i=1，2,，… 
i=1 
[Fis Ai 的 交集 ，i 王 1，2，… 
ii 一 1 
Ad 中 B A 和 B 的 对 称 差 
So 可 数 集 的 基数 
& R 的 基数 




















函数 
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( 续 ) 

主题 符号 意义 

fla) 函数 f 在 a 点 的 值 

iA ff 是 从 A 到 B 的 函数 

ain 函数 fi 和 户 的 和 

fif: 函数 有 和 fi 的 积 

f(S) 集合 S 在 /之 下 的 像 

1A(s) A 上 的 恒 等 函 数 

pi 的 北 

fog ff 和 g 的 组 合 

[zj 下 取 整 函数 

[xz] 上 取 整 函数 

an 、 {ai} 中 下 标 为 n 的 项 

AN 人 Ags ys an 之 和 

i=1 

Das a 之 和 ,a€S 

a€S 

TT a，a，…，an 之 积 

PE 

乒 z) 是 OCg(Cz)) f(z) 是 大 OO g(z) 

nl n 的 阶乘 


整数 


和 矩阵 


计数 与 概率 


fz) 是 QO(g(x)) 
f(z) 是 B@(g(x)) 





fz) 是 大 0 g(x) 
f(z) 是 大 OB g(x) 




















~ 渐 近 于 

min(x, »y) 工 和 yy 的 最 小 值 
max(x, y) 工 和 y 的 最 大 值 

x 约 等 于 

alb 人 a 整除 5 

a a 不 整除 5 

a divb a 除 以 5 所 得 的 商 
amodb a 除 以 5 所 得 的 余数 
a = b(mod m) a 模 m 同 余 于 6 

a 甘 b(mod m) a 模 汉 不 同 余 于 6。 
2 模 m 整数 集 
(CakQk1…alao)5 以 5 为 基数 的 表示 
gcd(a, b) 4a 和 2 的 最 大 公 因 子 
lem(a, b) a 和 5 的 最 小 公 倍数 
[oj] 本 矩阵 ， 其 中 元 素 为 ww 
A 二 TB 矩阵 A 和 B 的 和 
AB 矩阵 A 和 B 的 积 

五 n 阶 单位 矩阵 

AT A 的 转 置 

AVB 矩阵 A 和 B 的 并 
AAB 矩阵 A 和 B 的 交 
4@B 矩阵 4 和 中 的 布尔 积 
AE"] 4 的 ?次 布尔 震 
Pln, r) nn 元素 集 合 的 + 排列 数 
Cln, 7) n 元 素 集 合 的 r+ 组 合 数 
的 n 选 + 的 二 项 式 系数 
Clns ni, nz, **, nm) 





| ”多 项 式 系数 





XX 


-一 














主题 符号 意义 

pl(E) EE 的 概率 
plE|F) 给 定 ，E 的 条 件 概 率 
E(X) 随机 变量 X 的 期 望 值 

、 VCX) 随机 变量 X 的 方差 

计数 与 概率 c, 卡 塔 兰 数 
汉人 RE Bi) 具有 性 质 P; 的 元 素 个 数 ，7 一 1，… 
IN 和 PS) 不 具有 性 质 P; 的 元 素 个 数 ，7 一 1，… 
D, nn 个 元 素 的 错 排 数 
SoR 关系 尽 和 S 的 复合 
Rn 关系 尺 的 n 次 客 
太一 ! 闭关 系 
SC 条 件 C 的 选择 操作 
Pi igs sy im 投影 
J 联合 
A 对 角 线 关系 
R* 有 R 的 连通 性 关系 

关系 a~b a 等 价 于 6 
Lajr a 的 尺 等 价 类 
bod 模 mm 的 同 余 类 
(Sr 由 集合 S 和 偏 序 R 构 成 的 偏 序 集 
a<ob a、08 有 到 关系 
a>4b a、b 有 > 关系 
ax<b a、0 有 和 关系 
a>b a、b 有 之 关系 
(ws. v) 有 向 边 
G=(V, E) 以 V 为 点 集 、 五 为 边 集 的 图 
{zy vw} 无 向 边 
deg(v) 顶点 v 的 度数 
deg™ (v) 顶点 v 的 人 度 
deg+ (wv) 顶点 v 的 出 度 
Kx n 个 顶点 的 完全 图 
CG 大 小 为 nn 的 圈 图 
Wa 大 小 为 n 的 轮 图 
Q， n 立 方 体 图 
Ki,m 大 小 为 n、m 的 完全 二 分 图 
G 一 e G 删 除 边 e 后 的 子 图 
G+e G 增 加 边 e 所 得 的 图 

图 和 树 GIUG: G1! 和 G2 的 并 
pe 从 a 到 64 的 通路 
Gy WLS Mn Wh 回路 
Kk(G) G 的 顶点 连通 度 
A(G) G 的 边 连 通 度 
r 平面 图 的 面 数 
deg(R) 面 RR 的 度数 
X(CG) G 的 着 色 数 
m 根 树 中 内 点 的 最 大 子 树 数 
n 根 树 中 的 顶点 数 
i 根 树 中 的 内 点 数 
l 根 树 中 的 叶子 数 
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根 树 的 高 度 
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( 续 ) 
主题 符号 意义 
区 布尔 变量 z 的 补 
zy 工 和 y 的 布尔 和 
XK，y( 或 zy) 工 和 yy 的 布尔 积 
B (0 TB} 
jg 下 的 对 偶 
zj|y zx NANDy 
布尔 代数 zyy rNORy 
x 一 一 | >0—— pr 非 门 
> 
so Dr | wn 
x 
3? >» 与 门 
A 空 串 
Ty 工 和 y 的 连接 
人 (2 串 工 的 长 度 
wR ww 的 反串 
(YT SS: PY 短语 结构 文法 
S 开始 符号 
WwW— wl 产生 式 
机 Wl ws 2 可 由 wi 直接 派生 
语言 和 有 限 状 态 机 We we 可 出 -wi 六 生 
<A> :: =<B> c|d 巴克 斯 -诺尔 范式 
CS Ts ©O, fy Bn 带 输出 的 有 限 状 态 机 
50 开始 状态 
AB 集合 A 和 B 的 连接 
A* A 的 Kleene 闭 包 
(CODY Fh, FY 不 带 输 出 的 有 限 状 态 自动 机 
C9 Ts fy 0 图 灵机 
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Discrete Mathematics and Its Applications, 8E 


基础 : 逻辑 和 证 明 





逻辑 规则 可 以 指定 数学 语句 的 含义 。 例 如 ， 这 些 规 则 有 助 于 我 们 理解 下 列 语句 及 其 推理 ; 
“存在 一 个 整数 ， 它 不 是 两 个 整数 的 平方 之 和 ”， 以 及 “对 每 个 正 整 数 n， 小 于 等 于 n 的 正 整 数 
之 和 是 n(n 十 1)/2”。 逻 辑 是 所 有 数学 推理 的 基础 ， 也 是 所 有 自动 推理 的 基础 。 对 计算 机 的 设 
计 、 系 统 的 规范 说 明 、 人 工 智 能 、 计 算 机 程序 设计 、 程 序 设 计 语 言 以 及 计算 机 科学 的 其 他 许多 
研究 领域 ,逻辑 都 有 实际 的 应 用 。 A 

为 了 理解 数学 ， 我 们 必须 理解 正确 的 数学 论证 ( 即 证 明 ) 是 由 什么 组 成 的 。 一旦 证 明 一 个 数 
学 语句 是 真 的 ， 我 们 就 称 之 为 定理 。 关 于 同一 主题 的 定理 集合 就 组 成 了 我 们 对 这 个 主题 的 认 
知 。 为 了 学 习 一 个 数学 主题 ， 我 们 需要 主动 构造 关于 此 主题 的 数学 论证 ， 而 不 仅仅 是 阅读 论 
述 。 此 外 ， 了 解 一 个 定理 的 证 明 通 常 就 有 可 能 通过 细微 改变 使 结论 能 够 适应 新 的 情境 。 

每 个 人 都 知道 证 盟 在 数学 中 的 重要 性 ， 但 许多 人 对 于 证 明 在 计算 机 科学 中 的 重要 程度 感到 
惊讶 。 事 实 上 ， 证明 常 常用 于 验证 计算 机 程序 对 所 有 可 能 的 输入 值 产生 正确 的 输出 值 ， 用 于 揭 
示 算 法 总 是 产生 正确 结果 ， 用 于 建立 一 个 系统 的 安全 性 ， 以 及 用 于 创造 人 工 智能 系统 。 并 且 ， 
已 经 有 自动 推理 系统 被 创造 出 来 ， 即 让 计算 机 自己 来 构造 证 明 。 

本 章 将 解释 一 个 正确 的 数学 论证 是 如 何 组 成 的 ， 并 介绍 构造 这 样 的 论证 的 工具 。 我 们 将 开 
发 一 系列 不 同 的 证 明 方法 以 证 明 许多 不 同类 型 的 结论 。 在 介绍 了 多 种 不 同 证 明 方法 后 ， 我 们 将 
介绍 一 些 构造 证 明 的 策略 。 我 们 还 将 介绍 猜想 的 概念 ， 并 通过 研究 猜想 来 解释 数学 发 展 的 过 程 。 


1.1 命题 逻辑 
Lm ee 

逻辑 规则 给 出 数学 语句 的 准确 含义 。 这 些 规 则 可 以 用 来 区 分 数学 论证 的 有 效 或 无 效 。 由 于 
本 书 的 一 个 主要 目的 是 教会 读者 如 何 理解 和 构造 正确 的 数学 论证 ， 所 以 我 们 从 介绍 逻辑 开始 离 
散 数 学 的 学 习 。 

逻辑 不 仅 对 理解 数学 推理 十 分 重要 ， 而 且 在 计算 机 科学 中 有 许多 应 用 。 这 些 逻 辑 规则 用 于 
计算 机 电路 设计 、 计 算 机 程序 构造 、 程 序 正 确 性 验证 以 及 许多 其 他 方面 。 而且, 已 经 开发 了 一 
些 软件 系统 用 于 自动 构造 某 些 (但 不 是 全 部 ) 类 型 的 证 明 。 在 随后 的 几 章 中 将 逐一 讨论 这 些 应 用 。 
1.1.2 命题 

我 们 首先 介绍 逻辑 的 基本 构件 一 一 命题 。 命 题 是 一 个 陈述 语句 ( 即 陈述 事实 的 语句 )， 它 或 
真 或 假 ， 但 不 能 既 真 又 假 。 

下 面 的 陈述 句 均 为 命题 。 

1. 华盛顿 特区 是 美利坚 合众国 的 首都 。 

2. 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 。 

3. 11=2。 

4 2 十 2 一 3。 

命题 1 和 3 为 真 ， 而 命题 2 和 4 为 假 。 4 

例 2 给 出 了 不 是 命题 的 若干 语句 。 

考虑 下 述 语句 。 

1. 几 点 了 ? 
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2. 仔细 读 这 个 。 

3. z 十 1 一 2。 

4.Z 十 y 一 z。 

语句 1 和 2 不 是 命题 ， 因 为 它们 不 是 陈述 句 。 语 句 3 和 4 不 是 命题 ， 因 为 它们 既 不 为 真 ， 
也 不 为 假 。 注 意 ， 如 果 我 们 给 语句 3 和 4 中 的 变量 赋值 ， 那 么 语句 3 和 4 可 以 变 成 命题 。1. 4 
节 还 将 讨论 把 这 一 类 语句 改 成 命题 的 其 他 方法 。 | 

我 们 用 字母 来 表示 命题 变量 (或 称 为 语句 变量 ) ， 即 表示 命题 的 变量 ， 就 像 用 字母 表示 数值 
变量 那样 。 习 惯 上 用 字母 p，gq，r，s，… 表 示 命 题 变量 。 如 果 一 个 命题 是 真 命 题 ， 则 它 的 真 值 
为 真 ， 用工 表 示 ; 如 果 它 是 假 命题 ， 则 其 真 值 为 假 ， 用 下 表示 。 不 能 用 简单 的 命题 来 表示 的 命 
题 称 为 原子 命题 。 

涉及 命题 的 逻辑 领域 称 为 命题 演算 或 命题 逻辑 。 它 最 初 是 2300 多 年 前 由 古 和 希腊 哲学 家 亚 
里 士 多 德 系统 地 创建 的 。 

现在 我 们 转 而 关注 从 已 有 命题 产生 新 命题 的 方法 。 这 些 方法 由 英国 数学 家 布尔 在 他 的 名 为 
《The Laws of Thought》( 思 维 定律 ) 的 书 中 讨论 过 。 许 多 数学 陈述 都 是 由 一 个 或 多 个 命题 组 合 而 
来 。 由 已 知 命题 用 逻辑 运算 符 组 合 而 来 的 新 命题 也 被 称 为 复合 命题 。 

证 X 题 ， 则 的 天 定 记 作 有 也 可 记 作 而 


于 2 


A 












评注 ”否定 运算 符 的 记号 并 没有 统一 标准 。 尽 管 4p 和 是 数学 中 最 常用 的 表示 办 的 否定 的 
记号 ,但 你 仍 有 可 能 会 见 到 其 他 的 记 法 ， 如 一 p、 一 p、p'、Np 和 1p。 

找 出 命题 “Michael 的 PC 运行 Linux” 的 否定 ， 并 用 中 文 表示 。 

. 解 ” 否 定 为 “并 非 Michael 的 PC 运行 Linux”， 也 可 以 更 简单 地 表达 为 “Michael 的 PC 并 
不 运行 Linux”。 本 

找 出 命题 “Vandana 的 智能 手机 至 少 有 32GB 内 存 ” 的 否定 并 用 中 文 表示 。 


Links > 








亚 里 士 多 德 (Aristotle， 公 元 前 384 一 公元 前 322) ” 生 于 希腊 北部 的 斯 塔 基 尔 地 
区 。 他 的 父亲 是 马其顿 国王 的 宫廷 侍 医 。 亚 里 士 多 德 年 幼 时 父亲 去 世 ， 因 而 没 能 子 
承 父 业 。 当 他 的 母亲 也 去 世 后 ， 年 轻 的 亚 里 士 多 德 就 成 了 孤儿 。 他 的 监护 人 抚养 他 
长 大 ， 并 教授 他 诗歌 、 修 辞 艺术 和 和 希腊 语 。 在 亚 里 士 多 德 17 岁 时 ， 监 护 人 将 他 送 到 
雅典 进一步 深造 。 此 后 20 年 里 亚 里 士 多 德 在 雅典 柏拉图 学 院 师 从 柏拉图 学 习 并 进行 
自己 的 学 术 研 究 。 当 柏拉图 于 公元 前 347 年 去 世 时 ， 亚 里 士 多 德 没 有 被 选中 继承 师 
Source: National Libraryof ” 钵 ， 因 为 他 的 哲学 思想 与 柏拉图 有 很 大 的 分 歧 。 亚 里 士 多 德 来 到 赫 尔 墨 斯 国王 的 宫 
We ee 廷 ， 在 那里 供职 三 年 并 与 国王 的 侄女 结婚 。 当 波斯 人 打败 赫 尔 墨 斯 国王 后 ， 他 前 往 
米 蒂 利 尼 ， 受 马其顿 国王 腓 力 二 世 的 聘请 ,担任 太子 亚历山大 (就 是 后 来 著名 的 亚历山大 大 帝 ) 的 老师 。 
亚 里 士 多 德 教授 了 亚历山大 五 年 ， 在 腓 力 二 世 逝 世 后 ， 亚 里 士 多 德 重 返 雅典 并 创建 了 自己 的 吕 克 昂 学 园 。 

亚 里 士 多 德 的 追随 者 通常 被 称 为 “ 遂 遥 派 ”， 意 思 是 巡游 讲学 ， 因 为 亚 里 士 多 德 经 常 在 花园 中 边 散步 
边 讨 论 哲学 问题 。 亚 里 士 多 德 在 吕 克 昂 学 园 讲 学 长 达 13 年 ， 他 早上 给 自己 的 高 才 生 们 讲课 ， 而 晚上 则 给 
广大 听众 演讲 。 当 亚历山大 大 帝 于 公元 前 323 年 去 世 后 ， 那 里 立刻 掀起 了 反 亚 历 山大 的 狂潮 ， 致 使 亚 里 
士 多 德 被 冠 以 莫须有 的 不 敬 神 罪名 。 亚 里 士 多 德 逃 亡 到 加 而 西 斯 避难 。 他 在 加 而 西 斯 生活 了 一 年 ， 于 公 
元 前 322 年 死 于 胃病 。 

亚 里 士 多 德 的 著作 主要 分 为 三 类 : 供 普 通 大 众 阅读 的 文集 、 科 学 事实 的 汇编 集 以 及 系统 的 论辩 文集 。 
系统 的 论辩 文集 涉及 逻辑 学 、 哲 学 、 心 理学 、 物 理学 和 自然 历史 。 亚 里 士 多 德 的 著作 由 一 个 学 生 保存 并 
隐藏 在 一 个 拱 顶 中 ， 大 约 200 年 后 一 个 富裕 的 书 藏 家 发 现 了 它 。 这 些 著作 被 送 往 罗 马 ， 在 那里 学 者 们 研 
究 并 发 行 新 版 本 以 流传 后 世 。 
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解 ”否定 为 “并 非 Vandana 的 智能 手机 至 少 有 32GB 内 存 ”， 也 可 以 表达 为 “Vandana 的 智 
能 手机 并 没有 至 少 32GB 内 存 ”， 或 者 可 以 更 简单 地 表达 为 “Vandana 的 智能 手机 有 不 到 32GB 
内 存 ”。 

表 1 是 命题 p 及 其 否定 的 真 什 表 。 此 表 针 对 命题 p 的 两 种 。 表 | 命题 之 否定 的 真 值 玫 
可 能 真 值 各 有 一 行 。 每 一 行 显示 对 应 于 p 的 真 值 时 1p 的 真 值 。 


命题 的 否定 也 可 以 看 作 否 定 运 算 符 作用 在 命题 上 的 结果 。 
否定 运算 符 从 一 个 已 知 命题 构造 出 一 个 新 命题 。 现 在 我 们 将 引 > E 


人 从 网 守 下 内 个 电 知 多 四 构造 新 页 十 的 近 扩 如 凑 币 ， 这 些 逻 辑 
运算 符 也 称 为 联结 词 。 





表 2 展示 了 pA 人 g 的 真 值 表 。 此 表 每 一 行 对 应 p 和 g 真 值 的 4 种 可 能 组 合 之 一 。4 行 分 别 对 
应 真 值 对 TT、TF、FT 和 FF， 其 中 第 一 个 真 值 是 p 的 真 值 ， 第 二 个 真 值 是 g 的 真 值 。 

注意 在 逻辑 中 ， 有 时 候 会 用 “但 是 ”一 词 替代 “并 且 ” 一 词 来 表示 合 取 。 上 比如， 语句 “ 阳 
光 灿 烂 ， 但 是 在 下 雨 ” 是 “阳光 灿烂 并 且 在 下 十 ”的 另 一 种 说 法 。( 在 自然 语言 中 ,“ 并 且 ” 和 
“但 是 ”在 意思 上 有 微妙 的 不 同 ， 这 里 我 们 不 关心 这 个 细微 差别 。) 

找 出 命题 p 和 4 的 合 取 ， 其 中 p 为 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16GB 空闲 磁盘 空 
间 ”，g 为 命题 “Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1GHz”。 

解 ”这 两 个 命题 的 合 取 p 人 人 g 是 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 
Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1GHz”。 这 个 合 取 可 以 更 简单 地 表示 成 “Rebecca 的 PC 至 少 
有 16GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 其 处 理 器 的 速度 大 于 1GHz”。 这 一 命题 要 想 为 真 ， 两 个 给 定 的 条 
你 部 党 需 为 让 。 当 其 中 一 个 或 两 个 条 件 为 假 时 ， 它 就 是 假 命题 








表 3 展示 了 pV a 的 真 值 表 。 
表 2 ”两 个 命题 合 取 的 真 值 表 表 3 ”两 个 命题 析 取 的 真 值 表 





在 析 取 中 使 用 的 联结 词 或 (or) 对 应 于 在 自然 语言 中 使 用 或 字 的 两 种 情况 之 一 ， 即 兼 或 
(inclusive or) 。 析 取 式 为 真 ， 只 要 两 个 命题 之 一 为 真 或 两 者 均 为 真 即 可 。 We 当 p 和 4g 
0 和 9g 恰好 有 一 个 为 真 时 ，p Vg 为 真 。 

令 p 和 9g 分 别 表示 命题 “选修 过 微 积分 课 的 学 生 可 以 选修 本 课程 ”和 “选修 过 计算 
np hr et ei 在 命题 逻辑 中 用 这 两 个 命题 翻译 语句 “选修 过 微 积 分 
课 或 计算 机 科学 导论 课 的 学 生 可 以 选修 本 课程 ”。 

解 ”我 们 假定 这 个 语句 的 意思 是 同时 选修 过 微 积 分 课 和 计算 机 科学 导论 课 的 学 生 以 及 只 选 
修 过 其 中 一 门 课 的 学 生 都 可 以 选修 本 课程 。 故 ， 这 个 语句 可 以 表达 成 p 和 4g 的 兼 或 或 析 取 ， 即 
pVg。 q 

如 果 p 和 4g 就 是 例 5 中 的 两 个 命题 ， 它 们 的 析 取 是 什么 ? 
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解 p 和 g 的 析 取 pVg 是 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16GB 空闲 磁盘 空间 ， 或 者 Rebecca 
的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1GHz”。 

当 Rebecca 的 PC 至 少 有 16GB 空闲 磁盘 空间 时 ， 当 Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1GHz 
时 ， 当 两 个 条 件 都 为 真 时 ， 该 命题 均 为 真 。 当 两 个 条 件 同时 为 假 时 ， 即 当 Rebecca 的 PC 少 于 
16GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 其 处 理 器 的 速度 小 于 等 于 1GHz 时 ， 此 命题 为 假 。 | 

或 联结 词 除 了 用 于 表示 析 取 ， 也 可 以 用 来 表示 噶 或 。 与 两 个 命题 p 和 9 的 析 取 不 同 ， 当 恰好 
p 和 4g 之 一 为 真 时 ， 这 两 个 命题 的 异 或 为 真 ， 而 当 p 和 9g 两 者 均 为 真 (或 均 为 假 ) 时 ， 它 就 为 假 。 






两 个 命题 异 或 的 真 值 表 如 表 4 所 示 。 

C 国 今 bp 和 a 分 别 表示 命题 “学 生 就 餐 时 可 以 配 一 份 沙拉 ”和 “学 生 就 餐 时 可 以 配 一 份 
汤 ”。 妨 和 4 的 异 或 p 名 gq 表示 什么 ? 

解 p 和 g 的 异 或 是 当 恰好 p 和 g 之 一 为 真 时 才 为 真 的 命题 ， 即 p 儿 gq 是 语句 “学 生 就 餐 时 
可 以 配 一 份 沙拉 或 一 份 汤 ， 但 不 能 兼 得 ”。 注 意 ， 这 样 的 语句 通常 表达 成 “学 生 就 餐 时 可 以 配 
一 份 沙拉 或 一 份 汤 ”， 而 不 需要 明确 写 上 同时 拿 两 份 是 不 允许 的 。 4 

@ 国 令 2 和 9 分 别 表示 命题 “我 要 用 全 部 积蓄 去 欧洲 旅行 ”和 “我 要 用 全 部 积蓄 买 一 辆 
电动 车 ”， 在 命题 逻辑 中 用 这 两 个 命题 翻译 语句 “我 要 用 全 部 积 车 去 欧洲 旅行 或 买 一 辆 电 
动车 ”。 

解 ” 为 了 翻译 这 个 语句 ， 我 们 首先 注意 到 这 里 的 或 肯定 是 异 或 ， 因 为 可 以 使 用 全 部 积蓄 去 
欧洲 旅行 或 者 使 用 全 部 积蓄 买 一 辆 电动 车 ， 但 不 能 同时 去 欧洲 旅行 和 买 一 辆 电动 车 (这 是 显然 


的 ， 因 为 每 个 选项 都 会 花 掉 全 部 积蓄 )， 所 以 这 个 语句 可 以 表达 成 p 甸 gq。 4 
1.1.3 条 件 语句 


下 面 讨论 其 他 几 个 重要 的 命题 组 合 方式 。 









语句 p>g 称 为 条 件 语句 ， 因为 p>g 可 以 断定 在 条 件 之 成 立 的 时 候 4 为 真 . 条 件 语句 也 称 
为 蕴含 。 


Links > = 
\ 
| 乔治 布尔 (George Boole，1815 一 1864) 他 是 皮 匠 的 儿子 ，1815 年 11 月 生 于 英 
， 格 兰 的 林肯 郡 。 由 于 家 境 贫 寒 ， 布 尔 不 得 不 在 帮助 养家 的 同时 为 自己 能 受 教育 而 奋 
bi 斗 。 尽 管 如 此 ， 他 依然 成 为 19 世纪 最 重要 的 数学 家 之 一 。 尽 管 他 曾 考虑 过 以 牧师 为 
| 业 ， 但 最 终 还 是 决定 从 教 ， 并 且 不 久 就 开办 了 自己 的 学 校 。 在 备课 的 时 候 ， 布 尔 不 
， 满意 当时 的 数学 课本 ， 便 决定 阅读 大 数学 家 的 著作 。 在 阅读 法 国 大 数学 家 拉 格 朗 晶 
| 的 论文 时 ， 布尔 在 变 分 法 方面 有 所 发 现 。 变 分 法 是 数学 分 析 的 一 个 分 支 ， 它 通过 优 
source: Librarvof Coneress ”化 某 些 参 数 来 寻求 曲线 和 曲面 。 
Ol 1848 年 ， 布 尔 出 版 了 《数理 逻辑 分 析 》(The Mathematical Analysis of Logic) 一 书 ， 
这 是 他 对 符号 逻辑 诸多 贡献 中 的 第 一 次 。1849 年 ， 他 被 任命 为 位 于 爱尔兰 科 克 的 皇 
后 学 院 数学 教授 。1854 年 ， 他 出 版 了 最 著名 的 著作 《思维 定律 (The Laws of Thought) 。 在 这 本 书 中 布尔 
引入 了 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 布尔 代数 。 布 尔 撰写 了 关于 微分 方程 和 差分 方程 的 教科 书 ， 这 些 教科 书 在 
英国 一 直 沿 用 到 19 世纪 末 。 布 尔 在 1855 年 结婚 ， 他 的 妻子 是 皇后 学 院 一 位 希腊 文教 授 的 侄女 。1864 年 
布尔 死 于 肺炎 ， 这 是 由 于 在 一 次 暴风 雨中 尽管 已 经 被 淋 透 了 ， 但 他 仍 坚持 上 课 而 引起 的 。 


基础 : 还 殉 和 证 明 5 





条 件 语句 p>g 的 真 值 表 如 表 5 所 示 。 注 意 ， 当 p 和 9g 都 为 真 ， 以 及 当 p 为 假 ( 与 9 的 真 值 
无 关 ) 时 ,语句 p>g 为 真 。 


表 4 两 个 命题 异 或 的 真 值 表 表 5 条 件 语句 p 一 9 的 真 值 表 











由 于 条 件 语句 在 数学 推理 中 具有 很 重要 的 作用 ， 所 以 表达 p 一 gq 的 术语 也 很 多 。 即 使 不 是 
全 部 ， 你 也 会 碰 到 下 面 几 个 常用 的 条 件 语句 的 表述 方式 : 


“如 果 p， 则 gq” “pp 蕴 合 9” 

“如 果 p，g” “p 仅 当 g” 

“Pp 是 q 的 充分 条 件 ” “q 的 充分 条 件 是 p” 
“gq 如 果 p” “g 每 当 p” 

“gq 当 p” “gq 是 p 的 必要 条 件 ” 
“2p 的 必要 条 件 是 点 ” “gq 由 pp 得 出 ” 

“9 除非 加 “gq 假定 p” 


为 了 便于 理解 条 件 语 句 的 真 值 表 ， 可 以 将 条 件 语句 想象 为 义务 或 合同 。 例 如 ， 许 多 政治 家 
在 竞选 时 都 许诺 :“ 如 果 我 当选 了 ， 那 么 我 将 会 减 税 .” 如 果 这 个 政治 家 当选 了 ， 选 民 将 期 望 他 
能 减 税 。 再 者 ， 如 果 这 个 政治 家 没有 当选 ， 那 么 选民 就 无 法 期 望 他 能 减 税 ， 尽 管 这 个 人 也 许 有 
足够 的 影响 力 可 令 当 权 者 减 税 。 只 有 在 该 政治 家 当选 但 却 没有 减 税 的 情况 下 ， 选 民 才 能 说 政治 
家 违背 了 竞选 诺言 。 这 种 情形 对 应 于 在 p>g 中 p 为 真 但 q 为 假 的 情况 。 

类 似 地 ， 考 虑 教授 可 能 做 出 的 如 下 陈述 : “如 果 你 在 期 末 考 试 中 得 了 满分 ， 那 么 你 的 成 绩 
将 被 评定 为 A.” 如 果 你 设法 在 期 末 考 试 中 得 满分 ， 那 么 你 可 以 期 望 得 到 A。 如 果 你 没 得 到 满 
分 ， 那 么 你 是 否 能 得 到 A 将 取决 于 其 他 因素 。 然 而 ， 如 果 你 得 到 满分 ， 但 教授 没有 给 你 A， 你 
会 有 受骗 的 感觉 。 

评注 因为 蕴含 式 力 蕴含 g 的 众多 表达 方式 中 有 些 容易 引起 混淆 ， 这 里 提供 一 些 消除 混 清 
的 建议 。 记 住 “p 仅 当 g” 表 达 了 与 “如 果 pp， 则 9” 同样 的 意思 ， 注 意 “ 思 仅 当 g” 说 的 是 当 g 
不 为 真 时 请 不 能 为 真 。 也 就 是 说 ， 如 果 旋 为 真 但 g 为 假 ， 则 这 个 语句 为 假 。 当 p 为 假 时 ，g 可 
以 为 真 也 可 以 为 假 ， 因 为 语句 并 没有 谈 及 g 的 真 值 。 

例如 ， 假 设 教授 告诉 你 : “你 在 这 门 课 能 获得 A， 仅 当期 末 考 试 至 少 得 90 分 。” 那么 ， 如 果 这 
门 课 得 了 A， 你 就 知道 自己 期 末 考 试 至 少 得 了 90 分 。 如 果 没 有 得 A， 你 的 期 末 考 试 可 能 至 少 得 了 
90 分 也 可 能 没 到 90 分 。 要 小 心 不 要 用 “g 仅 当 加 来 表达 p>q， 因 为 这 是 错误 的 。 这 里 “ 仅 ” 字 起 
了 关键 作用 。 要 明白 这 一 点 ,请 注意 当 p 和 g 取 不 同 的 真 值 时 , “9 仅 当 p” 和 p>g 的 真 值 是 不 同 
的 。 为 了 理解 为 什么 “g 是 p 的 必要 条 件 ” 等 价 于 “如 果 p， 则 gq”， 观 察 一 下 ,，“g 是 p 的 必要 条 件 ” 
意思 是 p 不 能 为 真 除非 g 为 真 ， 或 者 如 果 9 为 假 ， 则 p 为 假 。 这 就 相当 于 在 说 : 如 果 p 为 真 ， 则 gq 
为 真 。 为 了 理解 为 什么 “p 是 q 的 充分 条 件 ” 等 价 于 “如 果 p， 则 g”， 注 意 “p 是 q 的 充分 条 件 ” 
的 意思 是 如 果 p 为 真 ， 就 必须 9 也 为 真 。 这 就 相当 于 在 说 : 如 果 p 为 真 ， 则 gq 也 为 真 。 

为 了 记 住 “9 除非 4p” 表 达 了 和 p->gq 条 件 语句 一 样 的 意思 ， 注 意 “g 除非 4p” 的 意思 是 
如 果 -p 是 假 的 ， 则 9 必 是 真 的。 也 就 是 说 ， 当 p 为 真 ， 而 q 为 假 时 ,语句 “g 除非 4p” 是 假 
的 ， 和 否则 是 真 的 。 因 此 ,“9 除非 4p” 与 p>gq 总 是 具有 相同 的 真 值 。 

例 10 说 明了 条 件 语句 与 中 文 语句 之 间 的 转换 。 

OD 令 为 语句 “Maria 学 习 离 散 数学 ”，4 为 语句 “Maria 会 找到 好 工作 ”。 用 中 文 表达 Semmes》 
语句 p>q。 


Exira 
Exomples. 
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解 ” 从 条 件 语句 的 定义 我 们 得 知 ， 当 p 为 语句 “Maria 学 习 离 散 数学 ”，9 为 语句 “Maria 会 
找到 好 工作 ”时 ，z-~>d 代表 语句 “如 果 Maria 学 习 离 散 数学 ， 那么 她 会 找到 好 工作 ”。 

还 有 许多 其 他 表述 方法 来 表达 这 个 条 件 语句 。 其 中 最 自然 的 表述 有 “ 当 Maria 学 习 了 离散 
数学 ， 她 就 会 找到 一 份 好 工作 ”“Maria 想 要 得 到 一 份 好 工作 ， 她 只 要 学 习 离 散 数 学 就 足够 
了 。”“Maria 会 找到 一 份 好 工作 ， 除 非 她 没有 学 习 离 散 数学 ”。 4 

注意 我 们 定义 条 件 语句 的 方法 比 其 中 文 表达 更 加 通用 。 比 如 ， 例 10 中 的 条 件 语句 以 及 语 
句 “ 如 果 今 日 天 晴 ， 那 么 我 们 就 去 海滩 ”都 是 日 常 语言 中 的 语句 ， 其 中 假设 和 结论 之 间 都 有 一 
定 的 联系 。 而 且 ， 第 一 个 语句 是 真 的， 除非 Maria 学 习 离 散 数学 但 没有 找到 好 工作 ; 而 第 二 个 
语句 是 真 的 ， 除 非 今日 的 确 天 上 晴 但 我 们 没有 去 海滩 。 男 一 方面 ,语句 “如 果 Juan 有 智能 手机 ， 
那么 2 十 3 二 5” 总 是 成 立 的 ， 因 为 它 的 结论 是 真 的 (这 时 假设 部 分 的 真 值 无 关 紧 要 )。 条 件 语句 
“如 果 Juan 有 智能 手机 ， 那 么 2 十 3 三 6” 是 真 的 ， 如 果 Juan 没有 智能 手机 ， 即 使 2 十 3 三 6 为 
假 。 在 自然 语言 中 ， 我 们 不 会 使 用 最 后 这 两 个 条 件 语句 (除非 偶尔 有 意 讽 刺 一 下 )， 因 为 其 中 的 
假设 和 结论 之 间 没 有 什么 联系 。 在 数学 推理 中 我 们 考虑 的 条 件 语句 比 语言 中 使 用 的 要 广泛 一 
些 。 条 件 语句 作为 一 个 数学 概念 不 依赖 于 假设 和 结论 之 间 的 因果 关系 。 我 们 关于 条 件 语句 的 定 
义 规 定 了 它 的 真 值 ， 而 这 一 定义 不 是 以 语言 的 用 法 为 基础 的 。 命 题 语言 是 一 种 人 工 语言 ， 这 里 
为 了 便于 使 用 和 记忆 ， 才 将 其 类 比 于 语言 的 用 法 。 

许多 程序 设计 语言 中 使 用 的 于 then 结构 与 逻辑 中 使 用 的 不 同 。 大 部 分 程序 设计 语言 中 都 有 站 
p then S 这 样 的 语句 ， 其 中 p 是 命题 而 S 是 一 个 程序 段 ( 待 执行 的 一 条 或 多 条 语句 )。 当 程序 的 运 
行 遇 到 这 样 一 条 语句 时 ， 如 果 p 为 真 ， 就 执行 S; 但 如 果 pp 为 假 ， 则 S 不 执行 。 如 例 11 所 示 。 

如 果 执行 语句 

if 2 二 2 二 4 then 工 :一 并 十 1 
之 前 变量 z==0， 执 行 语句 之 后 x 的 值 是 什么 ? (符号 二 代表 赋值 ， 语 句 z :一 z 十 1 表示 将 z 十 1 


的 值 赋 给 z。) 
解 ” 因 为 2 十 2==4 为 真 ， 所 以 赋值 语句 xz :=x 十 1 会 被 执行 。 因 此 ， 在 执行 此 语句 之 后 ，z 
的 值 是 0 十 1=1。 S| 


逆 命 题 、 逆 否 命题 与 反 命 题 由 条 件 语句 pg 可 以 构成 一 些 新 的 条 件 语 句 。 特 别 是 三 个 
常见 的 相关 条 件 语 句 还 拥有 特殊 的 名 称 。 命 题 9 一 p 称 为 p 一 gq 的 逆 命 题 ， 而 p>g 的 逆 否 命题 
是 命题 4g 习 4p。 命题 4p 一 9 称 为 p 一 gq 的 反 命题 。 我 们 发 现 ， 三 个 由 p>g 衍生 的 条 件 语 句 
中 ， 只 有 逆 否 命题 总 是 和 p>g 具有 相同 的 真 值 。 

我 们 首先 证 明 条 件 命题 b-~d 的 逆 否 命题 4g>p 总 是 和 p 一 g 具有 相同 的 真 值 。 为 此 ， 请 
注意 只 有 当 -p 为 假 且 -9 为 真 ， 也 就 是 p 为 真 且 gq 为 假 时 ， 该 道 否 命题 为 假 。 现 在 我 们 来 证 
明 ， 对 p 和 9g 的 所 有 可 能 的 真 值 ， 逆 命题 q~> 如 和 反 命 题 ]-~>5d 与 汶 ~>d 都 不 具有 相同 的 真 值 。 
注意 ， 当 p 为 真 且 9g 为 假 时 ， 原 命题 为 假 ， 而 逆 命 题 和 反 命 题 都 是 真 的 。 

当 两 个 复合 命题 总 是 具有 相同 真 值 时 ， 无 论 其 命题 变量 的 真 值 是 什么 ， 我 们 称 它 们 是 等 价 
的 。 因 此 一 个 条 件 语 名 与 它 的 逆 否 命题 是 等 价 的 。 条 件 语 名 的 逆 与 反 也 是 等 价 的 ， 读 者 可 以 验 
证 这 一 点 ， 但 它们 都 不 与 原 条 件 语 句 等 价 (我 们 将 在 1. 3 节 研 究 等 价 命题 ) 。 请 注意 一 个 最 常见 
的 逻辑 错误 是 假设 条 件 语句 的 逆 或 反 等 价 于 这 个 条 件 语句 。 

我 们 在 例 12 中 解释 条 件 语 句 的 使 用 。 

全 及 找 出 语句 “每 当下 十 时 ， 主 队 就 能 获胜 ”的 逆 否 命题 、 逆 命题 和 反 命 题 。 

解 因为“g 每 当 p” 是 表达 语句 p>g 的 一 种 方式 ， 原 始 语句 可 以 改写 为 “如 果 下 雨 ， 那 
么 主队 就 能 获胜 ”。 因 此 ， 这 个 条 件 语句 的 逆 否 命题 是 “如 果 主 队 没有 获胜 ， 那 么 没有 下 雨 ”。 
逆 命 题 是 “如 果 主 队 获 胜 ， 那 么 下 十 了 ”。 反 命题 是 “如 果 没 有 下 雨 ， 那 么 主队 没有 获胜 ”。 其 
中 只 有 逆 否 命题 等 价 于 原始 语句 。 司 

双 条 件 语 句 “ 现 在 我 们 介绍 另外 一 种 命题 复合 方式 来 表达 两 个 命题 具有 相同 真 值 。 


基础 : 逻 示 和 证 明 








prg 的 真 值 表 如 表 6 所 示 。 注 意 ， 当 条 件 语句 表 6 双 条 件 语句 p <>9 的 真 值 表 
pq 和 gq 一 p 均 为 真 时 ,语句 pg 为 真 ， 否则 为 假 。 
这 就 是 为 什么 我 们 用 “ 当 且 仅 当 ”来 表示 这 一 逻辑 联 
结 词 ， 并 且 符 号 的 写法 就 是 把 符号 二 和 一 结合 起 来 。 
表达 be>d9 的 一 些 其 他 常用 方式 还 有 “Pp 是 4 的 充分 
必要 条 件 " “如果 p 那么 g， 反 之 亦 然 ”“p 当 且 仅 当 
q”“p 恰 好 当 g”。 

双 条 件 语句 的 最 后 一 种 表示 方式 可 以 用 缩写 符号 “iff” 代 兰 “ 当 和 且 仅 当 ”(if and only if)。 
注意 ,pm 与 (pq) (gp) 有 完全 相同 的 真 值 。、 

令 p 为 语句 “你 可 以 搭乘 该 航班 >”， 令 9 为 语句 “你 买 机 票 了 ?。 则 pe>d 为 语句 somwes>》 
“你 可 以 搭乘 该 航班 当 且 仅 当 你 买 机 票 了 ”。 此 语句 为 真 ， 如 果 p 和 9g 均 为 真 或 均 为 假 ， 也 就 是 
说 ， 如 果 你 买 机 票 了 就 能 搭乘 该 航班 ， 或 者 如 果 你 没 买 机 票 就 不 能 搭乘 该 航班 。 此 命题 为 假 ， 
当 p 和 g 有 相反 真 值 时 ， 也 就 是 说 ， 当 你 没 买 机 票 但 却 能 搭乘 该 航班 时 (比如 你 获得 一 次 免费 
旅行 ) 或 当 你 买 了 机 票 却 不 能 搭乘 该 航班 时 (比如 航空 公司 拒绝 你 登 机 ) 。 本 

双 条 件 的 隐 式 使 用 你 应 该 意识 到 在 自然 语言 中 双 条 件 并 不 总 是 显 式 地 使 用 。 特 别 是 在 自 
然 语 言 中 很 少 使 用 双 条 件 中 的 “ 当 且 仅 当 ”结构 。 通 常用 “如 果 ， 那 么 ”或 “ 仅 当 ”结构 来 表 
示 双 向 蕴含 。“ 当 和 且 仅 当 ” 的 另 一 部 分 则 是 隐 含 的 。 也 就 是 逆 命 题 是 蕴含 的 而 没有 明说 出 来 。 
例如 ， 考 虑 一 下 自然 语言 语句 “如 果 你 吃 完 饭 了 ， 则 可 以 吃 餐 后 甜点 ”。 其 真正 含义 是 “你 可 
以 吃 餐 后 甜点 当 且 仅 当 你 吃 完 饭 ”。 后 面 这 个 语句 在 逻辑 上 等 价 于 两 个 语句 “如 果 你 吃 完 饭 ， 
那么 你 可 以 吃 甜 点 ”和 “ 仅 当 你 吃 完了 饭 ， 你 才能 吃 甜点 ”。 由 于 自然 语言 的 这 种 不 精确 性 ， 
我 们 需要 对 自然 语言 中 的 条 件 语句 是 否 隐 含 它 的 逆 做 出 假设 。 因 为 数学 和 逻辑 注重 精确 ， 所 以 
我 们 总 是 区 分 条 件 语句 p>gq 和 双 条 件 语句 p>g。 


1.1.4 复合 命题 的 真 值 表 

我 们 已 经 介绍 了 五 个 重要 的 逻辑 联结 词 合 取 、 析 取 、 蜡 或 、 列 含 、 双 和 条件。 此 外 ， 我 pemey 
们 还 介绍 了 和 否定。 可 以 用 这 些 联结 词 来 构造 含有 一 些 命题 变量 的 结构 复杂 的 复合 命题 。 我 们 可 
以 用 真 值 表 来 决定 这 些 复合 命题 的 真 值 ， 如 例 14 所 示 。 采 用 单独 的 列 来 找 出 在 这 个 复合 命题 
构造 过 程 中 出 现 的 每 个 复合 表达 式 的 真 值 。 对 应 于 命题 变量 真 值 的 每 种 组 合 ， 复 合 命题 的 真 值 
位 于 表 中 最 后 一 列 。 

构造 复合 命题 (pV 49) 一 (pq) 的 真 值 表 。 

解 ” 因 为 真 值 表 涉 及 两 个 命题 变量 p 和 gq， 所 以 此 表 有 四 行 ， 每 行 对 应 一 对 真 值 TT、 
TF、FT 和 FF。 前 两 列 分 别 表示 p 和 9g 的 真 值 。 第 3 列 为 ~49 的 真 值 ， 用 于 计算 第 4 列 中 pV 
-9 的 真 值 。 第 5 列 给 出 pAg 的 真 值 。(pV-.9) 一 (pA g) 的 真 值 在 最 后 一 列 。 最 终 的 真 值 表 
如 表 7 所 示 。 
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表 7 复合 命题 (pV 了 -9) 习 (p 八 9) 的 真 值 表 


9 DVD9 pAg (pV-149>(pAg) 
正 丰 


3 





q 
下 
F 
下 
F 


亚 F 
FE 业 
下 FE 





Links》 





1.1.5 逻辑 运算 符 的 优先 级 

我 们 可 以 用 所 定义 的 否定 运算 符 和 逻辑 运算 符 来 构造 复合 命题 。 我 们 通常 使 用 括号 来 规定 
复合 命题 中 的 远 辑 运算 符 的 作用 顺序 。 例 如 ，(pV 9) 人 (m7) 是 pVg 和 -7 的 合 取 。 然而， 为 了 
减少 括号 的 数量 ， 我 们 规定 否定 运算 符 先 于 所 有 其 他 逻辑 运算 符 。 这 意味 着 -pAg 是 4 和 4 
的 合 取 ， 即 (4) 人 g， 而 不 是 p 和 4 的 合 取 的 否定 ， 即 4(p 人 g)。 

另 一 个 常用 的 优先 级 规则 是 合 取 运 算 符 优先 于 析 取 运算 符 ， 这 样 pV gr 意思 是 pV (ga 人 
7)， 而 非 (pV gq) 和 人 r， 而 pAgVr 意 思 是 (pA 人 gq)Vr 而 非 pA(gVr)。 因 为 这 个 规则 不 太 好 记 ， 
所 以 我 们 将 继续 使 用 括号 以 使 析 取 运算 符 和 合 取 运算 符 的 表 8 逻辑 运算 符 的 优先 级 
作用 顺序 看 起 来 很 清晰 。 




















最 后 ， 一 个 已 被 接受 的 规则 是 条 件 运算 符 和 双 条 件 运 一 和 
算 符 的 优先 级 低 于 合 取 运 算 符 和 析 取 运算 符 的 优先 级 。 因 2 
此 ，p>qVr 意思 是 p 一 (gV7) 而 非 (p>q)Vr, PVg>r . 8 
意思 是 (pV g) 一 而 非 pV (gr)。 尽 管 条 件 运算 符 的 优 - 
先 级 高 于 双 条 件 运算 符 的 优先 级 ， 但 当 条 件 运算 符 和 双 条 
件 运算 符 的 作用 顺序 有 歧义 时 ， 我 们 也 将 使 用 括号 . 才 一 一 | 
展示 了 逻辑 运算 符 -、A 、V 、- 和 ** 的 优先 级 。 二 
1. 1.6 ”逻辑 运算 和 比特 运算 - 
计算 机 用 比特 9 表示 信息 。 比 特 是 一 个 具有 两 个 可 能 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


值 的 符号 ， 即 0 和 1。 比 特 一 词 的 含义 来 自 二 进 制 数字 (binary digit)， 因 为 0 和 1 是 数 的 二 进 
制 表示 中 用 到 的 数字 。1946 年 ， 著 名 的 统计 学 家 约 输 ， 图 基 (John Tukey) 引 入 了 这 一 术语 。 一 
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约翰 ， 怀 尔 德 . 图 基 (John Wilder Tukey，1915 一 2000) ”图 基 生 于 马萨诸塞 州 新 
贝 德 福 德 ， 是 个 独生子 。 他 的 双亲 都 是 教师 ， 他 们 认为 家 庭 教育 最 适合 开发 他 的 潜 
力 。 他 的 正规 教育 从 布朗 大 学 开始 ， 主 修 数学 和 化 学 。 他 在 布朗 大 学 获得 化 学 硕士 
学 位 ， 接 着 在 普林斯顿 大 学 继续 深造 ， 研 究 领 域 也 从 化 学 转向 数学 。1939 年 ， 由 于 
在 拓扑 学 方面 的 工作 ， 他 获得 普林斯顿 大 学 博士 学 位 ， 同 时 被 任命 为 普林斯顿 大 学 
数学 讲师 。 随 着 第 二 次 世界 大 战 的 爆发 ， 他 加 入 了 火力 控制 研究 办 公 室 (Fire Control 
@aWed Eisenstaedy ”Research Office) ， 开 始 了 统计 学 方面 的 工作 。 图 基 发 现 统计 研究 很 适合 他 ， 他 的 技 
Qn mases ”能 给 多 位 有 影响 力 的 统计 学 家 留 下 了 深刻 印象 。1945 年 ， 随 着 战争 的 结束 ， 图 基 回 
到 普林斯顿 大 学 数学 系 担任 统计 学 教授 ， 并 在 AT&T 贝尔 实验 室 兼职 。 图 基于 1966 
年 创立 了 普林斯顿 大 学 统计 学 系 并 担任 该 系 首 在 主任 。 图 基 在 统计 学 的 许多 领域 做 出 了 重要 贡献 ， 包 括 
方差 分 析 、 时 间 序 列 的 谱 估 计 、 关 于 单 次 试验 所 得 一 组 参数 值 的 推断 以 及 统计 学 原理 。 不 过 ， 他 最 著名 
的 工作 是 他 与 库 雷 (J. W. Cooley) 共 同 发 明 的 快速 传 里 叶 变换 。 除 了 在 统计 学 领域 的 贡献 外 ， 图 基 还 是 一 
位 语言 大 师 ， 术 语 比 特 (bit) 和 软件 (software) 的 创造 就 是 他 的 贡献 。 
图 基 服 务 于 总 统 科 学 顾问 委员 会 ， 贡 献 其 见解 和 专业 知识 。 他 曾 担任 过 多 个 重要 的 委员 会 主席 ， 涉 及 
环境 、 教 育 以 及 化 学 与 健康 。 他 还 服务 于 与 核 裁军 相关 的 委员 会 。 图 基 得 过 许多 奖项 ， 包 括 国家 科学 奖章 。 











历史 注解 ”曾经 有 过 别 的 词 来 称呼 二 进 制 数字 ， 例 如 binit 和 bigit， 但 从 来 没有 被 广泛 接受 。 采 用 
bit 一 词 可 能 是 因为 它 作 为 英语 常用 词 所 具有 的 含义 。 要 了 解 图 基 选 用 bit 一 词 的 缘由 ， 请 参见 (Annals of 
the History of Computing》1984 年 4 月 刊 。 





日 _bit 一 词 是 指 二 进 制 位 或 比特 ， 本 书 中 多 数 情况 下 翻译 为 “比特 ”， 只 有 在 少数 情况 下 才 翻 译 为 “位 *”， 如 bit 
operation 译作 位 运算 。 一 一 译 者 注 
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比特 可 以 用 于 表示 真 值 ， 因 为 只 有 两 个 真 值 ， 即 真 与 假 。 习 惯 上 ， 我 们 用 1 表示 真 ， 用 0 表示 
假 。 也 就 是 说 ，1 表示 工 ( 真 )，0 表示 F( 假 )。 如 果 一 个 变量 的 值 或 为 真 或 为 假 ， 则 此 变量 就 称 
为 布尔 变量 。 于 是 一 个 布尔 变量 可 以 用 一 比特 表示 。 

计算 机 的 比特 运算 (或 位 运算 ) 对 应 于 逻辑 联结 词 。 只 要 在 运算 符 人 、V 和 由 的 真 值 表 中 用 
1 代替 工 用 0 代替 FF， 就 能 得 到 表 9 各 列 所 对 应 的 位 运算 表 。 我 们 还 会 用 符号 OR、AND 和 
XOR 分 别 表示 运算 符 V`、 A 和 由 ,， 许 多 程序 设计 语言 正 是 这 样 表示 的 。 


表 9 位 运算 符 OR、AND 和 XOR 的 真 值 表 








信息 一 般 用 比特 串 ( 即 由 0 和 1 构成 的 序列 ) 表 示 。 这 时 ， 对 比特 串 的 运算 就 可 用 来 处 理 
信息 。 





(ChB 101010011 是 一 个 长 度 为 9 的 比特 串 。 4 
可 以 把 位 运算 扩展 到 比特 串 上 。 我 们 将 两 个 长 度 相 同 的 比特 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 
位 XOR 分 别 定义 为 这 样 的 比特 串 ， 其 中 每 个 比特 均 由 两 个 比特 串 的 相应 比特 分 别 经 由 OR、 
AND 和 XOR 运算 而 得 。 我 们 分 别 用 符号 V 、 人 和 申 表 示 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR 运 
算 。 我 们 用 例 16 来 解释 比特 串 的 按 位 运算 。 

求 比 特 串 01 1011 0110 和 11 0001 1101 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR( 为 了 方 
便 阅 读 ， 比 特 串 将 按 四 位 分 组 ) 。 

解 ”这 两 个 比特 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR 分 别 由 对 应 比特 的 OR、AND 和 
XOR 得 到 ， 其 结果 是 
01 1011 0110 
11 0001 1101 
11 1011 1111 按 位 OR 
01 0001 0100 按 位 AND 


10 1010 1011 按 位 XOR 本 
练习 
1. 下 列 哪 些 语句 是 命题 ? 这 些 是 命题 的 语句 的 真 值 是 什么 ? 
3) 波士顿 是 马萨诸塞 州 首府 b) 迈 阿 密 是 佛罗里达 州 首 府 
ecJ2 十 3 一 5 d)5 十 7 一 10 
e)z 十 2 一 11 全 回答 这 个 问题 
2. 下 列 哪些 是 命题 ? 这 些 命题 的 真 值 是 什么 ? 
a) 别 过 去 b) 几 点 了 ? 
c) 在 缅 因 州 没有 黑 苍 蝇 d)4 二 z=5 
e) 月 亮 是 由 绿色 的 奶酪 构成 的 f)2" 宕 100 
3. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a)Linda 比 Sanjay 年 轻 b) Mei 比 Isabella 挣 得 多 


c) Moshe 比 Monica 高 d) Abby 比 Ricardo 富有 


10. 


11. 


12. 





. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a)Janice 比 Juan 有 更 多 的 Facebook 好 友 b)Quincy 比 Venkat 聪明 
c)Zelda 开车 去 学 校 的 里 程 要 比 Paola 更 远 d) Briana 睡觉 的 时 间 比 Gloria 长 
. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a) Mei 有 一 台 MP3 播放 器 b) 新 泽 西 没有 污染 
c)2 十 1 一 3 d) 缅 因 州 的 夏天 又 热 又 晒 
. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a)Jennifer 和 Teja 是 朋友 b) 面 包 师 说 的 一 打 有 13 个 
c)Abby 每 天 发 送 100 多 条 文本 信息 d)121 是 一 个 完全 平方 数 
. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 


a) Steve 的 笔记 本 电脑 有 大 于 100GB 的 空闲 磁盘 空间 
b)Zach 阻止 来 自 Jennifer 的 邮件 和 短信 

c)7。11。13 一 999 

d)Diane 周 日 骑 自行 车 骑 了 100 英里 


. 假设 智能 手机 A 有 256MB RAM 和 32GB ROM， 并 且 其 相机 的 分 辩 率 是 8MP; 智能 手机 B 有 288MB 


RAM 和 64GB ROM， 并 且 其 相机 的 分 辨 率 是 4MP; 而 智能 手机 C 有 128MB RAM 和 32GB ROM， 并 
且 其 相机 的 分 辨 率 是 5MP。 试 判定 下 面 每 个 命题 的 真 值 。 

a) 智 能 手机 也 的 RAM 是 三 款 手 机 中 最 多 的 。 

b) 智 能 手机 C 比 智能 手机 B 具 有 更 多 的 ROM 或 者 更 高 分 辩 率 的 相机 。 

c) 智 能 手机 B 比 智能 手机 A 具有 更 多 的 RAM、 更 多 的 ROM 和 更 高 分 辩 率 的 相机 。 

d) 如 果 智 能 手机 B 比 智能 手机 C 具有 更 多 的 RAM 和 更 多 的 ROM， 则 它 也 具有 更 高 分 辨 率 的 相机 。 
e) 智 能 手机 A 比 智能 手机 B 具 有 更 多 的 RAM 当 且 仅 当 智能 手机 B 比 智能 手机 A 具有 更 多 的 RAM。 


. 假设 在 最 近 的 财 年 期 间 ，Acme 计算 机 公司 的 年 收入 是 1380 亿美 元 且 其 净利 润 是 80 亿美 元 ，Nadir 软 


件 公司 的 年 收入 是 870 亿美 元 且 净 利润 是 50 亿美 元 ，Quixote 媒体 的 年 收入 是 1110 亿美 元 且 净 利润 
是 130 亿美 元 。 试 判断 有 关 最 近 财 年 的 每 个 命题 的 真 值 。 
a) Quixote 媒体 的 年 收入 最 多 。 
b) Nadir 软件 公司 的 净利 润 最 少 并 且 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 
c)Acme 计算 机 公司 的 净利 润 最 多 或 者 Quixote 媒体 的 净利 润 最 多 。 
d) 如 果 Quixote 媒体 的 净利 润 最 少 ， 则 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 
e) Nadir 软件 公司 的 净利 润 最 少 当 且 仅 当 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 
令 p、g 为 如 下 命题 
力 : 本 周 我 买 了 一 张 彩票 。 
d: 我 赢得 了 百 万 美元 大 奖 。 


试用 汉语 表达 下 列 各 命题 。 

a)p bpVg p>q 
dpAg prq fp>79 
gpA74 ha-pV (pAg) 


令 p 和 9g 分 别 表示 命题 “在 新 泽 西海 岸 游泳 是 允许 的 ”和 “在 海岸 附近 发 现 过 效 鱼 ”。 试 用 汉语 表达 
下 列 每 个 复合 命题 。 


a)-g b)pMA\g JPVg 

d) p>719 Og >p "p>74 

2)pe-d hpA(pV-9) 

令 p 和 4g 分 别 表示 命题 “选举 已 经 有 了 结果 ”和 “选票 已 经 计数 完毕 ”。 试 用 汉语 表达 下 列 各 命题 。 
a)-p bpVg cpAg 

dgq>p gp Dg 


g) 思 9 hagqV (mpAg) 
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令 p、g 为 如 下 命题 : 

p: 气温 在 零度 以 下 。 

q: 正在 下 雪 。 

用 p、g 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 各 命题 : 

a) 气 温 在 零度 以 下 且 正 下 着 雪 。 

b) 气 温 在 零度 以 下 ， 但 没有 下 要 > 

©) 气 温 不 在 零度 以 下 ， 并且 没 有 下 雪 。 

d) 要 么 正 下 着 雪 ， 要 么 在 零度 以 下 (也 许 两 者 兼 有 ) 。 

e) 如 果 气 温 在 零度 以 下 ， 则 也 下 着 雪 。 

f) 要 么 气温 在 零度 以 下 ， 要 么 下 着 雪 ; 但 如 果 气 温 在 零度 以 下 ， 就 没有 下 雪 。 
g) 气 温 在 零度 以 下 是 下 雪 的 充分 必要 条 件 。 
令 p、g 和 7 为 如 下 命题 : 

p: 你 得 流感 了 。 

d: 你 错过 了 期 末 考 试 。 

r: 这 门 课 你 通过 了 。 


A 


将 下 列 各 命题 用 汉语 表示 : 
p>q ba gor CC)g—>-r 
d)pVaVr e) (p>-7)V (g>-7) fy (pAgq)V "gqAr) 


令 p、g 为 如 下 命题 

p: 你 开车 车 速 超 过 每 小 时 65 英里 (1 英里 ==1. 6 公里 ) 。 

gq: 你 接 到 一 张 超速 罚单 。 

用 p、g 和 轩 辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 命题 : 

a) 你 开车 车 速 没有 超过 每 小 时 65 英里 。 

b) 你 开车 车 速 超过 每 小 时 65 英里 ， 但 没 接 到 超速 罚单 。 

c) 如 果 你 开车 车 速 超过 每 小 时 65 英里 ， 你 将 接 到 一 张 超速 罚单 。 
d) 如 果 你 开车 车 速 不 超过 每 小 时 65 英里 ， 你 就 不 会 接 到 超速 罚单 。 
e) 开 车 车 速 超过 每 小 时 65 英里 足以 接 到 超速 罚单 。 

f) 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 但 你 开车 车 速 没 超过 每 小 时 65 英里 。 
g) 只 要 你 接 到 一 张 超速 罚 单 ， 你 开车 车 速 就 超过 每 小 时 65 英里 。 
令 p、g、r 为 如 下 命题 : 

力 : 你 的 期 未 考试 得 了 A。 

gq: 你 做 了 本 书 每 一 道 练习 。 

r: 这 门 课 你 得 了 A。 

用 p、gq、r 和 人 逻辑 联结 词 (包括 否定 ) 写 出 下 列 命题 : 

a) 这 门 课 你 得 了 A， 但 你 并 没 做 本 书 的 每 道 练习 。 

b) 你 的 期 末 考 试 得 了 A， 你 做 了 本 书 的 每 一 道 练习 ， 并 且 这 门 课 你 得 了 A。 
c) 想 在 这 门 课 得 A， 你 必须 在 期 末 考 试 得 A。 

d) 你 的 期 未 考试 得 了 A， 你 没有 做 本 书 的 每 道 练习 ; 尽管 如 此 ， 这 门 课 你 依然 得 了 从 。 
e) 期 末 考 试 得 A 并 且 做 本 书 的 每 道 练 习 ， 足 以 使 你 这 门 课 得 A。 
f) 这 门 课 得 A 当 且 仅 当 你 做 本 书 的 每 道 练习 或 期 末 考 试 得 A。 

令 p、g、r 为 如 下 命题 : 

Pp: 在 这 个 地 区 发 现 过 灰 熊 。 

gq: 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 安全 的 。 

r: 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 

用 p、g、r 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 命题 : 

a) 乡 间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 ， 但 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 
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b) 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 ， 且 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 安全 的 , 但 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 
c) 如 果 乡 间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 ， 徒 步 旅行 是 安全 的 当 且 仅 当 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

d) 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 不 安全 的 ， 但 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 驴 上 且 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 
e) 为 了 使 在 乡间 小 路 上 旅行 是 安全 的 ， 其 必要 但 非 充分 条 件 是 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 没有 成 熟 且 在 这 
个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

全 只 要 在 这 个 地 区 发 现 过 灰 能 且 乡 间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 ， 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 就 是 不 安全 的 。 
判断 下 列 这 些 双 条 件 语 句 是 真是 假 : 


a)2 十 2 一 4 当 且 仅 当 1 十 1=2。 b)1 十 1 二 2 当 且 仅 当 2 十 3 一 4。 
©)1 十 1 二 3 当 且 仅 当 猴子 会 飞 。 d)0>1 当 且 仅 当 2 之 1。 

判断 下 列 各 条 件 语句 是 真是 假 : 

a) 如 果 1 十 1=2， 则 2 十 2 一 5。 b) 如 果 1 十 1 二 3， 则 2 十 2 一 4。 
©) 如 果 1 二 1=3， 则 2 十 2==5。 d) 如 果 猴 子 会 飞 ， 则 1 十 1=3。 
.判断 下 列 各 条 件 语句 是 真是 假 : 

a) 如 果 1 十 1 二 3， 则 独 角 兽 存在 。 b) 如 果 1 十 1==3， 则 狗 能 飞 。 
©) 如 果 1 十 1 二 2， 则 狗 能 飞 。 dd) 如果 2 十 2 二 4， 则 1 十 2 二 3。 


.对 下 列 各 语句 ， 判 断 其 中 想 表 达 的 是 兼 或 还 是 异 或， 说 明理 由 。 


a) 晚 餐 配 有 咖啡 或 者 茶 。 

b) 口 令 必须 至 少 包 含 3 个 数字 或 至 少 8 个 字符 长 。 

©) 这 门 课程 的 先 修 课 程 是 数论 课程 或 者 密码 学 课程 。 

d) 你 可 以 用 美元 或 者 欧元 支付 。 

对 下 列 各 语句 ， 判 断 其 中 想 表 达 的 是 兼 或 还 是 异 或 ， 说 明理 由 。 
a) 要 求 有 C 十 十 或 Java 的 经 验 。 





 b) 午 餐 包括 汤 或 沙拉 。 


©) 你 必须 持 护 照 或 选民 登记 卡 才能 入 境 。 

qd) 出 版 或 销毁 。 

对 下 列 各 语句 ， 说 一 说 如 果 其 中 的 联结 词 是 兼 或 ( 即 析 取 ) 与 异 或 时 的 含义 。 你 认为 语句 想 表 示 的 是 
哪个 或 ? 

a) 要 选修 离散 数学 课 ， 你 必须 已 经 选修 过 微 积分 或 一 门 计算 机 科学 的 课 轻 。 

b) 当 你 从 Acme 汽车 公司 购买 一 部 新 车 时 ， 你 就 能 得 到 2000 美元 现金 折扣 或 2% 的 汽车 贷款 。 
c) 两 人 套餐 包括 A 栏 中 的 两 道 菜 或 B 栏 中 的 三 道 菜 。 

d) 如 果 下 雪 超 过 两 英尺 或 寒 风 指数 低 于 一 100 下 ， 学 校 就 停课 。 

把 下 列 语句 写成 “如 果 p， 则 gq” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 本 节 列 出 的 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 
a) 要 想 晋 升 ， 帮 老板 洗车 是 很 有 必要 的 六 

b) 吹 南 风 预示 着 春天 要 来 了 。 

©) 保 修 单 有 效 的 充分 条 件 是 你 的 计算 机 购买 时 间 不 超过 一 年 。 

d) Willy 只 要 行 骗 就 会 被 抓 住 。 

e) 你 可 以 访问 网 站 仅 当 你 支付 了 订阅 费 。 

f) 当选 是 源 于 了 解 合适 的 人 群 。 

g) 每 当 坐 船 Carol 就 会 晕船 。 

把 下 列 语句 写成 “如 果 p， 则 gq” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 

a) 每 当 刊 东北 风 ， 天 会 下 雪 。 

b) 苹 果树 会 开花 ， 如 果 天 暖 持续 一 周 。 

c) 活 塞 队 赢得 冠军 就 意味 着 他 们 打败 了 湖人 队 。 

d) 必 须 走 8 英里 才能 到 达 朗 斯 峰 的 顶峰 。 

e) 想 要 得 到 终身 教授 职位 ， 只 要 能 世界 闻名 就 够 了 。 

f) 如 果 你 驾车 超过 400 英里 ， 就 需要 买 汽油 了 。 
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g) 你 的 保修 单 是 有 效 的 ， 仅 当 你 购买 的 CD 机 不 超过 90 天 。 
h)Jan 会 去 游泳 ， 除 非 水 太 凉 了 。- 

让 我 们 将 会 拥有 美好 的 未 来 ， 假 定 人 们 相信 科学 。 

把 下 列 语句 写成 “如 果 p， 则 g” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 本 节 列 出 的 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 
a) 我 会 记得 把 地 址 发 给 你 ， 仅 当 你 给 我 发 一 封 电子 邮件 。 

b) 要 成 为 美国 公民 ， 只 要 你 生 在 美国 就 行 了 。 

c) 如 果 你 保存 好 课本 ， 它 会 是 你 未 来 其 他 课程 有 用 的 参考 书 。 

d) 红 翼 队 将 赢得 斯 坦 利 杯 ， 如 果 其 守门 员 表现 出 色 。 

e) 你 获得 这 一 职位 ， 表 明 你 有 最 好 的 信誉 。 

位 有 风暴 时 沙滩 会 受到 侵蚀 。 

g) 必 须 有 一 个 有 效 的 口令 才能 登录 到 服务 器 。 

hb) 你 可 以 登 项 ， 除 非 你 太 晚 才 开 始 疏 山 。 

iD 你 能 获得 一 个 免费 的 冰激凌 ， 假 设 你 是 明天 的 前 100 位 顾客 。 
把 下 列 命题 写成 “p 当 且 仅 当 gq” 的 形式 。 

a) 如 果 外 边 很 热 你 就 买 冰 激 凌 蛋 卷 ， 并 且 如 果 你 买 冰激凌 蛋 卷 ， 则 外 边 很 热 。 
b) 你 赢得 竞赛 的 充分 必要 条 件 是 你 有 唯一 的 获胜 券 。 

e) 你 得 到 提拔 仅 当 你 有 关系 网 ， 并 且 你 有 关系 网 仅 当 你 得 到 了 提拔 。 
d) 如 果 你 看 电视 ， 心 智 会 训 退 ;反之 亦 然 。 

e) 火 车 恰恰 在 我 乘坐 的 那些 日 子 晚点 。 

把 下 列 命题 写成 “p 当 且 仅 当 9g” 的 形式 。 

a) 你 这 门 课 得 A 的 充分 必要 条 件 是 你 学 习 如 何 求解 离散 数学 问题 。 
b) 如 果 你 每 天 看 报 ， 你 就 了 解 情况 ; 反之 亦 然 。 

ec) 如 果 是 周末 ， 天 就 下 雨 ， 如 果 天 下 两， 就 是 周末 。 

d) 你 能 看 到 巫师 仅 当 巫师 不 在 家 ， 巫 师 不 在 家 仅 当 你 能 看 到 巫师 。 
e) 我 的 航班 恰恰 当 我 需要 赶 后 续航 班 的 时 候 晚点 。 

令 述 下 列 各 条 件 语 句 的 逆 命题 、 闭 和 否 命题 和 反 命 题 。 

a) 如 果 今 天 下 雪 ， 我 明天 就 去 滑雪 。 

b) 只 要 有 测验 ， 我 就 来 上 课 。 

c) 一 个 正 整数 是 素数 ， 仅 当 它 没 有 1 和 自身 以 外 的 因子 。 

叙述 下 列 各 条 件 语 句 的 逆 命 题 、 逆 否 命题 和 反 命题 。 

a) 如 果 今 晚 下 雪 ， 我 将 待 在 家 里 。 

b) 只 要 是 阳光 充足 的 夏天 ， 我 就 去 海滩 。 

ec) 如 果 我 工作 到 很 晚 ， 那 我 就 有 必要 睡 到 中 午 。 

下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 有 多 少 行 ? 


a) p>p b) (pV-17r A (gqVas) 
CqV pV-JsV -JarVatVu DpPArADoEC(gAD 
下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 有 多 少 行 ? 

a)(g>-p)V (p79) byCpV2 .ACPY -5 
p>r)V Hs V (Hu>v) DpPArAsSV (gMADV (rrA-2) 
构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 

a)pN\p bpV-p 

(pV-149 >q dd)(pVg)—>(pAg) 
YS ES Cp (0 
构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 

a) p>7p b)pe-p 


Cc) pODpPV gq) d)(pAg)—>(pV 9g) 
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e)(g™>- po (peg) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a) (pVg)>(pDq) 

OO(pVaA DBpAqg) 

pV DHpeT7) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a) pODp 

© pO-+4 

e) (pODq)V (pOD+9) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
3) 力 -站 9 

c) (p>g)V (pg) 

e) (pq)V (pg) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a)( 记 V9)Vr 

cpAg)Vr 

e) (pVg)A-r 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a)p—>("qV7) 

Cc) (p>qg)V ("pr7) 

e) (pq)V (ge>7) 


. 构造 ((p 一 gq) 一 r) 一 s 的 真 值 表 。 
. 构造 (pq)>(re>s) 的 真 值 表 。 
. 不 借助 于 真 值 表 ， 试 解释 为 什么 在 p、g 和 真 值 相同 时 (pV 49) 人 (gqV -4r) 人 《(rV-p) 为 真 ， 而 在 其 


他 情况 下 为 假 。 


(poeq) Dpm79) 


b) (pODq)—>(pA 9g) 
d) (pe>g) 中 (pg) 
f) (pODq)> (pOD19) 


b)pD+p 
d)-pOD+9 
f) (pWDq) A (pO19) 


b)- pra 
d)(p—>q) M\ (mpg) 
们 (下 力 eg)<( 力 <>0) 


b)(pVa)Ar 
d)(pAg)Ar 
f) (pAgq)V-r 


b)- p>(g—>r) 
di 力 -0) 人 (二 力 -六 
f)(" pe (gor) 


. 不 借助 于 真 值 表 ， 试 解释 为 什么 在 p、g 和 vr 至 少 有 一 个 为 真 并 且 至 少 有 一 个 为 假 时 (pVgqVr) 人 人 


CVDmqVn7) 为 真 ， 而 当 三 个 变量 具有 相同 真 值 时 为 假 。 


. 如 果 pl ，p:，…，p, 是 n 个 命题 ， 试 解释 为 什么 


nl n 
人 人 (TV 


为 真 当 且 仅 当 pl ，p:，…，p, 中 最 多 只 有 一 个 为 真 。 

用 练习 44 构造 一 个 复合 命题 ， 该 命题 为 真 当 且 仅 当 pl，p:，…，p, 中 恰好 只 有 一 个 为 真 。[ 提 示 : 
模仿 练习 44 构造 复合 命题 使 得 其 为 真 当 且 仅 当 加 ，ps，…，p, 中 至 少 有 一 个 为 真 ] 

假定 在 计算 机 程序 中 ， 执 行 下 列 语句 之 前 x 二 1， 在 执行 之 后 x 的 值 是 什么 ? 


a)if x++2 二 3 then zx :二 zx 十 1 


Of (2z++3=5)AND(3z+i+4=7)then x :一 过 十 : 


e) 证 z=2 then xz :一 并 十 1 


b)if (z 十 1 王 3)OR(2z 十 2 王 3)then xz :一 Z 十 1 
d)if (zx 十 1 一 2)XOR(Cz 十 2 王 3)then x :一 Z 十 1 


求 下 列 各 对 比特 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 及 按 位 XOR 。 


a)101 1110, 010 0001 
e)00 0111 0001, 10 0100 1000 
计算 下 列表 达 式 。 

a)1 1000 A (0 1011V1 1011) 
©) (0 1010 ® 1 1011)® 0 1000 


b)1111 0000，1010 1010 
d)11 1IIti 1111, 00 0000 0000 


b)(0 1111A10101)V0 1000 
d)(1 1011 VO 1010)A (1 0001 V1 1011) 


模糊 逻辑 可 以 用 于 人 工 智 能 。 在 模糊 逻辑 中 ， 命 题 的 真 值 是 一 个 0 和 1 之 间 的 数 ( 含 0 和 1)。 真 值 为 0 的 
命题 为 假 ， 真 值 为 1 的 命题 为 真 。 命 题 的 真 值 介 于 0 和 1 之 间 表 明 真 值 的 不 同 程度 。 例如， 语句 “Fred 
是 幸福 的 ”可 以 被 赋 子 真 值 0.8， 因 为 Fred 大 部 分 时 间 是 幸福 的 ; 而 “John 是 幸福 的 ”可 以 被 赋予 真 值 
0.4， 因 为 他 只 在 不 到 一 半 的 时 间 里 感到 幸福 。 用 这 样 的 真 值 求解 练习 49 一 51。 
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模糊 逻辑 中 命题 否定 的 真 值 是 1 减 去 该 命题 的 真 值 。 语 句 “Fred 是 不 幸福 的 ”和 “John 是 不 幸福 的 ” 
的 真 值 是 什么 ? 

模糊 逻辑 中 两 个 命题 合 取 的 真 值 是 两 个 命题 真 值 的 最 小 值 。 语句 “Fred 和 John 都 是 幸福 的 ”和 
“Fred 和 John 都 是 不 幸福 的 ”的 真 值 是 什么 ? 

模糊 逻辑 中 两 个 命题 析 取 的 真 值 是 两 个 命题 真 值 的 最 大 值 。 语 句 “Fred 是 幸福 的 或 John 是 幸福 的 ” 
与 “Fred 是 不 幸福 的 或 John 是 不 幸福 的 ”的 真 值 是 什么 ? 

试问 断言 “本 语句 为 假 ” 是 命题 吗 ? 

有 一 个 含 100 条 语句 的 列表 ， 其 中 第 n 条 语句 写 的 是 “列表 中 恰 有 nn 条 语句 为 假 ”。 

a) 你 能 从 这 些 语句 中 得 出 什么 结论 ? . 

b) 如 果 第 n 条 语句 写 的 是 “列表 至 少 有 nn 条 语句 为 假 ”， 回 答 问 题 a。 

©) 假 设 这 个 列表 包含 99 条 语句 ， 回 答 问 题 b。 

古老 的 西西 里 传说 中 有 一 个 理发 师 住 在 边远 小 镇 上 ,人 们 要 穿越 危险 的 山路 才能 找到 他 。 理 发 师 给 
并 且 只 给 那些 自己 不 刮 胡子 的 人 刮 胡子 。 有 这 样 的 理发 师 吗 ? 


1.2 命题 逻辑 的 应 用 
1.2.1 引言 


逻辑 在 数学 、 计 算 机 科学 和 其 他 许多 学 科 有 着 许多 重要 的 应 用 。 数 学 、 自 然 科 学 以 及 自然 


语言 中 的 语句 通常 不 太 准 确 ， 其 至 有 歧义 。 为 了 使 表达 更 精确 ， 可 以 将 它们 翻译 成 逻辑 语言 。 
例如 ， 人 逻辑 可 用 于 软件 和 硬件 的 规范 说 明 (specification) ， 因 为 在 开发 前 这 些 规范 说 明 必 须要 准 


确 。 


另外， 命题 逻辑 及 其 规则 可 用 于 设计 计算 机 电路 、 构 造 计算 机 程序 、 验 证 程序 的 正确 性 以 


及 构造 专家 系统 。 逻 辑 可 用 于 分 析 和 求解 许多 熟悉 的 谜 题 。 基 于 逻辑 规则 的 软件 系统 也 已 经 开 
发 出 来 ， 它 能 够 自动 构造 某 种 类 型 的 (当然 不 是 全 部 的 ) 证 明 。 在 后 续 章节 中 ， 我 们 将 讨论 命题 
逻辑 的 部 分 应 用 。 


1.2.2 语句 翻译 


是 ， 


有 许多 理由 需要 把 自然 语言 语句 翻译 成 由 命题 变量 和 逮 辑 联结 词组 成 的 表达 式 。 特 别 
汉语 (以 及 其 他 各 种 人 类 语言 ) 常 有 二 义 性 。 把 语句 翻译 成 复合 命题 (以 及 本 章 稍 后 要 介 


绍 的 其 他 类 型 的 逻辑 表达 式 ) 可 以 消除 歧义 。 注 意 ， 这 样 翻译 时 也 许 需 要 根据 语句 的 含义 做 
一 些 合理 的 假设 。 此 外 ， 一 旦 完成 了 从 语句 到 人 逻辑 表达 式 的 翻译 ,我 们 就 可 以 分 析 这 些 逻 辑 
表达 式 以 确定 它们 的 真 值 ， 对 它们 进行 操作 ， 并 用 (1.6 节 中 讨论 的 ) 推 理 规则 对 它们 进行 
推理 。 


为 了 解释 把 语句 翻译 成 逮 辑 表达 式 的 过 程 ， 考 虑 下 面 两 个 例子 。 

怎样 把 下 面 的 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 

“你 可 以 在 校园 访问 因特网 ， 仅 当 你 主 修 计算 机 科学 或 者 你 不 是 新 生 。” 

解 ” 将 这 一 语句 翻译 为 逻辑 表达 式 有 许多 方法 。 尽 管 可 以 用 一 个 命题 变量 如 p 来 表示 这 一 


语句 ， 但 这 种 表示 在 分 析 其 含义 或 用 它 做 推理 时 没有 多 大 帮助 。 我 们 的 办 法 是 用 命题 变量 表示 
语句 中 的 每 个 成 分 ， 并 找 出 它们 之 间 合 适 的 逻辑 联结 词 。 具 体 地 说 , 令 a、c 和 了 分 别 表示 
“你 可 以 在 校园 访问 因特网 ”“ 你 主 修 计 算 机 科学 ”和 “你 是 个 新 生 ”。 注 意 “ 仅 当 ” 是 一 种 表 
达 条 件 语句 的 方式 ， 上 述 语句 可 以 译 为 


岁 ” 


wi(e VY 4 
怎样 把 下 面 的 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 
“如 果 你 身高 不 足 4 英 尺 ( 约 1. 22 米 )， 那么 你 不 能 乘坐 过 山 车 ， 除 非 你 已 年 满 16 周岁 。” 
解 令 g、r 和 ;分 别 表示 “你 能 乘坐 过 山 车 ”“ 你 身高 不 足 4 英 尺 ” 和 “你 已 年 满 16 周 
， 则 上 述 语句 可 以 翻译 为 
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当然 ， 还 有 其 他 方式 可 以 把 上 述 语句 表示 为 逻辑 表达 式 ， 但 上 面 使 用 的 这 一 表达 式 已 满足 
我 们 的 需要 。 本 


1.2.3 系统 规范 说 明 

在 描述 硬件 系统 和 软件 系统 时 ， 将 自然 语言 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 是 很 重要 的 一 部 分 。 系 
统 和 软件 工程 师 根据 自然 语言 描述 的 需求 ， 生 成 精确 而 无 二 义 性 的 规范 说 明 ， 这 些 规范 说 明 用 
来 作为 系统 开发 的 基础 。 例 3 说 明了 如 何在 这 一 过 程 中 使 用 复合 命题 。 

@ 国 使 用 逮 辑 联结 词 表 示 规 范 说 明 “ 当 文件 系统 已 满 时 ， 就 不 能 发 送 自动 应 答 ”。 

解 ” 翻 译 这 个 规范 说 明 的 方法 之 一 是 令 p 表示 “能 够 发 送 自动 应 答 ”， 令 q 表示 “文件 系 
统 满 了 ”， 则 -1p 表示 “并 非 能 够 发 送 自动 应 答 这 种 情况 ”"， 也 就 是 “不 能 发 送 自动 应 答 ”。 因 
此 ， 我 们 的 规范 说 明 可 以 用 条 件 语句 g>-1p 来 表示 。 本 

系统 规范 说 明 应 该 是 一 致 的 ， 也 就 是 说 ， 系 统 规范 说 明 不 应 该 包含 可 能 导致 矛盾 的 相互 冲 
突 的 需求 。 当 规范 说 明 不 一 致 时 ， 就 无 法 开发 出 一 个 满足 所 有 规范 说 明 的 系统 。 

确定 下 列 系统 规范 说 明 是 否 一 致 。 

“诊断 消息 存储 在 缓冲 区 中 或 者 被 重 传 。” 

“诊断 消息 没有 存储 在 缓冲 区 中 。” 

“如 果 诊 断 消息 存储 在 缓冲 区 中 ， 那 么 它 被 重 传 ” 

解 ” 要 判断 这 些 规范 说 明 是 否 一 致 ， 我 们 首先 用 人 逻辑 表达 式 表示 它们 。 令 p 为 “诊断 消息 
存储 在 缓冲 区 中 ”， 令 g 表示 “诊断 消息 被 重 传 "。 则 上 面 几 个 规范 说 明 可 以 写 为 pV q、-p 和 
pp 一 g。 使 所 有 三 个 规范 说 明 为 真 的 一 个 真 值 赋 值 必须 包含 p 为 假 ， 从 而 使 2p 为 真 。 因 为 我 们 
要 使 pV g 为 真 , 但 p 又 必须 为 假 ， 所 以 g 必须 为 真 。 由 于 当 zp 为 假 且 4g 为 真 时 ，p 一 g 为 真 ， 
所 以 我 们 得 出 结论 : 这 些 规范 说 明 是 一 致 的 ， 因 为 当 p 为 假 且 4g 为 真 时 它们 都 是 真 的。 使 用 真 
值 表 检验 之 和 4 的 四 种 可 能 的 真 值 赋 值 ， 可 以 得 出 同样 的 结论 。 4 

@ 国 如 果 在 例 4 中 加 上 一 个 系统 规范 说 明 “ 诊 断 消息 没有 被 重 传 "， 它 们 还 能 保持 一 
致 吗 ? 

解 ” 由 例 4 的 推理 可 知 ， 只 有 当 p 为 假 且 g 为 真 时 那 三 个 规范 说 明 才 为 真 。 然 而 ， 本 例 中 
的 新 规范 说 明 是 -gqg， 当 9 为 真 时 它 为 假 。 因 此 ， 这 四 个 规范 说 明 是 不 一 致 的 。 本 


1.2.4 布尔 搜索 

逻辑 联结 词 广泛 用 于 海量 信息 如 网 页 索引 的 搜索 中 。 由 于 搜索 采用 命题 逻辑 的 技术 ， 所 以 
被 称 为 布尔 搜索 。 

在 布尔 搜索 中 ， 联 结 词 AND 用 于 匹配 同时 包含 两 个 搜索 项 的 记录 ， 联 结 词 OR 用 于 匹配 
两 个 搜索 项 之 一 或 两 项 均 匹 配 的 记录 ， 而 联结 词 NOT( 有 时 写作 AND NOT) 用 于 排除 某 个 特 
定 的 搜索 项 。 当 布尔 搜索 用 来 定位 可 能 感 兴趣 的 信息 时 ， 经 常 需要 细心 安排 逻辑 联结 词 的 使 
用 。 下 面 的 例 6 解释 布尔 搜索 是 怎样 执行 的 。 

网 页 搜索 大 部 分 Web 搜索 引擎 支持 布尔 搜索 技术 ， 通 常 有 助 于 寻找 有 关 特 定 主题 
的 网 页 。 例 如 ， 用 布尔 搜索 查找 关于 新 墨西哥 州 (New Mexico) 的 大 学 网 页 ， 我 们 可 以 寻找 与 
NEW AND MEXICO AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。 搜 索 的 结果 将 包括 含有 NEW( 新 )、 
MEXICO( 墨 西 哥 ) 和 UNIVERSITIES( 大 学 ) 三 个 词 的 那些 网 页 。 这 里 包含 了 所 有 我 们 感 兴趣 
的 网 页 ， 还 包括 其 他 网 页 ， 如 墨西哥 的 新 的 大 学 网 页 。( 注 意 在 Google 以 及 其 他 许多 搜索 引擎 
中 ， 并 不 需要 “AND” 一 词 ， 因 为 搜索 引擎 默认 包含 所 有 搜索 项 。) 多 数 搜索 引擎 还 支持 使 用 引 
号 以 搜索 特定 的 短语 。 因 此 ， 使 用 “New Mexico”AND UNIVERSITIES 匹配 网 页 搜索 会 更 有 效 。 

接 下 来 ， 要 找 出 与 新 墨西哥 州 或 亚利桑那 州 (Arizona) 的 大 学 有 关 的 网 页 ， 我 们 可 以 搜索 
与 (NEW AND MEXICO OR ARIZONA)AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。( 注 意 ， 这 里 联结 
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词 AND 优 先 于 联结 词 OR。 同 样 ， 在 Google 中 用 于 搜索 的 项 应 该 是 NEW MEXICO OR 
ARIZONA。) 这 一 搜索 的 结果 将 包括 含 UNIVERSITIES 一 词 ， 并 且 或 者 含有 NEW 与 MEXICO 
两 个 词 ， 或 者 含有 ARIZONA 一 词 的 所 有 网 页 。 同 样 ， 除 了 这 两 类 我 们 感 兴趣 的 网 页 外 还 会 列 
出 其 他 网 页 。 最 后 ， 要 想 找 出 有 关 墨 西 哥 ( 不 是 新 墨西哥 州 ) 的 大 学 网 页 ， 可 以 先 找 与 MEXICO 
AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 ， 但 由 于 这 一 搜索 的 结果 将 会 包括 有 关 新 墨西哥 州 的 大 学 网 
页 以 及 墨西哥 的 大 学 网 页 ， 所 以 更 好 的 办 法 是 搜索 与 (MEXICO AND UNIVERSITIES) NOT 
NEW 匹配 的 网 页 。 这 一 搜索 的 结果 将 包括 含 MEXICO 和 UNIVERSITIES 两 个 词 但 不 含 NEW 
一 词 的 所 有 网 页 。( 在 Google 以 及 其 他 搜索 引擎 中 ，NOT 一 词 会 用 符号 “-” 来 代替 。 因 此 ， 
在 Google 中 ， 最 后 一 个 搜索 项 可 以 写成 MEXICO UNIVERSITIES -NEW。) 司 


1. 2. 5 远 辑 谜 是 

可 以 用 逻辑 推理 解决 的 谜 题 称 为 逻辑 谜 题 。 求 解 逻辑 谜 题 是 实践 逻辑 规则 的 一 种 非常 好 的 
方法 。 同 样 ， 用 于 执行 逻辑 推理 的 计算 机 程序 通常 也 使 用 著名 的 逻辑 迹 题 来 演示 它们 的 能 力 。 
许多 人 对 求解 逻辑 文 题 颇 感 兴趣 ， 有 许多 书 和 杂志 以 及 Web 网 页 上 也 登载 有 逻辑 谜 题 以 供 
娱乐 。 

在 此 ， 我 们 将 讨论 三 个 逻辑 文 题 ， 难 度 逐 级 增加 。 在 练习 中 可 以 找到 更 多 的 谜 题 。1.3 节 
我 们 还 会 讨论 n 皇后 迹 题 和 数 独 游戏 。 

作为 把 公主 从 海盗 那里 营救 回来 的 报酬 ， 国 王 给 你 机 会 来 赢得 隐藏 在 三 个 箱子 中 的 
宝藏 ， 但 只 有 一 个 箱子 中 有 宝藏 ， 另 外 两 个 箱子 是 空 的 。 要 想 赢 ， 你 必须 选 对 箱子 。 第 一 和 第 
二 个 箱子 上 都 写 有 “这 个 箱子 是 空 的 ”， 第 三 个 箱子 上 写 着 “宝藏 在 第 二 个 箱子 中 ”。 从 来 不 撒 
谎 的 皇后 告诉 你 只 有 一 个 提示 是 真 的 ， 而 其 他 两 句 都 是 假 的 。 你 会 选择 哪个 箱子 来 赢得 宝藏 ? 

解 ” 设 p; 为 命题 “宝藏 在 第 i 个 箱子 中 ”i 二 1，2，3。 把 皇后 的 提示 翻译 成 命题 逻辑 ， 
则 三 个 箱子 上 的 提示 分 别 为 4p,，-p;，p,。 所 以 ， 皇 后 所 言 可 以 翻译 为 

Cp NT NT Vp NT AT VN A 

利用 命题 逻辑 的 规则 ， 可 知 上 式 等 价 于 (p, 人 -ps)V (pi A ps)。 由 分 配 律 ，(p, 人-4ps)V (pi 人 
p;) 等 价 于 pi M (Hp V p,)。 因为 吕 p。 V p;) 必 然 为 真 ， 这 就 等 价 于 pi AT, 而 这 又 等 价 于 Pi。 
因此 ， 宝 藏 就 在 第 一 个 箱子 里 ( 即 p; 为 真 );， 而 加 和 ps; 为 假 ; 第 二 个 箱子 上 的 提示 是 唯一 为 真 
的 。( 这 里 我 们 用 到 了 将 在 1. 3 节 讨 论 的 命题 等 价 的 概念 。) 4 

接 下 来 ,我们 介绍 一 个 由 雷 蒙 德 ， 斯 马 亚 (Raymond Smullyan) 提 出 的 谜 题 ， 斯 马 亚 是 一 名 
逻辑 谜 题 大 师 , 已 经 写作 了 十 多 本 含有 极 富 挑战 性 的 逻辑 推理 广 题 的 书籍 。 

斯 马 亚 在 文献 LSm78] 中 提出 了 许多 与 如 下 情形 有 关 的 谜 题 : 一 个 岛 上 居住 着 两 类 
次 骑士 和 无 赖 。 骑 士 总 是 说 真 话 ， 而 无 赖 永 远 在 撒谎 。 你 碰 到 两 个 人 A 和 B。 如 果 A 说 
“如是 骑士 >， 而 如 说 “我 们 两 个 是 两 类 人 ”， 请问 A 和 B 到 底 是 什么 样 的 人 ? 

解 令 p 和 gq 分别 表示 语句 “A 是 骑士 ”和 “B 是 骑士 "， 则 Jp 和 -9g 就 分 别 表示 “A 是 
无 赖 ” 和 “B 是 无 赖 ”。 

我 们 首先 考虑 A 是 骑士 这 样 一 种 可 能 ， 这 就 是 说 ，p 是 真 的 。 如 果 A 是 骑士 ， 那 他 说 的 
“B 是 骑士 ”就 是 真 话 ， 因 此 g 为 真 ， 从 而 A 和 B 就 是 一 类 人 。 然 而 ， 如 果 B 是 骑士 ,那么 B 
说 的 “我 们 两 个 是 两 类 人 ”， 即 (p 人 249)V (pAgq) 就 应 该 为 真 ， 然 而 并 非 如 此 ， 因 为 前 面 的 结 
论 是 A 和 B 都 是 骑士 。 因 此 ， 我 们 可 以 得 出 A 不 是 骑士 ， 即 p 为 假 。 

如 果 A 是 无 赖 ， 则 由 无 赖 永远 在 撒谎 可 知 ，A 所 说 的 “B 是 骑士 ” 即 “g 是 真 的 ”就 是 一 
个 谎言 。 这 意味 着 g 为 假 ，B 也 是 无 赖 。 而 且 ， 如 果 B 是 无 赖 ， 那 么 B 说 的 “我 们 两 个 是 两 类 
人 ”也 是 谎言 ， 这 与 A 和 B 都 是 无 赖 是 一 致 的 。 所 以 ,我们 得 出 结论 A 和 B 都 是 无 赖 。 4 

在 本 节 末 的 练习 23 一 27 中 ， 我 们 会 进一步 讨论 斯 马 亚 关于 骑士 和 无 赖 的 谜 题 。 而 在 练习 
28 一 35 中 ， 我 们 介绍 的 谜 题 将 涉及 三 类 人 : 这 里 所 说 的 骑士 、 无 赖 ， 还 有 一 类 可 能 说 度 的 





Links》 


Extra 
Examples, 


> 


18 第 1 章 


间谍 。 

接 下 来 ， 我 们 介绍 一 个 与 两 个 孩子 有 关 的 泥巴 孩子 谜 题 (muddy children puzzle) 。 

父亲 让 两 个 孩子 (一 个 男孩 和 一 个 女孩 ) 在 后 院 玩 夏 ， 并 让 他 们 不 要 把 身上 搞 脏 。 然 
而 ， 在 玩 页 的 过 程 中 ， 两 个 孩子 额 涉 上 都 沾 了 泥 。 当 孩子 们 回来 后 ， 父 亲 说 : “你 们 当中 至 少 
有 一 个 人 额头 上 有 泥 .” 然 后 要 求 孩 子 们 用 “是 ”和 “和 否 ” 回 答 问 题 :“ 你 知道 你 额头 上 是 否 有 
泥 吗 ?” 父 亲 问 了 两 遍 同样 的 问题 。 假 设 每 个 孩子 都 可 以 看 到 对 方 的 额头 上 是 否 有 泥 ， 但 不 能 
看 见 自己 的 额头 ， 和 孩子 们 在 每 次 被 问 到 这 个 问题 时 将 会 怎样 回答 呢 ? 假设 两 个 孩子 都 很 诚实 并 
且 都 同时 回答 每 一 次 提问 。 

解 令 s 和 4d 分 别 表 示 语 句 “ 儿 子 的 额头 上 有 泥 上 ”和 “女儿 的 额头 上 有 泥 ?。 当 父亲 说 ， 
“你 们 当中 至 少 有 一 个 人 额头 上 有 泥 ” 时 ， 表 示 的 是 sV 4 为 真 。 当 父亲 第 一 次 问 那个 问题 时 两 
个 孩子 都 将 回答 “ 否 ”， 因 为 他 们 都 看 到 对 方 的 额 尖 上 有 泥 。 也 就 是 说 ， 儿 子 知 道 4 为 真 ， 但 
不 知道 是 否 为 真 。 而 女儿 知道 ; 为 真 ， 但 不 知道 4 是 否 为 真 。 

在 儿子 对 第 一 次 询问 回答 “ 否 ” 后 ， 女 儿 可 以 判断 出 4 必 为 真 。 这 是 因为 问 第 一 次 问题 
时 ， 儿 子 知道 sV a 为 真 ， 但 不 能 判断 ;是否 为 真 。 利 用 这 个 信息 ， 女 儿 能 够 得 出 结论 4 必定 
为 真 ， 因 为 如 果 4 为 假 ， 则 儿子 就 有 理由 推出 ， 由 于 sV 4 为 真 ， 那么 ;必定 为 真 ， 因 此 他 对 
第 一 个 问题 的 回答 应 为 “是 ”。 儿 子 也 可 以 类 似 推 断 出 * 必 为 真 。 因 此 ， 第 二 次 两 个 孩子 都 将 
回答 “是 ”。 本 


1.2.6 逻辑 电路 

命题 逻辑 可 应 用 于 计算 机 硬件 的 设计 。 这 是 1938 年 克 劳 德 。 香 农 (Claude Shannon) 首 次 发 
现 并 写 在 他 的 MIT 硕士 论文 中 的 。 第 12 章 将 深入 学 习 这 个 课题 (参见 该 章 的 香农 传记 ) 。 这 里 
我 们 对 这 个 应 用 做 简单 介绍 。 

逻辑 电路 (或 数字 电路 ) 接 受 输入 信号 p,，p;，…，p,， 每 个 信号 1 比特 [或 0( 关 ) 或 1 


Links > 


雷 蒙 德 . 斯 马 亚 (Raymond Smullyan，1919 一 2017) ”斯 马 亚 出 生 于 纽约 皇后 区 的 法 
洛克 威 ， 是 商人 和 家 庭 主妇 的 儿子 。 他 中 学 就 辍学 了 ， 因 为 他 想 学 自己 感 兴趣 的 东西 
| 而 不 是 中 学 课本 上 的 知识 。 他 先 就 读 于 俄勒冈 州 的 太平 洋 学 院 和 里 德 学 院 ， 后 于 1955 
年 在 芝加哥 大 学 获得 数学 专业 本 科学 位 。 他 靠 在 社团 组 织 和 俱乐部 里 以 “FIVE-ACE 
Merrill” 为 艺名 表演 魔术 来 支付 大 学 费用 。 他 师 从 普林斯顿 大 学 的 Alonzo Church， 并 
于 1959 年 获得 了 逻辑 学 博士 学 位 。 从 普林斯顿 大 学 毕业 后 ， 斯 马 亚 曾 在 达 特 茂 斯 学 
pre 院 、 普 林 斯 顿 大 学 、 犹 太 大 学 和 纽约 城市 大 学 教授 数学 和 逻辑 学 。1981 年 ， 他 加 入 印 
第 安 纳 大 学 哲学 系 ， 现 在 籽 是 该 校 的 荣誉 退休 教授 。 

斯 马 亚 写 过 许多 关于 具有 娱乐 性 的 逻辑 和 数学 书籍 ， 包 括 人 《撒旦 、 康 托 尔 和 无 穷 )》(Satan，Cantor， 
and Infinity)、《 这 本 书 的 书 名 是 什么 ?》(What Is the Name of This Book?)、《 美 女 ， 还 是 老虎 ?》(The 
Lady or the Tiger?)、《 爱 丽 斯 漫游 这 题 乐 园 》(Alice in Puzzleland)、《 模 仿 一 只 知 更 鸟 )(To Mock a 
Mockingbird)、《 永 远 未 定 》(Forever Undecided) 以 及 《天 方 夜 谭 之 谜 : 古代 和 现代 迷人 的 逻辑 谜 题 )(The 
Riddle of Scheherazade : Amazing Logic Puzzles，Ancient and Modern) 。 因 为 他 的 逻辑 谜 题 具 有 挑战 性 和 
娱乐 性 并 能 激发 思维 ， 所 以 他 被 认为 是 现代 的 Lewis Carroll。 斯 马 亚 也 写 过 几 本 关于 将 演绎 逻辑 应 用 于 
国际 象棋 方面 的 书 、 三 本 哲学 短文 和 格言 集 ， 以 及 几 本 高 深 的 数理 逻辑 和 集合 论 的 书籍 。 斯 马 亚 对 自 引 
用 (self-reference) 特 别 感 兴趣 ， 并 且 将 哥 德 尔 的 一 些 结论 (证 明了 不 可 能 写 出 一 个 计算 机 程序 来 求解 所 有 
的 数学 问题 ) 进 行 了 扩展 。 他 还 热衷 于 向 大 众 解释 数理 逻辑 的 思想 。 

斯 马 亚 是 一 位 天 才 的 音乐 家 ， 经 常 与 第 二 任 妻 子 一 同 弹 奏 钢琴 ， 她 是 一 位 专业 的 钢琴 演奏 家 。 制 造 
望远镜 是 他 的 一 个 嗜好 。 他 还 对 光学 和 立体 照相 感 兴趣 。 他 说 :“ 我 从 不 像 某 些 人 那样 不 能 同时 兼顾 教学 
和 研究 ， 因 为 我 在 教学 的 时 候 就 是 在 做 研究 。” 有 一 部 片 名 为 (本 片 不 需要 片 名 》(This Film Needs No 
Title) 的 纪录 短片 就 是 描述 斯 马 亚 的 。 
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( 开 )]， 产 生 输 出 信号 s ，s; ，…，s,， 每 个 1 比特。 一 般 来 说 ， 数 字 电 路 可 以 有 多 个 输出 ,但 
是 在 本 小 节 中 我 们 将 局 限于 讨论 只 有 一 个 输出 信号 的 逻辑 电路 。 

复杂 的 数字 电路 可 以 从 三 种 简单 的 基本 电路 (如 图 1 所 示 的 门 电路 (gate)) 构 造 而 来 。 逆 变 
器 或 非 门 (NOT gate) 接 受 一 个 输入 比特 p， 产 生 -p 作为 输出 。 或 门 (OR gate) 接 受 两 个 输入 信 
号 p 和 g， 每 个 一 比特 ， 产 生 信 号 p V g 作为 输出 。 最 后 ,与 门 (AND gate) 接 受 两 个 输入 信号 
p 和 g， 每 个 一 比特 ， 产 生 信 号 pg 作为 输出 。 我 们 可 以 用 这 三 种 基本 门 来 构造 更 复杂 的 电 
路 ， 如 图 2 所 示 。 


-p p pVg p phga 
> 9 gq 
逆 变 器 或 门 与 门 
、 
图 1 基本 逻辑 门 


pA1g 





图 2 一 个 组 合 电 路 


给 定 一 个 由 基本 电路 构造 而 得 的 电路 以 及 该 电路 的 输入 ， 我 们 可 以 通过 追踪 电路 来 确定 输 
出 ， 如 例 10 所 示 。 

确定 图 2 所 示 组 合 电 路 的 输出 。 : 

解 ” 在 图 2 中 我 们 给 出 了 电路 中 每 个 逻辑 门 的 输出 。 可 以 看 到 与 门 接受 的 输入 为 p 和 Da 
( 即 以 g 为 输入 的 逆 变 器 的 输出 )， 因 而 产生 输出 p 人-q。 接 下 来 ,注意 到 或 门 接受 的 输入 为 
p 和 29 和 -7r( 即 以 7 为 输入 的 逆 变 器 的 输出 )， 因 而 产生 最 终 输 出 (p An) V 7。 司 

假设 我 们 对 于 一 个 数字 电路 的 输出 能 用 否定 、 析 取 、 合 取 来 构造 一 个 公式 。 这 样 ， 我 们 就 
能 系统 地 构造 数字 电路 来 产生 期 望 的 输出 ， 如 例 11 所 示 。 

压 有 给 定 输入 p、g 和 +r, 构造 一 个 输出 为 (p Vnr) 人 (5 V 《gq V5nr)) 的 数字 电路 。 

解 ” 为 了 构造 所 期 望 的 电路 ,我们 分 别 为 p Vr 和 Jp V (9 V5z) 构 造 不 同 的 电路 ， 再 用 
与 门 把 它们 组 合 起 来 。 为 构造 p Vr 的 电路 ,我们 先 用 一 个 逆 变 器 从 输入 r+ 产生 -+。 然 后 用 
一 个 或 门 来 组 合 p 和 -1r。 为 了 构造 -jp V (9 V -7) 的 电路 ， 我 们 首先 用 一 个 逆 变 器 获得 jr。 然 
后 用 一 个 或 门 接受 输入 g 和 -7 以 获得 (gq V -7)。 最 后 ， 我 们 用 另 一 个 逆 变 器 和 一 个 或 门 接受 输 
和 人 pp 和 (gq V7) 来 得 到 Jp V (gq V7)。 

为 了 完成 构造 ， 我 们 用 最 后 一 个 与 门 来 接受 输入 p V-r 和 -Pp V (9 Van 。 最 后 的 电路 如 
图 3 所 示 。 
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图 3 (pV-7) 人 (pv (gqg V-7)) 的 电路 
我 们 将 在 第 12 章 讨论 布尔 代数 场景 中 采用 不 同 的 记号 来 深入 研究 逻辑 电路 。 
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练习 
在 练习 1 一 6 中 ， 用 给 定 的 命题 将 语句 翻译 成 命题 逻辑 中 的 形式 。 


1 


你 不 能 编辑 一 个 受 保护 的 维基 百科 条 目 ， 除 非 你 是 一 名 管理 员 。 用 e:“ 你 不 能 编辑 一 个 受 保护 的 维基 
百科 条 目 ” 和 a:“ 你 是 一 名 管理 员 ” 来 表达 你 的 答案 。 


. 你 可 以 看 这 部 电影 仅 当 你 已 经 年 满 18 岁 或 得 到 父母 同意 。 用 m:“ 你 可 以 看 这 部 电影 ?、e:“ 你 已 经 年 


满 18 岁 ” 和 p:“ 你 已 经 得 到 父母 同意 ”来 表达 你 的 答案 。 


. 你 能 够 毕业 仅 当 你 已 经 完成 了 专业 的 要 求 并 且 你 不 欠 大 学 学 费 并 且 你 没有 逾期 不 归还 图 书馆 的 书 。 用 


g:“ 你 能 够 毕业 ”、m:“ 你 不 欠 大 学 学 费 *、r:“ 你 已 经 完成 了 专业 的 要 求 ”和 6b:“ 你 没有 逾期 不 归还 
图 书馆 的 书 ” 来 表达 你 的 答案 。 


. 要 想 使 用 机 场 的 无 线 网 络 ， 你 必须 支付 每 日 的 使 用 费 ， 除 非 你 是 该 服务 的 一 个 订户 。 用 w: “你 能 使 


用 机 场 的 无 线 网 络 "、d:“ 你 支付 每 日 的 使 用 费 ” 和 s:“ 你 是 该 服务 的 一 个 订户 ”来 表达 你 的 答案 。 


. 你 有 资格 当 美 国 总 统 仅 当 你 已 年 满 35 岁 、 出 生 在 美国 或 者 你 出 生 时 你 的 双亲 是 美国 公民 并 且 你 在 这 


个 国家 至 少 生 活 了 14 年。 用 e:“ 你 有 资格 当 美 国 总 统 ”"、a:“ 你 已 年 满 35 岁 ”、0:“ 你 出 生 在 美国 ”、 
力 :“ 在 你 出 生 的 时 候 ， 你 的 双亲 均 是 美国 公民 ”和 r:“ 你 在 美国 至 少 生 活 了 14 年 ”来 表达 你 的 答案 。 


. 你 能 升级 操作 系统 仅 当 你 有 一 个 32 位 的 处 理 器 且 主 频 在 1GHz 或 以 上 、 至 少 1GB 内 存 、16GB 空闲 硬 


盘 空 间 ， 或 者 一 个 64 位 处 理 器 且 主 频 在 2GHz 或 以 上 、 至 少 2GB 内 存 、 至 少 32GB 空闲 硬盘 空间 。 用 
zx: “你 能 升级 操作 系统 ”、2az: :“ 你 有 一 个 32 位 的 处 理 器 ”、6b6s :“ 你 有 一 个 64 位 的 处 理 器 *、g1 :“ 你 
的 处 理 器 主 频 在 1GHz 或 以 上 ”、g;:“ 你 的 处 理 器 主 频 在 2GHz 或 以 上 ”、ri :“ 你 的 处 理 器 至 少 1GB 
内 存 ”、rs:“ 你 的 处 理 器 至 少 2GB 内 存 ”"、his :“ 你 有 16GB 空闲 硬盘 空间 ”和 hs,:“ 你 有 32GB 空闲 
硬盘 空间 ”来 表达 你 的 答案 。 


. 使 用 命题 p:“ 对 消息 进行 病毒 扫描 ”和 g:“ 消 息 来 自 一 个 未 知 的 系统 ”以 及 逻辑 联结 词 ( 包 括 否 定 ) 


来 表达 下 列 系统 规范 说 明 。 


“a)“ 每 当 消息 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 对 消息 进行 了 病毒 扫描 。” 


10. 


ls 


12. 


13. 


14. 


b)“ 消 息 来 自 一 个 未 知 的 系统 ， 但 没有 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 
c)“ 每 当 消 息 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 就 有 必要 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 
d)“ 当 消息 不 是 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 没 有 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 


. 使 用 命题 p:“ 用 户 输入 有 效 的 口令 ”"、g:“ 访 问 被 授权 ”、r:“ 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 ” 以 及 逻辑 联结 


词 ( 包 括 否 定 ) 来 表达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a)“ 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 ， 但 没有 输入 有 效 的 口令 。” 

b)“ 每 当 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 并 输入 有 效 的 口令 ,访问 被 授权 。” 

c)“ 如 果 用 户 没有 支付 订阅 费 ， 则 访问 被 拒绝 。” 

d)“ 如 果 用 户 没 有 输入 有 效 的 口令 但 已 经 支付 了 订阅 费 ， 则 访问 被 授权 。” 


. 下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 系 统 处 于 多 用 户 状 态 当 且 仅 当 系统 运行 正常 。 如 果 系 统 运 行 正 常 ， 则 它 


的 核心 程序 起 作用 。 核 心 程序 不 起 作用 , \ 域 者 系统 处 于 中 断 模式 。 如 果 系 统 不 处 于 多 用 户 状 态 ， 它 就 
处 于 中 断 模式 。 系 统 不 处 在 中 断 模 式 。” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 每 当 对 系统 软件 进行 升级 时 ， 用 户 不 能 访问 文件 系统 。 如 果 用 户 能 访问 
文件 系统 ， 那 么 他 们 能 保存 新 文件 。 如 果 用 户 不 能 保存 新 文件 ， 那 么 系统 软件 未 被 升级 。” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 路 由 器 能 向 边缘 系统 发 送 分 组 仅 当 它 支持 新 的 地 址 空间 。 路 由 器 要 能 支 
持 新 的 地 址 空间 ， 就 必须 安装 最 新 版 本 的 软件 。 如 果 安 装 了 最 新 版 本 的 软件 ， 路 由 器 就 能 向 边缘 系 
统 发 送 分 组 。 路 由 器 不 支持 新 的 地 址 空间 。” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 如 果 文 件 系 统 未 加 锁 ， 那 么 新 消息 就 需要 排队 。 如 果 文 件 系统 未 加 锁 ， 
则 系统 正常 运行 ; 反之 亦 然 。 如 果 新 消息 未 排队 ， 就 会 送 入 消息 缓冲 区 。 如 果 文 件 系统 未 加 锁 ， 那 
么 新 消息 将 被 送 入 消息 缓冲 区 。 新 消息 不 会 被 送 入 消息 缓冲 区 。” 

你 会 用 什么 样 的 布尔 搜索 来 寻找 关于 新 泽 西 州 (New Jersey) 海 滩 的 网 页 ?如果 你 想 找 关 于 (位 于 英吉 
利 海峡 的 ) 泽 西 岛 (the isle of Jersey) 海 滩 的 网 页 呢 ? 

你 会 用 什么 样 的 布尔 搜索 来 寻找 关于 在 西 弗吉尼亚 (West Virginia) 徒 步 旅行 的 网 页 ?如 果 你 想 找 关于 
在 弗吉尼亚 (Virginia) 而 非 西 弗 吉 尼 亚 徒 步 旅行 的 网 页 呢 ? 
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18. 


19, 


20. 


21. 


22. 


你 会 用 什么 样 的 Google 搜索 来 寻找 位 于 纽约 州 (New York) 或 新 泽 西 州 (New Jersey) 的 埃塞俄比亚 
(Ethiopian) 和 餐厅 ? 


. 你 会 用 什么 样 的 Google 搜索 来 寻找 男士 鞋 或 非 工 作用 的 靴子 ? 
17. 


假设 在 例 7 中 ， 三 个 箱子 上 的 提示 分 别 为 “宝藏 在 第 三 个 箱子 中 ” “宝藏 在 第 一 个 箱子 中 ”和 “这 个 
箱子 是 空 的 >”。 对 于 下 面 的 每 一 句 话 ， 试 判断 从 不 撒谎 的 皇后 是 否 可 以 这 么 说 ? 如 果 可 以 ， 请 问 宝藏 
在 哪个 箱子 中 ? 

a)“ 所 有 提示 都 是 假 的 。” b)“ 恰 好 有 一 个 提示 是 真 的 。” 

c)“ 恰 好 有 两 个 提示 是 真 的 。” d)“ 三 个 提示 全 部 为 真 。” 

假设 在 例 7 中 ， 三 个 箱子 中 的 两 个 有 宝藏 。 三 个 箱子 上 的 提示 分 别 为 “这 个 箱子 是 空 的 ”“ 第 一 个 箱 
子 中 有 宝藏 ”和 “第 二 个 箱子 中 有 宝藏 >。 对 于 下 面 的 每 一 句 话 ， 试 判断 从 不 撒谎 的 皇后 是 否 可 以 这 
么 说 ?如 果 可 以 ,请 问 宝藏 在 哪 两 个 箱子 中 ? 

a)“ 所 有 提示 都 是 假 的 。” b)、“ 恰 好 有 一 个 提示 是 真 的 。” 

c)“ 恰 好 有 两 个 提示 是 真 的 。” d)“ 三 个 提示 全 部 为 真 。” 

一 个 边远 村 庄 的 每 个 人 要 么 总 说 真 话 ， 要 么 总 说 谎 。 村 民 对 于 旅游 者 的 提问 总 是 只 用 “是 ”或 “和 否 ” 
来 回答 。 假 定 你 在 这 一 地 区 旅游 ， 走 到 了 一 个 岔路 口 。 一 条 岔路 通 向 你 想 去 的 遗址 ， 另 一 条 岔路 通 
向 丛林 深 处 。 一 村 民 恰 好 站 在 岔路 口 ， 问 他 一 个 什么 问题 就 能 确定 走 哪 条 路 ? 

一 个 探险 者 被 食 人 族 抓 住 了 。 食 人 者 有 两 种 : 总 是 说 谎 的 和 总 是 说 真 话 的 。 除 非 探险 者 能 判断 出 一 
位 指定 的 食 人 者 是 说 谋 者 还 是 说 真 话 者 ， 和 否则 他 就 要 被 烧 了 吃 。 探 险 者 只 被 允许 问 这 位 食 人 者 一 个 
问题 。 

a) 解 释 为 什么 问 “ 你 是 说 谎 者 吗 ” 是 不 行 的 。 

b) 找 出 一 个 问题 ， 使 探险 者 可 以 判断 该 食 人 者 是 总 是 说 谎 的 还 是 总 是 讲 真 话 的 。 

当 三 位 教授 在 一 家 餐厅 落座 时 ， 女 主人 问 他 们 :“ 每 位 都 要 喝 咖啡 吗 ?” 第 一 位 教授 说 : “我 不 知道 。 
第 二 位 教授 接着 说 : “我 不 知道 ”最 后 ， 第 三 位 教授 说 : “不 ， 不 是 每 个 人 都 想 喝 咖啡 。” 女 主人 回 
来 并 将 咖啡 递 给 想 喝 咖啡 的 教授 。 她 是 如 何 找 出 谁 想 喝 咖 啡 的 ? 

当 你 规划 一 个 聚会 时 需要 知道 该 邀请 些 什 么 人 。 在 你 可 能 邀请 的 人 中 有 三 个 环 手 的 朋友 。 你 知道 如 
果 Jasmine 参加 ， 她 对 Samir 在 场 会 感到 不 快 ; Samir 仅 当 Kanti 到 场 才 会 出 席 ; 而 Kanti 不 会 出 席 除 
非 Jasmine 也 在 场 。 你 如 何 邀 请 三 人 的 组 合 而 不 使 某 人 不 愉快 ? 





练习 23~27 是 关于 斯 马 亚 创建 的 骑士 和 无 赖 岛 岛 民 的 ， 这 个 岛 上 居住 着 只 说 真 话 的 骑士 和 只 说 假 话 的 无 


赖 。 


你 遇见 两 个 人 A 和 B。 可 能 的 话 ， 请 根据 A、B 所 说 的 话 判 断 两 人 到 底 是 什么 人 。 如 果 不 能 确定 这 


两 个 是 什么 人 ， 那 么 你 能 推断 出 什么 可 能 的 结论 吗 ? 


23. 
24. 
25. 
26. 
27. 


A 说 “我 们 中 至 少 有 一 个 是 无 赖 "，B 什么 都 没 说 。 
A 说 “我 们 两 个 都 是 骑士 "，B 说 “A 是 无 赖 ”。 

A 说 “我 是 无 赖 或 者 B 是 骑士 "，B 什么 都 没 说 。 
A 和 B 都 说 “我 是 骑士 ”。 

A 说 “我 们 都 是 无 赖 "，B 什么 都 没 说 。 


练习 28~35 是 关于 一 个 居住 着 三 种 人 的 岛 民 的 : 只 讲 真 话 的 骑士 、 只 讲 假 话 的 无 赖 和 可 能 讲 真 话 也 可 能 
讲 假 话 的 间谍 (斯 马 亚 在 [LSm78] 中 称 之 为 正常 人 )。 你 遇见 三 个 人 A、B 和 C。 你 知道 其 中 一 人 是 骑士 、 
一 人 是 无 赖 ， 还 有 一 人 是 间谍 。 三 人 都 知道 其 他 两 人 是 哪 种 类 型 的 人 。 对 于 下 列 每 种 情况 ， 可 能 的 话 请 
确定 是 否 有 唯一 解 并 确定 谁 是 骑士 、 无 赖 和 间谍 。 当 没有 唯一 解 时 ， 请 列 出 所 有 可 能 的 解 或 者 说 明 无 解 。 


28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33, 
34. 
35., 





A 说“C 是 无 赖 "，B 说 “A 是 骑士 ", 而 C 说 “我 是 间谍 ”。 

A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “我 是 无 赖 *， 而 C 说 “如 是 骑士 ”。 

A 说 “我 是 无 赖 "*，B 说 “我 是 无 赖 ”"， 而 C 说 “我 是 无 赖 ”。 

A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “A 说 的 是 真 话 ”， 而 C 说 “我 是 间谍 ”。 
A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “A 不 是 无 赖 "， 而 C 说 “B 不 是 无 赖 ”。 
A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “我 是 骑士 "， 而 C 说 “我 是 骑士 ”。 

A 说 “我 不 是 间谍 ”，B 说 “我 不 是 间谍 ”， 而 C 说 “A 是 间谍 ”。 
A 说 “我 不 是 间谍 ”，B 说 “我 不 是 间谍 ”， 而 C 说 “我 不 是 间谍 ”。 


练习 36 一 42 的 谜 题 可 以 通过 先 把 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 然 后 再 用 真 值 表 对 这 些 表 达 式 进行 推理 来 





求解 。 


36. 


37; 


38. 


39. 


40. 


41. 


Links > * 42. 


43. 


44. 


对 于 Cooper 先生 的 谋杀 案 ， 警 察 有 三 个 怀疑 对 象 : Smith 先生 、Jones 先生 和 Williams 先生 。 他 们 
三 人 都 声称 没有 杀害 Cooper。Smith 还 称 Cooper 是 Jones 的 朋友 并 且 Williams 不 喜欢 他 。Jones 也 声 
称 他 不 认识 Cooper 并 且 Cooper 被 害 的 当天 他 不 在 镇 上 。Williams 也 声称 他 在 案 发 当天 看 见 Smith 
和 Jones 与 Cooper 在 一 起 ， 因 此 不 是 Smith 就 是 Jones 是 凶手 。 在 下 列 情况 下 ， 你 能 判断 谁 是 凶 
手 吗 ? 

a) 三 人 中 有 一 人 是 凶手 ， 清 白 的 那 两 个 人 说 的 是 真 话 ， 但 节 手 说 的 话 不 一 定 为 真 。 

b) 清 白 者 没有 撒谎 。 

Steve 想 用 两 个 事实 来 判断 三 位 工作 伙伴 的 相对 薪水 。 首 先 ， 他 知道 如 果 Fred 的 薪水 不 是 三 人 中 最 
高 的 ,那么 Janice 的 薪水 最 高 。 其 次 ， 他 知道 如 果 Janice 的 薪水 不 是 最 低 的 ， 那 么 Maggie 的 薪水 最 
高 。 从 以 上 Steve 所 知道 的 事实 ， 是 否 有 可 能 确定 Fred、Maggie 和 Janice 的 相对 薪水 ? 如 果 能 ， 谁 
的 最 高 谁 的 最 低 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

五 个 朋友 都 能 进入 聊天 室 。 如 果 知 道 下 面 这 些 信息 ， 能 确定 谁 在 聊天 吗 ? Kevin 或 Heather 或 两 人 都 
在 聊天 。Randi 或 Vijay 但 不 是 两 人 同时 在 聊天 。 如 果 Abby 在 聊天 ， 那么 Randi 也 在 聊天 。Vijay 和 
kevin 或 者 两 人 都 在 聊天 ， 或 者 都 不 聊天 。 如 果 heather 在 聊天 ,那么 Abby 和 kevin 也 在 聊天 。 解 释 
你 的 推理 过 程 。 

一 位 侦探 访谈 了 罪案 的 四 位 证 人 。 从 证 人 的 话 中 侦探 得 出 的 结论 是 : 如 果 男 管家 说 的 是 真 话 ， 那 
么 厨师 说 的 也 是 真 话 ; 厨师 和 园丁 说 的 不 可 能 都 是 真 话 ; 园丁 和 杂 役 不 可 能 都 在 说 谎 ， 如果 杂 役 
说 真 话 ， 那 么 厨师 就 在 说 谎 。 侦 探 能 分 别 判定 这 四 位 证 人 是 在 说 真 话 还 是 撒谎 ? 解释 你 的 推理 
过 程 。 

四 个 朋友 被 认定 为 非法 进入 某 计算 机 系统 的 嫌疑 人 。 他 们 已 对 调查 当局 做 出 了 陈述 。Alice 说 : “是 
Carlos 干 的 .”John 说 :“ 我 没 干 。”” Carlos 说 : “是 Diana 干 的 。” Diana 说 : “Carlos 说 是 我 干 的 ， 他 
说 谎 。” 

a) 如 果 当 局 还 知道 四 个 嫌疑 人 中 恰 有 一 人 在 说 真 话 ， 那 么 是 谁 作案 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

b) 如 果 当 局 还 知道 恰 有 一 人 在 说 谎 ， 那 么 是 谁 作案 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

假设 在 通 往 两 个 房间 的 门 上 均 写 着 提示 。 第 一 扇 门 上 的 提示 为 “在 这 个 房间 里 有 一 位 美女 ， 而 在 另 
一 个 房间 里 则 是 一 只 老虎 ”; 在 第 二 扇 门 上 写 着 “在 两 个 房间 中 有 一 个 是 美女 ， 并 且 有 一 个 是 老虎 ”。 
假定 你 知道 其 中 一 个 提示 是 真 的 ， 另 一 个 是 假 的 。 那 么 哪 扇 门 后 面 是 美女 呢 ? 

试 求解 下 面 这 个 由 爱 因 斯 坦 提 出 的 著名 的 逻辑 畜 题 ， 也 称 为 斑马 谜 题 。 五 电 具 有 不 同 国籍 和 不 同 工 
作 的 人 居住 在 一 条 街 上 挨 着 的 5 所 房子 里 。 每 所 房子 刷 着 不 同 的 颜色 。 他 们 养 着 不 同 的 宠物 ， 喜 欢 
蝎 不 同 的 饮料 。 根 据 以 下 提示 ， 试 确定 谁 养 斑马 (zebra)、 谁 喜欢 喝 ( 饮 料 之 一 的 ) 矿 泉水 。 英 国人 住 
在 红色 的 房子 里 。 西 班 牙 人 养 了 一 条 狗 。 日 本 人 是 一 个 油漆 工 。 意 大 利 人 喜欢 喝 茶 。 挪 威 人 住 在 左 
边 的 第 一 所 房子 里 。 绿 房子 紧 挨 着 白 房子 的 右边 。 摄 影 师 养 了 一 只 蜗牛 。 外 交 官 住 在 黄 房子 里 。 中 
间 那 个 房子 里 的 人 喜欢 喝 牛 奶 。 绿 房子 的 主人 喜欢 喝 咖 啡 。 挪 威 人 的 房子 紧 挨 着 蓝 色 房子 。 小 提琴 
家 喜欢 喝 橘 子 汁 。 养 狐狸 的 人 所 住 的 房子 与 疾 师 的 房子 相 邻 。 养 马 的 人 所 住 的 房子 与 外 交 官 的 房子 
相 邻 。[ 提 示 : 绘 一 张 表 ， 其 中 行 表示 每 个 人 ， 列 表示 他 们 房子 的 颜色 、 他 们 的 工作 、 他 们 养 的 宠物 
以 及 他 们 喜欢 喝 的 饮料 ， 用 逻辑 推理 来 判断 表 中 正确 的 项 。] 

弗 里 多 尼 亚 8 有 50 名 参议 员 。 每 名 参议 员 或 者 诚实 的 或 者 不 诚实 的 。 假 设 你 知道 ， 至 少 有 一 个 弗 里 
多 尼 亚 参 议员 是 诚实 的 ， 并 且 任 何 两 个 弗 里 多 尼 亚 参 议员 中 至 少 有 一 个 是 不 诚实 的 。 基 于 这 些 事实 ， 
你 是 否 能 确定 有 和 多少 弗 里 多 尼 亚 参 议员 是 诚实 的 ? 有 多 少 是 不 诚实 的 ? 如 果 能 ， 答 案 是 什么 ? 

找 出 每 个 组 合 电 路 的 输出 。 


D 
9 
9 





日 ”Freedonia, 一 个 假想 的 国家 。 一 一 译 者 注 


基础 : 还 元 和 证 明 23 





45. 找 出 每 个 组 合 电路 的 输出 。 


Pp 
a) q b) 
Rp q 
Pp 
r 


46. 试用 逆 变 器 、 或 门 、 与 门 构造 一 个 组 合 电路 ,从 输入 比特 p、g 和 7 产生 输出 (p 人 An) V (mg 人 7)。 
47. 试用 逆 变 器 、 或 门 、 与 门 构 造 一 个 组 合 电路 ， 从 输入 比特 p、g 和 了 产生 输出 (CVD An9q) V 
GaN V rs 


1. 3 ”命题 等 价 式 六 


1.3.1 引言 

数学 证 明 中 使 用 的 一 个 重要 步骤 就 是 用 真 值 相 同 的 一 条 语句 替换 另 一 条 语句 。 因 此 ， 从 给 
定 复合 命题 生成 具有 相同 真 值 命题 的 方法 广泛 使 用 于 数学 证 明 的 构造 。 注 意 我 们 用 术语 “复合 
命题 ”来 指 由 命题 变量 通过 逻辑 运算 形成 的 一 个 表达 式 ， 比 如 pg。 

我 们 就 从 根据 可 能 的 真 值 对 复合 合 命题 进行 分 类 开始 讨论 。 





(Cooma ony 人 复合 命题 称 为 可 作文 (CU ingency) 。 
在 数学 推理 中 永 真 式 和 矛盾 式 往往 很 重要 。 下 面 的 例 1 解释 了 这 两 类 复合 命题 。 


我 们 可 以 只 用 一 个 命题 变量 来 构 表 1 永 真 式 和 矛盾 式 的 例子 
造 永 真 式 和 矛盾 式 。 构 造 pV-p 和 pA-p 
的 真 值 表 如 表 1 所 示 。 因 为 pV-_-p 总 是 真 
的 ， 所 以 它 是 永 真 式 。 因 为 p 人 -1p 总 是 假 
的 ， 所 以 它 是 矛盾 式 。 


1.3.2 逻辑 等 价 式 
Rg 命题 称 为 逻辑 等 价 的 。 我 们 也 可 以 如 下 定 
一 概念 。 


定义 2 如 果 bg 是 永 真 式 ， 则 复合 命题 户 和 9 称 为 是 运 辑 等 价 的 。 es pq 表示 
和 g 是 还 辑 等 价 的 。 - 2 . 人 全- 

评注 符号 二 不 是 逻辑 联结 词 ，p 三 g 不 是 一 个 复合 命题 ,而 是 代表 “pg 是 永 真 式 ” 这 
一 语句 。 有 时 候 用 符号 号 来 代 蔡 二 表示 逻辑 等 价 。 

判定 两 个 复合 命题 是 否 等 价 的 方法 之 一 是 使 用 真 值 表 。 特 别 地 ， 复 合 命题 如 和 4 是 等 价 的 
当 且 仅 当 对 应 它们 真 值 的 两 列 完全 一 致 。 例 2 说 明 用 这 个 方法 建立 了 一 个 非常 重要 且 很 有 用 的 
逻辑 等 价 式 ， 即 -CpV gq) 和 -pA 人 49 等 价 。 这 个 逻辑 等 价 式 是 两 个 德 ， 摩根 律 之 一 ， 如 表 2 所 
示 。 这 是 以 19 世纪 中 叶 英 国 数学 家 奥 古 斯 塔 ， 德 。 摩根 表 2 德 . 摩根 律 
(Augustus De Morgan) 的 名 字 命 名 的 。 

证 明 -- (pV gq) 和 -pA 人"9 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 表 3 给 出 了 这 些 复合 命题 的 真 值 表 。 由 于 对 pP 和 g 所 一 一 一 一 一 一 一 一 
有 可 能 的 真 值 组 合 ， 复 合 命 题 ~a (pV gq) 和 -pA-9 的 真 值 都 一 样 ， 所 以 -CpV gq) 王 (HPA-9) 是 
永 真 式 ， 而 这 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 a 














(pAq)"pV 14 


(pV9)="pN"4 
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表 3 ~.(pVgq) 和 ~p 八 -9 的 真 值 表 








下 面 的 例子 建立 了 一 个 极其 重要 的 等 价 式 ， 该 等 价 式 允许 我 们 用 和 否定 和 析 取 来 代替 条 件 
语句 。 


证 明 命题 p>g 和 -pV g 逻辑 等 价 。 


解 ” 我 们 在 表 4 中 构造 了 这 两 个 复合 命题 的 真 值 表 。 由 于 4pVg 和 pq 的 真 值 一 致 ， 所 
以 它们 是 逻辑 等 价 的 。 4 


表 4 -JpVg 和 p>g 的 真 值 表 








现在 ,我们 将 为 涉及 三 个 不 同 命题 变量 p、g、r 的 两 个 复合 命题 建立 逻辑 等 价 式 。 要 用 真 
值 表 来 建立 这 样 的 逻辑 等 价 式 ， 真 值 表 需要 有 八 行 ， 每 一 行 对 应 三 个 变量 的 一 种 可 能 真 值 组 
合 。 我 们 通过 分 别 列 出 p、g、r 的 真 值 来 标记 这 些 组 合 。 这 八 种 真 值 组 合 是 TTT、TTF、 
TFT、TFF、FTT、FTF、FFT 以 及 FFF。 我 们 用 这 个 顺序 来 展示 真 值 表 的 行 。 注 意 当 我 们 用 
真 值 表 来 证 明 复合 命题 等 价 时 ， 每 增加 一 个 命题 变量 ， 真 值 表 的 行 数 就 要 翻 倍 ， 这 样 对 于 涉及 
4 个 命题 变量 的 复合 命题 就 需要 16 行 来 建立 其 逻辑 等 价 ， 以 此 类 推 。 如 果 一 个 复合 命题 由 个 
命题 变量 组 成 ， 则 需要 2" 行 。 由 于 2" 的 快速 增长 ,我 们 需要 用 更 有 效 的 方法 来 建立 逻辑 等 价 
式 ， 比 如 使 用 已 知 的 等 价 式 。 稍 后 将 讨论 这 项 技术 。 

CL) 证 明 命题 pV (gv) 和 (pV gq) 人 (pV 7) 是 逻辑 等 价 的 。 这 是 析 取 对 合 取 的 分 配 律 。 

解 ” 我 们 在 表 5 中 构造 了 这 两 个 复合 命题 的 真 值 表 。 因 为 pV (g 人 人 7) 和 (pVgq)A 人 (pV7) 的 




















真 值 一 样 ， 所 以 这 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 本 
表 5 pV (gqAr) 和 (pV gq) 人 (pVr) 是 逻辑 等 价 的 证 明 
p q r qAr pV (gqAr) pVg pVr (pVq)A(pVr7) 
T 站 六 下 证 下 轩 
机 让 F F 人 J 人 T 
a F 全 F 下 SR 由 十 
省 F F F ; T 二 T 
F wj p 到 工 正 下 
F 全 F F F 工 F F 
F F 于 F F F F 
F F F F F F F F 


表 6 给 出 了 着 干 重要 的 等 价 式 。 在 这 些 等 价 关系 中 ，T 表示 永远 为 真 的 复合 命题 , F 表示 
永远 为 假 的 复合 命题 。 对 于 涉及 条 件 语 句 和 双 条 件 语 句 的 复合 命题 ， 我 们 分 别 在 表 7 和 表 8 中 
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给 出 了 一 些 有 用 的 等 价 式 。 本 节 练 习 要 求 读者 证 明 表 6 一 表 8 的 等 价 式 。 




















表 6 逻辑 等 价 式 表 7 条 件 命题 的 逻辑 等 价 式 
一 一 人 
等 价 式 名 称 p>g=~-pVg 
T= 
A 恒 等 律 p>gq=-9>7p 
pVF=p 
VT=T L PVgq=-"p>q 
Es 支配 律 
SNE 本 pAqg=7(p™>79) 
pVp=p 
客 等 律 (p>9q) 三 pA 
pAp=p 了 zz 一 9) 生 力作 9 
-1p)=p 双重 否定 律 (p>q) \ (p>r)=p—>(gMr) 
pVg=qVp 交换 律 (p>7) A(g>7)=(pV qr 
pAg=qM\p 
(pVg)VrpV (gqgVr7) (p>q)V (p>r)=p—>(qgV7) 
pVga "= qVr 结合 律 
(pAg)Ar=pA(gAr) | (p >r)V(g >r) 二 (p Ng) > 
pV (gMn)=(pVg)A(pV7) 
gM\7n)=(pVa pVr 分 配 律 


pA(l(gVr)=(pAMg)V (pA7) 
-7pAMg)"pV -74 





表 8 双 条 件 命题 的 逻辑 等 价 式 











1(PV9)=-pA74 bry= (pg) Ngmp) 
pV (pMg)=p 吸收 律 pr*g= Tp 1g 
pA (pV gq)=p 

三 pegq=(pAg)V (mpA-9) 
AN 否定 律 
Pe (poq)=pm 1g 


析 取 的 结合 律 表 明 表 达 式 pV gVr 在 下 面 的 意义 下 是 良 定义 的 : 无 论 是 先 做 p 和 9 的 析 取 再 
做 pVg 和 7r 析 取 ， 还 是 先 做 g 和 的 析 取 再 做 p 和 gVr 的 析 取 ， 其 结果 都 是 一 样 的 。 同 样 ，p 信 
gqAr 也 是 良 定义 的 。 扩 展 这 一 推理 过 程 可 以 得 到 : 只 要 pi ，p:，…，p; 为 命题 ，p1 V ps V… 
Vp, 和 pi 八 p; 八 … 信 pi 均 有 定义 。 
另外 ， 注 意 到 德 。 摩根 律 可 以 扩展 为 
PiV ps VV p,) 和 Hp ATp: A A7p,) 


(PNA APEIp VipsV Vb) 
我 们 有 时 用 符号 V p; 来 表示 pi V ps V*…V p， 用 人 pp; 来 表示 pi MN ps 人 人 … A p,。 采用 这 


种 记 法 扩展 的 德 . 摩根 律 就 可 以 简洁 地 写成 a (V pb) 三 人 -Pp 和 -2 (A zp)aV 7171p;。 
(这 些 恒 等 式 的 证 明 方 法 将 在 5. 1 节 给 出 。) 

为 了 证 明 两 个 及 n 个 变量 的 复合 命题 等 价 需 要 使 用 具有 2" 行 的 真 值 表 。( 注 意 ， 每 增加 一 
个 命题 变量 行 数 就 会 翻 倍 。 这 类 计数 问题 的 求解 请 参见 第 6 章 。) 由 于 随 着 的 增加 ， 行 数 增加 
异常 迅速 (参见 3.2 节 )， 所 以 ， 随 着 变量 数 的 增加 ， 利 用 真 值 表 来 建立 等 价 式 就 变 得 不 切实 
际 。 其 他 方法 会 更 快捷 一 些 ， 比 如 利用 我 们 已 知 的 逻辑 等 价 式 ， 这 将 在 本 节 稍 后 进行 讨论 。 
1.3.3 德 . 摩 根 律 的 运用 

两 个 德 ， 摩根 律 的 逻辑 等 价 式 特别 重要 。 它 们 告诉 我 们 怎么 取 合 取 的 否定 和 析 取 的 否定 。 
特别 地 ， 等 价 式 4(pV gq) 三 4p 人 49 告诉 我 们 一 个 析 取 式 的 否定 是 由 各 分 命题 否定 的 合 取 式 组 
成 的 。 同 理 ， 等 价 式 4(pAg) 二 4pV -gq 告诉 我 们 一 个 合 取 式 的 否定 是 由 各 分 命题 否定 的 析 取 
式 组 成 的 。 例 5 说 明了 德 。 摩根 律 的 应 用 。 

G3 用 德 . 摩根 律 分 别 表达 “Miguel 有 一 部 手机 且 有 一 台 便 携 式 计算 机 ”和 “Heather 


j=t 
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或 Steve 将 去 听 音 乐 会 ”的 否定 。 

解 令 p 为 “Miguel 有 一 部 手机 ”，g 为 “Miguel 有 一 个 便携 式 计算 机 ”， 那 么 “Miguel 有 一 
部 手机 且 有 一 台 便 携 式 计算 机 ”可 以 表达 为 上 人 Ag。 用 德 ， 摩 根 第 一 定律 ， (pA gq) 等 价 于 -4pV 
-9。 因 此 ， 我 们 可 以 将 原 命题 的 否定 表达 为 “Miguel 没有 一 部 手机 或 Miguel 没有 一 台 便 携 式 计 
算 机 ”。 

邻 r 为 “Heather 将 去 听 音 乐 会 ”>， 为 “Steve 将 去 听 音 乐 会 >， 那 么 “Heather 或 Steve 将 
去 听 音 乐 会 ”可 以 表达 为 rVs。 用 德 。 摩根 第 二 定律 ， -CrV s) 三 2arA~s。 结 果 ， 我 们 可 以 将 
原 命 题 的 否定 表达 为 “Heather 和 Steve 都 将 不 去 听 音 乐 会 ”。 4 


1.3.4 ”构造 新 的 逻辑 等 价 式 

表 6 中 的 逮 辑 等 价 式 以 及 已 经 建立 起 来 的 其 他 (如 表 7 和 表 8 所 示 的 那些 ) 等 价 式 ， 可 以 用 
于 构造 更 多 的 等 价 式 。 能 这 样 做 的 原因 是 复合 命题 中 的 一 个 命题 可 以 用 与 它 逻 辑 等 价 的 复合 命 
题 蔡 换 而 不 改变 原 复合 命题 的 真 值 。 这 种 方法 可 由 例 6 一 例 8 得 到 说 明 ， 其中， 我 们 还 使 用 了 
如 下 事实 : 如 果 p 和 9g 是 逻辑 等 价 的 ，g 和 > 是 逻辑 等 价 的 ,那么 p 和 7 也 是 逻辑 等 价 的 ( 见 练 
习 60) 。 

证 明 -- (p>g) 和 pA 人 -9 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 我 们 可 以 用 真 值 表 来 证 明 这 两 个 复合 命题 是 等 价 的 (与 例 4 中 的 方法 相似 )。 事 实 上 ， 
这 样 做 并 不 难 。 然 而 ， 我 们 想 要 解释 如 何 用 我 们 已 知 的 逻辑 恒等式 来 建立 新 的 逻辑 恒等式 ， 这 
在 建立 涉及 大 量变 量 的 复合 命题 等 价 式 时 具有 很 重要 的 实用 性 。 因 此 ， 我 们 以 (2 一 9) 为 开 
始 ， 通 过 展开 一 系列 逻辑 等 价 式 的 方法 ， 每 次 用 表 6 中 的 一 个 等 价 式 ， 最 后 以 p 人 -9 结束， 从 
而 建立 这 个 等 价 式 。 我 们 有 下 列 等 价 式 。 


-1(p™>9)=-7(HPV 9) 由 条 件 - 析 取 等 价 式 ( 例 3) 
三 (4p) A 由 德 。 摩根 第 二 定律 
三 pA74 由 双重 否定 律 4 


通过 展开 一 系列 逻辑 等 价 式 来 证 明 - (pV (4pA gq)) 和 -pA-9 是 逻辑 等 价 的 。 
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奥 古 斯 塔 . 德 . 摩根 (Augustus De Morgan，1806 一 1871) 奥 古 斯 塔 。 德 .摩根 
生 于 印度 ， 他 父亲 是 印度 陆军 上 校 。 德 .摩根 7 个 月 大 时 全 家 移居 英国 。 他 上 了 私立 
学 校 ， 少 年 时 期 在 那里 展现 出 了 对 数学 的 浓厚 兴趣 。 德 .摩根 在 剑桥 三 一 学 院 上 学 ， 
| 并 于 1827 年 毕业 。 尽 管 他 想 过 要 学 医 或 学 法 律 ， 最 后 还 是 决定 以 数学 为 毕生 事业 。 
1828 年 他 获得 了 伦敦 大 学 学 院 的 一 个 职位 ， 但 当 他 的 一 位 教授 同事 被 无 故 解雇 时 他 
了 不过， 在 1836 年 他 的 继任 人 去 世 后 他 又 回 到 了 自己 的 位 置 ， 直 到 1866 年 。 
©Betmann/Getty Images 德 。 摩根 以 强调 原理 胜 于 技术 而 著名 。 他 的 学 生 中 有 许多 是 著名 的 数学 家 ， 包 
括 拉 弗 雷 斯 伯 玉 夫人 奥 古 斯 塔 。 艾 达 (Augusta Ada) ， 她 是 巴 贝 奇 (Charles Babbage) 
研究 计算 机 器 的 合作 者 (参见 关于 Augusta Ada 的 生平 注释 ) 。( 德 .摩根 曾 告诫 伯 徊 夫人 不 要 用 过 多 的 时 
间 来 研究 数学 ， 因 为 它 可 能 会 干扰 她 的 生育 能 力 !) 

德 . 摩根 是 一 位 特别 多 产 的 作家 ， 在 超过 15 家 期 刊 上 发 表 了 了 000 多 篇 文章 。 德 。 摩根 还 为 许多 学 
科 撰 写 课 本 ,包括 逻辑 、 概 率 、 微 积分 和 代数 。1838 年 ， 他 首次 给 出 了 他 命名 的 数学 归纳 法 这 一 重要 证 
明 技术 的 清晰 解释 (本 书 5. 1 节 将 会 讨论 ) 。1840 年 代 德 。 摩 根 对 符号 逻辑 的 发 展 做 出 了 奠基 性 的 贡献 。 
他 发 明了 一 些 表示 法 帮助 他 证 明 命 题 等 价 式 ， 其 中 包括 以 他 的 名 字 命 名 的 定律 。1842 年 ， 德 .摩根 给 出 
了 被 认为 是 第 一 个 准确 的 极限 定义 ， 并 提出 了 无 穷 数 列 收敛 的 若干 检验 标准 。 德 .摩根 还 对 数学 史 很 有 
兴趣 ， 撰 写 了 牛顿 和 哈雷 的 生平 传记 。 

1837 年 ， 德 . 摩根 与 弗 伦 德 (Sophia Frend) 结 婚 ， 后 者 在 1882 年 撰写 了 德 ， 摩根 传记 。 德 . 摩根 的 
研究 、 写 作 和 教学 使 他 无 暇 顾及 家 庭 和 社交 。 不 过 他 的 善良 、 幽 默 及 广博 的 知识 是 闻名 于 世 的 。 
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解 ” 我 们 每 次 使 用 表 6 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 从 了 (pV (mpPAg)) 开 始 ， 一 直到 -pA 人 9 结束 。 
(注意 : 我 们 当然 可 以 用 真 值 表 很 容易 地 建立 这 个 等 价 式 。) 我 们 有 下 列 等 价 式 。 


(pV HpPAq))=pATHpPAg) 由 德 。 摩 根 第 二 定律 
三 apAL- HPV -9 由 德 。 摩 根 第 一 定律 
三 apA (pV-19) 由 双重 否定 律 
三 PNPYY (pATA0 由 第 二 分 配 律 
三 FV (4p A719) 因为 apA pp 三 F 
三 (FpAF0 VF 由 析 取 的 交换 律 
= Ng 由 下 的 恒 等 律 
于 是 -a(pV (mpAgq)) 和 -pA 和 -9 是 逻辑 等 价 的 。 4 
证 明 (pA gq) 一 (pV 9g) 为 永 真 式 。 AN 


解 ” 为 证明 这 个 命题 是 永 真 式 ， 我 们 将 用 逻辑 等 价 式 来 证 明 它 逻辑 上 等 价 于 T。( 注 意 : 
这 也 可 以 用 真 值 表 来 完成 。) 


(pA\q)>(pV gq)=-(pAgq)V (pV ag) 由 例 3 
(pVID VV (pVoa) 由 德 。 摩根 第 一 定律 
= VD 由 析 取 的 结合 律 和 交换 律 
=TYT 由 例 1 和 析 取 的 交换 律 
=T 由 支配 律 4 
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拉 弗 雷 斯 伯 事 夫人 奥 古 斯 塔 . 艾 达 (Augusta Ada，1815 一 1852) ” 奥 古 斯 塔 。 艾 
达 是 著名 诗人 和 拜 伦 (Byron) 勋 表 和 拜 伦 夫人 安娜 贝 纳 。 米 尔 班 克 (Annabella 
Millbanke) 的 唯一 孩子 。 由 于 拜 伦 与 他 同 父 异 母 的 妹妹 之 间 的 丑闻 ， 他 们 在 艾 达 1 个 
月 大 时 就 分 居 了 。 拜 伦 名 声 很 差 ， 被 他 的 一 个 情人 描述 为 “疯狂 、 敢 恶 和 危险 的 ”。 
拜 伦 夫人 的 智力 出 众 ， 对 数学 情 有 独 钟 。 拜 伦 称 她 为 “平行 四 边 形 的 公主 ”。 艾 达 由 
| 母亲 抚养 ， 母 亲 鼓 励 其 在 智力 上 尤其 是 音乐 和 数学 方面 的 天 赋 ， 以 应 对 拜 伦 夫人 认 
BoAGG5 为 的 向 诗歌 方面 发 展 的 危险 倾向 。 那 时 ， 女 人 不 允许 上 大 学 ， 也 不 能 加 入 学 术 团 体 。 
{mes 然而 艾 达 追求 她 的 数学 研究 ， 或 独立 研究 或 私下 与 威廉 。 弗 伦 德 (William Frend) 等 
数学 家 合作 研究 。 她 也 得 到 另 一 位 女性 数学 家 玛丽 ， 萨 默 维 尔 (Mary Somerville) 的 鼓励 ， 并 且 在 1834 年 
由 玛丽 。 萨 默 维尔 主持 的 一 个 晚 实 上 ， 她 了 解 到 查理 . 巴 贝 奇 (Charles Babbage) 关 于 一 种 称 为 分 析 机 的 
计算 机 器 的 一 些 想法 。1838 和 年， 区 达 和 金 (King) 狠 士 结婚 ,此 人 后 来 晋升 为 拉 弗 雷 斯 伯 栈 。 他 们 一 共有 
3 不 护 子 

艾 达 结婚 后 仍 坚持 她 的 数学 研究 。 查 理 。 巴 贝 奇 继续 在 计算 机 器 方面 工作 ， 并 在 欧洲 各 地 做 演讲 。 
1842 年 ， 巴 贝 奇 请 求 艾 达 用 法 语 翻译 一 篇 关于 巴 贝 奇 发 明 的 文章 。 当 巴 贝 奇 看 到 她 的 翻译 时 ， 他 建议 艾 达 
加 上 自己 的 注释 ， 结 果 文 章 长 度 是 原文 的 三 倍 。 关 于 分 析 机 最 完整 的 解释 可 在 艾 达 的 笔记 中 找到 。 在 笔记 
中 ， 她 将 分 析 机 和 Jacquard 式 的 提花 织 布 机 工作 原理 进行 比较 ， 巴 贝 奇 的 打 孔 卡片 类 似 于 织 布 机 上 创建 图 
案 的 卡片 。 此 外 ， 她 认定 该 机 器 作为 通用 计算 机 已 超 乎 巴 贝 奇 的 想象 。 她 叙述 道 :“ 此 分 析 机 是 具有 不 同 通 
用 性 和 复杂 性 的 任意 不 定 计算 功能 的 物质 体现 .” 她 在 笔记 中 对 分 析 机 的 未 来 发 展 做 出 了 许多 预期 ， 包 括 计 
算 机 生成 的 音乐 。 考 虑 到 当时 认为 女人 不 具有 与 男人 同等 的 智力 ， 艾 达 就 像 许多 女人 一 样 隐瞒 其 女性 身份 ， 
用 其 名 字 的 缩写 A. A. LL 出 版 了 她 的 著作 。1845 年 以 后 ， 艾 达 与 巴 贝 奇 一 同 致 力 于 预测 赛马 结果 系统 的 研 
究 。 遗 憾 的 是 ， 他 们 的 系统 不 能 运行 ， 艾 达 还 因此 欠 下 大 笔 债 务 。 她 因 患 有 子宫 癌 而 英 年 早 逝 。 

艾 达 关于 分 析 机 的 笔记 在 撰写 后 不 久 就 已 经 被 遗忘 了 ， 而 在 100 多 年 之 后 的 1953 年 又 重新 出 版 了 。 
在 20 世纪 50 年 代 ， 阿 兰 。 图 灵 在 他 关于 计算 机 思考 的 能 力 ( 以 及 他 具有 深远 影响 的 判定 机 器 是 否 具有 智 
能 的 图 灵 测 试 ) 的 著作 中 回应 了 艾 达 的 命题 :“ 不 管 原 本 目标 是 什么 ， 分 析 机 没有 任何 自 夸 。 它 能 做 任何 
我 们 所 知道 的 如 何 命令 它 去 做 的 事情 .” 图 灵 和 艾 达 的 “对 话 ” 至 今 仍 是 争论 的 话题 。 由 于 她 在 计算 领域 
杰出 的 贡献 ， 程 序 设 计 语 言 Ada 就 是 为 纪念 这 位 伯 档 夫人 而 命名 的 。 











1.3.5 可 满足 性 


一 个 复合 命题 称 为 是 可 满足 的 ， 如 果 存 在 一 个 对 其 变量 的 真 值 赋值 使 其 为 真 ( 即 当 它 是 一 
个 永 真 式 或 可 满足 式 时 )。 当 不 存在 这 样 的 赋值 时 ， 即 当 复合 命题 对 所 有 变量 的 真 值 赋值 都 是 
假 的 ， 则 复合 命题 是 不 可 满足 的 。 注 意 一 个 复合 命题 是 不 可 满足 的 当 且 仅 当 它 的 否定 对 所 有 变 
量 的 真 值 赋值 都 是 真 的 ， 也 就 是 说 ， 当 上 且 仅 当 它 的 否定 是 永 真 式 。 

当 我 们 找到 一 个 特定 的 使 得 复合 命题 为 真 的 真 值 赋值 时 ， 就 证 明了 它 是 可 满足 的 。 这 样 的 
一 个 赋值 称 为 这 个 特定 的 可 满足 性 问题 的 一 个 解 。 可 是 ， 要 证 明 一 个 复合 命题 是 不 可 满足 的 ， 
我 们 需要 证 明 每 一 组 变量 的 真 值 赋值 都 使 其 为 假 。 尽 管 我 们 总 是 可 以 用 真 值 表 来 确定 一 个 复合 
命题 是 否 是 可 满足 的 ， 但 通常 有 更 有 效 的 方法 ， 如 例 9 所 示 。 

试 确定 下 列 复 合 命题 是 否 可 满足 : (p V249) 人 (go Van AGrVai，(CbVgyVrA 
(Hp Va V7-n, MRP V+-9) A (gqg Van7) A GrV-p A(pVaV 7 A Hp Vg Vn。 

解 ”我 们 不 采用 真 值 表 解 题 ， 而 对 真 值 做 一 些 推理 。 注 意 当 三 个 变量 p»、g 和 7 具有 相同 
真 值 时 ，(p VD9q) 人 (gq V5r) 人 (Cr VDz) 为 真 (参见 1.1 节 的 练习 42) 。 因 此 ， 至 少 存在 一 组 
p、9q 和 7 的 真 值 赋值 使 它 为 真 ， 故 它 是 可 满足 的 。 同 样 ， 注 意 当 三 个 变量 p、g 和 中 至 少 有 
一 个 为 真 并 且 至 少 有 一 个 为 假 时 ，(p Vg V r) 人 (mp V-~4 Vanr) 为 真 (参见 1.1 节 的 练习 
43)。 因 此 ， 至 少 存在 一 组 p、g 和 的 真 值 赋值 使 它 为 真 ， 故 (p V qV ~ AnzVvVnqVan) 
是 可 满足 的 。 

最 后 ， 注 意 要 使 (p V2-9) A (gq V-7)ACrV-p)ACpVgVr)A 人 pV-g V-7) 为 
真 ，(p V-9) A (dg Var A (rr V-p) 和 (Cp Vg Vr 人 (pV-29 V-7) 必 须 同时 为 真 。 要 
使 得 第 一 个 为 真 ， 三 个 变量 必须 具有 相同 的 真 值 ， 而 要 使 得 第 二 个 为 真 ， 三 个 变量 中 至 少 有 一 
个 必须 为 真 并 且 至 少 有 一 个 必须 为 假 。 可 是 ， 这 两 个 条 件 是 相互 矛盾 的 。 从 这 些 观 察 中 我 们 可 
以 得 出 不 存在 p、g 和 的 真 值 赋值 使 得 (p V-9) 人 (q VD A 人 (CrVvanpb ACGpVgV7 A 
(Fp V5nq Van7) 为 真 。 因 此 ， 它 是 不 可 满足 的 。 4 


1.3.6 可 满足 性 的 应 用 

在 机 器 人 学 、 软 件 测 试 、 人 工 智 能 规划 、 计 算 机 辅助 设计 、 机 器 误 觉 、 集 成 电路 设计 、 计 
算 机 网 络 以 及 遗传 学 等 不 同 领域 中 ， 许 多 问题 都 可 以 用 命题 的 可 满足 性 来 建立 模型 。 大 多 数 这 
些 应 用 相当 复杂 且 超 出 本 书 的 范围 。 本 节选 取 两 个 谜 题 ， 通 过 命题 可 满足 性 对 其 进行 建 模 。 

nn 皇后 问题 皇后 问题 要 求 在 一 个 nXn 的 棋盘 上 放置 个 皇后 ， 目的 是 使 皇后 之 
间 不 能 相互 吃 掉 。 这 意味 着 没有 两 个 皇后 被 放置 在 同一 行 、 同 一 列 
或 同一 对 角 线 上 。 我 们 在 图 1 中 给 出 了 人 皇后 问题 的 一 个 解 。( 八 皇 
后 问题 可 以 追溯 到 1848 年 ， 由 Max Bezzel' 提 出 ， 由 Franz Nauck 在 
1850 年 彻底 解决 。 我 们 在 11. 4 节 将 再 次 讨论 nn 皇后 问题 .) 

为 了 利用 可 满足 性 对 n 皇后 问题 建 模 ， 我 们 引入 x 个 变量 p(i， 
1，i 王 1，2，…，7，J 一 1，2，…，7。 对 于 皇后 在 棋盘 上 的 放置 
方法 ， 当 在 第 i 行 第 7 列 的 方块 上 有 皇后 时 ，p(is 站 为 真 ， 否则 为 
假 。 注 意 ， 如 果 i 十 i'=j 十 "或 者 i 一 i =j 一 2 ， 则 表示 (i， 门 方块 和 
(2， 了 ) 方 块 在 同一 条 对 角 线 上 。 在 图 1 的 棋盘 上 ，p(6，2) 和 p(2， 
1) 为 真 , 而 p(3，4) 和 p(5，4) 为 假 。 村 

为 了 使 2 个 皇后 中 的 任意 两 个 不 在 同一 行 ， 每 行 必须 有 一 个 皇后 。 为 了 表明 每 一 行 有 一 个 
和 皇后， 可 以 通过 每 一 行 至 少 包含 一 个 皇后 以 及 每 一 行 最 多 包含 一 个 皇后 来 检验 。 我 们 首先 注意 
到 ，V_ p(i,j) 断言 第 i 行 至 少 包含 一 个 皇后 ， 而 


j=1 
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Qi; = 和 V pli1,7) 
断言 每 一 行 至 少 包 含 一 个 皇后 。 
对 于 每 一 行 最 多 包含 一 个 皇后 ， 则 当 整 数 ) 和 满足 1 二 kn 时 必须 有 zz，7 力 和 p(k, 7) 
不 能 同时 为 真 。 观察 到 -jp(i， JD) Vpli, &) 断言 至 少 ~p(i， 7) 和 -pli， &) 之 一 为 真 ， 这 意味 着 
p(i，7) 和 pl(i,，k) 中 有 一 个 为 假 。 所 以 ,要 检测 每 一 行 最 多 有 一 个 皇后 ， 我 们 断言 


Q®=AA A Goin Vp ))) 


i=1 j=1 k=j+l 


为 了 检验 没有 一 列 有 多 个 皇后 ， 我 们 断言 


Q=AAA OP) Vos) 


一 1] i=1 k=itl 


(这 个 断言 加 上 前 面 每 行 包含 一 个 皇后 的 断言 ， 蕴 含 每 一 列 包含 一 个 皇后 。) 
为 了 检验 没有 对 角 线 上 包含 两 个 皇后 ， 我 们 断言 


nl min(i—l,n—j) 


Q 人 人 人 (DD VY A BY 


i=2 j=1 


min(n—i,n—j) 


n ml 
Q=AA A GpiD) Vopitkhith) 


(i， 让 对 在 Q, 和 Q; 中 最 内 层 的 合 取 ， 从 (i, 门 位 置 开始 的 对 角 线 一 直 向 右 。 这 些 最 内 层 合 取 的 
上 限 就 是 对 角 线 在 棋盘 上 的 最 后 一 个 单元 。 
综合 上 述 讨 论 ， 我们 可 以 找到 nn 皇后 问题 的 解 ， 即 使 得 式 
Q=QAQAQAQA GQ, 
为 真 的 变量 p(i, 门 的 真 值 赋值 ， 其 中 ,i==1,， 2, …, n, j=1, 2,…, nn。 

利用 这 个 方法 并 结合 其 他 方法 ， 对 于 n 达 27， 可 以 计算 出 nn 个 皇后 在 棋盘 上 不 同 的 摆 法 ， 以 
使 皇后 之 间 不 能 相互 吃 掉 。 当 n= 二 8 时 ， 有 92 种 摆 法 ， 而 当 n==16 时 ， 这 个 数目 高 达 14 772 512。 
(细节 请 参见 2. 4 节 关 于 OEIS 的 讨论 。) « 

数 独 ” 数 独 谜 题 可 表示 为 一 个 9X9 格 (也 称 为 大 九宫 格 ) ， 它 由 9 个 称 为 九宫 格 "> 
(block) 的 3X3 子 格 组 成 ， 如 图 2 所 示 。 每 一 个 谜 题 ，81 个 单 
元 中 的 一 部 分 被 赋予 1，2，…，9 中 的 数字 之 一 ， 称 为 已 知 单 
元 ， 其 他 单元 空 着 。 谜 题 的 解 题 是 通过 给 每 个 空白 单元 格 赋予 
一 个 数字 来 实现 ， 使 得 每 一 行 、 每 一 列 、 每 个 小 九宫 格 都 包含 
九 个 不 同 的 数字 。 注 意 ， 除 了 用 9X9 格 ， 数 独 谜 题 也 可 以 基 
于 wwXn 格 ,， 它 由 mw 个 nXn 的 子 格 构成 ,其 中 是 任意 正 
整数 。 

数 独 的 流行 源 于 20 世纪 80 年 代 ， 当 时 刚 传人 日 本 。 传 遍 
世界 各 地 大 概 用 了 20 年 时 间 ， 但 是 截至 2005 年 ， 数 独 谜 题 已 
经 风靡 全 球 。 名 称 数 独 是 日 文 suuji wa dokushin ni kagiru 的 缩 
写 ， 意 思 是 “数字 必须 唯一 "。 现 代 的 数 独 游戏 是 由 一 个 美国 图 2 一 个 9X9 数 独 谜 是 
谜 题 设 计 者 在 20 世纪 70 年 代 末 期 设计 的 。 数 独 的 基本 概念 可 以 追溯 到 更 久远 的 时 候 ; 19 世纪 
90 年 代 法 国 报纸 上 刊印 的 谜 题 和 现代 数 独 虽 然 不 完全 相同 但 也 是 非常 类 似 的 。 

娱乐 性 的 数 独 游戏 还 有 两 个 重要 的 特性 。 第 一 ， 它 们 的 解 唯 一 。 第 二 ， 可 以 通过 推理 来 求 
解 ， 即 不 需要 寻求 所 有 可 能 的 单元 格 数字 赋值 。 一 个 数 独 谜 题 的 解 题 过 程 就 是 根据 已 知 的 值 不 
断 地 确定 空白 单元 中 该 填 的 数字 。 如 以 图 2 为 例 ， 数 字 4 必须 在 第 二 行 的 某 个 单元 中 恰好 出 现 
一 次 。 我 们 如 何 能 确定 它 应 该 出 现在 七 个 空白 单元 的 哪 一 个 呢 ? 首先 ,我们 观察 到 4 不 能 出 现 
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在 这 一 行 的 前 三 个 单元 之 一 或 后 三 个 单元 之 一 ， 因 为 它 已 经 出 现在 这 些 单元 所 在 的 九宫 格 的 另 
一 个 单元 中 了 。 我们 可 以 看 到 4 不 能 出 现在 这 一 行 的 第 5 个 单元 ， 因 为 它 已 经 出 现在 第 4 行 的 
第 5 个 单元 了 。 这 意味 着 4 必须 出 现在 第 2 行 的 第 6 个 单元 中 。 

已 经 有 许多 基于 逻辑 和 数学 的 策略 用 于 求解 数 独 谜 题 ( 比 如 ， 参 见 LDal0]) 。 这 里 我 们 讨论 
一 种 借助 于 计算 机 来 求解 数 独 谜 题 的 方法 ， 它 是 基于 对 谜 题 建 模 为 一 个 命题 可 满足 性 问题 。 用 
这 个 模型 ， 特 定 的 数 独 谜 题 就 可 以 用 解决 可 满足 性 问题 的 软件 来 求解 了 。 目 前 ， 采 用 这 种 方式 
能 在 10 毫秒 内 解决 数 独 谜 题 。 应 该 注意 还 有 许多 借助 计算 机 采用 其 他 技术 来 求解 数 独 谜 题 的 
其 他 方法 。 

为 了 对 数 独 迹 题 编码 ， 令 如 (i，7，7 四 表示 一 个 命题 ， 当 数 n 位 于 第 i 行 和 第 j; 列 的 单元 时 
它 为 真 。 因 为 i、j; 和 nn 的 取 值 范围 都 是 1~9， 所 以 总 共有 9X9X9=729 个 这 样 的 命题 。 例 
如 ， 对 于 如 图 2 所 示 的 谜 题 ,已 知 数 6 位 于 第 5 行 和 第 1 列 。 故 我 们 得 出 p(5，1，6) 为 真 ， 而 
p(5，7，6) 均 为 假 ， 其 中 j=2，3，…，9。 

给 定 一 个 数 独 谜 题 ， 我 们 首先 对 每 一 个 已 知 数 进行 编码 。 然 后 ， 我 们 构造 一 些 复合 命题 来 
断言 每 一 行 包 含 了 每 一 个 数 、 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 、 每 一 个 3X3 九 官 格 包 含 了 每 一 个 数 ， 
a et bi ee 
值 赋 值 来 求解 ， 该 真 值 赋值 为 729 个 p(i，;j, n)( 其 中 i、j 和 并 的 取 值 范围 都 是 1 一 9) 命 题 赋 
值 ， 并 且 使 得 所 有 这 些 复合 命题 的 合 取 式 为 真 。 下 面 先 列 出 这 些 断 言 ， 我 们 再 来 解释 如 何 构 造 
每 一 行 包含 了 1 一 9 的 每 一 个 整数 这 样 的 断言 。 我 们 将 另外 两 个 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 和 每 一 
个 3X3 九宫 格 包 含 每 一 个 数 的 断言 构造 留 到 练习 中 。 

e@ 对 于 已 知 数 的 每 个 单元 ， 当 第 i 行 和 第 j 列 的 单元 中 是 已 知 数 n 时 ， 我们 断言 


Bs Fs ms 
。 我 们 断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 ， 
A A V pe 
我 们 断言 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 ， 
i 


们 疡 言 每 一 Rabel 个 数 : 
人 人 A V V 让 六 SS 


。 要 断言 没有 二 个 单元 包含 多 于 二 个 数 ， 我 们 对 所 有 可 能 的 pi，j， 门 -pi jw) 取 
合 取 ， 其 中 n、n'、i 和 j 的 取 值 范围 是 1 一 9 并 且 n 关 nn'。 
现在 ,我 们 来 解释 如 何 构造 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 这 样 的 断言 的 。 首 先 ， 要 断言 第 i 行 包 


含 数 n， 我们 构成 V p(i,j,n) 。 要 断言 第 i 行 包含 所 有 nn 个 数 ， 我 们 将 n 的 所 有 九 个 可 能 值 


的 析 取 式 做 合 取 ， 得 到 八 Vp(i,j,") 。 最后， 要 断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 ， 我 们 将 所 有 


九 行 的 人 VY pCisj,nn) 做 合 取 。 这 就 是 人 人 V_ pi,j,m 。( 练 习 71 和 72 要 求 给 出 下 述 断 


a=l j=]l i=1 n=1 j=1 


言 的 解释 : 每 一 列 包 含 了 每 一 个 数 和 每 一 个 3X3 九宫 格 包含 了 每 一 个 数 。) 
给 定 一 个 数 独 谜 题 ， 要 求解 这 个 谜 题 ， 我 们 可 以 寻找 一 个 可 满足 性 问题 的 解 ， 该 问题 要 求 
一 组 729 个 变量 p(i，j，) 的 真 值 ， 使 得 所 有 列 出 的 断言 的 合 取 式 为 真 。 


1.3.7 可 满足 性 问题 求解 
真 值 表 可 以 用 于 判定 复合 命题 是 否 为 可 满足 的 ， 或 者 等 价 地 ， 其 否定 是 否 为 永 真 式 (参见 
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练习 64) 。 这 个 问题 对 于 只 含 少量 变量 的 复合 命题 而 言 可 以 通过 手动 来 完成 ， 但 当 变量 数目 增 
多 时 ， 就 变 得 不 切实 际 了 。 例 如 ， 对 于 一 个 含 20 个 变量 的 复合 命题 ， 它 的 真 值 表 就 有 22 = 
1048 576 行 。 因 此 ， 如 果 采 用 这 种 方式 ， 你 就 需要 一 台 计 算 机 帮助 你 判定 含 20 个 变量 的 复合 
命题 是 否 为 可 满足 式 。 

当 许 多 应 用 建 模 涉及 成 千 上 万 个 变量 的 复合 命题 的 可 满足 性 时 ， 问 题 就 来 了 。 注 意 ， 当 变 
量 数 为 1000 时 ， 要 检查 2 种 (这 是 一 个 超过 300 位 的 十 进 制 数 ) 可 能 的 真 值 组 合 中 的 每 一 种 ， 
一 台 计 算 机 在 几 万 亿 年 之 内 都 不 可 能 完成 。 迄 今 尚 没有 其 他 已 知 的 计算 过 程 能 使 计算 机 在 合理 
的 时 间 之 内 判定 变量 数 这 人 么 大 的 复合 命题 是 否 为 可 满足 式 。 可 是 ， 在 实际 应 用 中 某 些 特定 类 型 
的 复合 命题 的 可 满足 性 问题 求解 方法 还 是 有 一 些 进展 ， 比 如 数 独 谜 题 的 求解 。 已 经 开发 出 许多 
计算 机 程序 可 以 用 来 求解 有 实际 应 用 的 可 满足 性 问题 。 在 第 3 章 讨论 算 法 主题 时 ， 我 们 将 进 一 
步 讨 论 这 个 问题 。 特 别 是 ， 我 们 将 解释 命题 可 满足 性 问题 在 算法 复杂 度 学 习 中 扮演 的 重要 
角色 。 


练习 

1. 用 真 值 表 验 证 下 列 等 价 式 。 
a)pAT=p bpVF=p pAF=F 
dj)pVT=T epV pp fpA p=p 


2. 证 明 -- (mp) 和 p 是 逻辑 等 价 的 。 
3. 用 真 值 表 验证 交换 律 。 


a)pV gqgVp b)pAg==qN\p 
4. 用 真 值 表 验证 结合 律 
a) (pVg)Vr=pV (gqgV7) b)(pAg)Ar=pA(gAr) 


5. 用 真 值 表 验证 分 配 律 。 
pA(gVr)=(pAgq)V (pAr) 

6. 用 真 值 表 证 明 德 。 摩根 第 一 定律 。 
(pAg)-"pV -14 
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享 利 . 莫 里 斯 . 谢 佛 (Henry Maurice Sheffer，1883 一 1964) 享 利 . 莫 里 斯 。 谢 
。 佛 出 生 在 乌克兰 西部 的 一 个 犹太 人 家 庭 ，1892 年 随 父 母 和 六 个 兄弟 姐妹 一 起 移民 到 
美国。 他 先 在 波士顿 的 拉丁 语 学 校 学 习 ， 后 进入 哈佛 大 学 学 习 ， 并 于 1905 年 完成 本 
， 科学 位 ，1907 年 获得 硕士 学 位 ，1908 年 获得 哲学 系 的 博士 学 位 。 在 哈佛 大 学 获得 到 
一 个 博士 后 职位 后 ， 享 利 到 欧洲 游学 。 回 到 美国 他 成 了 一 个 学 术 游 子 ， 各 花 一 年 时 
间 在 华盛顿 大 学 、 康 奈 尔 大 学 、 明 尼 苏 达 大 学 、 密 苏 里 大 学 、 纽 约 城市 大 学 。1916 
年 重 返 哈佛 大 学 任 哲 学 系 教员 。 他 一 直 在 哈佛 大 学 直到 1952 年 退休 。 





Courtesy of Harvard 


Ss 1931 年 谢 佛 引 入 了 我 们 现在 知道 的 (Sheffer) 竖 线 ， 这 只 是 在 怀 德 海 和 罗素 的 《 数 
of Philosophy 学 原理 》(Principia Mathematica)1952 年 版 中 使 用 后 才 广 为 流传 。 在 该 版 本 中 ， 罗 素 


写 道谢 佛 发 明了 一 种 很 有 效 的 方法 可 以 使 得 (原理 》(Principia) 一 书 更 简洁 。 正 因为 如 此 ， 谢 佛 对 于 逻辑 
学 家 而 言 还 是 神秘 的 人 物 ， 特 别 是 由 于 谢 佛 在 其 职业 生涯 中 很 少 出 版 著作 ， 从 来 没有 发 表 过 这 个 方法 的 
细节 ， 而 仅仅 在 一 个 油印 笔记 和 一 份 出 版 的 简短 摘要 里 描述 过 ，。 

谢 佛 是 数理 逻辑 的 专职 教师 。 他 喜欢 小 班 上 课 并 且 不 喜欢 有 人 旁听 。 当 有 陌生 人 出 现在 教室 里 时 ， 
谢 佛 会 责令 其 离开 ， 即 使 是 他 的 同事 甚至 到 访 哈佛 的 嘉 贵宾 也 不 例外 。 谢 佛 身高 只 有 5 英尺 ， 以 其 机 智 
和 活力 为 人 所 知 ， 当 然 还 有 他 的 神经 质 和 烦躁 不 安 。 尽 管 广 受 欢迎 ,但 他 还 是 相当 孤独 。 他 在 退休 演讲 
时 的 一 名 妙语 广为人知 :“ 老 教授 永远 不 会 死去 ， 他 们 刚 成 为 名 誉 教授 。” 谢 佛 也 是 “布尔 代数 ”一 词 的 
创造 者 (本 书 第 12 章 的 内 容 )。 谢 佛 有 过 一 次 短暂 的 婚姻 ， 大 部 分 时 间 都 在 一 家 旅馆 的 小 房间 里 度 过 ， 房 
间 里 摆 满 了 逻辑 类 书籍 以 及 大 量 散 落 的 他 用 来 记录 想法 的 纸张 。 不 幸 的 是 ， 谢 佛 在 其 生命 最 后 的 20 年 一 
直 承 受 着 严重 的 抑郁 症 。 
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. 用 德 ， 摩根 律 求 下 列 命题 的 否定 。 


a)Jan 是 富裕 的 ， 并 且 是 快乐 的 。 b)Carlos 明天 骑 自 行车 或 者 跑步 。 
c) Mei 步行 或 乘 公 共 汽 车 去 上 课 。 d)Ibrahim 既 聪 明 又 用 功 。 


. 用 德 。 摩根 律 求 下 列 命题 的 否定 。 


a)Kwame 将 在 工业 界 找 一 份 工 作 或 者 去 研究 生 院 读书 。 
b) Yoshiko 掌握 Java 和 微 积 分 。 

c)James 年 轻 并 且 强 壮 。 

d) Rita 将 搬 到 俄勒冈 州 或 华盛顿 去 。 


. 对 于 下 面 的 每 一 个 复合 命题 ， 用 条 件 一 析 取 等 价 式 ( 例 3) 找 出 不 含 条 件 的 等 价 复合 命题 。 


a)p—>-g b)(p—>g)—>r 

Nap) (p19 

对 于 下 面 的 每 一 个 复合 命题 ， 用 条 件 一 析 取 等 价 式 ( 例 3) 找 出 不 含 条 件 的 等 价 复合 命题 。 
a)-p>79 bD)(pVgq)—>-p 

CDT 

用 真 值 表 证 明 下 列 各 条 件 语句 为 永 真 式 。 

a)(pM\gq)—>p b)p—>(pV 9g) 

cp> (p>g) d) (pM\g)—>(p—™>9g) 

Op sa)» DT pa 

用 真 值 表 证 明 下 列 条 件 语句 为 永 真 式 。 

a)[-pN (pV gq)]>g bD)[(p>q) A (g>7)]>(p—>7) 
OLpA (p>q)J>q WLC(pVA) A p>7) Ng>n) >r 
利用 条 件 语句 为 假 仅 当 假设 为 真 而 结论 为 假 这 一 事实 ,证 明 练 习 11 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 ( 请 勿 


用 真 值 表 ) 。 
利用 条 件 语句 为 假 仅 当 假 设 为 真 而 结论 为 假 这 一 事实 ， 证 明 练 习 12 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 ( 请 勿 


通过 应 用 一 系列 逻辑 恒等式 (如 例 8) 证 明 练 习 11 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 (请 勿 用 真 值 表 )。 
通过 应 用 一 系列 逻辑 恒等式 (如 例 8) 证 明 练 习 12 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 ( 请 勿 用 真 值 表 )。 
用 真 值 表 验 证 吸收 律 。 

a)pV (pMg)=p b)pA (pV 9q)=p 

判断 (JpA (pp 一 q)) 一 ~4q 是 否 为 永 真 式 。 

判断 (Faq 人 (p 一 q)) 一 -pp 是否 为 永 真 式 。 


练习 20 一 32 都 是 要 求证 明 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 要 证 明 这 样 的 等 价 式 ， 你 需要 证 明 针 对 表达 式 中 
命题 变量 的 相同 真 值 组 合 ， 两 边 均 为 真 或 者 两 边 均 为 假 (就 看 哪个 更 简单 些 )。 


20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27。 
28. 
29. 
30. 
31, 
32， 
33. 
[3 34. 


证 明 pe>q 和 (pAgq)V (pA 了 9) 逻 辑 等 价 。 
证 明 --(peq) 和 peg 逻辑 等 价 。 并 
证 明 p>g 和 9 一- 力 逻辑 等 价 。 

证 明 -prmq 和 bed 逻辑 等 价 。 

证 明 -- (pq) 和 pg 逻辑 等 价 。 

证 明 --(perq) 和 .pg 逻辑 等 价 。 
证 明 (p 一 gq) 人 (p 一 r) 和 p 一 (g 人 7) 逻辑 等 价 。 
证 明 (p 一 r) 人 (gr) 和 (pV gq) 一 r 逻辑 等 价 。 
证 明 (p 一 q)V (pp 一 r) 和 p>(qVr) 逻 辑 等 价 。 
证 明 (p 一 r)V (gr) 和 (pA 人 gq) 一 r 逻辑 等 价 。 
证 明 -p 习 (gr) 和 gq 一 (pVr) 逻 辑 等 价 。 
证 明 prq 和 (p 一 gq) 人 (gp) 逻辑 等 价 。 
证 明 pe*gq 和 pg 逻辑 等 价 。 

证 明 (p 一 gq) 人 (g 习 站) 一 (pp 一 让 是 永 真 式 。 

证 明 (pVg)A 人 中 pV 一 (gV7) 是 永 真 式 。 








关 关 
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35. 证 明 (p 一 g) 一 r 和 pp 一 (g 一 7) 不 是 思 辑 等 价 的 。 

36. 证 明 (pAg)>r 和 (pr) 人 (gr) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

37. 证 明 (p 一 gq) 一 (r 一 s) 和 (pp 一 r) 一 (g 一 s) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

一 个 只 含 远 辑 运算 符 V 、 人 和 D 的 复合 命题 的 对 偶 式 是 通过 将 该 命题 中 的 每 个 V 用 八代 替 、 每 个 人 用 V 
代替 、 每 个 了 用 了 代替、 每 个 了 用 全 代替 而 得 到 的 命题 。 命 题 的 对 偶 式 用 5 表示。 

38. 求 下 列 命题 的 对 偶 式 。 





a)pV-g b)pA lgV (rAT)) c)( 访 人 dg) V (gMAP) 
39. 求 下 列 命 题 的 对 偶 式 。 
a)pA-JaqAar b)( 妃 AdgAzr)Vs (pVF)AC(gVT) 


40. 什么 情况 下 s* 二 :成 立 ( 其 中 ; 是 一 个 复合 命题 )? 

41. 当 s 是 一 个 复合 命题 时 ,证 明 (s* ) ”一 s。 

42. 表 6 中 的 逻辑 等 价 式 除 了 双重 否定 律 外 都 是 成 对 的 仆 证 明 每 一 对 所 包含 的 复合 命题 都 是 互 为 对 偶 的 。 

43, 为 什么 只 含 运 算 符 和 人、V 和 的 两 个 等 价 的 复合 命题 的 对 偶 式 也 是 等 价 的 ? 

44. 试 找 出 一 个 含 命题 变量 p、g 和 的 复合 命题 ， 当 p 和 4g 为 真 而 7 为 假 时 该 命题 为 真 ， 否 则 为 假 。[ 提 
示 : 试用 每 个 命题 变量 或 其 否定 的 合 取 式 。] 

45. 试 找 出 一 个 含 命题 变量 p»、g 和 7 的 复合 命题 ,在 p、g 和 > 中 恰 有 两 个 为 真 时 该 命题 为 真 ， 否 则 为 
假 。[ 提 示 : 构造 合 取 式 的 析 取 。 将 使 命题 为 真 的 每 一 种 真 值 组 合 构成 一 个 合 取 式 。 每 个 合 取 式 都 应 
包含 三 个 命题 变量 或 它们 的 否定 。] 


[3 46. 假设 给 定 一 个 有 nn 个 命题 变量 的 真 值 表 。 试 证 明 可 通过 下 面 的 方法 构造 一 个 与 此 表 一 致 的 复合 命题 : 


* 


3 


即 取 各 命题 变量 或 其 否定 的 合 取 式 的 析 取 式 ， 其 中 的 每 个 合 取 式 对 应 一 组 真 值 组 合 ， 从 而 使 得 该 复 
合 命题 为 真 。 这 样 得 到 的 复合 命题 称 为 析 取 范式 。 

一 组 远 辑 运算 符 称 为 是 功能 完备 的 ， 如 果 每 个 复合 命题 都 远 辑 等 价 于 一 个 只 含 这 些 远 辑 运算 符 的 复合 

命题 。 . | 

47. 证 明 、A 和 V 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。[ 提 示 : 利用 练习 46 中 给 出 的 事实 ， 即 每 个 复合 
命题 都 逻辑 等 价 于 一 个 析 取 范式 。] 

48. 证 明和 人 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。[ 提 示 : 首先 用 德 。 摩根 律 证 明 p Vg 逻辑 等 价 
于 DN 

49. 证 明和 V 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 

下 面 几 道 练 习 用 到 逻辑 运算 符 NAND( 与 非 ) 和 NOR( 或 非 )。 命题 p NANDg 在 p 或 g 或 两 者 均 为 假 时 为 

真 ， 而 当 思 和 9g 均 为 真 时 为 假 。 命题 p NOR g 只 在 p 和 9g 均 为 假 时 为 真 ， 否则 为 假 。 命 题 p NANDg 和 

Pp NOR g 分 别 表 示 为 p 1g 和 pyg。( 运 算 符 | 和 + 分 别 以 了 M. Sheffer 和 C.S. Peirce 的 名 字 命 名 为 

Sheffer 竖 线 (Sheffer stroke) 和 Peirce 箭头 。) 

50. 试 为 逻辑 运算 符 NAND 构造 真 值 表 。 

51. 证 明 p | g 逻辑 等 价 于 (pg)。 

52. 试 为 逻辑 运算 符 NOR 构造 真 值 表 。 

53. 证 明 py gq 逻辑 等 价 于 -J(pV 9g)。 

54. 本 练习 将 证 明 { + } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 
a) 证 明 py p 逻辑 等 价 于 -1p。 b) 证 明 (p yg9)y (py9) 逻 辑 等 价 于 pV gq。 
0 中) 由 a 和 5， 以 及 练习 49 可 得 { y } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 的 集 。 

55. 只 用 运算 符 v 构造 一 个 等 价 于 p 一 g 的 命题 。 

56. 证 明 { | } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 

57. 证 明 刀 | 9 和 9 | zp 等 价 。 

58. 证 明 p|(g|7) 和 (p | 9) |r 不 等 价 。( 因 此 ， 人 逻辑 运 算 符 | 不 满足 结合 律 。) 

59. 只 涉及 命题 变量 p 和 9g 的 复合 命题 有 多 少 不 同 的 真 值 表 ? 

60. 证 明 如 果 p、g 和 是 复合 命题 ， 且 p 与 g 是 逻辑 等 价 的 ，g 与 是 逻辑 等 价 的 ， 则 p 与 r 是 逻辑 等 
价 的 。 

61. 下 面 的 语句 取 自 一 个 电话 系统 的 规范 说 明 :“ 如 果 目 录 数 据 库 是 打开 的 ， 那么 监控 程序 被 置 于 关闭 状 
态 ， 如 果 系 统 不 在 其 初始 状态 。” 这 人 句 话 有 两 个 条 件 语句 ， 使 规范 说 明 很 难 懂 。 找 一 个 等 价 的 易 懂 的 


x 
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规范 说 明 ， 使 其 只 涉及 析 取 和 否定 ， 而 不 涉及 条 件 语句 。 

62. 通过 对 p、gq、r 赋 一 组 真 值 ， 析 取 式 pV -449、J4PVq、gqVr、gqV -4r、~9V-r 中 有 和 多少 个 可 以 同时 
为 真 ? 

63. 通过 对 p、q、r、s 赋 一 组 真 值 ， 析 取 式 pV -4qV ss、 -JPVJArVs、 npVanryvns、 PVqV7s、 qVrVy 
ns、dqV5rvans、nzbpvnavns、 byvrvs、bvryvany 中 有 多 少 个 可 以 同时 为 真 ? 

64. 试 证 明 一 个 不 可 满足 的 复合 命题 的 否定 是 永 真 式 ， 一 个 永 真 的 复合 命题 的 否定 是 不 可 满足 的 。 

65. 试 判 定 下 列 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 。 
ayp Vig A pVN DD A GV 
bXp > A (p> A (Tp NN Gs 
pg MN (pe 

66. 试 判 断 下 列 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 。 
a)(pVaV-ar A(pVHIgVHa5) A CPVArVAs) A HpPVHIGVHS A (pVaV-s) 
DpVIGV DAPVaV a ACpVIGVHID A CAPVIrVHA) A CPVaV -ar ACpV-JrV-s) 
OpVaqVr AC(pVAIqV Hs) A(qgVarVs) ACIDV7rVS AHpPpVaV oa A(pVAGVHIr A HPVAGV 

s Np VY 

67. 当 nn 为 下 列 值 时 ， 试 找 出 为 求解 n 皇后 问题 的 例 10 中 的 复合 命题 Q， 并 用 它 找 出 nn 个 皇后 在 nXn 的 
棋盘 中 所 有 可 能 的 摆 法 ， 以 使 没有 皇后 能 相互 攻击 。 
a)2 b)3 c)4 

68. 从 例 10 中 的 复合 命题 Q 出 发 ， 试 构造 一 个 复合 命题 用 于 发 现 n 皇后 问题 的 所 有 人 解 ， 其 中 第 一 列 的 皇 
后 位 于 奇数 行 。 

69. 试 证 明 如 何 通过 求解 一 个 可 满足 性 问题 来 获得 一 个 给 定 的 4X4 数 独 迹 题 的 解 。 

70. 试 构造 一 个 复合 命题 断言 一 个 9X9 数 独 谜 题 的 每 个 单元 至 少 包 含 一 个 数 。 

71. 试 解 释 书 中 给 出 的 复合 命题 的 构造 步骤 ， 该 命题 断言 9X9 数 独 谜 题 的 每 一 列 包 含 了 每 一 个 数 。 

72， 试 解释 书 中 给 出 的 复合 命题 的 构造 步 又， 该 命题 断言 9X9 数 独 迹 题 的 每 个 3X3 九宫 格 包含 了 每 一 
个 数 。 


1.4 谓词 和 量词 
1.4.1 引言 

在 1.1 一 1. 3 节 中 所 学 习 的 命题 逻辑 不 能 表达 数学 语言 和 自然 语言 中 所 有 语句 的 确切 意思 。 
例如 ， 假 设 我 们 知道 “每 台 连 接 到 大 学 网 络 的 计算 机 运行 正常 ”。 命 题 逻 辑 中 没有 规则 可 以 让 
我 们 得 出 语句 “MATH3 正在 正常 运行 ”的 真实 性 ， 其 中 MATH3 是 连接 大 学 网 络 的 一 台 计 算 
机 。 同 样 ， 我 们 不 能 用 命题 逻辑 的 规则 根据 语句 “CS2 被 一 个 人 侵 者 攻击 ”得 出 语句 “有 一 台 
连接 大 学 网 络 的 计算 机 正章 受 一 名 入 侵 者 的 攻击 ” 的 真实 性 ， 其 中 CS2 是 一 台 连 接 大 学 网 络 的 
计算 机 。 

本 节 我 们 将 介绍 一 种 表达 能 力 更 强 的 逻辑 ， 即 谓词 逻辑 。 我 们 将 看 到 谓词 逻辑 如 何 用 来 表 
达 数 学 和 计算 机 科学 中 各 种 语句 的 意义 ， 并 人 允许 我 们 推理 和 探索 对 象 之 间 的 关系 。 为 了 理解 谓 
词 逻 辑 ， 我 们 首先 需要 介绍 谓词 的 概念 。 之 后 ， 我 们 将 介绍 量词 的 概念 ， 它 可 以 让 我 们 对 这 样 
的 语句 进行 推理 : 某 一 性 质 对 于 某 一 类 型 的 所 有 对 象 均 成 立 ， 存 在 一 个 对 象 使 得 某 一 特性 成 立 。 
1.4.2 谓词 


在 数学 断言 、 计 算 机 程序 以 及 系统 规格 说 明 中 经 常 可 以 看 到 含有 变量 的 语句 ， 比 如 
Ws hs hs 


“计算 机 工 被 一 名 入 侵 者 攻击 ” 
以 及 
“计算 机 在 正常 运行 ” 


基础 : 逻 克 和 证 明 35 





当 变 量 值 未 指定 时 ， 这 些 语句 既 不 为 真 也 不 为 假 。 本 节 我 们 将 讨论 从 这 种 语句 中 生成 命题 的 
帮 式 5 

语句 “z 大 于 3” 有 两 个 部 分 。 第 一 部 分 即 变量 zx 是 语句 的 主语 。 第 二 部 分 (谓词 “大 于 
3”) 表 明 语 句 的 主语 具有 的 一 个 性 质 。 我 们 可 以 用 P(z) 表 示 语 句 “z 大 于 3”， 其 中 PP 表示 谓词 
“大 于 3”， 而 z 是 变量 。 语句 PCz) 也 可 以 说 成 是 命题 函数 己 在 z 的 值 。 一 旦 给 变量 z 赋 一 个 
值 ， 语 句 P(zx) 就 成 为 命题 并 具有 真 值 。 考虑 下 面 的 例 1 和 例 2。 

令 PCz) 表 示 语 句 “z>3”。P(4) 和 P(2) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 我 们 在 语句 “x 二 3” 中 令 z==4 即 可 得 到 语句 P(4)。 因 此 ，P(4)， 即 语句 “4 之 3”， 
为 真 ; 但 是 ，P(2)， 即 语句 “2 二 3”， 则 为 假 。 4 

令 A(z) 表 示 语句 “计算 机 xz 正 被 一 名 入 侵 者 攻击 ”。 假 设 在 校园 网 的 计算 机 中 ， 当 
前 只 有 CS2 和 MATHI 被 一 名 入 侵 者 攻击 。 那 么 A(CS1)、A(CS2) 和 A(MATHI1) 的 真 值 是 
什么 ? 

解 ”在 语句 “计算 机 工 正 被 一 名 人 侵 者 攻击 ”中 ， 令 z=CS1 我 们 得 到 语句 A(CS1)。 因 
为 CS1 不 在 当前 受到 攻击 的 名 单 中 ， 所 以 得 出 A(CS1) 为 假 。 同 样 ， 因 为 CS2 和 MATHI 在 当 
前 受 攻击 的 名 单 中 ， 所 以 我 们 知道 ACCS2) 和 A(CMATHI) 为 真 。 本 

有 些 语句 还 可 以 含有 不 止 一 个 变量 。 例如， 考虑 语句 “x 二 y 十 3”。 我 们 可 以 用 Q(x，y) 表 
示 这 个 语句 ， 其 中 zx、y 为 变量 ，Q 为 谓词 。 当 变量 x 和 y 被 赋值 时 ,语句 Q(x，y) 就 有 真 
值 了 。 

令 Q(z，y) 表 示 语 句 “x 二 y 十 3”。 命 题 Q(1，2) 和 Q(3，0) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ”要 得 到 Q(1，2)， 在 语句 Q(z，y) 中 令 x 二 1，y 二 2。 因 此 ，Q(1，2) 即 为 语句 “1= 
2 十 3”， 它 为 假 。 而 语句 Q(3，0) 表 示 命 题 “3 王 0 十 3”， 它 为 真 。 4 

令 A(c，n) 表 示 语 句 “ 计 算 机 c 被 连接 到 网 络 z”， 其 中 c 是 代表 计算 机 的 一 个 变量 ， 
n 是 代表 网 络 的 一 个 变量 。 假 设计 算 机 MATHI1 连接 到 CAMPUS2, 但 没有 连接 到 CAMPUS]1， 
那么 A(MATH1，CAMPUS1) 和 A(MATH1，CAMPUS2) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 因 为 MATHI1 没有 连接 到 CAMPUS1 网 络 ， 所 以 我 们 知道 A(MATH1, CAMPUS1) 
为 假 。 然 而 ， 因 为 MATHI1 连接 到 了 CAMPUS2 网 络 ， 所 以 我 们 知道 A (MATHI1， 
CAMPUS2 ) 为 真 。 4 

同样 ， 我 们 可 以 令 R(x，y，z) 表 示 语 句 “x 十 y= 二 xz”。 当 变量 xz、y、z 被 赋值 时 ， 此 语句 
就 有 真 值 了 。 

命题 R(1，2，3) 和 RC(0，0，1) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 在 语句 R(x，y，z) 中 令 z= 二 1，y 二 2，z 二 3， 即 得 到 命题 R(1，2，3)。 可 以 看 出 
R(1，2，3) 就 是 语句 “1 十 2 二 3”， 它 为 真 。 另 外 ， 注 意 到 R(0，0，1)， 即 语句 “0 十 0 二 1”， 





为 假 。 4 
一 般 地 ， 涉 及 了 个 变量 zi ，x; ，…，x, 的 语句 可 以 表示 成 
P(E Wy wy 
形式 为 PCz ，zs;，…，x,) 的 语句 是 命题 函数 在 n 元 组 (xi;，x;，…，z,) 的 值 ，P 也 称 为 n 


位 谓词 或 n 元 谓词 。 
命题 函数 也 出 现在 计算 机 程序 中 ， 如 例 6 所 示 。 
考虑 语句 
if >0 then w= 
如 果 程 序 中 遇 到 这 样 一 条 语句 时 ， 当 程序 运行 到 此 刻 变 量 z 的 值 即 被 代入 P(x)， 也 就 是 
代入 到 “zx 二 0” 中 。 如 果 对 这 个 + 值 P(z) 为 真 ， 就 执行 赋值 语句 xz :二 x 十 1， 即 zz 的 值 增加 1。 
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如 果 对 这 个 z 值 P(z) 为 假 ， 则 不 执行 赋值 语句 ， 所 以 关 的 值 不 改变 。 4 

前 置 条 件 和 后 置 条 件 ”谓词 还 可 以 用 来 验证 计算 机 程序 ， 也 就 是 证 明 当 给 定 合法 输入 时 计 
算 机 程序 总 是 能 产生 所 期 望 的 输出 。( 注 意 除非 建立 了 程序 的 正确 性 ， 否 则 无 论 测试 了 多 少 次 
都 不 能 证 明 程序 对 所 有 输入 都 产生 所 期 望 的 输出 ， 除 非 能 测试 到 每 个 输入 值 。) 描 述 合法 输入 的 
语句 叫 作 前 置 条 件 ， 而 程序 运行 的 输出 应 该 满足 的 条 件 称 为 后 置 条 件 。 如 例 7 所 示 ， 用 谓词 来 
表达 前 置 条 件 和 后 置 条 件 。 我 们 将 在 5. 5 节 更 深入 地 学 习 这 一 过 程 。 


考虑 下 面 的 交换 两 个 变量 x 和 y 的 值 的 程序 。 


temp :=x 
es 


y : = temp 


试 找 出 能 作为 前 置 条 件 和 后 置 条 件 的 、 可 以 用 来 验证 此 程序 正确 性 的 谓词 。 然 后 解释 如 何 用 它 
们 验证 针对 所 有 合法 输入 程序 都 能 达到 预期 目的 。 

解 ” 对 于 前 置 条 件 ， 我 们 需要 表达 在 运行 程序 之 前 x 和 yy 具有 特定 的 值 。 因 此 ， 对 于 这 个 
前 置 条 件 可 以 用 谓词 P(x，y) 表 示 ， 其 中 P(x，y) 是 指 语句 “x 二 a，y 二 6b”， 这 里 a 和 2 是 在 
运行 程序 之 前 x 和 y 的 值 。 因 为 我 们 想 证 明 对 于 所 有 输入 变量 ,程序 交换 了 xz 和 y 的 值 ， 所 以 
对 后 置 条 件 可 以 用 Q(x，y) 表 示 ， 其 中 QCz， 妇 表示 语句 “z 一 2，?y 一 0 。 

为 证 明 程 序 总 是 按照 预期 运行 ， 假 设 前 置 条 件 P(x，y) 成 立 。 也 就 是 说 ,假设 命题 “zx= 
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查理 。 桑 德 斯 * 皮尔 斯 (Charles Sanders Peirce，1839 一 1914) 查理 ' 皮尔 斯 生 
于 马萨诸塞 州 的 剑桥 ， 许 多 人 认为 他 是 美国 最 有 创造 性 和 最 多 才 多 艺 的 知识 分 子 。 
他 在 相当 多 的 领域 做 出 过 重要 贡献 ， 包 括 数学 、 天 文学 、 化 学 、 大 地 测量 、 计 量 学 、 
工程 学 、 心 理学 、 语 言 学 、 科 学 史 和 经 济 学 。 皮 尔 斯 还 是 一 个 发 明 家 、 终 身 研究 医 
学 、 书 评 家 、 剧 作家 和 演员 、 短 篇 小 说 家 、 现 象 学 家 、 逻 辑 学 家 、 玄 学 家 。 他 以 杰 
出 的 系统 构造 学 派 的 哲学 家 著称 ， 在 逻辑 、 数 学 以 及 广泛 的 科学 领域 卓有成效 。 他 
在 哈佛 大 学 任 数 学 和 自然 哲学 教授 的 父亲 本 杰 明 。 皮 和 尔 斯 鼓励 他 从 事 自然 科学 。 然 
而 他 却 决定 研究 逻辑 和 科学 方法 论 。 皮尔斯 就 学 于 哈佛 大 学 (1855 一 1859)， 获 得 哈 
佛 大 学 文学 硕士 学 位 (1862 年 )， 并 在 劳伦斯 科学 学 院 获 得 化 学 高 级 学 位 (1863 年 ) 。 

1861 年 ， 为 了 更 好 理解 科学 方法 论 ， 皮 尔 斯 担任 了 美国 海岸 观测 署 (U. S，Coast Survey) 的 助理 。 他 
在 观测 署 的 服务 使 其 在 南北 战争 期 间 免 于 服 兵役 。 在 该 署 工 作 期 间 ， 皮 尔 斯 进行 天 文 和 大 地 测量 工作 。 
他 应 用 椭圆 函数 理论 的 最 新 数学 成 果 ， 对 钟 摆设 计 和 地 图 投影 做 出 了 奠基 性 的 贡献 。 他 是 第 一 个 把 光 的 
波长 作为 度量 单位 的 人 。 皮 尔 斯 被 提升 为 观测 署 助 理 团 长 ， 并 担任 此 职 直到 1891 年 被 迫 辞 职 ， 因 为 他 不 
同意 观测 署 新 任 行政 当局 设 定 的 工作 方向 。 

尽管 皮尔 斯 毕生 致力 于 物理 科学 ， 但 他 提出 了 了 一 种 科学 的 层次 结构 ， 其 中 数学 位 于 最 高 层 ， 而 且 一 
门 科学 的 方法 可 以 被 位 于 其 下 层 的 科学 所 采用 。 期 间 ， 他 还 创立 了 美国 的 实用 主义 哲学 理论 。 

皮尔 斯 唯一 的 学 术 职 位 是 1879 一 1884 年 在 巴尔 的 摩 的 约翰 。 霍 普 金 斯 大 学 (Johns Hopkins 
University) 担 任 逻 辑 学 讲师 。 这 期 间 他 完成 的 数学 工作 包括 他 对 逻辑 、 集 合 论 、 抽 象 代数 和 数学 原理 的 
贡献 。 他 的 工作 至 今 仍 产 生 影响 ， 他 在 逻辑 上 的 某 些 工作 近来 已 被 应 用 于 人 工 智 能 。 皮 尔 斯 相信 ， 研 究 
数学 可 以 开发 大 脑 的 想象 力 、 抽 象 思维 能 力 和 归纳 能 力 。 他 从 观测 署 退休 以 后 的 五 花 八 门 的 工作 包括 为 
期 刊 撰 稿 、 编 著 学 术 辞 典 、 翻 译 科技 论文 、 客 座 授课 及 撰写 教科 书 。 遗 憾 的 是 ， 这 些 工作 的 收入 不 足以 
使 他 和 他 的 第 二 任 妻子 免 受 贫穷 之 苦 。 晚 年 他 获得 了 由 他 的 崇拜 者 创立 并 由 他 终生 的 哲学 家 朋友 威廉 。 
詹姆斯 (William James) 管 理 的 基金 的 支持 。 尽 管 皮尔 斯 就 广泛 的 主题 写作 并 发 表 了 大 量 著作 ， 但 他 仍然 
留 下 了 100 000 多 页 未 出 版 的 手稿 。 由 于 这 些 未 发 表 的 作品 很 难 读 ， 学 者 们 只 是 在 近年 来 才 开始 理解 他 
大 量 贡献 中 的 一 部 分 。 有 一 群 人 正 致 力 于 把 他 的 著作 放 到 因特网 上 ， 和 希望 全 世界 能 更 好 地 欣赏 皮尔 斯 所 
做 出 的 成 就 。 
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a，y 王 5” 为 真 。 这 意味 着 x 二 a，y 二 5b。 程序 的 第 一 步 ，temp :二 x， 将 工 的 值 赋 给 temp， 所 以 
这 一 步 之 后 我 们 知道 有 x 二 a，temp 二 a，y 二 6。 在 程序 的 第 二 步 ，x :==y 之后， 我 们 有 zx=%。， 
temp 一 4，y 王 0。 最 后 ， 在 第 三 步 之 后 ， 我 们 知道 zx 一 0，temp 一 a， 并 且 y= 二 a。 结 果 是 该 程序 
运行 后 ， 后 置 条 件 Q(x，y) 成 立 ， 也 就 是 说 ,语句 “x 二 bp，y 二 a” 为 真 。 4 


1.4.3 量词 


当 命 题 函 数 中 的 变量 均 被 赋值 时 ， 所 得 到 语句 就 变 成 具有 某 个 真 值 的 命题 。 可 是 ， 还 有 另 
外 一 种 称 为 量化 的 重要 方式 也 可 以 从 命题 阻 数 生成 一 个 命题 。 量 化 表示 在 何 种 程度 上 谓词 对 于 
一 定 范围 的 个 体 成 立 。 在 自然 语言 中 ， 所 有 、 某 些 、 许 多 、 没 有 ， 以 及 少量 这 些 词 都 可 以 用 在 
量化 上 。 这 里 我 们 集中 讨论 两 类 量化 : 全 称 量 化 ， 它 告诉 我 们 一 个 谓词 在 所 考虑 范围 内 对 每 一 
个 体 都 为 真 ; 存在 量化 ， 它 告诉 我 们 一 个 谓词 对 所 考虑 范围 内 的 一 个 或 多 个 个 体 为 真 。 处 理 谓 
词 和 量词 的 逻辑 领域 称 为 谓词 演算 。 

全 称 量词 ”许多 数学 命题 断言 某 一 性 质 对 于 变量 在 菜 一 一 特定 域内 的 所 有 值 均 为 真 ， 这 一 特 
定 域 称 为 变量 的 论 域 (domain of discourse) (或 全 体 域 (universe of discourse))， 时常 简称 为 域 
(domain) 。 这 类 语句 可 以 用 全 称 量化 表示 。 对 特定 论 域 而 言 P(x) 的 全 称 量化 是 这 样 一 个 命题 : 
它 断 言 PC(z) 对 工 在 其 论 域 中 的 所 有 值 均 为 真 。 注 意 ， 论 域 规定 了 变量 x 所 有 可 能 取 的 值 。 当 
我 们 改变 论 域 时 ，P(z) 的 全 称 量化 的 意义 也 随 之 改变 。 在 使 用 全 称 量词 时 必须 指定 论 域 ， 否 
则 语句 的 全 称 量 化 就 是 无 定义 的 。 





全 称 量词 的 意义 总 结 如 表 1 第 一 行 所 示 。 我 们 用 例 8 一 13 来 说 明 全 称 量词 的 使 用 。 






















表 1 量词 
VzP(z) 对 每 一 个 z，P(z) 都 为 真 有 一 个 z+， 使 P(x) 为 假 
3zP(Cz) 有 一 个 zx， 使 P(z) 为 真 对 每 一 个 zx，P(z) 都 为 假 


人 国 令 PCz) 为 语句 “z 十 1 之 z。 试 问 量化 VzP(z) 的 真 值 是 什么 ， 其 中 论 域 是 全 体 实数 


解 ”由 于 P(z) 对 所 有 实数 z 均 为 真 ， 所 以 量化 命题 YzP(z) 的 值 为 真 。 4 

评注 通常， 我 们 会 做 一 个 隐 式 的 假设 ， 即 量词 的 论 域 均 为 非 空 的 。 注 意 如 果 论 域 为 空 ， 
那么 YZzP(Cz) 对 任何 命题 函数 P(r) 都 为 真 ， 因 为 论 域 中 没有 单个 工 使 P(x) 为 假 。 

除了 “对 所 有 ”和 “对 每 个 ”外 ， 全 称 量词 还 可 以 用 其 他 方式 表达 ， 包 括 “ 全 部 的 ”、“ 对 
每 一 个 "、“ 任 意 给 定 的 ”"、“ 对 任意 的 ”"、“ 对 任 一 的 ”等 。 

评注 最 好 避免 使 用 “对 任 一 z”， 因 为 它 常常 引起 歧义 ， 即 不 确定 是 指 “ 每 个 ”还 是 
“ 某 些 ”的 。 在 菜 些 情况 下 ,“ 任 一 ”是 没有 歧义 的 ， 就 像 它 用 于 否定 句 时 那样 ， 如 “没有 任 一 
理由 可 以 逃避 学 习 。” 

一 个 语句 VzP(z) 为 假 当 上 且 仅 当 P(x) 不 总 为 真 ， 其 中 P(z) 是 一 个 命题 函数 ，z 在 论 域 中 。 

要 证 明 当 > 在 论 域 中 时 忆 (Cz) 不 总 为 真 ， 方 法 之 一 就 是 寻找 一 个 VzP(z) 的 反例 。 注 意 我 们 仅 
仅 需要 一 个 反例 就 可 以 确定 VzP(Cz) 为 假 。 例 9 解释 了 如 何 使 用 反例 。 


令 QCz) 表 示 语 句 “z<2”。 如 果 论 域 是 所 有 实数 集合 ， 量 化 命题 VzQ(Cz) 的 真 值 是 
什么 ? 
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解 Q(z) 并 非 对 每 个 实数 都 为 真 ， 因 为 ， 比 如 Q(3) 就 是 假 的 。 也 就 是 说 ，z=3 是 语句 
V xQ(z) 的 一 个 反例 。 因 此 YrQ(zx) 为 假 。 | 

假设 PCz) 是 “ 衬 之 0”。 要 证 明 语 句 YzP(z) 为 假 (其 中 论 域 是 所 有 整数 )， 我 们 只 
需要 给 出 一 个 反例 。 我 们 可 以 看 到 z=0 是 一 个 反例 ， 因 为 当 z=0 时 疡 =0， 所 以 当 z=0 时 
2 大 于 05 4 

在 数学 研究 中 寻找 全 称 量化 命题 的 反例 是 一 个 重要 的 过 程 ， 我 们 在 本 书后 续 章 节 中 还 会 
看 到 。 

如 果 NCz) 是 指 “ 计 算 机 并 被 连接 到 网 络 ”， 而 论 域 为 校园 内 所 有 的 计算 机 ， 那 么 
V XN(z) 是 什么 意思 呢 ? 

解 ”语句 VzxN(z) 的 意思 是 对 于 校园 里 的 每 一 台 计 算 机 z， 它 都 被 连接 到 了 网 络 。 这 人 句 话 
可 以 用 自然 语言 表达 为 “校园 里 的 每 一 台 计 算 机 都 连接 到 网 络 ”。 | 

正如 我 们 已 经 指出 的 那样 ， 当 使 用 量词 时 指定 论 域 是 必需 的 。 量 化 命题 的 真 值 通常 取决 于 
该 论 域 中 的 那些 个 体 ， 如 例 12 所 示 。 

如 果 论 域 是 所 有 实数 ，VYV zx(x 三 x) 的 真 值 是 什么 ? 如 果 论 域 是 所 有 整数 ， 真 值 又 
是 什么 ? 

解 ” 论 域 是 所 有 实数 时 ， 全称 量化 命题 YV x(x 宇 z) 为 假 。 例 如 ，(1/2)* 学 1/2。 注 意 之 之 
工 当 且 仅 当 z? 一 z= 二 x(zx 一 1) 之 0。 因 此 ， zz 之 zx 当 和 且 仅 当 z 志 0 或 xz 宇 1。 由 此 得 出 ， 如 果 论 域 
是 所 有 实数 ，V x(z 宇 z) 为 假 ( 因 为 对 于 所 有 x， 当 0 二 x 二 1 时， 不等式 不 成 立 ) 。 然 而 ， 如 果 
论 域 为 整数 ，V x(x 宇 z) 为 真 ， 因 为 没有 整数 工 使 得 0 二 x 二 1。 4 

. 存在 量词 ”许多 数学 定理 断言 : 有 一 个 个 体 使 得 某 种 性 质 成 立 。 这 类 语句 可 以 用 存在 量化 
表示 。 我 们 可 以 用 存在 量化 构成 这 样 一 个 命题 该 命题 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 至 省 有 一 个 z 的 值 
tb de 





当 使 用 语句 了 xP(z) 时 ， 必 须 指 定 一 个 论 域 。 而 且 ， 当 论 域 变 化 时 ， 3 zP(z) 的 意义 也 随 
之 改变 。 如 果 没 有 指定 论 域 ， 那 么 语句 卫 zP(Cz) 没 有 意义 。 

除了 短语 “存在 ”外 ， 我们 也 可 以 用 其 他 方式 来 表达 存在 量化 ， 如 使 用 词语 “对 某 些 ” 
“ 宇 少 有 -个 > 或“ 有” 存在 量化 于 xP(z) 可 读 作 “有 一 个 满足 P(x)”“ 至 少 有 一 个 xz 满足 
Plzy” 或 “对 某 丰 到 Pa 

和 在 蒋 的 间 义 总 结 如 1 第 二 所， 我 们 用 例 13、14 和 16 说 明 存在 量词 的 运用 。 

令 P(z) 表 示 语 句 “z>3”。 论 域 为 实数 集合 时 ， 量 化 命题 3zP(Cz) 的 真 值 是 
什么 ? 

解 -因为 “zx 二 3” 有 时 候 是 真 的 ， 如 z==4 时 ， 所 以 P(x) 的 存在 量化 即 j3 xP(x) 为 真 。 本 

观察 到 语句 了 3zP(z) 为 假 当 且 仅 当 论 域 中 没有 个 体 使 得 P(x) 为 真 。 也 就 是 说 ， xP(zx) 为 
假 当 且 仅 当 P(x) 对 于 论 域 中 的 每 一 个 个 体 都 为 假 。 我 们 用 例 14 解释 该 观察 。 

令 Q(Cz) 表 示 语 句 “z 一 z 十 1”。 论 域 是 实数 集 时 ， 量 化 命题 3 zQ(z) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ”因为 对 每 个 实数 zx，Q(Cz) 都 为 假 ， 所 以 Q(x) 的 存在 量化 3 xQ(z) 为 假 。 4 

评注 通常 ， 我 们 会 做 一 个 隐 式 的 假设 ， 即 量词 的 论 域 均 为 非 空 的 。 如 果 论 域 为 空 ， 那 么 
无 论 Q(X) 是 什么 命题 函数 ， 当 论 域 为 空 时 论 域 中 没有 一 个 个 体能 使 Q(X) 为 真 ， 所 以 了 j XQ(X) 
为 假 。 

唯一 性 量词 ”我 们 已 经 介绍 了 全 称 量词 和 存在 量词 。 它 们 是 数学 和 计算 机 科学 中 最 重要 的 
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量词 。 然 而 ， 对 于 我 们 能 定义 的 不 同 量词 的 数量 是 没有 限制 的 ， 如 “恰好 有 2 个 “有 不 超过 
3 个 “至 少 有 100 个 ”等 。 所 有 其 他 量词 中 最 常见 的 是 唯一 性 量词 ， 用 符号 了 ! 或 了 , 表示 。 
3 ! zP(z)( 或 3:zP(Cz)) 这 种 表示 法 是 指 “ 存 在 一 个 唯一 的 工 使 得 P(Cz) 为 真 ”>。( 其 他 表示 唯 
一 性 量词 的 词语 有 “恰好 存在 一 个 人 、“ 有 且 只 有 一 个 ”.) 比 如 ，3! z(Cz 一 1=0)， 其 中 论 域 是 
实数 集合 ， 表 示 存 在 一 个 唯一 的 实数 z 使 得 zx 一 1==0。 这 是 一 个 真 语句 ， 因 为 x=1 是 使 得 x 一 
1 二 0 的 唯一 实数 。 观 察 到 我 们 能 够 用 前 边 学 过 的 量词 以 及 命题 逻辑 来 表达 唯一 性 ( 见 1.5 节 练 
习 52)， 所 以 唯一 性 量词 是 可 以 避免 使 用 的 。 通 常 ， 最 好 只 使 用 存在 量词 和 全 称 量词 ， 这 样 就 
可 以 使 用 这 些 量词 的 推理 规则 。 


1.4.4 有 限 域 上 的 量词 
当 一 个 量词 的 域 是 有 限 的 时 候 ， 即 所 有 元 素 可 以 一 一 列 出 时 ， 量 化 语句 就 可 以 用 命题 逻辑 
来 表达 。 特 别 是 ， 当 论 域 中 的 元 素 为 zx，z;，…， x,， 其 中 是 一 个 正 整 数 ， 则 全 称 量化 
VzP(z) 与 合 取 式 
P(z)AP(z)A…APCz) 
相同 ， 因 为 这 一 合 取 式 为 真 当 且 仅 当 P(zm )，P(z )，…，P(Cz,) 全 部 为 真 。 
试问 YV xP(z) 的 真 值 是 什么 ? 这 里 P(x) 是 语句 “zx: 二 10”， 且 论 域 是 不 超过 4 的 正 
整数 。 
解 ”语句 VzP(Cz) 与 合 取 式 
P(1) AP(2) AP(3) A P(4) 
相同 ， 因 为 论 域 由 1、2、3 和 4 组 成 。 由 于 P(4) 就 是 语句 “4 二 10” 为 假 ， 所 以 可 以 得 出 
VY xP(z) 为 假 。 ， | 
类 似 地 ， 当 论 域 中 的 元 素 为 19 TX2, ”9 ny 其 中 是 一 个 正 整 数 ， 则 存在 量化 9WP(E 
与 析 取 式 
PlxyyV 了 (VC 
相同 ， 因 为 该 析 取 式 为 真 当 且 仅 当 PCz)，P(z)，…，P(Cz,) 中 至 少 一 个 为 真 。 
傅 晤 如 果 P(r) 是 语句 “x 二 10”, 论 域 为 不 超过 4 的 正 整数 ，3 xzP(z) 的 真 值 是 什么 ? 
解 ” 由 于 论 域 为 {1，2，3，4})， 命题 3 xP(zx) 等 价 于 析 取 式 
P(1)V P(2)V P(3)V P(A) 
由 于 P(4) 即 “4? 守 >10” 为 真 ， 故 3xP(zx) 为 真 。 S| 
量化 和 循环 的 关系 ”在 确定 量化 命题 的 真 值 时 ,借助 循环 与 搜索 来 思考 是 有 益 的 。 假 定 
变量 x 的 论 域 中 有 nn 个 对 象 。 要 确定 VxP(zx) 是 否 为 真 ， 我 们 可 以 对 zz 的 个 值 循环 查看 
P(x) 是 否 总 是 真 。 如 果 遇 到 z 的 一 个 值 使 P(x) 为 假 ， 就 证 明 Y xP(zx) 为 假 ， 否 则 VY zxP(x) 为 
真 。 要 确定 3 xP(zx) 是 否 为 真 ， 我们 循环 查看 zx 的 nn 个 值 ， 搜 索 使 PCz) 为 真 的 z 值 。 如 果 找 
到 一 个 ， 那 么 3 zP(z) 为 真 ; 如 果 总 也 找 不 到 这 样 的 zx， 则 判定 3zP(Cz) 为 假 。( 注 意 ， 当 论 
域 有 无 穷 多 个 值 时 ， 这 一 搜索 过 程 不 适用 。 不 过 以 这 种 方式 思考 量化 命题 的 真 值 仍然 是 有 
益 的 。) 


1.4.5 受 限 域 的 量词 

在 要 限定 一 个 量词 的 论 域 时 经 常会 采用 简写 的 表示 法 。 在 这 个 表示 法 里 ， 变 量 必须 满足 的 
条 件 直 接 放 在 量词 的 后 面 。 例 17 给 出 了 解释 。 我 们 还 会 在 2.1 节 描 述 涉及 集合 成 员 关系 的 表 
示 法 的 其 他 形式 。 

时 是 由 语 句 Vz<0( 习 0)，Yy 天 0( 光 天 0)， 以 及 了 z>0( 巡 三 2) 分 别 指 的 是 什么 意思 ， 
其 中 各 语句 的 论 域 都 为 实数 集 ? 

解 ”语句 Vx<=0(x 放 0) 表 示 对 于 每 一 个 满足 zx<0 的 实数 工 有 盖 >>0。 也 就 是 说 ， 它 表示 
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“一 个 负 实 数 的 平方 为 正 数 ”。 这 个 语句 与 VY x(x 二 0 一 x 二 0) 等 价 。 

语句 Y y 关 0(y’ 关 0) 表 示 对 于 每 一 个 满足 y 关 0 的 实数 y 有 yy 了 关 0。 也 就 是 说 ， 它 表示 “每 
一 个 非 零 实数 的 立方 不 为 零 ”。 注 意 这 个 语句 等 价 于 VY y(y 天 0 一 多 天 0) 。 

最 后 ， 语 句 3 x0(x 二 2) 表 示 存 在 一 个 满足 >>0 的 实数 z 有 x 二 2。 也 就 是 说 ， 它 表示 
“有 一 个 2 的 正平 方 根 ”。 这 个 语句 等 价 于 了 xz(z>0 人 习 一 2) 。 | 

注意 ， 受 限 的 全 称 量化 和 一 个 条 件 语 句 的 全 称 量化 等 价 。 比 如 ，VY zx 二 0(z 二 0) 是 表达 
VzCz<0- 立 >0) 的 另 一 种 方式 。 另 一 方面 ， 受 限 的 存在 量化 和 一 个 合 取 式 的 存在 量化 等 价 。 
比如 习 x 之 0( 妇 王 2) 是 表达 本 z(z> 盖 0 和 A 妇 天 2) 的 另 一 种 方式 。 


1.4.6 量词 的 优先 级 


量词 V 和 3 比 命题 演算 中 的 所 有 催 辑 运算 符 都 具有 更 高 的 优先 级 。 比 如 ，Y zxP(zx)V Q(z) 
是 VxP(rx) 和 Q(x) 的 析 取 。 换 句 话 说 ， 它 表示 (VY xP(zx))V Q(x)， 而 不 是 Vx(P(zx)V Q(x))。 


1.4.7 变量 绑 定 

当量 词 作用 于 变量 x 时 ,我 们 说 此 变量 的 这 次 出 现 为 约束 的 。 一 个 变量 的 出 现 被 称 为 是 自 
由 的 ， 如 果 没 有 被 量词 约束 或 设置 为 等 于 某 一 特定 值 。 命 题 函数 中 的 所 有 变量 出 现 必须 是 约束 
的 或 者 被 设置 为 等 于 某 个 特定 值 的 ， 才 能 把 它 转变 为 一 个 命题 。 这 可 以 通过 采用 一 组 全 称 量 
词 、 存 在 量词 和 赋值 来 实现 。 

逻辑 表达 式 中 一 个 量词 作用 到 的 部 分 称 为 这 个 量词 的 作用 域 。 因 此 ， 一 个 变量 是 自由 的 ， 
如 果 变 量 在 公式 中 所 有 限定 该 变量 的 量词 的 作用 域 之 外 。 

例 艳 在 语句 3 x(r 十 y=1) 中 ， 变 量 x 受 存在 量词 3x 约束 ,但 是 变量 > 是 自由 的 ， 因 为 
它 没有 受 一 个 量词 约束 且 该 变量 没有 被 赋值 。 这 解释 了 在 语句 习 x(zx 十 y 二 1) 中 ，z 是 受 约束 
的 ， 而 > 是 自由 的 。 

在 语句 了 3zCP(Cz)AQCz))VYzRCz) 中 ， 所 有 变量 都 是 受 约束 的 。 第 一 个 量词 3z 的 作用 
域 是 表达 式 P(z) AQCz)， 因 为 3z 只 作用 于 语句 的 P(xz) 入 Q(z) 部 分 ， 而 非 其 余部 分 。 类 似 
地 ， 第 二 个 量词 Vz 的 作用 域 是 表达 式 尽 (z)。 也 就 是 说 ， 存 在 量词 绑 定 P(x) 人 Q(z) 中 的 变量 
ZX， 全 称 量词 Vz 绑 定 R(xz) 中 的 变量 +。 由 此 可 见 ， 由 于 两 个 量词 的 作用 域 不 重 又 ， 所 以 我 们 
可 以 用 两 个 不 同 的 变量 x 和 y 将 语句 写 为 3x(P(z) 入 Q(x))V VyR(y)。 读者 应 该 了 解 在 正常 
的 使 用 中 ， 经 常用 来 同一 个 字母 表示 受 不 同 量词 约束 的 变量 ， 只 要 其 作用 域 不 重 公 的 。 4 
1.4.8 涉及 量词 的 逻辑 等 价 式 

在 1. 3 节 我 们 介绍 了 复合 命题 逻辑 等 价 式 的 概念 。 我 们 可 将 这 个 概念 扩展 到 涉及 谓词 和 量 
词 的 表达 式 中 











谓词 和 本 是 逻辑 - 。 
例 19 说 明了 如 何 证 明 两 个 涉及 谓词 和 量词 的 语句 是 逻辑 等 价 的 。 

证 明 Yz(CP(Cz)AQCz)) 和 VzP(Cr) AVzQKz) 是 逻辑 等 价 的 (这 里 始终 采用 同一 个 
论 域 ) 。 这 个 逻辑 等 价 式 表 明 全 称 量 词 对 于 一 个 合 取 式 是 可 分 配 的 。 此 外 ， 存 在 量词 对 于 一 个 
析 取 式 也 是 可 分 配 的 。 然 而 ， 全 称 量 词 对 析 取 式 是 不 可 分 配 的 ， 存 在 量词 对 合 取 式 也 是 不 可 分 
配 的 。( 见 练习 52 和 53) 

解 ” 为 证 明 这 两 个 语句 是 逻辑 等 价 的 ， 我们 必须 证 明 ， 不 论 P 和 Q 是 什么 谓词 ， 也 不 论 
采用 哪个 论 域 ， 它 们 总 是 具有 相同 的 真 值 。 假 设 有 特定 的 谓词 P 和 Q， 以 及 一 个 共同 的 论 域 。 
我 们 可 以 通过 两 件 事 来 证 明 YzCPCz) AQCz)) 和 VYzPCz)AYVxzQCz) 是 逻辑 等 价 的 。 首 先 ， 我 
们 证 明 如 果 Vz(CP(Cz) AQ(Cz)) 为 真 ， 那 么 VzP(Cz) AYzQ(C-) 为 真 。 其次， 我 们 证 明 如 果 
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VzP(Cz)AYxzQ(Cz) 为 真 ， 那 么 YVzCPCz) AQCz) ) 为 真 。 

因此 ， 假 设 YVzCP(Cz)AQGCz)) 为 真 *- 这 意味 着 如 果 a 在 论 域 中 ， 那么 P(a) 人 Q(a) 为 真 。 
所 以 ，P(a) 为 真 ， 且 QCa) 为 真 。 因 为 对 论 域 中 每 个 个 体 PCa) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 都 成 立 ， 所 
以 我 们 可 以 得 出 结论 ，Y xzP(z) 和 VY zxQ(z) 都 为 真 。 这 意味 着 Y xP(z) 人 人 Y xQ(z) 为 真 。 

接 下 来 ， 假设 VzP(Cz)AVYVzQ(Cz) 为 真 。 那 么 YzP(Cz) 为 真 ， 且 VzQ(z) 为 真 。 因 此 ， 如 
果 a 在 论 域 中 ， 那 么 PCa) 为 真 ， 且 QCa) 为 页 [因为 P(x) 和 Q(z) 对 论 域 中 所 有 个 体 都 为 真 ， 所 
以 这 里 用 同一 个 a 的 值 不 会 有 矛盾 ]。 可 以 得 出 ， 对 于 所 有 的 a，P(a) 人 Q(a) 为 真 。 因 而 可 以 
得 出 YzCPCz) 人 Q(x)) 为 真 。 这 样 我 们 可 以 推出 结论 

ViCP(z) AQ(F))E VY EP(z) A VY zxQ(Y) | 


1.4.9 量化 表达 式 的 否定 N 


我 们 常会 考虑 到 一 个 量化 表达 式 的 否定 。 例 如 ， 考 虑 下 面 语句 的 否定 
“ 班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积 分 课 ” 
这 个 语句 是 全 称 量化 命题 ， 即 
相仿) 
其 中 P(x) 为 语句 “zz 学 过 一 门 微 积分 课 ”"， 论 域 是 你 们 班 的 所 有 学 生 。 这 一 语句 的 否定 是 “并 
非 班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积 分 课 ”。 这 等 价 于 “ 班 上 有 个 学 生 没有 学 过 微 积 分 课 ”。 而 这 也 
就 是 原 命 题 函数 否定 的 存在 量化 ， 即 
了 ji 
这 个 例子 说 明了 下 面 的 等 价 关 系 : 
1VzP(z)= xP(z) : 
为 了 证 明 不 论 命题 函数 P(z) 是 什么 和 论 域 是 什么 , -VzxP(z) 和 xnP(zx) 都 是 逻辑 等 价 
的 。 首 先 ， 注 意 j YzP(z) 为 真 当 上 且 仅 当 VYzP(Cz) 为 假 。 其 次 ， 注 意 VzP(z) 为 假 当 且 仅 当 论 
域 中 有 一 个 个 体 z 使 PCz) 为 假 。 它 成 立 当 且 仅 当 论 域 中 有 一 个 个 体 z 使 -P(xz) 为 真 。 最 后 ， 
注意 论 域 中 有 一 个 个 体 工 使 7P(Cz) 为 真 当 且 仅 当 卫 xz P(Cz) 为 真 。 将 这 些 步 又 综合 起 来 ， 可 以 
得 出 结论 YzP(z) 为 真 当 且 仅 当 3 了 znP(z) 为 真 。 于 是 得 出 结论 DYzP(Cz) 和 3 了 znP(Cz) 是 逻辑 
等 价 的 。 
假定 我 们 要 想 和 否定 一 个 存在 量化 命题 。 例 如 ， 考 虑 命题 “ 班 上 有 一 个 学 生 学 过 一 门 微 积分 
课 ” 就 是 存在 量化 命题 
了 QQke) 
其 中 Q(x) 为 语句 “zz 学 过 一 门 微 积分 课 ”。 这 句 话 的 否定 是 命题 “并 非 班 上 有 个 学 生 学 过 微 积 
分 课 ”。 这 等 价 于 “ 班 上 每 个 学 生 都 没 学 过 微 积 分 课 ”"， 这 也 就 是 原 命题 函数 的 否定 的 全 称 量 
化 ， 或 用 量词 语言 表示 为 
V Xx QZ) 
这 个 例子 说 明了 等 价 式 





a 

为 了 证 明 无 论 Q(z) 和 论 域 是 什么 , 3zQ(Cz) 和 VYznmQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 。 首 先 注意 
-x Q(x) 为 真 当 且 仅 当 3 xQ(x) 为 假 。 而 这 个 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 没有 之 使 Q(x) 为 真 。 其 
次 ， 注 意 论 域 中 没有 zx 使 Q(x) 为 真 当 且 仅 当 Q(x) 对 论 域 中 的 每 个 x 都 为 假 。 最 后 ， 注 意 Q(zx) 
对 论 域 中 每 个 x 都 为 假 当 且 仅 当 -4QCz) 对 论 域 中 所 有 xz 都 为 真 ， 而 它 成 立 当 且 仅 当 VY x4Q(zx) 
为 真 。 将 这 些 步 又 综 合 起 来 ,我 们 看 到 习 xQ(z) 为 真 当 且 仅 当 VY x-Q(z) 为 真 。 我 们 得 出 结 
论 ; 3zQGz) 和 VYxznQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 。 

量词 否定 的 规则 称 为 量词 的 德 * 摩根 律 。 这 些 规则 总 结 见 表 2。 
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表 2 量词 的 德 ， 摩根 律 






等 价 语句 
Vz -~P(z) 
3z-~P(z) 


何 时 为 真 
对 每 个 z+，P(z) 为 假 
有 工 使 P(z) 为 假 
















有 Zz， 使 PCz) 为 真 
对 每 个 zx，P(z) 为 真 


"xPlrwy 
VzP(z) 









评注 ” 当 谓 词 P(x) 的 论 域 包 含 nn 个 个 体 时 ， 其 中 nn 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 用 于 量化 命题 
否定 的 规则 和 1.3 节 讨 论 的 德 。 摩根 律 完全 相同 。 这 就 是 为 什么 这 些 规则 称 为 量词 的 德 。 摩根 
律 。 当 论 域 有 nn 个 元 素 X!，Xxs，"…，X, 时， 上 VYZzPCz) 与 ](CPCz)APCz)A…APCz,)) 相 同 ， 
而 由 德 。 摩 根 律 ， 后 者 等 价 于 -P(xz1)V-Plzxs)V…V-JP(x,)， 该 式 又 等 同 于 x- P(x)。 类 
似 地 ， 汪 导 zP(xz) 与 ~-(P(zx1)V P(xs)V… VP(z,)) 相 同 ， 由 德 。 摩 根 律 ， 后 者 等 价 于 -P(x) 
AA4P(zs) 人 人 … 人 JP(Czx,)， 该 式 又 等 同 于 Vzx-JP(zx)。 

我 们 在 例 20 和 例 21 中 来 解释 量化 命题 的 否定 。 

扫 语句 “有 一 个 诚实 的 政治 家 ”和 “所 有 美国 人 都 吃 芝士 汉堡 ”的 否定 是 什么 ? 

解 令 五 (z) 表 示 “>z 是 诚实 的 ”。 则 语句 “有 一 个 诚实 的 政治 家 ”可 以 用 了 z 互 (z) 来 表 
示 ， 其 中 论 域 是 所 有 政治 家 。 这 个 语句 的 否定 是 -3 x 有 H(zx)， 它 等 价 于 Vx- 晶 (z)。 这 个 否定 
可 以 表达 为 “每 个 政治 家 都 是 不 诚实 的 .-”( 注 意 ， 在 自然 语言 中 ,语句 “所 有 政治 家 是 不 诚实 
的 ”是 有 点 含糊 的 。 按 通常 用 法 ， 这 个 语句 通常 意味 着 “并 不 是 所 有 的 政治 家 都 是 诚实 的 ”。 
因此 ， 我 们 不 用 这 个 语句 表达 它 的 否定 .) 

令 C(z) 为 “z 吃 芝士 汉堡 "。 则 语句 “所 有 美国 人 都 吃 芝士 汉堡 ”可 以 用 Y zxC(z) 来 表示 ， 
其 中 论 域 是 所 有 美国 人 。 这 个 语句 的 否定 是 YzC(Cz)， 它 等 价 于 了 xz CCz)。 这 个 否定 可 以 有 几 
种 不 同 的 表达 方式 ， 包 括 “一 些 美 国人 不 吃 芝 士 汉 堡 ” 和 “有 一 个 美国 人 不 吃 芝士 汉堡 ”。 司 

-人 电 昆 和 语句 Vz(z>>z) 和 了 zz(z=2) 的 否定 是 什么 ? 

解 Vz( 字 > 并 的 否定 是 语句 VYz(z>>z)， 它 等 价 于 了 xz ( 妇 >>z)。 这 个 表达 式 可 以 重 
写 为 3x(z’ 二 xX)。 而 3x(x 二 2) 的 否定 是 语句 -3 x(x2 二 2)， 它 等 价 于 VY zx-(x 二 2)。 这 个 表 
达 式 可 以 重 写 为 YV x(x 隆 2)。 当 然 这 些 语句 的 真 值 还 取决 于 论 域 。 S| 

在 例 22 中 我 们 要 用 到 量词 的 德 。 摩根 律 。 

2 证明 -Vzr(P(r) 一 Q(zr)) 和 xCP(zx) 人 -Q(x)) 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 由 全 称 量 的 词 德 。 摩根 律 ， 我们 知道 j] Yx(P(z) 一 Q(z)) 和 x (P(xz) 习 Q(x))) 是 
逻辑 等 价 的 。 由 1. 3 节 表 7 中 第 5 个 逻辑 等 价 式 ， 我们 知道 对 每 个 zx，-1 (P(x) 一 Q(z)) 和 
P(xz) 人 -Q(z) 是 逻辑 等 价 的 。 因 为 在 一 个 逻辑 等 价 式 中 可 以 用 一 个 逻辑 等 价 的 表达 式 蔡 换 男 
外 一 个 ， 所 以 可 以 得 出 5 Vz(P(z)>Q(z)) 和 x(P(z) 人 Q(z)) 是 逻辑 等 价 的 。 4 


1.4. 10 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 

将 汉语 (或 其 他 自然 语言 ) 语 句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 这 在 数学 、 逻 辑 编 程 、 人 工 智 能 、 软 件 
工程 以 及 许多 其 他 学 科 中 是 一 项 重要 的 任务 。 我 们 在 1. 1 节 中 就 开始 学 习 这 个 主题 ， 那 里 我 们 
用 命题 将 语句 表示 为 逻辑 表达 式 。 那 时 ， 我 们 特意 回避 需要 用 谓词 和 量词 来 翻译 语句 。 当 需 用 
到 量词 时 ,语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 会 变 得 更 复杂 。 再 者 ， 翻 译 一 个 特定 的 语句 可 以 有 许多 种 
方式 。( 因 此 ， 没 有 “菜谱 ” 式 的 方法 可 供 你 按部就班 地 学 习 。) 我 们 会 给 出 一 些 例 子 说 明 如 何 
将 汉语 语句 翻译 成 逮 辑 表达 式 。 翻 译 的 目标 是 生成 简单 而 有 用 的 逻辑 表达 式 。 本 节 我 们 只 局 限 
于 讨论 这 样 的 语句 ， 可 只 用 单个 量词 将 其 翻译 成 逻辑 表达 式 。 下 一 节 会 讨论 一 些 更 复杂 的 需要 
多 个 量词 的 语句 。 

使 用 谓词 和 量词 表达 语句 “ 班 上 的 每 个 学 生 都 学 过 微 积 分 ”。 

解 ”首先 重 写 该 语句 以 使 我 们 能 很 清楚 地 确定 所 要 使 用 的 合适 的 量词 。 重 写 后 可 得 “对 班 
上 的 每 一 个 学 生 ， 该 学 生 学 过 微 积分 。” 接 着 ， 引 入 变量 交 ， 语 句 就 变 成 “对 班 上 的 每 一 个 学 
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生 z，z 学 过 微 积 分 .” 然 后， 引入 谓词 C(x)， 表 示 语 句 “zx 学 过 微 积分 ”。 因 此 ， 如 果 zz 的 论 
域 是 班 上 的 学 生 ， 我 们 可 以 将 语句 翻译 为 Y xC(z)。 

然而 ， 还 有 其 他 正确 的 翻译 方法 ， 并 可 使 用 不 同 的 论 域 和 其 他 谓词 。 具 体 选 择 什么 方法 取 
决 于 后 续 要 进行 的 推理 。 例 如 ， 我 们 可 能 对 更 广泛 的 人 群 而 非 仅仅 是 班 上 的 学 生 感 兴趣 。 如 果 
将 论 域 改 成 所 有 人 ， 则 我 们 需要 将 语句 表达 成 “对 每 个 人 x， 如 果 xz 是 班 上 的 学 生 ， 那 么 xz 学 
过 微 积分 。” | 

如 果 S(z) 表 示 语 句 工 在 这 个 班 上 ， 则 我 们 的 语句 可 表达 为 Vz(CSCz) 一 C(z))。[ 小 心 : 语 ® 
句 不 能 表达 为 Yz(CSCz)ACGCz))， 因 为 这 句 话 说 的 是 所 有 人 都 是 这 个 班 上 的 学 生 并 且 学 过 微 
积分 。] 

最 后 ， 如 果 我 们 对 学 生 除 微 积分 之 外 的 其 他 主 修 课 程 感 兴趣 ， 我们 可 以 倾向 于 使 用 双 变 量 
谓词 > Q(z，y) 表 示 语 句 “ 学 生 xz 学 过 课程 y”。 这 样 在 上 述 两 种 方法 中 我 们 就 要 把 C(z) 替 换 成 
Q(z， 微 积分 )， 得 到 Y xQ(zx， 微 积分 ) 或 Vz(CSCz)QCz， 微 积分 ) ) 。 4 

在 例 23 中 我 们 展示 了 用 谓词 和 量词 表达 同一 语句 的 不 同方 法 。 不 过 ， 我 们 总 是 应 该 采用 
最 有 利于 后 续 推理 的 最 简单 的 方法 。 

用 谓词 和 量词 表达 语句 “这 个 班 上 的 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”和 “这 个 班 上 的 每 个 学 
生 或 去 过 加 拿 大 ， 或 支 过 墨西哥 。” 

解 ”语句 “这 个 班 上 的 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”的 意思 是 “在 这 个 班 上 有 个 学 生 ， 他 去 过 墨 
西 哥 ”。 引 入 变量 z， 因 此 语句 变 成 “在 这 个 班 上 有 个 学 生 zx，z 去 过 墨西哥 .” 引 入 谓词 MCz) 
表示 语句 “x 去 过 墨西哥 "。 如 果 xz 的 论 域 是 这 个 班 上 的 学 生 ， 我们 就 可 以 将 第 一 个 语句 翻译 
为 了 3 了 zMCz) 。 

然而 ， 如 果 我 们 对 这 个 班 上 学 生 以 外 的 人 感 兴 趣 ， 这 个 语句 看 起 来 就 会 有 些 不 同 。 语 句 可 
表达 为 “有 这 样 一 个 人 工具 有 这 样 的 特性 : z 是 这 个 班 的 学 生 ， 并 且 x 去 过 墨西哥 。” 

在 这 种 情况 下 ，z 的 论 域 是 所 有 人 ， 我 们 引入 谓词 SCz) 表 示 语 句 “z 是 这 个 班 上 的 一 个 学 © 
生 ”。 答 案 就 变 成 了 x(S(x) AM(Cz))， 因 为 它 表 示 有 某 个 人 工 他 是 这 个 班 上 的 学 生 并 且 去 过 墨 
西 哥 。 [小心 : 语句 不 能 表示 为 3x(S(zx) 一 M(x))， 它 表示 当 有 一 个 人 不 在 这 个 班 里 时 也 是 真 
的 ， 因 为 在 这 种 情况 下 ， 对 这 样 的 T+，S(x) 一 M(xz) 就 变 成 fF>T 或 者 F->F， 两 个 都 是 真 的 。] 

类 似 地 ， 第 二 个 语句 可 以 表示 成 “对 于 在 这 个 班 上 的 每 一 个 zx, xz 具有 这 样 的 特性 : z 去 
过 墨西哥 或 x 去 过 加 拿 大 ”。( 注 意 : 我 们 假设 这 里 的 或 是 兼 或 而 非 不 可 兼 的 。) 我 们 令 CCz) 表 
示 语 句 “x 去 过 加 拿 大 ”。 由 前 面 的 推理 ， 如 果 z 的 论 域 是 这 个 班 的 学 生 ， 则 第 二 个 语句 可 以 
表达 为 VYx(C(z)V M(xz))。 然 而 ， 如 果 zz 的 论 域 是 所 有 人 ， 我 们 的 语句 就 可 以 表示 成 : 

“对 于 每 一 个 人 zx， 如 果 z 在 这 个 班 ， 则 z 去 过 加 拿 大 或 x 去 过 墨西哥 ”"?。 此 时 ,语句 表示 
成 Vz(CSCz) 一 (CCz) VIMCz)))。 

除了 分 别 使 用 谓词 MCz) 和 CCz) 来 表示 工 去 过 墨西哥 和 >zZ 去 过 加 拿 大 外 ， 我 们 还 可 以 使 用 
两 个 变量 谓词 V(x，y) 表 示 “x 去 过 y 国家 ”。 这 样 ，V(Cz， 墨 西 哥 ) 和 V(z， 加 拿 大 ) 具 有 与 M 
(Cz) 和 CCz) 相 同 的 意思 并 可 以 用 来 替代 它们 。 如 果 我 们 要 处 理 的 语句 涉及 人 们 去 过 不 同 的 国 
家 ， 我 们 可 以 倾向 于 使 用 这 种 双 变 量 的 方法 。 和 否则 为 了 起 见 简单 ， 我 们 可 以 坚持 用 一 个 变量 谓 
词 MCz) 和 CCz) 。 4 


1.4. 11 系统 规范 说 明 中 量词 的 使 用 
在 1. 2 节 我 们 用 命题 来 表示 系统 规范 说 明 。 然 而 ， 许 多 系统 规范 说 明 涉 及 谓词 和 量词 。 这 
在 例 25 中 予以 说 明 。 
用 谓词 和 量词 表达 系统 规范 说 明 “ 每 封 大 于 1MB 的 邮件 会 被 压缩 ”和 “如 果 一 个 2.> 








日 ”原文 为 量词 ， 有 误 。 应 该 是 谓词 。 一 一 译 者 注 
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用 户 处 于 活动 状态 ， 那 么 至 少 有 一 条 网 络 链 路 是 有 效 的 ”。 

解 令 S(m，y) 表 示 “ 邮 件 m 大 于 yMB”， 其 中 变量 m 的 论 域 是 所 有 邮件 ， 变 量 y 是 一 个 
正 实数 ; 令 Cl(m) 表 示 “ 邮 件 m 会 被 压缩 *"。 那 么 规范 说 明 “ 每 封 大 于 1MB 的 邮件 会 被 压缩 ” 
可 以 表达 为 Ym(SCm,，1) 一 C(m))。 

令 A(w) 表 示 “ 用 户 处 于 活动 状态 ”?， 其 中 变量 x 的 论 域 是 所 有 用 户 ; 令 SCz，z) 表 示 
“网 络 链 路 n 处 于 x 状态 ”， 其 中 对 的 论 域 是 所 有 网 络 链 路 ，z 的 论 域 是 网 络 链 路 所 有 可 能 的 状 
态 。 那 么 规范 说 明 “ 如 果 用 户 处 于 活动 状态 ， 那 么 至少 有 一 个 网 络 链 路 有 效 ” 可 以 表达 为 

juA(w) 一 3nS(n， 有 效 ) 4 


1.4. 12 ” 选 自 路 易 斯 * 卡 罗 尔 的 例子 
路 易 斯 ， 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) (实际 上 是 C. L. Dodgson 的 笔名 ) 是 《爱丽 丝 漫游 仙境 》 
(Alice in Wonderland) 的 作者 ， 也 是 几 本 论述 符号 逻辑 书籍 的 作者 。 他 的 书 中 含有 大 量 涉 及 量 
词 推理 的 例子 。 例 26 和 27 选 自 他 的 《符号 逻辑 )(Symbolic logic) 一 书 ; 选 自 该 书 的 其 他 例子 放 
在 本 节 末 的 练习 中 了 。 这 些 例子 说 明 怎 样 用 量词 来 表示 各 种 类 型 的 语句 。 
( 吾 考虑 下 面 这 些 语句 。 前 面 两 句 称 为 前 提 (premise)， 第 三 句 称 为 结论 (conclusion) 。 
合 在 一 起 作为 一 个 整体 称 为 是 一 个 论证 (argument) 。 
“所 有 狮子 都 是 凶猛 的 。” 
“有 些 狮 子 不 喝 咖 啡 。” 
“有 些 凶 猛 的 动物 不 喝 咖 啡 。” 
(1.6 节 我 们 将 讨论 判定 结论 是 否 为 前 提 的 有 效 推论 问题 。 就 本 例 而 言 ， 结 论 是 有 效 的 .) 
令 P(x)、Q(z) 和 R(x) 分 别 为 语句 “x 是 狮子 ”"、“z 是 凶猛 的 ”和 “zx 喝 咖 啡 >?。 假 定论 域 是 所 
有 动物 的 集合 ， 用 量词 及 P(x)、Q(zx) 和 R(x) 表示 上 述 论证 中 的 语句 。 
解 ”我 们 可 以 将 这 些 语句 表示 为 : 
VwCPlr) Qs)) 
9zP(rz) MASIRGT) 
Ii(Q(z) AR 
注意 ， 第 二 句 不 能 写成 3 x(P(zx) 一 ~R(z))。 原 因 是 当 z 不 是 狮子 时 P(z) 一 R(x) 总 是 真 
的 ， 这 样 只 要 有 一 只 动物 不 是 狮子 ，3] x(P(zx) 一 4R(x)) 就 为 真 ， 即 使 所 有 狮子 都 喝 咖 啡 也 是 
如 此 。 类 似 地 ， 第 三 句 也 不 能 写成 
了 zxzCQCz) 一 5-RCz)) 4 
VD 考虑 下 面 的 语句 ， 前 3 个 语句 为 前 提 ， 第 4 个 语句 为 有 效 结论 。 


AN 
Links > 


查尔斯 . 勒 特 威 克 … 道奇 森 (Charles Lutwidge Dodgson，1832 一 1898) 我 们 是 从 
他 的 文学 作品 中 用 的 笔名 路 易 斯 。 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 认识 查尔斯 。 道 奇 森 
(Charles Dodgson) 的 。 道 奇 森 是 牧师 的 儿子 ， 在 11 个 子女 中 排行 第 三 ， 这 11 个 孩子 
全 是 结巴 。 在 成 年 人 的 包围 下 他 常常 感到 不 安 ， 据 说 他 只 有 和 年 轻 女 孩 说 话 才 不 结 
巴 ， 他 和 她 们 玩 贾 、 和 她 们 通信 、 为 她 们 拍照 (有 时 候 拍照 的 姿势 在 现在 看 来 是 不 合 
适 的 )。 尽 管 他 对 女孩 很 有 吸引 力 , 但 道奇 森 是 一 个 严肃 清教徒 并 忠于 宗教 信仰 。 他 








@oscarGwtew ”与 迪 安 。 利 德尔 (Dean Liddell) 的 三 个 女儿 的 友谊 促使 他 写成 (爱丽 丝 漫游 仙境 》， 而 
人 edn。 这 本 书 为 他 赢得 了 金钱 和 名 声 。 


道奇 森 于 1854 年 毕业 于 牛津 大 学 并 于 1857 年 获得 文学 硕士 学 位 。1855 年 他 被 
任命 为 牛津 大 学 基督 学 院 (Christ Church College) 的 数学 讲师 。1861 年 英格兰 教会 委任 他 以 圣 职 ， 但 他 从 
来 没有 实际 履 职 。 他 以 真名 发 表 的 著作 包括 有 关 几 何 、 行 列 式 以 及 竞赛 和 选举 中 的 数学 问题 等 的 论文 和 
书籍 。( 他 还 以 笔名 路 易 斯 。 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 写 过 许多 关于 娱乐 性 逻辑 的 作品 。) 


基础 逻 克 和 证 明 45 





“所 有 蜂鸟 都 是 五 彩 斑 着 的 。” 

“没有 大 型 乌 类 以 蜜 为 生 。” 

“不 以 蜜 为 生 的 鸟 都 是 色彩 单调 的 。” 

“蜂鸟 都 是 小 岛 。 
令 PCz)、QGCz) 、RCz) 和 SCz) 分 别 为 语句 “> 是 蜂鸟 ”、“ 工 是 大 的 ”、“z 以 蜜 为 生 ” 和 “z 是 
五 彩 斑 凋 的 ”。 假 定论 域 是 所 有 鸟 的 集合 ,， 用 量词 及 P(z)、QGz)、RCz) 和 SCZz) 表 示 上 述 论证 
中 的 语句 。 

解 ”可 以 把 论证 中 的 语句 表示 为 


EGR 

dw(Q XA Rr 

Vt R(tr MD 

VPC 二) TOQGR 
(注意 ， 我 们 假定 “小 ”等 同 于 “不 大 ”,“ 色 彩 单调 ”等 同 于 “不 五 彩 斑 凋 ”。 为 证 明 第 四 条 语 
句 是 前 三 条 语句 的 有 效 结论 ， 我 们 需要 用 到 将 在 1.6 节 中 讨论 的 推理 规则 。) 4 


1.4.13 逻辑 程序 设计 
有 一 类 重要 的 程序 设计 语言 使 用 谓词 逻辑 的 规则 进行 推理 。Prolog(Programming in Logic une》 
的 缩写 ) 就 是 其 一 ， 该 语言 由 人 工 智 能 领域 的 计算 机 科学 家 在 20 世纪 70 年 代 开 发 。Prolog 程 
序 包括 一 组 声明 ， 其 中 包括 两 类 语句， Prolog 事实 和 Prolog 规则 。Prolog 事实 通过 指定 那些 满 
足 谓词 的 元 素来 定义 谓词 。Prolog 规则 使 用 已 由 Prolog 事实 定义 好 的 那些 谓词 来 定义 新 的 谓 
词 。 例 28 解释 这 些 概念 。 
考虑 一 个 Prolog 程序 ， 它 给 出 的 事实 是 每 门 课程 的 教师 和 学 生 注册 的 课程 。 程序 
使 用 这 些 事实 来 回答 给 特定 学 生 上 课 的 教授 这 一 查询 。 这 样 的 程序 可 使 用 谓词 instructor(p， 
c) 和 enrolled(s，c) 分 别 表示 教授 之 是 讲授 课程 c 的 老师 及 学 生 * 注册 了 课程 <。 例 如 ， 此 程序 
中 的 Prolog 事实 可 能 包含 : 
instructor(chan, math273) 
instructor(patel, ee222) 
instructor(grossman, cs301) 
enrolled(kevin, math273) 
enrolled( juana, ee222) 
enrolled(juana, cs301) 
enrolled(kiko, math273) 
enrolled(kiko, cs301) 


(这 里 用 小 写字 母 表示 输入 项 ，Prolog 把 以 大 写字 母 开始 的 名 字 当 作 变 量 .) 

一 个 新 的 谓词 teaches(p，;s) 表 示 教 授 p 教学 生 s， 可 以 用 Prolog 规则 来 定义 : 

teaches(P, S) : -~ instructor(P, C), enrolled(S, C) 
上 述 语句 意味 着 如 果 存 在 一 门 课程 <， 使 得 教授 p 是 课程 c 的 老师 ， 而 学 生 s 注册 了 课程 <， 则 
teaches(p，5) 为 真 。( 注 意 ， 在 Prolog 中 逗号 用 于 表示 谓词 的 合 取 。 类 似 地 ， 分 号 用 于 表示 请 
词 的 析 取 。) 

Prolog 使 用 给 定 的 事实 和 规则 回答 查询 。 例 如 ， 使 用 上 述 的 事实 和 规则 ， 查 询 


? enrolled(kevin, math273) 


生成 应 答 


46 且 工 半 








因为 事实 enrolled(kevin，math273) 是 由 输入 提供 的 。 查 询 


? enrolled(X, math273) 


生成 应 答 


kevin 

kiko 
要 生成 上 面 的 应 答 ，Prolog 就 要 判断 X 的 所 有 可 能 值 以 使 enrolled(X，math273) 包 含 在 Prolog 
事实 中 。 类 似 地 ， 要 查找 到 给 Juana 所 选课 程 上 课 的 所 有 教授 ， 我 们 用 查询 


? teaches(X, juana) 


这 个 查询 返回 
patel 
grossman 本 
练习 
1. 令 P(z) 表 示 语 句 “z 和 4”。 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a) P(0) b) P(4) c) P(6) 
2. 令 P(z) 表 示 语 句 “单词 z 含 字母 a。” 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a) Pl(orange) b) P(lemon) 
c¢) P(true) d) Plfalse) 
3. 令 Q(zr，y) 表 示 语 句 “z 是 y 的 首府 .” 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a)Q( 丹 佛 ， 科 罗拉 多 ) b)Q( 底 特 律 ， 密 歇 根 ) 
©)Q( 马 萨 诸 塞 ， 波士顿) dQ( 纽 约 ， 纽约) 
4. 给 出 执行 这 P(x)then x :==1 语句 以 后 zx 的 值 ， 其 中 P(x) 为 语句 “x 二 1”"， 如 果 执 行 到 上 述 语句 时 工 的 
值 是 : 
a)Z 一 0 b)z=1 c)Z 一 2 


5. 令 P(x) 为 语句 “zz 在 每 个 工作 日 都 花 5 个 多 小 时 上 课 ”， 其 中 z 的 论 域 是 全 体 学 生 。 用 汉语 表达 下 列 
各 量化 式 。 


a) I xP(z) b) VzP(z) 
ce) I zaPlz) d) VY zaP(z) 
6. 令 N(z) 为 语句 “zx 已 经 去 过 北 达科他 ”， 论 域 是 你 所 在 学 校 的 所 有 学 生 。 用 汉语 表达 下 列 各 量化 式 。 
a) J xN(z) b) YzNCz) cy ILN(Ge) 
d) Jj za N(xz) eV ZN(z) f) Vx N(z) 
7. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 ， 其 中 C(xz) 是 “zx 混 一 个 喜剧 演员 ”，F(z) 是 “z 很 有 趣 ”， 论 域 是 所 有 人 。 
ay Mr CCr) PCr) b) VzCCCz) A F(z)) 
cj 习 Zz(CCCz) 一 FCz)) d 翌 zCCCz) ARFCz)) 
8. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 ， 其 中 RCz) 是 “z 是 一 只 兔子 ”， 互 (z) 是 “zz 跳跃"， 论 域 是 所 有 动物 。 
Ba) V AR(GE)-—» H(z)) b) Vz(R(z) A H(z)) 
¢) Izx(R(z)—> H(z)) d) jz(R(zx)A H(z)) 


9. 令 P(z) 为 语句 “z 会 说 俄语 >，Q(z) 为 语句 “z 了 解 计算 机 语言 C 干 十 ”。 用 P(z)、Q(Cz)、 量 词 和 逻 
辑 联 结 词 表示 下 列 各 句子 。 量 词 的 论 域 为 你 校 全 体 学 生 的 集合 。 
a) 你 校 有 个 学 生 既 会 说 俄语 又 了 解 C 十 十 
b) 你 校 有 个 学 生 会 说 俄语 但 不 了 解 C 十 十 
©) 你 校 所 有 学 生 或 会 说 俄语 或 了 解 C 十 十 
d) 你 校 没有 学 生 会 说 俄语 或 了 解 C 十 十 

10. 令 CCz) 为 语句 “z 有 一 只 猫 ”"，D(x) 为 语句 “x 有 一 只 狗 ”，F(z) 为 语句 “z 有 一 只 雪 巍 ”。 用 C(z)、 
DGz)、F(Cz)、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 述 语 句 。 令 论 域 为 你 班 上 的 所 有 学 生 。 
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1 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17。 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


a) 班 上 的 一 个 学 生 有 一 只 猫 、 一 只 狗 和 一 只 先 

b) 班 上 的 所 有 学 生 有 一 只 猫 、 一 只 狗 或 一 只 盎 

c) 班 上 的 一 些 学 生 有 一 只 猫 和 一 只 央 ， 但 没有 狗 

d) 班 上 没有 学 生 同 时 有 一 只 猫 、 一 只 狗 和 一 只 怖 

e) 对 猫 、 狗 和 项 这 三 种 动物 的 任意 一 种 ， 班 上 都 有 学 生 将 其 作为 宠物 

令 P(z) 为 语句 “x 二 xz*”。 如 果 论 域 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 











a) P(0) b)P(1) cyP(2) 

PC—1) e) 3 zpP(z) DY zwP(z) 

令 Q(z) 为 语句 “zx 十 1 二 2z”。 如 果 论 域 为 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 

a)Q(0) b)Q(—1) cJ)Q(CL) 

d) j zxQ(z) e) YIZQCz) D3 Qkz) 

2) V1QCE) a 

如 果 论 域 为 整数 集合 ， 判 断 下 列 各 语句 的 真 值 。 

a) Vn(ntl1>n) b) jn(2n= 3n) 

Inn= —n) d) Vn(3n<4n) 

如 果 论 域 为 实数 集合 ， 判 断 各 语句 的 真 值 。 

a) Ix(z’=—1) by Izlr < ) 
Vr((—7r)=7) d) Vr(2zx>7) 

如 果 所 有 变量 的 论 域 为 整数 集合 ， 判 断 各 语句 的 真 值 。 

a) Yn(n’ 宇 0) b) J n(n =2) 

c) VY n(n:n) b) jd nn: =<0) 

如 果 每 个 变量 的 论 域 都 为 实数 集合 ， 判 断 下 列 各 语句 的 真 值 。 

a) 了 xz(z2z 一 2) b) jz(z:=—1) 

Vt F231) 0) Ma( 

假设 命题 函数 P(x) 的 论 域 为 整数 0、1、2、3 和 4。 使 用 析 取 、 合 取 和 否定 写 出 下 列 命题 。 
a drP(r) b) VY zxzP(z) €) ETiP(r) 

d) Y xP(z) @) 一 本 立 已 7) {5 YEP(L) 

假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 一 2、 一 1、0、1 和 2。 使 用 析 取 、 合 取 和 和 否定 写 出 下 列 命 题 。 
a) rzP(zY b) VY zxzP(z) ©) I ztP(E) 

d) VY zx- P(xz) e€)- IzP(z) DY P(t 

假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 1、2、3、4 和 5。 不 使 用 量词 ， 而 使 用 析 取 、 合 取 和 否定 (而 不 使 
用 量词 ) 来 表达 下 列 语句 。 

a) J xP(z) bYyVY P(E 

(DD d)- VY xP(z) 


e) YzCCz 天 3) 一 P(z))V Ix P(x) 
假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 一 5、 一 3、 一 1、1、3 和 5。 使 用 析 取 、 合 取 和 和 否定 (而 不 使 用 量词 ) 


表达 下 列 语 句 。 

gj) jzPlx) b) VzP(Cz) c)VYZ(CCZ 天 1) 一 PCZz)) 

dD) I (z20) MP(r)) HAZNIP(DAVzC(r<0) -=P(2)) 
找 出 使 下 列 语句 分 别 为 真 和 假 的 相应 的 论 域 。 、 

a) 每 一 个 人 都 在 学 离散 数学 b) 每 一 个 人 的 年 龄 都 超过 21 岁 

c) 每 两 个 人 都 有 相同 的 妈妈 d) 没 有 两 个 不 同 的 人 有 相同 的 祖母 
找 出 使 下 列 语句 分 别 为 真 和 假 的 相应 的 论 域 。 

a) 每 一 个 人 都 说 印 地 语 b) 有 某 个 人 的 年 龄 超过 21 岁 

c) 每 两 个 人 都 有 相同 的 名 字 (first name) d) 某 个 人 认识 两 个 以 上 的 其 他 人 


使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 以 两 种 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逮 辑 表达 式 。 首 先 ， 令 论 域 为 班 上 的 
学 生 ; 其 次 ， 令 论 域 为 所 有 人 。 
a) 班 上 有 人 会 说 印 地 语 b) 班 上 的 每 个 人 都 很 友好 


24. 


2 


nm 


26. 


27. 


28. 
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c) 班 上 有 个 学 生 不 是 出 生 在 加 利 福 尼 亚 d) 班 上 有 个 学 生 曾 演 过 电影 

e) 班 上 没有 学 生 上 过 人 逻辑 编程 课程 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 以 两 种 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 首 先 ， 令 论 域 为 班 上 的 
学 生 ; 其 次 ， 令 论 域 为 所 有 人 。 

a) 班 上 的 每 个 学 生 都 有 移动 电话 b) 班 上 的 某 个 学 生 曾 看 过 外 国 影片 
c) 班 上 的 某 个 学 生 不 会 游泳 d) 班 上 的 所 有 学 生 都 会 求解 二 次 方程 
e) 班 上 的 某 个 学 生 不 想 变 富 


, 使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 


a) 没 有 人 是 完美 的 b) 不 是 每 个 人 都 是 完美 的 

c) 你 的 所 有 朋友 都 是 完美 的 d) 你 至 少 有 一 个 朋友 是 完美 的 

e) 每 个 人 都 是 你 的 朋友 并 且 是 完美 的 

们 不 是 每 个 人 都 是 你 的 朋友 或 有 人 并 不 是 完美 的 

通过 改变 论 域 并 使 用 带 有 一 个 或 两 个 变量 的 谓词 ， 以 三 种 不 同 的 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 
a) 学 校 中 的 某 个 人 去 过 乌兹别克 斯 坦 b) 班 上 的 每 个 人 都 学 过 微 积 分 和 C 十 十 
0) 学 校 里 没有 人 同时 拥有 摩托 车 和 自行 车 d) 学 校 里 有 某 个 人 不 快乐 

e) 学 校 里 的 每 个 人 都 生 于 20 世纪 

通过 改变 论 域 并 使 用 带 有 一 个 或 两 个 变量 的 谓词 ， 以 三 种 不 同 的 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 
a) 学 校 里 的 某 个 学 生 曾 在 越南 居住 过 b) 学 校 里 的 有 个 学 生 不 会 说 印 地 语 
©) 学 校 里 的 某 个 学 生 会 用 Java、Prolog 和 C 十 十 d) 班 上 的 每 个 学 生 都 喜欢 泰国 食物 
e) 班 上 的 某 个 学 生 不 玩 曲棍球 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 将 下 列 语 句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 

a) 某 些 东西 不 在 正确 的 位 置 上 

b) 所 有 的 工具 都 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良 好 


. 0) 每 样 东 西 都 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良好 


29. 


30. 


3 


3 


[2 


33, 


34. 


d) 没 有 东西 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良 好 

e) 你 的 一 个 工具 不 在 正确 的 位 置 上 ， 但 它 状 况 良好 

使 用 逻辑 运算 符 、 谓 词 和 量词 来 表达 下 列 语句 。 

a) 某 些 命题 是 永 真 式 b) 一 个 矛盾 式 的 否定 是 一 个 永 真 式 
c) 两 个 可 能 式 的 析 取 可 以 是 一 个 永 真 式 qd) 两 个 永 走 式 的 合 取 是 一 个 永 真 式 
假定 命题 函数 P(x，y) 的 论 域 由 xz 和 y 的 序 偶 组 成 其 中 zx 是 1、2 或 3,，y 是 1、2 或 3。 用 析 取 式 
和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 

zrPty, 0 b) VyP(l1, ») 

mpP(2, 永 da) VY xP(Es 2) 

假定 Q(x，y，z) 的 论 域 由 zx、y 和 > 的 三 元 组 组 成 ， 其 中 z=0、1. 或 2，y=0 或 1 ，z=0 或 1。 用 析 
取 式 和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 

a)V yQ(0, y, 0) br lx 1 

6) TO Oy 2 dz O07 寺 


. 用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 这 个 否 


定式 (不 要 简单 地 表达 为 “不 是 ……”)。 

a) 所 有 的 狗 都 有 跳 草 b) 有 一 匹 马 会 做 加 法 

中 每 只 考 拉 都 会 候 树 中 没有 猴子 会 说 法 语 

e) 有 一 只 猪 会 游泳 和 捕 鱼 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 这 个 否 
定式 (不 要 简单 地 表达 为 “不 是 ……”) 。 

a) 一 些 年 长 的 狗 会 学 习 新 的 技巧 b) 没 有 兔子 会 微 积分 

中 每 只 鸟 都 会 飞 d) 没 有 狗 会 说 话 

e) 这 个 班 上 没有 人 会 法 语 和 俄语 

用 量词 表达 下 列 命题 的 和 否定， 再 用 语句 表达 这 些 和 否定。 
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a) 一 些 司机 不 遵守 限 速 b) 所 有 的 瑞典 电影 都 很 严肃 

c) 没 人 能 保守 秘密 d) 这 个 班 上 有 的 人 没有 良好 的 心态 
35. 不 用 否定 符号 表达 下 面 每 个 量化 语句 的 否定 式 。 

a) VY w(tz>1) b) VY zx(zx<2) 

c) jzr(z>4) djs0) 

e) Vr((zr<—1)V (zx>2)) fx(Cz<L VE 
36. 不 用 否定 符号 表达 下 面 每 个 量化 语句 的 否定 式 。 

a b) VY z(0<z<=5) 

c) 了 3z( 一 4 委 z 委 1) d)3z(—5<z<—1) 
37. 找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 ) ,其 中 所 有 变量 的 论 域 是 整数 集合 。 

a) Y r(xz: 宇 z) b) Vzx(z>0V z=0) c) Yr(zr=1) 
38. 找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 实数 集合 。 

本 2 b) Yz(z: 尖 2) Yl| | 


39. 用 谓词 和 量词 表达 下 列 语句 。 
a) 航 空 公司 的 一 位 乘客 可 以 被 确认 为 贵宾 资格 ， 如 果 该 乘客 在 一 年 中 飞行 里 程 超过 25 000 英里 ,或 
在 一 年 内 乘坐 航班 次 数 超过 25 次 。 
b) 一 名 男 选手 可 获准 参加 本 次 马拉松 比赛 ， 如 果 他 以 往 最 好 成 绩 在 3 小 时 内 ; 而 一 名 女 选 手 可 获准 
参加 马拉松 比赛 ， 如 果 她 以 往 最 好 成 绩 在 3. 5 小 时 内 。 
©) 一 名 学 生 要 想 取 得 硕士 学 位 ， 必 须 至 少 修 满 60 个 学 分 ， 或 至 少 修 满 45 个 学 分 并 通过 硕士 论文 答 
辩 ， 并 且 所 有 必修 课程 的 成 绩 不 低 于 B。 
d) 有 某 个 学 生 在 一 个 学 期 内 修了 21 个 学 分 课程 并 且 成 绩 都 为 A。 
练习 40~44 主要 处 理 系 统 规范 说 明和 涉及 量词 的 逻辑 表达 式 之 间 的 翻译 。 , 
40. 将 下 列 系统 规范 说 明 翻 译 成 语句 ， 其 中 谓词 S(x，y) 是 “zx 在 状态 y”，z 和 y 的 论 域 分 别 是 所 有 系统 
和 所 有 可 能 的 状态 。 
a) 3 xS(x， 开 放 ) 
b) Yz(CSCz， 故 障 ) V SCz， 诊 断 )) 
c) 3zS(Cz， 开 放 ) V 了 zxzSCz， 诊 断 ) 
d) 3z”SCz， 可 用 ) 
e)YVznSCz， 工 作 ) 
41. 将 下 列 规范 说 明 翻 译 成 语句 ， 其 中 F(p) 是 “打印 机 p 不 能 提供 服务 ”"，B(p) 是 “打印 机 p 很 忙 ”， 
工 (是 “打印 作业 了 丢失 了 ”，QG) 是 “打印 作业 了 在 队列 中 ”。 
a) Ip(F(p) MB(p))—> 3jL() b) Vv pB(p)—> 3jQ()) 
c) 37CQGO) ALGO))—> 3 pF(p) DV PBCP)A VY IQO)) > 3jLO) 
42. 使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表达 下 列 系统 规范 说 明 。 
a) 当 硬盘 中 的 空闲 空间 少 于 30MB 时 ， 就 会 向 所 有 用 户 发 送 警告 消息 。 
b) 当 检测 到 系统 错误 时 ,文件 系统 中 的 目录 均 不 能 打开 且 文 件 不 能 关闭 。 
c) 如 果 当 前 有 登录 用 户 ， 就 不 能 备份 文件 系统 。 
d) 当 有 至 少 8MB 内 存 可 用 且 连 接 速度 至 少 为 56kbps 时 ， 就 可 以 进行 视频 点 播 。 
43. 使 用 谓词 、 量 词 和 人 逻辑 联结 词 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 
a) 如 果 磁 盘 有 10MB 以 上 的 空 闪 空间， 那么 在 非 空 的 消息 集合 中 至 少 可 以 保存 一 条 邮件 消息 。 
b) 每 当 有 主动 报警 时 ， 队 列 中 的 所 有 消息 都 会 被 传送 出 去 。 
c 诊 断 监控 器 跟踪 所 有 系统 的 状态 ， 除 了 主 控制 台 外 。 
d) 没 有 被 主 叫 方 列 人 特殊 列表 上 的 参与 电话 会 议 的 每 一 方 都 会 被 计 账 。 
44. 使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 
a) 每 个 用 户 都 可 以 访问 电子 邮箱 。 
b) 如 果 文 件 系 统 被 锁定 ， 该 组 中 的 每 个 人 都 能 访问 系统 邮箱 。 
c) 防 火 墙 处 于 诊断 状态 仅 当 代理 服务 器 处 于 诊断 状态 。 
d) 如 果 吞 吐 量 在 100 一 500kbps 且 代 理 服 务 器 不 处 于 诊断 模式 ， 则 至 少 有 一 个 路 由 器 工作 正常 。 
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45. 判断 VxCP(z) 一 Q(x)) 和 VYxP(zx) 一 Y xQ(z) 是 否 是 逻辑 等 价 的 ， 并 证 明 。 

46. 判断 YVzCP(Cz)<>QCz)) 和 VYzP(Cz)*>*VzQ(Cz) 是 否 是 逻辑 等 价 的 ， 并 证 明 。 

47. 证 明 习 x(P(x)V Q(x)) 和 3 了 xP(zx)V 3xzQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 。 

练习 48 一 51 给 出 了 空 量化 (null quantification) 的 规则 ， 当 受 量词 约束 的 变量 没有 出 现在 语句 的 某 一 部 分 
时 可 以 使 用 该 规则 。 

48. 证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 xz 在 A 中 不 作为 自由 变量 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 


a( YrzP(rHY AS VY Pr) VA) bx(I3zPOVA=IdEP(rY VA) 
49. 证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 并 在 A 中 不 作为 自由 变量 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 

a)(VzP(z)) AA=Vz(P(z) A A) bX(IzPplr) NASEIePr) NAY 
50. 证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 xz 在 A 中 不 作为 自由 变量 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 

a VzCA=P(z))=A-=Y PR) b) I3z(A P(xz))=A-> IxzP(z) 
51. 证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 xz 在 A 中 不 作为 自由 变量 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 

a) VxCP(raI -=A IzPlr)=A bE YEP A 


52. 证 明 YxzP(z)V YrxrQ(z) 和 VYzx(P(z)V Q(z)) 不 是 逻辑 等 价 的 。 
53. 证 明了 zP(Cz)A3 了 3zQGCcz) 和 了 zCPCz)AQCz)) 不 是 逻辑 等 价 的 。 
54. 正如 文中 提 到 的 ， 符 号 3 ! zP(Cz) 表 示 

“有 唯一 的 z+ 使 P(z) 为 真 。” 

如 果 论 域 是 整数 集合 ， 下 列 各 语句 的 真 值 是 什么 ? 


0) 3 yl b) 3 1zx(zx:=1) 
c) 习 1zCz 十 3 一 2z) d) 了 !1z(z 王 Z 十 1) 
55. 下 列 语句 的 真 值 是 什么 ? 
a lwPlris de DV rePtae dlzP(> 


Il P(x) 3 VxP(x) 

56. 假定 论 域 由 整数 1、2 和 3 构成 ， 试 用 否定 、 合 取 和 析 取 写 出 量化 命题 3 !xP(x)。 

57. 给 定 例 28 的 Prolog 事实 ， 对 下 列 查询 Prolog 返回 的 是 什么 ? 
a)?instructor(chan, math273) b)?instructor(patel, cs301) 
Cc)?enrolled(X, cs301) d)?enrolled(kiko, Y) 

e) ?teaches(grossman，Y) 

58. 给 定 例 28 的 Prolog 事实 ， 对 下 列 查询 Prolog 返回 的 是 什么 ? 
a)?enrolled(kevin，ee222) b)?enrolled(kiko, math273) 
c)?instructor(grossman，X) d)?instructor(X, cs301) 

e) ?teaches(X，kevin) 

59. 假定 Prolog 事实 用 于 定义 谓词 mother(M，Y) 和 father(F，X)， 分 别 表示 M 是 Y 的 母亲 , 下 是 X 的 
父亲 。 试 给 出 一 个 Prolog 规则 来 定义 谓词 sibling(X，Y)， 它 表示 X 和 YY 是 兄弟 (也 就 是 ， 有 相同 的 
父亲 和 母亲 ) 。 的 

60. 假定 Prolog 事实 用 于 定义 谓词 motherCM，Y) 和 father(F，X)， 分别 表 示 M 是 Y 的 母亲 , 下 是 X 的 
父亲 。 试 给 出 一 个 Prolog 规则 来 定义 谓词 grandfather(X，Y)， 它 表示 X 是 Y 的 祖父 。( 提 示 : 可 以 
在 Prolog 中 写 一 个 析 取 式 ， 使 用 分 号 分 开 谓词 或 将 谓词 放 在 不 同 的 行 中 .) 

练习 61 一 64 是 根据 刘易斯 。 罗 卡尔 (Lewis Carroll) 的 《符号 还 辑 )(Symbolic Logic) 一 书 中 的 问题 编写 的 。 

61. 令 P(rz)、Q(x) 和 RCz) 分 别 表示 语句 “zx 是 教授 ”"、“z 无知” 和 “z 爱 虚荣 "“。 用 量词 、 逻 辑 联结 词 
和 P(r)、Q(z)、R(z) 表 达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 

a) 没 有 教授 是 无 知 的 b) 所 有 无 知 者 均 爱 虚荣 
0) 没有 教授 是 爱 虚荣 的 d) 能 从 a 和 bb 推出 c 吗 ? 
62. 令 P(rz)、Q(z) 和 R(x) 分别 表 示 语 句 “zx 是 个 清楚 的 解释 "、“z 令 人 满意 ”和 “zx 是 借口 "。 假定 z 
的 论 域 是 所 有 中 文 文章 。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ; P(z) 、Q(Cz)、R(z) 表 达 下列 语 句 。 
a) 所 有 清楚 的 解释 都 令 人 满意 b) 有 些 借口 不 能 令 人 满意 
c) 有 些 借口 不 是 清楚 的 解释 x d) 能 从 a 和 hb 推出 c 吗 ? 
63. 令 P(z) 、QGCz) 、RCz) 和 SCz) 分 别 为 语句 “Zr 是 婴儿 ”、“z 的 行为 符合 逻辑 "、“x 能 管理 鳄鱼 ”和 
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“Zz 会 被 人 轻视 ”。 假 定 z 的 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ; P(z) 、Q(Cz) 、RCz) 和 SCz) 


表达 下 列 语句 。 
a) 婴 儿 的 行为 不 符合 逻辑 b) 能 管理 鳄鱼 的 人 不 会 被 人 轻视 
c) 行 为 不 符合 逻辑 的 人 会 被 人 轻视 dd) 婴儿 不 能 管理 鳄鱼 


x e) 能 从 a、b 和 c 推 出 d 吗 ?如 果 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 
64. 令 P(z) 、QGCz) 、RCz) 和 SCz) 分 别 为 语句 “z 是 只 鸭子 ”、“zx 是 我 的 一 只 家 禽 %、“x 是 一 名 官员 ”和 
“Zz 愿意 跳 华 尔 兹 ”。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ; P(x)、Q(x)、R(z) 和 SCz) 表 达 下 列 语句 。 


a) 没 有 鸭子 愿意 跳 华尔兹 5) 没 有 官员 会 拒绝 跳 华 尔 效 
中 所 有 我 的 家 禽 都 是 鸭子 d) 我 的 家 禽 都 不 是 官员 
* @) 能 从 a、b 和 上 推出 d 吗 ? 如 果 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 
1.5 由 套 量词 
1.5.1 引言 


在 1.4 节 我 们 定义 了 存在 量词 和 全 称 量词 ， 并 展示 了 如 何 用 它们 来 表示 数学 语句 。 我 们 也 
解释 了 如 何 用 它们 将 汉语 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 可 是 在 1. 4 节 我 们 回避 了 黎 套 量词 ， 即 一 个 
量词 出 现在 另 一 个 量词 的 作用 域内 ， 如 

VZz 了 xy(Cz 十 y 一 0) 
注意 量词 范围 内 的 一 切 都 可 以 认为 是 一 个 命题 函数 。 比 如 ， 
VZz 了 xy(Cz 十 y 王 0) 
与 Y xQ(z) 是 一 样 的 ， 其 中 Q(x) 表示 3 yP(x，y)， 而 P(x，y) 表 示 z 十 y 一 0。 

嵌 套 量词 经 常会 出 现在 数学 和 计算 机 科学 中 。 尽 管 谋 套 量词 有 时 比较 难 理解 ， 但 在 1.4 节 
介绍 过 的 规则 却 有 助 于 我 们 使 用 它们 。 在 本 节 中 我 们 会 获得 处 理 和 能 套 量词 的 经 验 。 我 们 会 看 到 
如 何 使 用 骨 套 量词 来 表达 这 样 的 数学 语句 “两 个 正 整 数 的 和 一 定 是 正 数 .” 我 们 还 会 展示 如 何 
利用 艇 套 量词 将 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 要 好 的 朋友 ”这 样 的 句子 翻译 成 逻辑 语句 。 再 者 ， 我 们 
还 会 获得 处 理 嵌 套 量词 的 否定 语句 的 经 验 。 


1. 5.2 ”理解 涉及 髓 套 量词 的 语句 

为 了 理解 涉及 嵌 套 量词 的 语句 ， 我 们 需要 阐明 其 中 出 现 的 量词 和 谓词 的 含义 。 具 体 如 例 1 
和 例 2 所 示 。 

Ow 假定 变量 z 和 y 的 论 域 是 所 有 实数 的 集合 ， 语 名 

VZYYyYCZ 十 y 一 y 十 并 ) 
表示 对 所 有 实数 zx 和 y，z 十 y 一 y 十 z。 这 是 实数 加 法 的 交换 律 。 同 样 ， 语 句 
Vz 了 3y(Cz 十 y 王 0) 
表示 对 所 有 实数 zx， 有 一 个 实数 >， 使 得 x 十 y 二 0。 也 就 是 每 个 实数 都 有 一 个 加 法 的 逆 。 同 样 ， 
语句 
VYZzVYyYYVz(Zz 十 (y 十 z) 王 (Zz 十 y) 十 z) 
是 实数 加 法 的 结合 律 。 q 

将 下 列 语句 翻译 成 汉语 语句 

VzV yl(z>0)AN(y<0)—>(ry<0)) 
其 中 变量 x 和 yy 的 论 域 都 是 全 体 实数 。 

解 ” 这 个 语句 表示 对 任意 实数 z 和 y， 如 果 z>0 且 y 二 0， 那么 zy 二 0。 也 就 是 说 ， 这 个 
语句 表示 对 实数 z+ 和 y， 如果 工 是 正 的 且 > 是 负 的 ， 那么 zy 就 是 负 的 。 这 可 以 更 简洁 地 叙述 
为 “一 个 正 实数 与 一 个 负 实 数 的 积 一定 是 负 实 数 ”。 q 

将 量化 当 作 循环 在 处 理 多 个 变量 的 量化 式 时 ， 有 时 候 借 助 认 套 循环 来 思考 是 有 益 的 。 
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(当然 ， 如 果 某 个 变量 的 论 域 有 无 穷 多 个 元 素 ， 那 么 无 法 真正 对 所 有 值 做 循环 。 不 过 这 种 考虑 
方式 对 理解 揪 套 量词 总 是 有 益 的 .) 例 如 ， 要 判定 YzVyP(Gz，y) 是 否 为 真 ， 我 们 先 对 z 的 所 
有 值 做 循环 ， 而 对 z 的 每 个 值 再 对 y 的 所 有 值 循环 。 如 果 我 们 发 现 对 x 和 y 的 所 有 值 P(z，y) 
都 为 真 ， 那 么 我 们 就 判定 了 VzVYy P(xz，y) 为 真 。 只 要 我 们 磁 上 一 个 z 值 ， 对 这 个 值 又 磁 上 
一 个 > 值 使 PCz，y) 为 假 ， 那 么 就 证 明了 VzVYyPCz，y) 为 假 。 

同样 ， 要 判定 Yz3yP(z，yJ) 是 否 为 真 ， 就 需要 我 们 对 z 的 所 有 值 循环 。 对 xz 的 每 个 值 ， 
对 y 的 值 循环 直到 找到 一 个 y 使 PCz，y) 为 真 。 如 果 对 工 的 所 有 值 ， 我 们 都 能 碰 上 这 样 的 一 个 
y 值 ， 那么 Vzx3yP(z，y) 为 真 。 如 果 对 某 个 工 我 们 碰 不 上 这 样 的 y， 那 么 VYz3yPl(rz，y) 就 
为 假 。 

要 判定 3xY yP(zx，y) 是 否 为 真 ， 需 要 对 工 的 值 循环 直到 找到 某 个 x， 就 这 个 xz 对 y 的 所 
有 值 循环 时 P(x，y) 总 是 为 真 。 如 果 能 找到 这 样 的 zx， zxYV yP(z，y) 就 为 真 。 如 果 总 也 碰 不 
上 这 样 的 zx， 那么 我 们 知道 3zVyPGz，y) 为 假 。 

最 后 要 判定 3z3 了 >yP(Cz，y) 是 否 为 真 。 我 们 对 z 的 值 循环 ， 循 环 时 对 z 的 每 个 值 都 对 y 
的 值 循 环 ， 直 到 找到 z 的 一 个 值 和 y 的 一 个 值 使 PC(z，y) 为 真 。 只 有 当 我 们 永远 碰 不 上 这 样 的 
z 和 y 能 使 P(xzx，y) 为 真 时 ， 语句 zx3j3yP(z，y) 才 为 假 。 


1.5.3 量词 的 顺序 


许多 数学 语句 会 涉及 对 多 变量 命题 函数 的 多 重量 化 。 要 注意 的 是 ， 量 词 的 顺序 是 很 重要 
的 ， 除 非 所 有 量词 均 为 全 称 量词 或 均 为 存在 量词 。 

这 些 评注 可 以 通过 例 3 一 5 来 解释 。 

令 P(z，y) 为 语句 “Zz 十 y= 二 y 十 z”， 量 化 式 YzYyP(z，y) 和 VYVyVxP(zx，y) 的 真 
值 是 什么 ? 这 里 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 实数 。 

解 量化 式 

VZzVy 了 (rz，y) 

表示 的 命题 是 “对 所 有 实数 zx， 对 所 有 实数 y，z 十 y 王 y 十 + 成立 。” 因 为 P(x，y) 对 所 有 实数 
xz 和 > 都 为 真 (这 是 实数 的 加 法 交换 律 一 一 见 附录 1), 故 VYrVy P(r，y) 为 真 。 注 意 语句 Vy 
VzP(Cr，y) 表 示 “ 对 所 有 实数 y， 对 所 有 实数 zx，z 十 y 一 > 十 z。” 这 各 的 意思 和 “对 所 有 实数 
xX， 对 所 有 实数 y>，z 十 y=y 十 z” 意 义 相 同 。 也 就 是 说 ，YzVyPCz，y) 和 VyVxzPCz，y) 意 
义 相 同 ， 都 为 真 。 这 说 明了 这 样 一 个 原理 ， 即 在 没有 其 他 量词 的 语句 中 ， 在 不 改变 量化 式 意 义 
的 前 提 下 艇 套 全 称 量 词 的 顺序 是 可 以 改变 的 。 4 

令 Q(z，y) 表 示 “z 十 y 二 0”， 量 化 式 3 yYV xQ(z，y) 和 Vzx3yQClr，y) 的 真 值 是 什 
么 ? 这 里 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 实数 。、 

解 量化 式 

了 yzQGz，y) 
表示 的 命题 是 
“存在 一 个 实数 > 使 得 对 每 一 个 实数 z+，Q(z，y) 都 成 立 。” 

不 管 y 取 什 么 值 ， 只 存在 一 个 zx 值 能 使 十 y= 二 0 成 立 。 因 为 不 存在 这 样 的 实数 y 能 使 z 十 y= 二 0 
对 所 有 实数 工 成 立 ， 故 语句 了 >yV xQ(x，y) 为 假 。 


量化 式 
VwjyQ zr, 坊 
表示 的 命题 是 “对 每 个 实数 x 都 存在 一 个 实数 > 使 得 Q(x，y) 成 立 ,” 给 定 一 个 实数 zx， 存 在 
一 个 实数 y 能 使 z 十 y= 二 0， 这 个 实数 就 是 > 一 一 zx。 因此 ， 语 句 Vz3yQGz，y) 为 真 。 4 


例 4 说 明 量词 出 现 的 顺序 会 产生 不 同 的 影响 。 语 句 3yVzxP(zx，y) 和 YZz3yP(z，y) 不 
是 逻辑 等 价 的 。 语 句 习 yV xP(zx，y) 为 真 当 且 仅 当 存在 一 个 >， 使 得 PCz，y) 对 每 个 并 都 成 
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立 。 因 此 ， 要 使 这 一 语句 为 真 ， 必 须 有 一 个 特定 的 > 值 ， 使 得 无 论 z 为 什么 值 ，PCz，y) 都 
成 立 。 另 一 方面 ，Yz3yP(z，y) 为 真 当 且 仅 当 对 z 的 每 一 个 值 都 存在 一 个 y 值 使 PCz，y) 
成 立 。 所 以 ， 要 使 这 个 语句 为 真 ， 不管 你 选 什 么 zx， 总 有 一 个 > 值 ( 也 许 依 赖 于 你 选择 的 z) 
使 P(x，y) 成 立 。 换 言 之 ,在 第 二 种 情况 下 ，y 随 着 z 而 变 ， 而 在 第 一 种 情况 下 ，y 是 与 z 
无 关 的 常数 。 

从 这 些 观察 可 以 得 出 ， 如 果 卫 yVzP(Cz，y) 为 真 , 则 VYz3yPGz，y) 必 定 也 为 真 。 可 是 ， 
如 果 YVzx39yP(l(z，y) 为 真 ，3 yY xP(x，y) 不 一 定 为 真 (参见 本 章 补充 练习 30 和 31) 。 

表 1 总 结 了 涉及 两 个 变量 的 不 同 量化 式 的 含义 。 


表 1 两 个 变量 的 量化 式 





语 名 何 时 为 真 何 时 为 候 

Plw, 认 
A ee 对 每 一 对 xz、y，P(z，) 均 为 真 存在 一 对 z+、y， 使 得 PCz，y) 为 候 
VYyYrP(zx, y) 


存在 一 个 z， 使 得 P(xzx，y) 对 每 个 y 总 


YrjdyP(z, y) 对 每 个 zx， 都 存在 一 个 > 使 得 P(z，>y) 为 真 为 假 


- 一 





对 每 个 一 个 y 使 得 PCz，y) 
3zVy Plz, ») 存在 一 个 z， 使 得 PCz， 兴 对 所 有 y 均 为 真 DT 











为 假 
EE 

3z3y P(rz, y) 

ts LS 存在 一 对 zx、y， 使 PCz，y) 为 真 对 每 一 对 zx、y，P(z，y) 均 为 候 

3ay3zPGz，y) 


超过 两 个 变量 的 量化 式 也 很 常见 ， 如 例 5 所 示 。 
令 Q(z，y，z) 为 语句 “zx 十 y 二 x”， 语句 VxYVyjzQCrx,，y,， xz) 和 zxVzxVyQ(z， 
y，z) 的 真 值 是 什么 ， 其 中 所 有 变量 的 论 域 都 是 全 体 实数 ? 
解 ”假定 给 z 和 >y 赋 了 值 ， 那 么 就 有 一 个 实数 =z， 使 得 x 十 y 二 z。 于 是 量化 式 
VrYyd2Q(r yy 2 
它 相 当 于 语句 “对 所 有 实数 z 和 所 有 实数 y， 存 在 一 个 实数 >， 使 得 zx 十 y 二 z” 为 真 。 这 里 量词 
出 现 的 顺序 是 很 重要 的 ， 因 为 量化 式 
doeVee Vy Rs ya 
也 就 是 语句 “存在 一 个 实数 = 使 得 对 所 有 实数 z 和 所 有 实数 y，z 十 y 二 z” 为 假 ， 因 为 没有 z 的 
值 能 使 x 十 y= 二 z 对 x 和 yy 的 所 有 值 都 成 立 。 4 


1.5.4 数学 语句 到 散 套 量词 语句 的 翻译 

用 汉语 表达 的 数学 语句 可 以 被 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 如 例 6 一 8 所 示 。 

将 语句 “两 个 正 整 数 的 和 总 是 正 数 ” 翻 译 成 逻辑 表达 式 。 

解 ”要 将 这 个 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 我 们 首先 重 写 该 句 ， 这 样 隐 含 的 量词 和 论 域 就 会 显 
现 出 来 :“ 对 每 两 个 整数 ， 如 果 它 们 都 是 正 的 ， 那 么 它们 的 和 是 正 数 。” 然 后 ， 引 人 变量 + 和 y 
就 得 到 “对 所 有 正 整 数 x 和 y，zx 十 y 是 正 数 ”"。 因 此 ， 我 们 可 以 将 这 个 语句 表达 为 

VxvVyCr>0)N (ty >0) >(zT y2>0)) 

其 中 这 两 个 变量 的 论 域 是 全 体 整 数 。 注 意 ， 我 们 也 可 以 将 正 整数 作为 论 域 来 翻译 该 语句 。 这 样 
语句 “两 个 正 整 数 的 和 总 是 正 数 ”就 变 为 “对 于 每 两 个 正 整 数 ， 它 们 的 和 是 正 的 >。 我 们 可 以 
VYVZzVyCzr 十 y 盖 0) 

其 中 两 个 变量 的 论 域 为 全 体 正 整数 。 4 
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将 语句 “除了 0 以 外 的 每 个 实数 都 有 一 个 乘法 逆 元 ”( 一 个 实数 z 的 乘法 逆 元 是 使 
zy 一 1 的 实数 y) 翻 译 成 逻辑 表达 式 。 
解 ”我 们 首先 重 写 这 个 语句 为 “对 每 个 实数 z( 除 了 0 以 外 ) ，z 有 一 个 乘法 逆 元 ”， 然 后 可 
以 再 将 之 重 写 为 “对 每 个 实数 z， 如 果 zx 了 0， 那 么 存在 一 个 实数 y 使 得 zy 王 1”。 这 可 以 重 
写 为 
VzCCz 天 0) 一 了 yCzy 一 1)) 本 
有 一 个 你 可 能 很 熟悉 的 例子 就 是 极限 的 概念 ， 它 在 微 积 分 中 非常 重要 。 
(需要 微 积分 知识 ) 用 量词 来 表示 实 变量 z 的 实 函 数 f(x) 在 其 定义 域 中 点 a 处 的 极限 
的 定义 。 
解 回顾 下 面 语句 的 定义 
J sf Cry SL 
是 : 对 每 个 实数 se>0， 存 在 一 个 实数 5 二 0,， 使 得 对 任意 的 Xx， 只 要 0 二 | x 一 a | 二 65， 就 有 
| f(z) 一 L|e。 极限 的 这 一 定义 用 量词 可 以 表示 为 
VeddYzO <] 一 a|l 志 | = | 安 动 
其 中 e 和 6 的 论 域 是 正 实数 集合 ，z 的 论 域 是 实数 集合 。 
这 一 定义 还 可 表示 为 
Ve>>038>>0Vz(0 二 |z 一 a| 志 6 一 | FCz) 一 工 | 二 ae) 
其 中 e 和 8 的 论 域 为 实数 集合 ， 而 不 是 正 实数 集合 。[ 这 里 ， 用 到 了 受 限 量词 。 回 忆 一 下 Yz>> 
0P(z) 的 意义 是 对 所 有 z 过 0 的 数 ，P(z) 为 真 。] 本 


1.5.5 鼠 套 量词 到 自然 语言 的 翻译 
用 衣 套 量词 表达 汉语 语句 的 表达 式 可 能 会 相当 复杂 。 在 翻译 这 样 的 表达 式 时 ， 第 一 步 是 写 

出 表达 式 中 量词 和 谓词 的 含义 ， 第 二 步 是 用 简单 的 句子 来 表达 这 个 含义 。 例 9 和 例 10 说 明了 
这 个 过 程 。 

把 语句 

Yala V dW NAN PCr 

翻译 成 汉语 ， 其 中 C(z) 是 “x 有 一 台 计算 机 ”，F(zx，y) 是 “zx 和 yy 是 朋友 ”， 而 x 和 yy 的 共同 
论 域 是 学 校 全 体 学 生 的 集合 。 

解 ” 该 语句 说 的 是 ， 对 学 校 中 的 每 个 学 生 xz, 或 者 x 有 一 台 计算 机 ， 或 者 男 有 一 个 学 生 y， 
他 有 一 台 计 算 机 ， 且 x 和 yy 是 朋友 。 换 言 之 ， 学 校 的 每 个 学 生 或 者 有 一 台 计算 机 或 有 一 个 有 一 
台 计 算 机 的 朋友 。 4 

把 语句 EE 

JzVyVz((F(r,sy) A Flr,sz) MA (yA z)) >= Fy,z)) 

翻译 成 汉语 ， 其 中 F(a, 65) 的 含义 是 a 和 2 是 朋友 ， 而 xz、y 和 zz 的 论 域 是 学 校 所 有 学 生 的 
集合 。 

解 ” 我 们 先 来 看 看 表达 式 (F(x，y) 人 F(x，z) 人 (y 关 zx)) 习 4F(y，z)。 这 个 表达 式 说 的 是 
如 果 学 生 x 和 yy 是 朋友 ， 并 且 学 生 xz 和 x 是 朋友 ， 并 且 如 果 y 和 zz 不 是 同一 个 学 生 ， 则 y 和 x 
就 不 是 朋友 。 这 样 原先 带 有 三 个 量词 的 语句 说 的 就 是 ， 存 在 一 个 学 生 xz， 使 得 对 所 有 的 学 生 y 
以 及 不 同 于 y 的 所 有 学 生 z， 如 果 工 和 y 是 朋友 ,x 和 > 也 是 朋友 , 那么 > 和 > 就 不 是 朋友 。 
换 句 话说 ， 有 个 学 生 ， 他 的 朋友 之 间 都 不 是 朋友 。 4 
1.5.6 汉语 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 

在 1.4 节 我 们 展示 了 如 何 用 量词 将 句子 翻译 成 逻辑 表达 式 。 然 而 ， 当 时 回避 了 在 翻译 成 软 
辑 表 达 式 时 需要 用 到 嵌 套 量词 的 语句 。 我 们 现在 讨论 这 类 句子 的 翻译 。 
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将 语句 “如 果 某 人 是 女性 且 为 人 家 长 ， 那 么 这 个 人 是 某 人 的 母亲 ”翻译 成 逻辑 表达 
式 ， 其 中 涉及 谓词 、 量 词 ( 论 域 是 所 有 人 ) 以 及 逻辑 联结 词 。 

解 ” 语句 “如 果 一 个 人 是 女性 且 还 是 家 长 ， 则 这 个 人 是 某 个 人 的 母亲 ”可 以 表达 为 “对 每 
个 人 zx， 如果 是 女性 且 x 是 家 长 ， 那么 存在 一 个 人 y 使 得 zx 是 y 的 母亲 ”。 我 们 引入 谓词 
F(x) 来 表示 “xz 是 女性 ”，P(z) 表 示 “xz 是 家 长 ”"”M(x，y) 表 示 “xz 是 y 的 母亲 ”。 原 始 语句 
可 以 表示 为 

Vzrz((Fl(zx) 人 P(r)) — 3 3M(z,y)) 
利用 1. 4 节 练习 49 的 (b) 部 分 的 空 量词 规则 ， 我 们 可 以 把 3 y 往 左 移 使 它 恰好 出 现在 Vz 之 后 ， 
因为 > 不 在 FE(Gz)APGCz) 中 出 现 。 我 们 可 以 得 到 轩 辑 等 价 的 表达 式 

Vz3yCGRFGz) A P(N > Mr,y)) 4 

将 语句 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”翻译 成 逻辑 表达 式 ， 其 中 会 涉及 谓词 、 量 
词 ( 论 域 是 所 有 人 ) 以 及 逻辑 联结 词 。 

解 ” 语句 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”可 以 表达 为 “对 每 个 人 zx，z 恰好 有 一 个 最 好 
的 朋友 ”。 引 入 全 称 量词 ， 可 以 看 到 这 个 语句 和 “VY zx(z 恰 有 一 个 最 好 的 朋友 )” 一 样 ， 其 中 论 
域 是 所 有 人 。 

Zz 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 意味 着 有 一 个 人 y， 他 是 最 好 的 朋友 。 而 且 ， 对 每 个 人 zx， 如 
果 z 不 是 y， 那么 z 不 是 x 最 好 的 朋友 。 当 我 们 引入 谓词 B(x，y) 为 语句 “y 是 xz 最 好 的 朋 
友 ”， 则 语句 “zx 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”可 以 表示 为 

了 yyB(z yy A VYz((z@ WW =  B(z2))) 
因此 ， 原始 语句 可 以 表示 为 
ViIy(B(rzsy) A Vz((z¥ WD = Bl(zD)) 
[注意 ， 我 们 可 以 把 这 个 语句 写 为 Vz 了 1! yB(x，y)， 这 里 3 ! 是 1.4 节 定义 的 唯一 性 量词 。] 
4 

用 量词 表示 语句 “有 一 位 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 >。 

解 令 P(w， 放 为 “w 搭 乘 过 航班 f”，Q(f，a) 为 “f 是 航线 a 上 的 一 个 航班 >。 于 是 可 
将 上 述 语句 表示 为 

Jwyajf Plw,f) AQCF,a)) 
其 中 ，w、f 和 a 的 论 域 分 别 为 世界 上 所 有 妇女 、 所 有 空中 航班 和 所 有 航线 。 
这 个 语句 也 可 以 表示 为 
dwVajfR(w,f,a) 
其 中 RC(w，f，4) 为 “w 已 搭乘 过 航线 a 上 的 航班 f”。 虽 然 这样 表 示 更 紧凑 ， 但 它 使 变量 之 间 
的 关系 有 点 含糊 不 清 ， 因 此 ， 第 一 个 解 要 好 些 。 | 
1.5.7， 骨 套 量词 的 否定 

带 舱 套 量词 语句 的 否定 可 以 通过 连续 地 应 用 单个 量词 语句 的 否定 规则 得 到 。 如 例 14 一 16 Assessment》 
所 示 。 

表达 语句 VY x3 y(zxy 一 1) 的 否定 ,使 得 量词 前 面 没 有 否定 词 。 Sr 

解 通过 连续 地 应 用 量词 的 德 。 摩 根 律 ( 见 1.4 节 表 2)， 我 们 可 以 将 -Vz3y(zy 一 1) 中 
的 否定 词 移 人 所 有 量词 里 面 。 我 们 发 现 ,  Yz3 了 xy(Czry=1) 等 价 于 3 x- 了 y(Czy 王 1)， 而 后 者 又 
等 价 于 3 xV yn(xy 二 1)。 由 于 (xy 二 1) 可 以 简化 为 zy 关 1 ， 所 以 我 们 可 以 得 出 结论 语句 的 否 
定 可 以 表达 为 了 3 了 zVy(Czy 天 1) 。 本 

使 用 量词 表达 语句 “没有 一 个 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”。 

解 ”这 个 语句 是 例 13 的 语句 “有 一 位 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”的 
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否定 。 由 例 13 可 知 ， 我 们 的 语句 可 以 表达 为 ] 3wVva3FCPuw，PAQCF，a)， 其 中 PCw， 
用 是 “ww 搭乘 过 航班 f”， 而 Q(f，a) 为 “f 是 航线 a 上 的 航班 >。 通 过 连续 地 应 用 量词 的 德 ， 
摩根 律 ( 见 1.4 节 表 2) 把 否定 移入 连续 的 量词 内 ， 并 在 最 后 一 步 合 取 式 的 否定 应 用 德 。 摩根 律 ， 
我 们 发 现 给 定 的 语句 等 价 于 下 列 语句 序列 中 的 每 一 个 语句 : 
Vw Vajf(Plw,f) A QC(fya)) = VYwjdan I3f (Pw,f) AQCFa)) 
= VYwjayf (Plw,f) A QC(f ,a)) 
= VYwijaV Fn Pw,f) V+- Qf,a)) 
最 后 这 个 语句 表示 “对 于 每 位 妇女 ， 存 在 一 条 航线 ， 使 得 对 所 有 的 航班 ， 这 位 妇女 要 么 没有 拱 
乘 过 该 航班 ， 要 么 该 航班 不 在 这 条 航线 上 ?”。 4 
(需要 微 积分 知识 ) 使 用 量词 和 谓词 表达 limf/(z) 不 存在 这 一 事实 ,其 中 f(x) 是 实 变 
量 x 的 实 值 函 数 ， 而 a 属于 了 的 定义 域 。 
解 limf(z) 不 存在 意味 着 对 全 体 实数 工 ，limf (zx) 关 L。 根据 例 8，limf (x) 取 可 以 表 
达 为 
Vse>038>0Vz(0 二 |z 一 a| 二 8 一 | f(z)—L|<e) 
连续 地 应 用 量化 表达 式 的 否定 规则 ， 我 们 构造 出 一 系列 等 价 语句 : 
Ve>036>0YVzr(0<|Izr—al<6—>| f(x)—L|<e) 
三 je>0- 36>0Yzrz(O0<|z—al<6—>| f(z)—L|<e) 
eS>SOV650 Yz(0 一 | rz-al<6=| f(z)—L |<e 
三 3 了 3e>>0YVS>03z (0<|z—al<d—| f(z)—L|<e) 
三 3 了 je>>0V8>03z(0 去 | 天 一 | 志 SA 人 | 7z) 一 工 | 三 e) 
在 最 后 一 步 使 用 了 等 价 式 4(p 一 gq) 三 p449， 这 是 依据 1. 3 节 表 7 的 第 5 个 等 价 式 。 
由 于 “limf (xz) 不 存在 ”意味 着 对 全 体 实 数 L，limf(z) 隆 L， 这 个 语句 可 以 表达 为 
VLAeS0VES0d0 人 < | al 二 人 | 太一 应 | SH 
最 后 这 个 语句 表示 ， 对 每 个 实数 LL， 存在 实数 s 之 0 使 得 对 每 个 实数 6 二 0， 都 存在 实数 z 使 得 


6 雪上 过 2 过 8 但 是 | Cz) 一 上 | 宇 es 4 
练习 
1. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 句子 ， 其 中 每 个 变量 的 论 域 是 全 体 实数 。 

a) VrIy(z<y) b) VzxVy(((z>0) A (y 宇 0))—>(xy 宇 0)) 


CVrVyjdz(ry=z) 

2. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 句子 ， 其 中 每 个 变量 的 论 域 是 全 体 实数 。 
a) IzVYy(zy=y) b)VzVy(((z>0) A (y<0))—(z—y>0)) 
OVzVydz(r= yt2) 

3. 令 Q(tr，y) 是 语句 “x 已 经 发 送 电 子 邮 件 消息 给 y”， 其 中 xz 和 y 的 论 域 都 是 班 上 的 所 有 学 生 ， 将 下 列 
量化 式 表达 成 汉语 句子 。 


a) JzIyQ(r, y) b) 3zVyQCz，y) 
G)YZ 了 yckzn ») d) J yV rxQCzr, y) 
e) VyjzrQ(r, y) f) VzVyQ(r, y) 


4. 令 P(rz，y) 表 示 语 句 “ 学 生 工 选 修 课 程 y”， 其 中 工 的 论 域 是 班 上 全 体 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 你 校 所 
有 计算 机 科学 课程 的 集合 。 用 句子 表达 下 列 各 量化 式 。 


DzIyPlr, yy) b) 3-zY yR(z, ») 
YrzIy P(r 却 ad) JyYV zrP(ry Y) 
eVyjzP(r, y) VEYDP(G WD 


5. 令 W(rz，y) 表 示 “ 学 生 z 访 问 过 网 站 y”， 其 中 之 的 论 域 是 你 校 全 体 学 生 集 合 ，y 的 论 域 是 所 有 网 站 的 
集合 。 用 简单 的 句子 表达 下 列 语句 。 
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a)W(Sarah Smith, www. att. com) b) JzW(x, www. imdb. org) 

c) J yW(José Orez, y) d) J y(W(Ashok Puri, y)AW(Cindy Yoon, y)) 
e) JyV z(y 天 (David Belcher) A\ (WDavid Belcher, z)—>W(y, z))) 

人 3z3yVz(CCz 关 y) A (Wrz, z)W(y, z))) 


. 令 CC(z，J) 表 示 “ 学 生 工 注册 了 课程 y”， 其 中 z 的 论 域 是 你 校 全体 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 你 校 开设 


所 有 课程 的 集合 。 用 简单 的 句子 表达 下 列 语句 。 

a)C(Randy Goldberg, CS 252) b) I xzC(z, Math 695) 

c) J yC(Carol Sitea, y) dz(C(z, Math 222) AC(z, CS 252)) 
xjIyVz((aAAW NC z=>C(ys z))) 

f) 习 工 了 >yV xz(CZz 关 y) A (Cl(z, z)e>C(y, 2))) 


. 令 TIz，J) 表 示 学 生 工 喜欢 菜肴 y， 其 中 并 的 论 域 是 学 校 的 所 有 学 生 ，y 的 论 域 是 所 有 菜肴 。 用 简单 


的 汉语 句子 表达 下 列 语 句 。 \ 
a)-T(Abdallah Hussein, Japanese) 

b) jzT(zx, Korean) 人 VrT(zr, Mexican) 

c) Iy(T(Monique Arsenault, y)V T(Jay Johnson, »)) 
DVrVzIy((zA2) Tr yA Ts 订 

e) jzjzVy T(r, ye»> T(z, y)) 

fy VrzVzIy(Tl(i, DT(z, y)) 


. 令 QCz，Jy) 为 语句 “学 生 z 为 竞猜 节目 y 的 参赛 者 "。 用 QCz，y) 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 语 句 ， 


其 中 并 的 论 域 是 你 校 所 有 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 所 有 电视 上 的 竞猜 节目 。 

a) 你 校 有 位 学 生 参 加 了 一 个 电视 竞猜 节目 。 

b) 你 校 没有 学 生 参 加 过 电视 竞猜 节目 。 , 
©) 你 校 有 位 学 生 参 加 了 “发 发 可 危 ”(Jeopardy) 和 “幸运 之 轮 ”(Wheel of Fortune) 两 档 电 视 竞 猿 节目 。 
d) 每 个 电视 竞猜 节目 都 有 你 校 的 一 名 参赛 学 生 。 

e) 你 校 至 少 有 两 名 学 生 参 加 了 “发 发 可 危 ” 节 目 。 


. 令 L(z，y) 为 语句 “zx 爱 y”， 其 中 xz 和 y 的 论 域 都 是 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 


a) 每 个 人 都 爱 Jerry b) 每 个 人 都 爱 某 个 人 
c) 有 个 每 个 人 都 爱 的 人 d) 没 有 人 爱 每 个 人 
e) 有 个 Lydia 不 爱 的 人 人 有 个 每 人 都 不 爱 的 人 
外 恰 有 一 个 每 人 都 爱 的 人 h) 恰 有 两 个 Lynn 爱 的 人 
订 每 个 人 都 爱 自 己 有 人 除 自己 以 外 谁 都 不 爱 
10. 令 F(x，y) 为 语句 “xz 能 轧 弄 y”， 其 中 xz 和 y 的 论 域 为 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 
语句 。 
a) 每 个 人 都 能 愚弄 Fred b) Evelyn 能 愚弄 每 个 人 
c) 每 个 人 都 能 愚弄 某 个 人 d) 没 有 人 能 愚弄 每 个 人 
e) 每 个 人 都 会 被 某 人 愚弄 人 没有 人 能 愚弄 Fred 和 Jerry 两 个 人 
g) Nancy 恰 能 愚弄 两 个 人 h) 恰 有 一 个 每 个 人 都 能 思 弄 的 人 
让 没有 人 能 轧 弄 自己 有 人 除 自己 以 外 恰 能 轧 弄 一 个 人 


11. 


令 S(z) 为 谓词 “x 是 学 生 ”，F(x) 为 谓词 “zx 是 教员 ”， 而 A(x，y) 是 谓词 “xz 向 > 请 教 过 问题 ”， 其 
中 论 域 是 你 校 所 有 人 员 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 

a)Lois 癌 Michaels 教授 请 教 过 问题 。 

b) 每 个 学 生 都 向 Gross 教授 请 教 过 问题 。 

c) 每 位 教员 都 向 Miller 教授 请 教 过 问题 或 被 Miller 教授 请 教 过 问题 。 

d) 某 个 学 生 从 未 向 任何 教员 请 教 过 问题 。 

e) 有 位 教员 从 未 被 学 生 请 教 过 问题 。 

f) 有 个 学 生 向 所 有 教员 请 教 过 问题 。 

g) 有 位 教员 向 所 有 其 他 教员 请 教 过 问题 。 

h) 有 学 生 从 未 被 教员 请 教 过 问题 。 


12. 


13. 


14. 


1s。 
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令 ICz) 为 语句 “z 有 因特网 连接 ”，C(z，y) 为 语句 “z 和 y 在 因特网 上 交谈 过 ”， 其 中 工 和 y 的 论 域 


是 你 们 班 上 所 有 学 生 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语 句 。 

a)Jerry 没有 因特网 连接 。 

b)Rachel 没 在 因特网 上 与 Chelsea 交谈 过 。 

c)Jan 和 Sharon 从 未 在 因特网 上 交谈 过 。 

d) 班 上 没有 人 与 Bob 交谈 过 。 

e) 除 Joseph 以 外 ，Sanjay 与 每 个 人 都 交谈 过 。 

人 班 上 某 人 没有 因特网 连接 。 

g) 班 上 并 非 每 个 人 都 有 因特网 连接 。 

h) 班 上 恰 有 一 人 有 因特网 连接 。 

让 班 上 除 一 个 学 生 外 都 有 因特网 连接 。 

j) 班 上 每 个 有 因特网 连接 的 人 至 少 与 班 上 另 一 名 学 生 在 因特网 上 交谈 过 。 
k) 班 上 有 人 有 因特网 连接 ， 但 从 未 与 班 上 其 他 人 交谈 过 。 

D 班 上 有 两 个 学 生 没 有 在 因特网 上 交谈 过 。 

m) 班 上 有 个 学 生 与 班 上 每 个 人 都 在 因特网 上 交谈 过 。 

n) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 没 有 与 同一 个 人 在 因特网 上 交谈 过 。 

o) 班 上 有 两 个 学 生 ， 他 们 两 个 合 起 来 与 班 上 其 余 每 个 人 都 交谈 过 。 


令 MGz，J) 为 “z 给 y 发 过 电子 邮件 ”，T(zx，y) 为 “z 给 y 打 过 电话 ”， 其 中 论 域 为 你 们 班 上 所 有 学 


生 。 用 量词 表达 下 列 语句 。( 假 定 所 有 发 出 的 电子 邮件 都 能 收 到 ， 尽 管 有 时 候 并 非 如 此 。) 
a)Chou 从 未 给 Koko 发 过 电子 邮件 。 

b) Arlene 从 未 给 Sarah 发 过 电子 邮件 或 打 过 电话 。 

c)Jose 从 未 收 到 过 Deborah 的 电子 邮件 。 

d) 班 上 每 个 学 生 都 给 Ken 发 过 电子 邮件 。 

-e) 班 上 没有 人 给 Nina 打 过 电话 。 

f) 班 上 每 个 人 或 给 Avi 打 过 电话 或 给 他 发 过 电子 邮件 。 

g) 班 上 有 某 个 学 生 给 班 上 其 他 每 个 人 都 发 过 电子 邮件 。 

h) 班 上 有 某 个 人 给 班 上 其 他 人 或 打 过 电话 ， 或 发 过 电子 邮件 。 

让 班 上 有 两 个 学 生 互 发 过 电子 邮件 。 

j) 班 上 有 一 个 学 生 给 自己 发 过 电子 邮件 。 

k) 班 上 有 一 个 学 生 既 没收 到 过 班 上 其 他 人 的 电子 邮件 ， 也 没 接 到 过 班 上 其 他 同学 的 电话 。 
D 班 上 每 一 个 学 生 都 从 班 上 其 他 同学 那里 收 到 过 电子 邮件 或 接 到 过 电话 。 

m) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 ， 一 个 学 生 给 另 一 个 发 过 电子 邮件 ， 第 二 个 学 生 则 给 第 一 个 学 生 打 过 电话 。 
n) 班 上 有 两 个 同学 ， 他 们 两 个 合 起 来 给 班 上 其 余 同 学 或 发 过 电子 邮件 或 打 过 电话 。 

用 量词 和 带 有 多 个 变量 的 谓词 表达 下 列 语句 。 

a) 班 上 有 个 学 生 会 说 印 地 语 。 

b) 班 上 每 个 学 生 都 会 玩 一 些 运动 项 目 。 

c) 班 上 某 个 学 生 去 过 阿拉 斯 加 ， 但 没 去 过 夏威夷 。 

d) 班 上 所 有 学 生 都 至 少 学 过 一 种 程序 设计 语言 。 

e) 班 上 有 一 个 学 生 已 选修 了 这 个 学 校 的 某 个 系 开设 的 所 有 课程 。 

f) 班 上 某 一 个 学 生 恰 好 与 同班 男 一 个 学 生 在 同一 座 城市 长 大 。 

g) 班 上 每 个 学 生 都 至 少 与 另 一 位 学 生 在 至 少 一 个 聊天 组 里 交谈 过 。 

用 量词 和 带 有 多 个 变量 的 谓词 表达 下 列 语句 。 

a) 每 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 都 需要 学 一 门 离散 数学 课程 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 拥 有 一 台 个 人 计算 机 。 

c) 班 上 每 个 学 生 至 少 选 修了 一 门 计算 机 科学 课程 。 

d) 班 上 有 一 个 学 生 至 少 选修 了 一 门 计算 机 科学 课程 。 

e) 班 上 每 个 学 生 都 去 过 校园 里 的 每 座 建筑 。 

f) 班 上 有 一 个 学 生 至 少 去 过 校园 里 的 一 座 楼 的 每 个 房间 。 
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26. 


g) 班 上 每 个 学 生 至 少 都 去 过 校园 里 每 座 楼 的 一 个 房间 。 

离散 数学 班 上 有 1 个 数学 专业 的 新 生 ，12 个 数学 专业 的 二 年 级 学 生 ，15 个 计算 机 科学 专业 的 二 年 级 
学 生 ，2 个 数学 专业 的 三 年 级 学 生 ，2 个 计算 机 科学 专业 的 三 年 级 学 生 ， 以 及 1 个 计算 机 科学 专业 的 
四 年 级 学 生 。 用 量词 表达 下 列 语句 ， 再 给 出 其 真 值 。 

a) 班 上 有 一 个 三 年 级 学 生 。 

b) 班 上 每 个 学 生 都 是 计算 机 科学 专业 的 。 

c) 班 上 有 个 学 生 既 不 是 数学 专业 的 ， 也 不 是 三 年 级 学 生 。 

d) 班 上 每 个 学 生 要 么 是 二 年 级 学 生 ， 要 么 是 计算 机 科学 专业 的 。 

e) 有 一 个 专业 使 得 该 班级 有 这 个 专业 每 一 个 年 级 的 学 生 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ( 如 果 有 必要 ) 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a) 每 个 用 户 恰 能 访问 一 个 邮箱 。 

b) 在 所 有 错误 状况 下 有 某 个 进程 能 继续 运行 ， 仅 当 内 核 运 行 正确 。 

c) 校 园 网 的 所 有 用 户 都 能 访问 具有 . edu 后缀 的 URL 的 所 有 站 点 。 

d) 恰 有 两 个 系统 在 监控 每 个 远程 服务 器 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逮 辑 联结 词 ( 如 果 有 必要 ) 表 达 下 列 系 统 规范 说 明 。 

a) 在 各 种 故障 情形 下 至 少 要 有 一 个 控制 台 必须 可 以 访问 。 

b) 只 要 档案 文件 包含 该 系统 的 每 个 用 户 发 送 的 至 少 一 条 消息 ， 每 个 用 户 的 E-mail 地 址 就 可 以 被 检 
索 到 。 

c) 对 每 个 安全 漏洞 ， 至 少 有 一 个 机 制 可 以 检测 到 这 个 漏洞 当 且 仅 当 有 一 个 进程 还 未 被 损害 。 

d) 至 少 有 两 条 路 径 可 以 连接 网 络 上 任意 两 个 不 同 的 端点 。 

e) 没 有 人 知道 系统 上 每 个 用 户 的 口令 ， 除 了 系统 管理 员 以 外 ， 他 知道 所 有 口令 。 


. 使 用 数学 运算 符 和 逻辑 运算 符 、 谓 词 及 量词 表达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 全 体 整数 。 


a) 两 个 负 整 数 的 和 是 负数 。 

b) 两 个 正 整 数 的 差 不 一 定 是 正 数 。 

c) 两 个 整数 的 平方 和 大 于 等 于 它们 的 和 的 平方 。 

d) 两 个 整数 的 积 的 绝对 值 等 于 它们 的 绝对 值 的 积 。 

使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表 达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 全 体 整数 。 

a) 两 个 负 整 数 的 积 是 正 数 。 

b) 两 个 正 整 数 的 平均 数 是 正 数 。 

©) 两 个 负 整 数 的 差 不 一 定 是 负数 。 

d) 两 个 整数 的 和 的 绝对 值 不 大 于 它们 的 绝对 值 的 和 。 

使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联 结 词 和 数学 运算 符 表 达 语 名 “每 个 正 整数 是 四 个 整数 的 平方 和 ”。 
使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表 达 语 句 “ 有 一 个 正 整数 不 是 三 个 整数 的 平方 和 ?”。 
使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联 结 词 和 数学 运算 符 表 达 下 列 数学 语句 : 

a) 两 个 负 实 数 的 积 是 正 数 。 b) 一 个 实数 与 它 自身 的 差 是 零 。 

©) 每 个 正 实数 恰 有 两 个 平方 根 。 d) 负 实数 没有 实数 平方 根 。 

将 下 列 艇 套 量化 式 翻 译 成 表达 一 个 数学 事实 的 汉语 语句 。 论 域 均 为 全 体 实 数 。 

a) 了 ZzVy(CZz 十 y 一 y) 

b) VzxzYy((z20)AN(y<0))—(zr—y>0)) 

c) 了 工 了 了 y(C(CCz 委 0) A 人 (> 委 0)) A (zr—y>0)) 

d)VZzVXYCCZ 和 关 0)A 人 (> 和 关 0)e>(Zzy 天 0)) 

将 下 列 符 套 量化 式 翻 译 成 表达 一 个 数学 事实 的 汉语 语句 。 论 域 均 为 全 体 实数 。 

a) jdrVy(ry=y) 

byVzVy(((z<O0) Ny<0 >=(zy>0)) 

OIxIy (re > A rR 

d)VYrVyjz(zrty=z) 

令 Q(zr，y) 为 语句 “x 十 y 二 x 一 y”。 如 果 两 个 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
OT 1) b)Q(2, 0) 
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eVyQCG y) 了 本 WO 2) 
全 习 交 本 QZ， 衣 有 
8g) jyV zxQ(z, y) hl) Vy3zQ(z, y) 


DYzrVyQ(r, y) 


假定 所 有 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 确 定 下 列 语句 的 真 值 。 

a) Vnjm(n<m) b) jnV mn=<m’) 
CYVnjdmnt+m=0) d) dnVv mnm=m) 

e) Jnjmn tm 一 5) f) Jndjmn tm 一 6) 

g) 3njmnt+m=4MAn—m=1) h) jnjdmntm=4Mn—m=2) 


DVnVmjp(p= (mt+n)/2) 


假定 每 个 变量 的 论 域 都 是 实数 集合 ， 确 定 下 列 语句 的 真 值 。 
a)Vrjy(zx=y) b)Yzrjy(rz=y) 

c) 了 3zVyCzy 一 0) d) 了 工 3 y(Cz 十 y 天 y 十 z) 

e) YZCZ 天 0 一 了 yCzy 一 1)) f) 3xV y(yAA0>xy=1) 

2 VrjIy(zri+y=1) h) jrj3y(zt+2y=2A2zi+4y=5) 
iDVzxjy(zri+y=2A2zr—y=1) j))VrxVyjz(z= (zy)/2) 


假定 命题 函数 P(x+，y) 的 论 域 由 xz 和 yy 的 序 偶 组 成 , 其 中 zx 是 1、2 或 3， y 是 1、2 或 3。 用 析 取 式 
和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 


a) Vz yP(r: 3) DT W 

czYVyP(r, 9) d)Vy3zPCzr，y) 

重 写 下 列 语句 ， 使 否定 只 出 现在 谓词 中 ( 即 没 有 否定 词 在 量词 或 在 含 逻辑 联结 词 的 表达 式 之 外 )。 
a)- jy3jIzP(rz, y) bYidIyP(z, ») 

OyQVI NAN YRCr 2 OIrRG, vyYV VrStr, YY) 


.ea dy VrTIzTr, y, z)V JrVzUC(r, y, z)) 


表达 下 列 语句 的 否定 ， 并 且 使 所 有 的 否定 词 紧 跟 在 谓词 之 前 。 
a)YVzrjdyYVzT(r, y, z) byYz3yP(lr, yV Yr3yQ(zr, ») 
VTIyCP(Es 9 人 了 Ra 3 x) DVIyCP(r, Q(z y)) 


表达 下 列 语句 的 否定 ， 并 且 使 所 有 的 否定 词 紧 跟 在 谓词 之 前 。 

a IZVyV rT ys 2) Dadr3aPlzr WAVoVIQ(R 动 

c) 3 了 zyCQCz，y)eQCy，z)) d)Vyjzjz(T(zr, y, z)V Q(z, y)) 

重 写 下 列 语句 ， 使 否定 只 出 现在 谓词 中 ( 即 没 有 否定 词 在 量词 或 在 含 逻 辑 联结 词 的 表达 式 之 外 )。 
a Vr ys By YdEP(zy 州 

OVyYziP(r, yV Q(z y)) DRITTPlas 肋 人 YYVyQCz y)) 


e) 一 Vz(3a3yYVzPGz，y 2 人 了 zVyRGZz，y，2z)) 

给 出 变量 zx、y 和 zz 的 一 个 公共 论 域 ， 使 诸 句 VrxV y((r 关 y) 习 Vzx((z 二 Xx)V (z= 二 y))) 为 真 ， 再 找 出 
另外 一 个 论 域 使 其 为 假 。 

给 出 变量 zx、y、z 和 ww 的 一 个 公共 论 域 ， 使 语句 YVZzVYyVz 了 z((zw 天 Z) 人 ( 世 天 y) 人 (w 关 x)) 为 真 ， 
再 找 出 另外 一 个 论 域 使 其 为 假 。 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 该 否定 
(不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… ol 

a) 没 有 人 因 玩 彩票 输 过 1000 多 美元 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 恰好 与 另 一 个 学 生 交 谈 过 。 

c) 班 上 没 人 恰好 给 班 里 另外 两 个 学 生发 过 电子 邮件 。 

d) 某 个 学 生 已 求解 了 本 书 的 每 道 练习 。 

e) 没 有 学 生 求 解 过 本 书 每 节 至 少 一 道 练习 。 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 该 否定 
(不 要 简单 地 表达 为 “不 是 ……… 2 

a) 班 上 每 个 学 生 都 恰好 选修 过 本 校 两 门 数 学 课 。 


基础 : 逻 远 和 证 明 61 





b) 有 人 去 过 世界 上 除 利比亚 以 外 的 每 个 国家 。 
c) 没 有 人 攀登 过 喜马拉雅 山 的 每 座 山 峰 。 
d) 每 位 电影 演员 或 者 跟 与 Kevin Bacon 拍 过 一 部 电影 ， 或 者 跟 与 Kevin Bacon 拍 过 一 部 电影 的 人 拍 过 
一 部 电影 。 
38. 用 量词 和 语句 表达 下 列 命题 的 否定 。 
a) 班 上 每 个 学 生 都 喜欢 数学 。 
b) 班 上 有 一 个 学 生 从 来 没 见 过 计算 机 。 
c) 班 上 有 一 个 学 生 选 修 过 本 校 开 设 的 每 门 数学 课 。 
d) 班 上 有 一 个 学 生 去 过 校园 内 每 座 楼 的 至 少 一 个 房间 。 
39. 找 出 下 列 全 称 量化 语句 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 整数 。 
a) YrVy(r 一 多 一 Z 一 y) b) Vr3yCxw =7) 
Cc) VrV yry>7) 。 
40. 找 出 下 列 全 称 量化 语句 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 整 数 。 
a) Vrjdy(z=1/y) b)Vzxz3y(y—z=100) 
OVzrVYy(r xy) 
41. 用 量词 表达 实数 乘法 的 结合 律 。 
42. 用 量词 表达 实数 乘法 对 加 法 的 分 配 律 。 
43. 用 量词 和 逻辑 联结 词 表 示 这 样 的 事实 : 每 个 实 系数 线性 多 项 式 ( 即 1 次 多 项 式 )， 其 中 xz 的 系数 为 非 
零 ， 有 恰好 一 个 实 根 。 
44. 用 量词 和 逻辑 联结 词 表 示 这 样 的 事实 : 每 个 实 系数 二 次 多 项 式 至 多 有 两 个 实 根 。 
45. 确定 语句 VY x3 y(zxy 王 1) 的 真 值 ， 如 果 变 量 的 论 域 为 


a) 非 零 实数 。 b) 非 零 整数 。 c) 正 实数 。 
46. 确定 语句 了 3zVYy(Cz 委 %) 的 真 值 ， 如 果 变 量 的 论 域 为 
a) 正 实数 。 b) 整 数 。 c) 非 零 实 数 。 


47. 证 明 两 个 语句 3zVyPGz，y 和 Vz3 和 PCzr，y) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 两 个 PCz，y) 第 一 个 变 元 的 
量词 具有 相同 的 论 域 ， 两 个 P(x+，y) 第 二 个 变 元 的 量词 也 具有 相同 的 论 域 。 
x 48. 证 明 YzxP(z)V YxQ(z) 和 VYVzxVYy(P(zx)V QCy)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 论 域 。 
(新 变量 y 用 来 把 量化 式 正 确 地 组 合 在 一 起 。) 
x 49. a) 证 明 YzPCzr)A3zQcz) 和 Vz3yCPzr) AQCy)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 


论 域 。 
b) 证 明 VzPCz)V 3zQczr) 和 Vz3y(CPCr)VQ(Gy)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 
论 域 。 
一 个 语句 称 为 是 前 束 范式 (prenex normal form，PNF) 当 且 仅 当 其 表达 形式 为 
Qn rr Tos 5 Ek) 
其 中 每 个 Qi(i 二 1]，2，…， 上) 或 是 全 称 量词 或 是 存在 量词 ， 并 且 P(x1，xs，…，Xk) 是 不 含量 词 的 谓词 。 


例如 了 了 zVyCPGz，y)AQ(Cy)) 是 前 束 范式 ， 而 了 了 zPCz)VVYzQ(Gz) 不 是 (因为 并 不 是 所 有 量词 都 先 出 现 )。 
每 个 由 命题 变量 、 谓 词 、T 和 下 ， 并 用 逻辑 联结 词 和 量词 构成 的 语句 都 等 价 于 一 个 前 束 范 式 。 练 习 51 要 
求 对 这 一 事实 给 出 证 明 。 
* 50. 把 下 列 语 句 改 为 前 束 范式 。[ 提 示 : 利用 1.3 节 的 表 6 和 表 7，1.4 节 表 2 中 的 等 价 式 ，1.4 节 的 例 
19，1.4 节 的 练习 47 一 48， 以 及 练习 48 和 49。] 
a) 了 3zP(z)V 3xQ(x)V A， 其 中 A 是 不 含量 词 的 命题 。 
bYViP(lr)V YiQu2)) 
GD) P(r) LQ 
xx 51. 证 明 如 何 把 任意 语句 变换 为 与 之 等 价 的 前 东 范 式 。( 注 意 : 本 练习 的 一 个 正式 的 解 需 要 用 到 5. 3 节 的 
结构 归纳 法 。) 
* $2. 用 全 称 量化 、 存 在 量化 和 人 逻辑 运算 符 来 表达 1.4 节 中 引入 的 量化 式 3 1zP(Cz) 。 





1.6 推理 规则 


1.6.1 引言 

本 章 后 一 部 分 我 们 将 学 习 证 明 。 数 学 中 的 证 明 是 建立 数学 命题 真实 性 的 有 效 论 证 。 所 谓 的 
论证 (argument)， 是 指 一 连 串 的 命题 并 以 结论 为 最 后 的 命题 。 所 谓 有 效 性 (valid) ， 是 指 结论 或 
论证 的 最 后 一 个 命题 必须 根据 论证 过 程 前 面 的 命题 或 前 提 (premise) 的 真实 性 推出 。 也 就 是 说 ， 
一 个 论证 是 有 效 的 当 且 仅 当 不 可 能 出 现 所 有 前 提 为 真 而 结论 为 假 的 情况 。 为 从 已 知 命题 中 推出 
新 的 命题 ， 我 们 应 用 推理 规则 ， 这 是 构造 有 效 论证 的 模板 。 推 理 规则 是 建立 命题 真实 性 的 基本 
工具 。 

在 学 习 数 学 证 明之 前 ， 我 们 先 看 看 只 涉及 复合 命题 的 论证 。 我 们 定义 涉及 复合 命题 的 论证 
的 有 效 性 是 什么 意思 。 然 后 我 们 引入 一 系列 命题 逻辑 的 推理 规则 。 这 些 规则 是 在 产生 有 效 论 证 
时 最 重要 的 组 成 部 分 。 在 解释 推理 规则 如 何 用 于 产生 有 效 论 证 后 ， 我 们 还 将 描述 一 些 常 见 的 错 
误 推 理 ， 也 称 为 廖 误 (fallacy) ， 它 直接 导致 无 效 论 证 。 

在 学 习 命 题 逻辑 的 推理 规则 后 ， 我 们 会 引入 量化 命题 的 推理 规则 。 我 们 将 描述 这 些 推 理 规 
则 如 何 用 于 产生 有 效 论 证 。 这 些 用 于 涉及 存在 量词 和 全 称 量词 的 语句 的 推理 规则 在 计算 机 科学 
和 数学 中 扮演 着 非常 重要 的 角色 ， 尽 管 在 使 用 时 常常 不 会 刻意 提 及 。 

最 后 ， 我 们 将 展示 命题 的 推理 规则 和 量化 命题 的 推理 规则 如 何 结合 使 用 。 这 些 推理 规则 在 
复杂 的 论证 中 通常 结合 在 一 起 使 用 。 


1. 6.2 命题 逻辑 的 有 效 论证 

考虑 下 面 涉 及 命题 的 论证 ( 按 定义 是 指 一连 串 的 命题 ): 

“如 果 你 有 一 个 当前 密码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 络 。” 
“你 有 一 个 当前 密码 。” 

所 以 ， 

“你 可 以 登录 到 网 络 。” 

我 们 想 确定 这 是 否 是 一 个 有 效 论 证 。 也 就 是 说 ， 想 要 确定 当前 提 “ 如 果 你 有 一 个 当前 的 密 
码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 络 ” 和 “你 有 一 个 当前 密码 ”都 为 真 时 ， 结 论 “ 你 可 以 登录 到 网 络 ” 
是 否 为 真 。 

在 讨论 这 个 特定 论证 的 有 效 性 之 前 ， 我 们 来 看 看 它 的 形式 。 用 p 代表 “你 有 一 个 当前 密 
码 ”， 用 g 代表 “你 可 以 登录 到 网 络 ”。 那 么 ， 这 个 论证 形式 化 表示 如 下 : 

p>g 
p 


Pos! 





其 中 .是 表示 “所 以 ”的 符号 。 

我 们 知道 ， 当 p 和 g 是 命题 变量 时 , 语句 ((p 一 gq) 人 p) 一 g 是 一 个 永 真 式 ( 见 1.3 节 
练习 12c)。 特 别 地 ， 当 p->g 和 pp 都 为 真 时 ， 我们 知道 g 肯定 为 真 。 我 们 说 语句 的 这 种 论证 形 
式 是 有 效 的 ， 因 为 无 论 什么 时 候 ， 只 要 它 的 所 有 前 提 ( 论 证 中 的 所 有 语句 ， 不 包含 最 后 的 一 句 
结论 ) 为 真 ， 那 么 结论 也 必须 为 真 。 现 在 假设 “如 果 你 有 一 个 当前 密码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 
络 ” 和 “你 有 一 个 当前 密码 ”都 为 真 。 当 用 p 表示 “你 有 一 个 当前 密码 ”， 用 g 表示 “你 可 以 
登录 到 网 络 ”， 那 么 接 下 来 必然 的 结论 是 “你 可 以 登录 到 网 络 ” 为 真 。 这 个 论证 是 有 效 的 ， 因 
为 它 的 形式 是 有 效 的 。 注 意 ， 无 论 用 什么 命题 蔡 换 p 和 gq， 只 要 p>g 和 pp 都 为 真 ， 那么 g 也 肯 
定 为 真 。 

当 用 命题 替换 这 个 论证 形式 中 的 bp 和 g， 但 是 p 和 pg 不 都 为 真 时 又 会 如 何 呢 ?” 比 如， 
假设 zp 代表 “你 可 以 访问 网 络 "，g 代表 “你 能 够 改变 你 的 成 绩 *"， 并 且 2 为 真 , 但 是 p>g 为 
假 。 在 论证 形式 中 替换 p 和 9g 的 值 所 得 到 的 论证 为 : 


基础 : 还 远 和 证 明 63 








“如 果 你 可 以 访问 网 络 , 那 么 你 能 够 改变 你 的 成 绩 。” 
“你 可 以 访问 网 络 。” 
".“ 你 能 够 改变 你 的 成 绩 。” 
该 论证 是 有 效 论 证 ， 但 是 因为 其 中 一 个 前 提 即 第 一 个 前 提 为 假 ， 所 以 不 能 得 出 结论 为 真 (很 可 
能 ， 这 个 结论 为 假 ) 。 
在 讨论 中 ,为 了 分 析 一 个 论证 ， 我 们 用 命题 变量 代替 命题 。 这 将 一 个 论证 改变 为 一 个 论证 

形式 。 我 们 发 现 ， 一 个 论证 的 有 效 性 来 自 于 论证 形式 的 有 效 性 。 用 这 些 关键 概念 的 定义 来 总 结 
lh 


”定义 1 命题 过 加 中 的 一 个 论证 是 一 连 囊 的 命题 。 除 了 - 上 
扫 ， 最 后 下 全 是 中 作 结 ， 一 个 兴 让 是 有 站 的 如 果 它 的 所 有 首 提 为 奉命 着 结论 
















评注 PSP 当 (pi 人 p, 人 … 作 p,) 一 gq 是 永 真 式 时 ， 带 有 前 提 pi， 
p,，…，p, 以 及 结论 gd 的 论证 形式 是 有 效 的 。 

证 明 命 题 逻辑 中 论证 有 效 性 的 关键 就 是 要 证 明 它 的 论证 形式 的 有 效 性 。 因 此 ， 我 们 就 需要 
有 证 明 论 证 形式 有 效 性 的 技术 。 现 在 我 们 将 建立 完成 这 一 任务 的 方法 。 


1.6.3 命题 逻辑 的 推理 规则 

我 们 总 是 可 以 用 一 个 真 值 表 来 证 明 一 个 论证 形式 是 有 效 的。 通过 证 明 只 要 前 提 为 真 则 结论 
也 就 肯定 为 真 来 做 到 这 一 点 。 然 而 ， 这 会 是 一 个 宛 长 乏味 的 方法 。 例 如 ， 当 论证 形式 涉及 10 
个 不 同 的 命题 变量 时 ， 用 真 值 表 证 明 这 个 论证 形式 的 有 效 性 就 需要 22" 王 1024 行 。 幸 运 的 是 ， 
我 们 不 是 必须 采用 真 值 表 。 反 之 ， 我 们 可 以 先 建立 一 些 相对 简单 的 论证 形式 ( 称 为 推理 规则 ) 的 
有 效 性 。 这 些 推理 规则 可 以 作为 基本 构件 用 来 构造 更 多 复杂 的 有 效 论 证 形式 。 现 在 我 们 将 介绍 

命题 逻辑 中 最 重要 的 推理 规则 。 

永 真 式 (p 人 (pq)) 一 g 是 称 为 假 言 推理 (modus ponens) 或 分 离 规 则 (law of detachment) 的 
推理 规则 的 基础 。( 拉 丁 文 modus ponens 的 意思 是 确认 模式 (mode that affirms) 。) 这 个 永 真 式 导 
出 了 下 面 的 有 效 论证 形式 ， 即 在 我 们 开始 关于 论证 的 讨论 中 已 经 看 到 的 ( 同 前 ， 这 里 符号 .… 表 
示 “ 所 以 ”): 


= 





心 


采用 这 种 记 法 ， 将 前 提 写 成 一 列 ， 随 之 是 一 条 横 线 ， 接 下 来 的 一 行 以 所 以 符号 开头 并 以 结论 结 
尾 。 特 别 地 ， 假 言 推理 告诉 我 们 ， 如 果 一 个 条 件 语句 以 及 它 的 前 提 都 为 真 ， 那 么 结论 肯定 为 
真 。 例 1 解释 了 假 言 推理 的 应 用 。 

@ 假设 条 件 语句 “如 果 今 天 下 雪 ， 那 么 我 们 就 去 滑雪 ”以 及 它 的 前 提 “ 今 天 正在 下 雪 ” 
为 真 。 那 么 ， 根 据 假 言 推理 ， 条 件 语句 的 结论 “我 们 就 去 滑雪 ”为 真 。 本 

就 像 前 面 提 到 的 ， 当 一 个 或 更 多 前 提 为 假 时 ， 一 个 有 效 论证 可 能 会 导致 一 个 错误 的 结论 。 
在 例 2 中 将 再 次 说 明 。 

@ 四 确定 如 下 给 定 的 论证 是 否 有 效 ， 并 且 确 定 由 论证 的 有 效 性 是 否 可 以 推出 它 的 结 
定 为 真 。 

“如 果 VZ 之 与， 那么 (V2)* > ( 








我 们 知道 U2 之 ,因此 (VY2)” 一 2> ( 
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解 令 思 为 命题 “Z > 号 "， 令 4 为 2> ( 立 ) 。 论证 的 前 提 为 pg 和 p， 而 g 是 结论 。 
这 个 论证 是 有 效 的 ， 因 为 这 可 以 通过 假 言 推理 这 个 有 效 论证 形式 来 构造 。 然 而 ,其 中 的 前 提 V2 > 
3 为 假 。 因 此 ， 我 们 不 能 得 出 结论 为 真 。 此外， 注意 这 个 论证 的 结论 为 假 , 因为 2< 2。 4 


命题 逻辑 有 许多 很 有 用 的 推理 规则 。 可 能 应 用 最 广泛 的 推理 规则 如 表 1 所 示 。1. 3 节 练 习 
13 一 16、25、33 以 及 34 要 求证 明 这 些 推理 规则 是 有 效 的 论证 形式 。 我们 现在 给 出 一 些 用 到 这 
些 推理 规则 的 论证 的 例子 。 在 每 一 个 论证 中 ， 首 先 用 命题 变量 表达 论证 中 的 命题 。 然 后 我 们 证 
明 所 得 论证 形式 是 表 1 中 的 一 个 推理 规则 。 
































表 1 推理 规则 
推理 规则 永 真 式 名 称 
p 
bg (pA(p—q)) gq 假 言 推理 
“A 
i a 
了 9 
a (9gA (pq))—-p 取 拒 式 
ig 
p>g 
qr ((p>q)M(g—>r))—>(p—7) 假 言 三 段 论 
Pr 
十 
pVg 
-p ((pVqg) M71p) 一 9 析 取 三 段 论 
| 
| 
“pVg ppYa 附加 律 
UE 
4 (pAD—p | 化 简 律 
p 
gq ((p)A(qg))—(pAg) 合 取 律 
pha 
pVga 
APpVr ((pVq)AHPVn) (V7) 消解 律 
Vr 


说 出 下 列 论 证 的 基础 是 哪个 推理 规则 :“ 现 在 气温 在 冰点 以 下 。 因 此 ， 要 么 现在 气温 
在 冰点 以 下 ， 要么 正在 下 雨 。” : 


解 设 p 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”， 而 g 是 命题 “现在 正在 下 雨 ”"。 那 么 这 个 论证 
形 如 


Vy 
这 是 使 用 附加 律 的 论证 。 4 
说 出 下 列 论证 的 基础 是 哪个 推理 规则 :“ 现 在 气温 在 冰点 以 下 并 且 现 在 正在 下 雨 。 因 
此 ,现在 气温 在 冰点 以 下 。” 
解 ” 设 p 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”， 而 9 是 命题 “现在 正在 下 雨 "。 这 个 论证 形 如 
PAg 
ap 
这 个 论证 使 用 了 化 简 律 。 4 
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说 出 在 下 列 论证 里 使 用 了 哪个 推理 规则 : 
如 果 今 天 下 雨 ， 则 我 们 今天 就 不 吃 烧烤 了 。 如 果 我 们 今天 不 吃 烧烤 ， 则 我 们 明天 再 吃 烧 
烤 。 因 此 ， 如 果 今 天 下 雨 ， 则 我 们 明天 吃 烧 烤 。 
解 ” 设 户 是 命题 “今天 下 雨 >， 设 4 是 命题 “我 们 今天 不 吃 烧 烤 ”， 而 设 > 是 命题 “我 们 明 
天 吃 烧烤 ”。 则 这 个 论证 形 如 
pg 
Nt 
2 


因此 ， 这 个 论证 是 假 言 三 段 论 。 4 


1.6.4 使 用 推理 规则 建立 论证 

当 有 多 个 前 提 时 ， 常 常 需要 用 到 多 个 推理 规则 来 证 明 一 个 论证 是 有 效 的 。 例 6 和 例 7 给 出 
了 解释 ， 其 中 论证 的 每 个 步骤 都 显示 在 不 同 的 行 ， 并 明确 地 写 出 每 一 步 的 理由 。 这 些 例子 也 可 
以 用 来 证 明 如 何 使 用 推理 规则 来 分 析 自 然 语 言 表 述 的 论证 。 

证 明 前 提 “ 今 天 下 午 不 是 晴天 并 且 今 天 比 昨 天 冷 ”, “只 有 今天 下 午 是 晴天 ， 我 们 才 
去 游泳 ”,“ 如 果 我 们 不 去 游泳 ， 则 我 们 将 乘 独 木 舟 游览 >， 以 及 “如 果 我 们 乘 独 木舟 游览 ， 则 
我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ”， 推 导出 结论 “我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ”。 

解 设 p 是 命题 “今天 下 午 是 晴天 ”，g 是 命题 “今天 比 昨 天 冷 ”, r 是 命题 “我 们 将 去 游 
泳 ”，s 是 命题 “我 们 将 乘 独 木舟 游览 ”， 而 t 是 命题 “我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ”。 那 么 这 些 前 提 表 
示 为 2pPAgq，r 阅 p，-1r 阅 s，s 阅 t。 结 论 则 是 t。 针 对 假设 -pAg、r 王 p、--r 悦 s， 以 及 一 上 和 结 
论 上 ， 我 们 需要 给 出 一 个 有 效 论证 。 

如 下 构造 一 个 论证 来 证 明 我 们 的 前 提 能 导致 期 望 的 结论 。 


步骤 理由 

1l.~pAg 前 提 引 入 

2 村 办 化 简 律 ， 用 (1) 

35 庆 办 前 提 引 入 

4. 7 取 拒 式 ， 用 (2) 和 (3) 

5.7>s 前 提 引 入 

6.s 假 言 推理 ， 用 (4) 和 (5) 

7. 5s- 前 提 引 入 

B52 假 言 推理 ， 用 (6) 和 (7) 

注意 我 们 也 可 以 用 真 值 表 来 证 明 只 要 四 个 前 提 的 每 一 个 都 为 真 ， 那么 结论 也 为 真 。 然 而 ， 
因为 这 里 有 5 个 命题 变量 p、g、r、s 和 t+， 这 样 的 真 值 表 就 会 有 32 行 。 4 


证 明 前 提 “ 如 果 你 发 电子 邮件 给 我 ， 则 我 会 写 完 程 序 ” “如 果 你 不 发 电子 邮件 给 我 ， 
则 我 会 早点 睡觉 ”， 以 及 “如 果 我 早点 睡觉 ， 则 我 醒 来 时 会 感 党 精力 充沛 ”， 导 致 结论 “如 果 我 
不 写 完 程序 ， 则 我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”。 

解 设 嫁 是 命题 “你 发 电子 邮件 给 我 ”，9 是 命题 “我 会 写 完 程序 ”，r 是 命题 “我 早点 睡 
觉 "， 而 s 是 命题 “我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”。 则 这 些 前 提 是 ~，Dz~~r，r 一 :*。 期 望 的 结 
论 是 gs。 针 对 假设 p>q、-J1p 悦 r， 以 及 r>s 和 结论 49 我们 需要 给 出 一 个 有 效 论证 。 

这 样 的 论证 形式 证 明 这 些 前 提 导 出 期 望 的 结论 。 


步骤 理由 
1. p>q 前 提 引 入 
2. 9 一 下 力 (1) 的 逆 否 命题 


3.1P™>r 前 提 引 入 


Extre 
Emp 


Extra 
Bompies 
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4.79™>r 假 言 三 段 论 ， 用 (2) 和 (3) 

5.7—>s 前 提 引 入 

6.709™>s 假 言 三 段 论 ， 用 (4) 和 (5) 本 
1.6.5 消解 律 


已 经 开发 出 的 计算 机 程序 能 够 将 定理 的 推理 和 证 明 任 务 自 动 化 。 许 多 这 类 程序 利用 称 为 消 

解 律 (resolution) 的 推理 规则 。 这 个 推理 规则 基于 永 真 式 : 

((pVYVa NCpD Vr SgY 人 
(此 永 真 式 的 验证 见 1. 3 节 练 习 34。) 消 解 规则 最 后 的 析 取 式 gVr 称 为 消解 式 (resolvent)。 当 在 
此 永 真 式 中 令 g==r 时 ， 可 得 (pVg) 人 (pV 9g) 一 q。 而 且 ， 当 令 r==F 时 ,可 得 (pVg) 人 A 人 (2p) 
一 qd( 因 为 9QVE=d)， 这 是 永 真 式 ， 析 取 三 段 论 规则 就 基于 此 式 。 

使 用 消解 律 证 明 ， 假 设 “Jasmine 在 滑雪 或 现在 没有 下 雪 ” 和 “现在 下 雪 了 或 Bart 
在 打 曲 棍 球 ”蕴含 结论 “Jasmine 在 滑雪 或 Bart 在 打 曲 棍 球 .” 

解 ” 令 pp 为 命题 “现在 下 雪 了 ”，g 为 命题 “Jasmine 在 滑雪 ”, r 为 命题 “Bart 在 打 曲 棍 
球 ”。 我 们 可 以 将 假设 分 别 表示 为 a4pVgq 和 pVr。 使 用 消解 律 ， 命题 gVr 即 “Jasmine 在 滑雪 
或 者 Bart 在 打 曲 棍 球 ”成 立 。 4 

消解 律 在 基于 逻辑 规则 的 编程 语言 中 扮演 着 重要 的 角色 ， 如 在 Prolog 中 (其 中 用 到 了 量化 
命题 的 消解 规则 )。 而 且 ， 可 以 用 消解 律 来 构建 自动 定理 证 明 系 统 。 要 使 用 消解 律 作为 仅 有 的 
推理 规则 来 构造 命题 逻辑 中 的 证 明 ， 假 设 和 结论 必须 表示 为 子 名 (clause)， 这 里 子 句 是 指 变量 
或 其 否定 的 一 个 析 取 式 。 我 们 可 以 将 命题 逻辑 中 非 子 句 的 语句 用 一 个 或 多 个 等 价 的 子 句 语句 来 
蔡 换 。 例 如 ,假定 有 一 个 形 如 pV (gq 人 的 语句 。 因 为 pV (g 人 人 7) 三 (pVq)A(pVr)， 所 以 我 
们 可 以 用 两 个 子 句 pVgq 和 pVr 来 代 蔡 pV (g 作 r)。 我 们 可 以 用 语句 -jp 和 -gq 来 代替 形 如 
了 (pV gq) 的 语句 ， 因 为 德 . 摩根 律 表明 (pV gq) 三 4p 人 9。 我 们 也 可 以 用 等 价 的 析 取 式 4pVg 
来 代替 条 件 语句 p 一 g。 

证 明 假 设 (pAg) Vr 和 rr 一 s 蕴含 结论 pV;s。 

解 ” 可 以 将 假设 (pAg)Vr 重 写 为 两 个 子 句 pVr 和 gqVr。 还 可 以 将 +r 一 :替换 为 等 价 的 子 
句 JrVs。 使 用 子 句 pVr 和-.rVs， 通 过 消解 律 便 可 得 出 结论 pV s。 4 


1.6.6 雇 误 

几 种 常见 的 雇 误 都 来 源 于 不 正确 的 论证 。 这 些 雇 误 看 上 去 像 是 推理 规则 ， 但 是 它们 是 基于 
可 满足 式 而 不 是 永 真 式 。 这 里 讨论 这 些 廖 误 ， 是 为 了 说 明 在 正确 与 不 正确 的 推理 之 间 的 区 别 。 

命题 ((p 一 gq) 人 9) 一 p 不 是 永 真 式 ， 遍 为 当 Zp 为 假 而 gq 为 真 时 ， 它 为 假 。 不 过 ， 有 许多 不 
正确 论证 把 它 当 作 永 真 式 。 换 名 话说， 它们 把 前 提 pg 和 9 及 结论 pp 当 作 有 效 论证 形式 ， 其 
实 不 然 。 这 类 不 正确 的 推理 称 为 肯定 结论 的 廖 误 (fallacy of affirming the conclusion) 。 

下 列 论 证 是 否 有 效 ? 

如 果 你 做 本 书 的 每 一 道 练习 ， 则 你 就 学 习 离 散 数 学 。 你 学 过 离散 数学 。 

因此 ， 你 做 过 本 书 的 每 一 道 练习 。 

解 ” 设 pp 是 命题 “你 做 过 本 书 的 每 一 道 练习 ”。 设 g 是 命题 “你 学 过 离散 数学 ”。 这 个 论证 
形式 是 : 如 果 p>g 并 且 g， 则 p。 这 就 是 使 用 肯定 结论 雇 误 的 不 正确 推理 的 一 个 例子 。 事 实 
上 ， 你 可 能 通过 其 他 某 种 方式 而 不 是 通过 做 本 书 的 每 一 道 练习 来 学 习 离 散 数 学 。( 你 可 能 通过 
阅读 、 听 讲座 、 做 本 书 的 一 些 但 不 是 全 部 练习 等 方式 来 学 习 离 散 数 学 ,) 4 

命题 ((p 一 gq) 人 -Pp) 一 9 不 是 永 真 式 ， 因 为 当 zp 为 假 而 4g 为 真 时 ， 它 为 假 。 许 多 不 正确 的 
论证 都 错误 地 把 它 当 作 推 理 规则 。 这 类 不 正确 的 推理 称 为 否定 假设 的 廖 误 (fallacy of denying 
the hypothesis) 。 
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设 p 和 4g 与 例 10 一 样 。 如 果 条 件 语 句 p>g 为 真 ， 并 且 "p 为 真 ， 则 得 出 7 为 真是 
否 正确 ? 换 名 话说， 假定 如 果 你 做 本 书 里 每 一 道 练 习 ， 则 你 就 学 习 了 离散 数学 ; 那么 如 果 你 没 
有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 那 么 是 否 可 以 认为 你 没有 学 习 离散 数学 ? 

解 ” 即 使 你 没有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 你 也 可 能 学 过 离散 数学 。 这 个 不 正确 的 论证 具有 
这 样 的 形式 : p>g 和 -1p 蕴含 J4， 这 是 一 个 否定 假设 的 雇 误 的 例子 。 4 


1.6.7 量化 命题 的 推理 规则 

我 们 已 经 讨论 了 命题 的 推理 规则 。 现 在 将 要 描述 针对 含有 量词 的 命题 的 一 些 重要 的 推理 规 
则 。 这 些 推理 规则 广泛 地 应 用 在 数学 论证 中 ， 但 通常 不 会 显 式 地 提 及 。 

全 称 实例 (universal instantiation) 是 从 给 定 前 提 VzP(Cz) 得 出 PCc) 为 真 的 推理 规则 ， 其 中 
是 论 域 里 的 一 个 特定 的 成 员 。 当 我 们 从 命题 “所 有 女人 都 是 聪明 的 ”得 出 “Lisa 是 聪明 的 ” 结 
论 时 ， 这 就 使 用 了 全 称 实例 规则 ， 其 中 Lisa 是 所 有 女人 构成 的 论 域 中 的 一 员 。 

全 称 引 入 (universal generajlization) 是 从 对 论 域 里 所 有 元 素 c 都 有 P(c) 为 真 的 前 提 推 出 
VY XP(zx) 为 真 的 推理 规则 。 我 们 可 以 通过 从 论 域 中 任意 取 一 个 元 素 c 并 证 明 P(c) 为 真 来 证 明 
VYV xP(z) 为 真 时 ， 这 就 使 用 了 全 称 引 入 规则 。 所 选择 的 元 素 c 必须 是 论 域 里 一 个 任意 的 元 素 ， 
而 不 是 特定 的 元 素 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 从 Vzzp(z) 断 言 对 于 论 域 中 元 素 c 的 存在 性 时 ， 我 们 不 
能 对 < 进行 控制 ， 并 且 除 了 c 来 自 于 论 域 以 外 不 能 对 ec 做 出 任何 其 他 假设 。 在 许多 数学 证 明 里 
都 隐 含 地 使 用 全 称 引 人， 而 很 少 明确 地 指出 来 。 然 而 ， 当 应 用 全 称 引 入 时 错误 地 添加 关于 任意 
元 素 < 莫名 假设 是 错误 推理 中 屡见不鲜 的 。 

存在 实例 (existential instantiation) 是 允许 从 “如 果 我 们 知道 3zP(z) 为 真 ， 得 出 在 论 域 中 
存在 一 个 元 素 c 使 得 P(c) 为 真 ” 的 推理 规则 。 这 里 不 能 选择 一 个 任意 值 的 <， 而 必须 是 使 得 
P(c) 为 真 的 那个 c<。 通 常 我 们 不 知道 c 是 什么 ， 而 仅仅 知道 它 存在 。 因 为 它 存 在 ， 所 以 可 以 给 
它 一 个 名 称 (c) 从 而 继续 论证 。 

存在 引入 (existential generalization) 是 用 来 从 “已 知 有 一 特定 的 cc 使 PCc) 为 真 时 得 出 
了 3zP(Cz) 为 真 ”的 推理 规则 。 即 如 果 我 们 知道 论 域 里 一 个 元 素 c 使 得 P(c) 为 真 ， 则 我 们 就 知 
道 3zP(Cz) 为 真 。 

这 些 推理 规则 总 结 在 表 2 中 。 例 12 和 例 13 将 要 说 明 如 何 使 用 量化 命题 的 推理 规则 。 


表 2 量化 命题 的 推理 规则 














推理 规则 名 称 
Be 全 称 实 例 
人 全 称 引 入 
人 存在 实例 
存在 引入 


证 明 前 提 “ 在 这 个 离散 数学 班 上 的 每 个 人 都 学 过 一 门 计算 机 课程 ”和 “Marla 是 这 scroes》 
个 班 上 的 一 名 学 生 ” 蕴 舍 结 论 “Marla 学 过 一 门 计算 机 课程 ”。 

解 ” 设 D(z) 表示“z 在 这 个 离散 数学 班 上 的 ”"， 并 且 设 C(x) 表示“z 学 过 一 门 计算 机 课 
程 ”。 则 前 提 是 Yz(CD(Cz) 一 CCz)) 和 D(Marla) 。 结 论 是 C(Marla)。 

下 列 步 又 可 以 用 来 从 前 提 建 立 结论 。 

步骤 理由 

下 CC 前 提 引 入 
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2. D(Marla)—>C(marla) 全 称 实例 ， 用 (1) 
3. DC(Marla) 前 提 引 入 
4. C(Marla) 假 言 推理 ， 用 (2) 和 (3) 4 


hB 证 明 前 提 “ 这 个 班 上 有 个 学 生 没有 读 过 这 本 书 ” 和 “这 个 班 上 的 每 个 人 都 通过 了 第 
一 次 考试 ”蕴含 结论 “通过 第 一 次 考试 的 某 个 人 没有 读 过 这 本 书 ”。 

解 令 CCz) 表 示 “z 在 这 个 班 上 ”，B(z) 表 示 “z 读 过 这 本 书 ”"，P(z) 表 示 “z 通 过 了 第 
一 次 考试 ”>。 前 提 是 了 3z(CCz) AnB(Cz)) 和 Yz(CCz) 一 P(z))。 结 论 是 3z(P(z) ABCz))。 下 
列 步 又 可 以 用 来 从 前 提 建 立 结论 。 


步骤 理由 

1. 939i(O(z) NB(z)) 前 提 引 入 

2. C(a) ABC(a) 存在 实例 ， 用 (1) 

Ko 化 简 律 ， 用 (2) 

4. Vzr(C(z)—>P(z)) 前 提 引 入 

5. C(a) 一 P(a) 全 称 实 例 ， 用 (4) 

6. Pla) 假 言 推理 ， 用 (3) 和 (5) 

7.5B(Ca) 化 简 律 ， 用 (2) 

8. P(a) A~B(a) 合 取 律 ， 用 (6) 和 (7) 

9. 了 3zCPCz) ADB(Cz)) 存在 引入 ， 用 (8) 4 


1. 6.8 命题 和 量化 命题 推理 规则 的 组 合 使 用 
我 们 已 经 建立 了 命题 的 推理 规则 和 量化 命题 的 推理 规则 。 注 意 我 们 在 例 12 和 例 13 的 论证 
中 既 用 了 全 称 实例 (量化 命题 推理 规则 ) 也 用 了 假 言 推理 (命题 推理 规则 ) 。 我 们 常常 需要 组 合 使 
用 这 些 推 理 规则 。 由 于 全 称 实例 和 假 言 推理 在 一 起 使 用 是 如 此 广泛 ， 所 以 这 种 规则 的 组 合 有 时 
称 为 全 称 假 言 推理 (universal modus ponens) 。 这 个 规则 告诉 我 们 : 如 果 Yx(P(z) 一 Q(x)) 为 
真 ， 并 且 如 果 P(a) 对 在 全 称 量词 论 域 中 的 一 个 特定 元 素 a 为 真 ， 那 么 QCa) 也 肯定 为 真 。 为 了 
看 清 这 点 ， 请 注意 由 全 称 实例 示 可 得 P(a) 一 Q(a) 为 真 。 然 后 ， 由 假 言 推理 可 得 Q(a) 也 肯定 为 
真 。 可 以 将 全 称 假 言 推理 描述 如 下 : 
VzCPCz) — Q(z)) 
Pl(a), 其 中 a 是 论 域 中 一 个 特定 的 元 素 
“a 
全 称 假 言 推理 常常 用 于 数学 论证 中 。 这 将 在 例 14 中 说 明 。 
假定 “对 所 有 正 整 数 n， 如 果 n 大 于 4， 那 么 xr 小 于 2"” 为 真 。 用 全 称 假 言 推理 证 
明 100: 志 2 | 
解 令 P(n) 表 示 “n 之 4” ，Q(n) 表 示 “w? 二 2"””。 语句 “对 所 有 正 整 数 n， 如 果 nn 大 于 4， 
那么 x 小 于 2”” 可 以 表示 为 Yn(P(n) 一 Q(n))， 其 中 论 域 为 所 有 正 整 数 。 假设 YnCP(n) 一 
Q(z) ) 为 真 。 注 意 ， 因 为 100 定 4， 所 以 P(100) 为 真 。 接 着 由 全 称 假 言 推理 可 知 Q(100) 为 真 ， 
即 1002<212 。 枚 
男 一 个 重要 的 命题 逻辑 推理 规则 和 量化 命题 推理 规则 的 组 合 是 全 称 取 拒 式 (universal 
modus tollens) 。 全 称 取 拒 式 将 全 称 实例 和 取 拒 式 组 合 在 一 起 ， 可 以 用 如 下 方式 表达 : 
Vz(P(zx) — Q(zx)) 
= Q(Ga), 其 中 & 是 论 域 中 一 个 特定 的 元 素 
ET 
全 称 取 拒 式 的 证 明 留 作 练习 25。 练 习 26 一 29 将 设计 更 多 的 命题 逻辑 推理 规则 和 量化 命题 
推理 规则 的 组 合 规则 。 
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练习 
1. 找 出 下 列 论 证 的 论证 形式 ， 并 判定 是 否 有 效 。 如 果 前 提 为 真 ， 能 断定 结论 为 真 吗 ? 
如 果 苏 格拉 底 是 人 ， 那 么 苏 格 拉 底 是 会 死 的 。 
苏 格 拉 底 是 人 
… 苏 格拉 底 是 会 死 的 
2. 找 出 下 列 论证 的 论证 形式 ， 并 判定 是 否 有 效 * -如果 前 提 为 真 ， 能 断定 结论 为 真 吗 ? 


如 果 George 没有 '8 条 腿 ， 那 么 它 就 不 是 蛛 。 
George 是 览 蛛 。 
George 有 8 条 腿 
3. 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? i 
a) Alice 主 修 数学 。 因 此 ，Alice 主 修 数学 或 计算 机 科学 。 
b)Jerry 主 修 数学 和 计算 机 科学 。 因 此 ，Jerry 主 修 数 学 。 
c) 如 果 今 天 下 雨 ， 则 游泳 池 将 关闭 。 今 天 下 雨 。 因 此 ， 游 泳池 关闭 。 
d) 如 果 今 天 下 雪 ， 则 大 学 将 关闭 。 今 天 大 学 没有 关闭 。 因 此 , 今天 没有 下 雪 。 
e) 如 果 我 去 游泳 ， 则 我 会 在 太阳 下 停留 过 久 。 如 果 我 在 太阳 下 停留 过 久 ， 则 我 会 有 晒 斑 。 因 此 ， 如 果 
我 去 游泳 ， 则 我 会 有 是 斑 。 
4. 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? 
a) 袋 鼠 生 活 在 澳大利亚 并 且 是 有 袋 类 动物 。 因 此 ,袋鼠 是 有 袋 类 动物 。 
b) 今 天 气温 高 于 100 度 或 者 污染 是 有 害 的 。 今 天 外 面 气 温 低 于 100 度 。 因 此 ， 污染 是 有 害 的 。 
c)Linda 是 优秀 的 游泳 者 。 如 果 Linda 是 优秀 的 游泳 者 ， 则 她 可 以 当 救 生 员 。 因 此 ，Linda 可 以 当 救 
生 员 。 
d) 今 年 夏天 Steve 将 在 计算 机 公司 工作 。 因 此 ， 今 年 夏天 Steve 将 在 计算 机 公司 工作 或 者 在 海滩 闲 和 逛 。 
e) 如 果 我 整 夜 做 这 个 作业 ， 则 我 可 以 解答 所 有 的 习题 。 如 果 我 解答 所 有 的 习题 ， 则 我 会 理解 这 些 资 
料 。 因 此 ， 如 果 我 整 夜 地 做 这 个 作业 ， 则 我 会 理解 这 些 资料 。 
5. 使 用 推理 规则 证 明 前 提 “Randy 很 用 功 ”、“ 如 果 Randy 很 用 功 ， 则 他 是 一 个 策 孩 子 ” 以 及 “如 果 
Randy 是 一 个 笨 孩 子 ， 则 他 不 会 得 到 工作 ”蕴含 着 结论 “Randy 不 会 得 到 工作 ”。 
6. 使 用 推理 规则 证 明 前 提 “ 如 果 天 不 下 雨 或 天 不 起 雾 ， 则 帆船 比赛 将 举行 并 且 救 生 表演 将 进行 “” “如 果 
帆船 比赛 举行 ， 则 将 颁发 奖杯 ”以 及 “没有 颁发 奖杯 ”蕴含 着 结论 “天 下 雨 了 ”。 
7. 在 下 面 的 著名 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? “所 有 的 人 都 是 要 死 的 。 苏 格拉 底 是 人 。 因 此 ， 苏 格拉 底 
是 要 死 的 。” 
8. 在 下 面 的 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ?“ 没 有 人 是 岛屿 。 曼 哈 顿 是 岛屿 。 因 此 ， 曼 哈 顿 不 是 人 。” 
9. 对 下 列 的 每 组 前 提 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结论 ? 试 解释 从 前 提 获 得 每 个 结论 时 所 使 用 的 推理 规则 。 
a) “如果 我 菜 天 休假 ， 则 那天 下 雨 或 下 雪 ”。“ 我 在 周二 休假 或 在 周 四 休假 ”。“ 周 二 出 太阳 ”。“ 周 四 未 
下 雪 。” 
b)“ 如 果 我 吃 了 羔 的 食物 ， 则 我 会 做 奇怪 的 梦 ”。“ 如 果 我 睡觉 时 打雷 ， 则 我 会 做 奇怪 的 梦 ”。“ 我 没有 
做 奇怪 的 梦 。” 
c)“ 我 或 者 聪明 或 者 幸运 。”“ 我 不 幸运 。”“ 如 果 我 幸运 ， 则 我 将 赢得 大 奖 。” 
d)“ 每 个 主 修 计算 机 科学 的 人 都 有 一 台 个 人 计算 机 。”“Ralph 没有 个 人 计算 机 。”“Aimin 有 一 台 个 人 计 
算 机 。” 
e)“ 对 公司 有 利 的 就 对 美国 有 利 。” “对 美国 有 利 的 就 对 你 有 利 。-”“ 对 公司 有 利 的 就 是 你 购买 许多 
东西 。” 
f)“ 所 有 的 咕 齿 类 动物 都 呈 咬 它们 的 食物 ”“ 老 鼠 是 哮 齿 类 动物 ,”“ 野 免 不 嘴 咬 它 们 的 食物 。”“ 蝙 晤 
不 是 哮 齿 类 动物 。” 
10. 对 下 列 的 每 组 前 提 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结论 ? 试 解释 从 前 提 获 得 每 个 结论 时 所 使 用 的 推理 规则 。 
a) “如 果 我 打 曲 棍 球 ， 则 我 第 二 天 会 感到 酸痛 。”“ 如 果 我 感到 酸痛 ， 则 我 会 用 水 疗 。”“ 我 没有 用 
水 疗 。” 


1l, 


12. 


13. 


14. 


1s, 


16. 


17. 


19. 


70 第 1 章 


b)“ 如 果 我 工作 ， 则 天 晴 或 半 晴 。”“ 我 上 周一 工作 或 上 周 五 工作 。”“ 周 二 不 是 晴天 。”“ 周 五 也 不 是 
半 晴 。” 

中 “所 有 的 昆虫 都 有 6 条 腿 .”“ 晴 蜂 是 昆虫 ,”“ 赂 蛛 不 是 6 条 腿 。”“ 蜂 蛛 吃 晴 疑 。” 

d) “每 个 学 生 都 有 因特网 账号 .”“Homer 没有 因特网 账号 .”“Maggie 有 因特网 账号 ” 

“所 有 对 健康 有 益 的 食物 都 不 好 吃 .” “豆腐 对 健康 有 益 ”“ 你 只 吃 好 吃 的 东西 。”“ 你 不 吃 豆腐 .” 


“汉堡 包 对 健康 无 益 。” 
f) “我 在 做 梦 或 在 幻觉 中 。”“ 我 没有 做 梦 。”“ 如 果 我 在 幻觉 中 ， 则 我 看 见 大 象 在 路 上 跑 。” 
证 明 如 果 由 前 提 pi ，p;，…，p,，9 及 结论 ~ 构成 的 论证 形式 是 有 效 ， 则 由 前 提 pl ，ps;，…，p， 及 
结论 9g 一 r 构成 的 论证 形式 也 是 有 效 。 
应 用 练习 11 和 表 1 中 的 推理 规则 证 明 : 由 前 提 (pA 人 一 (rVs)，g 一 (uA 人才 ，u>p 和 "~.s 及 结论 gr 
构成 的 论证 形式 是 有 效 的 。 


对 下 列 每 个 论证 ， 解 释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 

a)“ 班 上 的 学 生 Doug 知道 如 何 写 Java 程序 。 知 道 如 何 写 Java 程序 的 每 个 人 都 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。 
因此 ， 班 上 的 某 些 人 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。” 

b)“ 班 上 的 某 个 人 喜欢 观赏 鲸鱼 。 每 个 喜欢 观赏 鲸鱼 的 人 都 关心 海洋 污染 。 因 此 ， 班 上 有 人 关心 海洋 

c)“ 班 上 的 93 个 学 生 每 人 拥有 一 台 个 人 计算 机 。 拥 有 个 人 计算 机 的 每 个 人 都 会 使 用 字 处 理 软件 。 因 
此 ， 班 上 的 学 生 Zeke 会 使 用 字 处 理 软件 。” 

d) “新 泽 西 州 的 每 个 人 都 生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 。 新 泽 西 州 的 某 些 人 从 来 没有 见 过 海洋 。 因 此 ， 
生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 的 某 些 人 从 来 没有 见 过 海洋 。” 

对 下 列 每 个 论证 ， 解 释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 

a)“ 本 班 学 生 Linda 拥有 红色 敞篷 汽车 。 拥 有 红色 敞篷 汽车 的 每 个 人 都 至 少 领 到 一 张 超速 罚单 。 因 此 ， 
本 班 的 某 人 领 到 一 张 超速 罚单 。” 


.b)“5 位 室友 中 的 每 一 位 (Melissa、Aaaron、Ralph、Veneesha 和 Keeshawn) 都 选修 过 离散 数学 课程 。 


每 位 选修 过 离散 数学 课程 的 学 生 都 可 以 选修 算法 课程 。 因 此 ， 所 有 5 位 室友 明年 都 可 以 选修 算法 
课程 。” 

c)“John Sayles 制作 的 所 有 电影 都 很 好 看 。John Sayles 制作 过 关于 煤矿 工人 的 电影 。 因 此 ， 有 一 部 很 
好 看 的 关于 煤矿 工人 的 电影 。” 

d) “本 班 有 人 到 过 法 国 。 到 过 法 国 的 每 个 人 都 会 参观 卢 浮 宫 。 因 此 ， 本 班 有 人 参观 过 卢 浮 官 。” 

判断 下 列 论证 是 否 正确 并 解释 原因 。 

a) 班 上 的 所 有 学 生 都 懂 逻 辑 。Xavier 是 这 个 班 上 的 学 生 。 因 此 ，Xavier 也 懂 逻 辑 。 

b) 每 个 计算 机 专业 的 学 生 都 要 学 离散 数学 。Natasha 在 学 离散 数学 ， 因 此 ，Natasha 是 计算 机 专业 的 。 

ec) 所 有 鹦 芽 都 喜欢 吃水 果 。 我 养 的 岛 不 是 鹦 芽 ， 因 此 ， 我 养 的 鸟 不 喜欢 吃水 果 。 

d) 每 天 吃 麦 片 的 人 都 很 健康 。Linda 不 健康 ， 因 此 ，Linda 没有 每 天 吃 麦 片 。 

判断 下 列 论证 是 否 正确 并 解释 原因 。 A 

a) 每 一 个 上 大 学 的 人 都 住 过 宿舍 。Mia 从 未 住 过 宿舍 ， 因 此 ，Mia 没有 上 过 大 学 。 

b) 沿 篷 轿车 开 起 来 感觉 很 好 。Isaac 的 车 不 是 敞篷 的 ， 因 此 ，Isaac 的 车 开 起 来 感觉 不 好 。 

c) Quincy 喜欢 所 有 的 动作 电影 。Quincy 喜欢 电影 (Eight Men Out》， 因 此 , 《Eight Men Out》 是 一 部 动 
作 电 影 。 

d) 所 有 捕 虾 者 都 设置 了 至 少 12 个 陷阱 。Hamilton 是 捕 虾 者 ， 因 此 ，Hamiltion 设置 了 至 少 12 个 
陷阱 。 

如 下 论证 错 在 哪里 ? 令 互 (z) 为 “z 很 开心 ”。 给 定 前 提 3z 互 (z)， 我 们 得 出 互 (Lola) 。 因 此 ，LoLa 

很 开心 。 


。 如 下 论证 错 在 哪里 ? 令 SCz，y) 为 “z 比 > 矮 "。 给 定 前 提 3 了 sS(Cs，Max) ， 可 得 出 SCMax，Max) 。 由 


存在 引入 可 得 出 3zSCz，z)， 因 此 某 人 比 他 自己 矮 。 

判定 下 列 每 个 论证 是 否 有 效 。 如 果 论 证 是 正确 的 ， 使 用 了 什么 推理 规则 ? 如 果 它 不 正确 ， 出 现 了 什 
么 逻辑 错误 ? 

2) 如 果 nn 是 满足 nn 二 1 的 实数 ， 则 收 二 1。 假定 xw 二 1。 于 是 nn 二 1。 
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b) 如 果 nn 是 满足 n 二 3 的 实数 ， 则 妈 之 9。 假 定 姑 委 9。 于 是 n 过 3。 

c) 如 果 n 是 满足 n 二 2 的 实数 ， 则 ?二 4。- 假 定 n 二 2。 于 是 n? 过 4。 

判定 以 下 是 否 为 有 效 论 证 。 

a) 如 果 工 是 正 实数 ， 那 么 x? 是 正 实数 。 因 此 ， 如 果 a? 是 正 的 ， 这 里 a 是 实数 ， 则 a 是 正 实数 。 

b) 如 果 xz? 关 0， 这 里 z 是 实数 ， 则 zx 了 关 0。 设 a 是 实数 ，a? 关 0， 则 天 0。 

哪些 推理 规则 用 来 建立 1.4 节 例 26 里 所 描述 的 卡 洛 尔 (Lewis Carroll) 论 证 的 结论 ? 

哪些 推理 规则 用 来 建立 1.4 节 例 27 里 所 描述 的 卡 洛 尔 (Lewis Carroll) 论 证 的 结论 ? 
指出 如 下 试图 证 明 “ 如 果 了 zP(z)A 3xQ(z) 为 真 ， 那么 3 zx(P(zx) 人 Q(z)) 为 真 ”的 论证 中 有 哪些 


错误 。 

1，3zP(z)V IzQ(z) 前 提 引 入 

2 本 Pa 化 简 律 ， 用 (1) 

3. P(e) 存在 实例 ， 用 (2) 

4. 3 zxQ(z) 化 简 律 ， 用 (1) 

5. QC) 存在 实例 ， 用 (4) 

6 P(e NOCe) 合 取 律 ， 用 (3) 和 (5) 

7. IzPC(z)NQ(z)) 存在 引入 

指出 如 下 试图 证 明 “ 如 果 VYVzCPCz) VQ(Cz)) 为 真 ， 那 么 VzP(Cz)V YzQ(Czr) 为 真 ”的 论证 中 有 哪些 
错误 。 

1. Vz(P(zx)V Q(z)) 前 提 引 入 

2. P(e) V Q(c) 全 称 实例 ， 用 (1) 

3. P(e) 化 简 律 ， 用 (2) 

4. VY zxP(z) 全 称 引 入 ， 用 (3) 

5.Q(c) 化 简 律 ， 用 (2) 

6. VzxQ(z) 全 称 引 入 ， 用 (5) 

7. VzP(z)V VxQ(z) 合 取 律 ， 用 (4) 和 (6) 

通过 证 明 前 提 Yzx(CP(z) 一 Q(x)) 和 -Ql(a)， 推 出 aP(a) (其 中 a 是 对 论 域 中 某 个 特定 元 素 ) 来 检验 全 称 
取 拒 式 。 

试 证 明 全 称 传递 性 ， 即 ， 如 果 Vz(CP(Cz) 一 QCz)) 和 Vz(CQCz) 一 RCz)) 为 真 ， 则 VzCP(Cz) 一 R(Cz)) 为 真 ， 
这 里 所 有 量词 的 论 域 都 是 相同 的 。 


用 推理 规则 证 明 : 如 果 YzCPCz) 一 (QCz)ASCz))) 和 VzCPCz)AR(Cz)) 为 真 ， 则 Vz(CRCz) ASCz)) 
为 真 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 Vz(CP(Cz)VQGCz)) 和 Vz(C5PCz)AQCz)) 一 RCz)) 为 真 ， 则 YVz (CRCz) 一 
P(z)) 也 为 真 ， 这 里 所 有 量词 的 论 域 都 是 相同 的 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 VzCPCz)VQCz)) 和 VrzCanQCz)VSCGz))，VYVzCRCr) 一 SCrz)) 和 了 习 zP(Cz) 
为 真 ， 则 3 xJR(X) 为 真 。 

使 用 消解 律 证 明 前 提 “Allen 是 一 个 坏 男 孩 或 Hillary 是 一 个 好 女孩 ”和 “Allen 是 一 个 好 男孩 或 
David 很 开心 ”蕴含 结论 “Hillary 是 一 个 好 女孩 或 David 很 开心 ”。 

使 用 消解 律 证 明 前 提 “ 天 没 下 雨 或 Yvette 带 雨 爹 了 ”， “Yvette 没有 带 雨 伞 或 她 没有 被 淋 湿 ”和 “天 
下 雨 了 或 Yvette 没有 被 淋 湿 ” 蕴 售 “Yvette 没有 被 淋 湿 ”。 

结合 消解 律 和 前 提 为 假 的 条 件 语 句 为 真 这 一 事实 可 推导 出 等 价 式 p 人 -1p 三 F。[ 提 示 : 令 q 二 r 二 F。] 
用 消解 律 证 明 复合 命题 (pV q) 人 (4pV gq)A 人 (pV -9) 人 (4pV-9) 不 是 可 满足 的 。 

逻辑 问题 ， 选 自 ( 人 逻辑 游戏 : WFF”N PROOF》(WFF”’N PROOF，The Game of Logic)， 有 下 面 两 个 
假设 : 

1)“ 逻 辑 是 很 难 的 或 没有 许多 学 生 喜 欢 逻 辑 ”。 

2)“ 如 果 数 学 是 容易 的 ， 则 逻辑 不 是 很 难 的 ”。 
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把 这 些 假设 翻译 成 含有 命题 变量 和 逻辑 联结 词 的 命题 ， 判 定 下面 每 个 命题 是 不 是 这 些 假设 的 有 效 
结论 : 
a) 如 果 有 许多 学 生 喜 欢 逻 辑 ， 则 数学 不 是 容易 的 。 
b) 如 果 数 学 不 是 容易 的 ， 则 没有 许多 学 生 喜 欢 逻 辑 。 
c) 数 学 不 是 容易 的 或 者 逻辑 是 很 难 的 。 
d) 有 逻辑 不 是 很 难 的 或 数学 不 是 容易 的 。 
e) 如 果 没 有 许多 学 生 喜 欢 逻 辑 ， 则 数学 不 是 容易 的 或 者 逻辑 不 是 很 难 的 。 
x* 35。 判定 下 列 论证 ( 选 自 Kalish and Montague[KaMo641]) 是 否 有 效 : 
如 果 超 人 能 够 并 愿意 防止 那 恶 ， 则 他 将 这 样 做 。 如 果 超 人 不 能 够 防止 那 恶 ， 则 他 就 是 无 能 的 ;如 果 
超人 不 愿意 防止 那 恶 ， 则 他 就 是 恶意 的 。 超 人 没有 防止 邪恶 。 如 果 超 人 存在 ， 则 他 是 无 能 的 或 者 亚 
意 的 。 因 此 ， 超 人 不 存在 。 


1.7 证 明 导 论 


eh | 

本 节 我 们 介绍 证 明 的 概念 并 描述 构造 证 明 的 方法 。 一 个 证 明 是 建立 数学 语句 真实 性 的 有 效 
论证 。 证 明 可 以 使 用 定理 的 假设 (如 果 有 的 话 )， 假 定 为 真 的 公理 以 及 之 前 已 经 被 证 明 的 定理 。 
使 用 这 些 以 及 推理 规则 ,证 明 的 最 后 一 步 是 建立 被 证 命题 的 真实 性 。 

在 我 们 的 讨论 中 ， 将 从 定理 的 形式 化 证 明 转 向 非 形 式 化 证 明 。1. 6 节 介 绍 的 涉及 命题 和 量 
化 命题 为 真 的 论证 是 形式 化 证 明 ， 其 中 提供 了 所 有 步骤 ， 并 给 出 论证 中 每 一 步 所 用 到 的 规则 。 
然而 ， 许 多 有 用 定理 的 形式 化 证 明 会 非常 长 且 难 以 理解 。 实 际 上 ， 为 方便 人 们 阅读 ， 定 理 证 明 
几乎 都 是 非 形式 化 证 明 (informal proof) ， 其 中 每 个 步 又 会 用 到 多 于 一 条 的 推理 规则 ， 有 些 步 又 
会 被 省 略 ， 不 会 显 式 地 列 出 所 用 到 的 假设 公理 和 推理 规则 。 非 形式 化 证 明 常常 能 向 人 们 解释 定 
理 为 什么 为 真 ， 而 计算 机 则 更 乐意 用 自动 推理 系统 产生 形式 化 证 明 。 

本 章 讨论 的 证 明 方法 很 重要 ， 不 仅 因 为 它们 用 于 证 明 数 学 定理 ， 而 且 它 们 在 计算 机 科学 中 
也 有 许多 应 用 。 这 些 应 用 包括 验证 计算 机 程序 是 正确 的 、 建 立 安全 的 操作 系统 、 在 人 工 智 能 领 
域 做 推理 、 证 明 系 统 规范 说 明 是 一 致 的 等 。 因 此 ， 对 于 数学 和 计算 机 科学 而 言 ， 理 解 证 明 中 的 
技术 非常 必要 。 


1.7.2 一 些 专用 术语 

一 个 定理 (theorem) 形 式 上 就 是 一 个 能 够 被 证 明 是 真 的 语句 。 在 数学 描述 中 ， 定 理 一 词 通 
常 是 用 来 专 指 那些 被 认为 至 少 有 些 重 要 的 语句 。 不 太 重 要 的 定理 有 时 称 为 命题 (定理 也 可 以 称 
为 事实 (fact) 或 结论 (result) ) 。 一 个 定理 可 以 是 带 一 个 或 多 个 前 提 及 一 个 结论 的 条 件 语 句 的 全 
称 量化 式 。 当 然 ， 它 也 可 以 是 其 他 类 型 的 逻辑 语句 ， 就 如 本 章 稍 后 会 看 到 的 一 些 例子 。 我 们 用 
一 个 证 明 (proof) 来 展示 一 个 定理 是 真 的 。 证 明 就 是 建立 定理 真实 性 的 一 个 有 效 论证 。 证 明 中 
用 到 的 语句 可 以 包括 公理 (axiom) (或 假设 (postulate)) ， 这 些 是 我 们 假定 为 真 的 语句 (例如 ， 在 
附录 1 中 给 出 的 实数 公理 ， 以 及 平面 几何 的 公理 )、 定 理 的 前 提 ( 如 果 有 的 话 ) 和 以 前 已 经 被 证 
明 的 定理 。 公 理 可 以 采用 无 须 定义 的 原始 术语 来 陈述 ， 而 在 定理 和 证 明 中 所 用 的 所 有 其 他 术语 
都 必须 是 有 定义 的 。 推 理 规则 和 其 术语 的 定义 一 起 用 于 从 其 他 的 断言 推出 结论 ， 并 绑 定 在 证 明 
中 的 每 个 步骤 。 实 际 上 ， 一 个 证 明 的 最 后 一 步 通常 恰好 是 定理 的 结论 。 然 而 ， 为 清晰 起 见 ， 我 
们 通常 会 重 述 定理 的 结论 作为 一 个 证 明 的 最 后 步骤 。 

一 个 重要 性 略 低 但 有 助 于 证 明 其 他 结论 的 定理 称 为 引 理 (lemma)。 当 用 一 系列 引 理 来 进行 
复杂 的 证 明 时 通常 比较 容易 理解 ， 其 中 每 一 个 引 理 都 被 独立 证 明 。 推 论 (corollary) 是 从 一 个 已 
经 被 证 明 的 定理 可 以 直接 建立 起 来 的 一 个 定理 。 猜 想 (conjecture) 是 一 个 被 提出 认为 是 真 的 命 
题 ， 通 常 是 基于 部 分 证 据 、 启 发 式 论证 或 者 专家 的 直觉 。 当 猜想 的 一 个 证 明 被 发 现时 ， 猜 想 就 
变 成 了 定理 。 许 多 时 候 猜 想 被 证 明 是 假 的 ， 因 此 它们 不 是 定理 。 


基础 : 逻 远 和 证 明 73 





1.7.3 理解 定理 是 如 何 陈述 的 

在 介绍 证 明定 理 的 方法 之 前 ， 我们 需要 理解 数学 定理 是 如 何 陈述 的 。 许 多 定理 断言 一 个 
质 相 对 于 论 域 ( 比 如 整数 或 实数 ) 中 的 所 有 元 素 都 成 立 。 虽 然 这 些 定理 的 准确 陈述 需要 包含 全 称 
量词 ,但 是 数学 里 的 标准 约定 是 省 略 全 称 量词 。 比 如 ， 语句“ 如 果 z>>， 其 中 z 和 >y 是 正 实 
数 ， 那么 zx 二 y” 其 实意 味 着 “对 所 有 正 实数 x 和 y， 如 果 z 二 y， 那么 二 y”。 

此 外 ， 当 证 明 这 种 类 型 的 定理 时 ， 证明 的 第 一 步 通常 涉及 选择 论 域 里 的 一 个 一 般 性 元 素 。 
随后 的 步骤 是 证 明 这 个 元 素 具 有 所 考虑 的 性 质 。 最 后 ， 全 称 引 入 草 含 着 定理 对 论 域 里 所 有 元 素 
都 成 立 。 


1.7.4 证 明定 理 的 方法 

证 明 数 学 定理 有 可 能 很 艰难 。 要 构造 证 明 ， 我 们 需要 所 有 可 用 的 手段 ， 包 括 不 同 证 明 方法 
的 强大 的 工具 库 。 这 些 方 法 提供 了 证 明 的 总 体 思路 和 策略 。 理 解 这 些 方 法 是 学 习 如 何 阅读 并 构 
造 数 学 证 明 的 关键 所 在 。 一 旦 我 们 选 定 了 一 种 证 明 方 法 ,我 们 使 用 公理 、 术 语 的 定义 、 先 前 证 
明 的 结论 和 推理 规则 来 完成 证 明 。 注 意 在 本 书 中 我 们 总 是 假定 附录 1 中 关于 实数 的 公理 。 当 我 
们 证 明 关 于 几何 学 的 结论 时 也 会 假定 常用 的 公理 。 当 你 自己 构造 证 明 时 ， 一定 要 小 心 不 要 使 用 
除了 公理 、 定 义 、 已 证 结论 之 外 的 任何 东西 作为 事实 ! 

为 了 证 明 形 如 Vx(P(x) 一 Q(x)) 的 定理 ,我 们 的 目标 是 证 明 P(c) 一 Q(c) 为 真 ， 其 中 < 是 
论 域 中 的 任意 元 素 ， 然 后 应 用 全 称 引 入 规则 。 在 这 个 证 明 中 ， 需 要 证 明 条 件 语 句 为 真 。 正 因为 
如 此 ， 我 们 可 以 专注 于 证 明 条 件 语句 为 真 的 方法 。 回 忆 一 下 p>q 为 真 ， 除 非 p 为 真 且 9 为 假 。 
注意 当 要 证 明 语句 p->g 时 ， 我们 只 需要 证 明 如 果 为 真 则 9 为 真 。 下 面 的 讨论 将 给 出 最 常见 
的 证 明 条 件 语句 的 技术 。 之 后 将 讨论 证 明 其 他 类 型 语句 的 方法 。 在 本 小 节 以 及 1.8 节 ， 我 们 将 
开发 一 个 大 的 证 明 技 术 工具 库 ， 可 用 于 证 明 多 种 不 同类 型 的 定理 。 

当 你 阅读 证 明 时 ， 你 常常 会 发 现 这 样 的 词语 “显然 地 ”或 者 “清楚 地 ”。 这 些 词 意味 着 作 
者 预期 读者 有 能 力 补 上 的 一 些 步骤 已 经 省 略 。 遗 憾 的 是 ， 这 个 假设 往往 无 法 保证 读者 根本 不 确 
定 怎么 补 上 这 些 省 略 的 步骤 。 我 们 将 努力 避免 使 用 这 些 词语 ， 并 试图 避免 省 略 太 多 的 步骤 。 然 
而 ， 如 果 我 们 保留 证 明 中 的 所 有 步骤 ,我 们 的 证 明 将 会 变 得 极其 元 长 。 


1.7.5 直接 证 明 法 

条 件 语句 p>q 的 直接 证 明 法 的 构造 ， 第 一 步 假设 /为 真 ， 第 二 步 用 推理 规则 构造 ， 而 第 
三 步 表明 q 必须 也 为 真 。 直 接 证 明 法 是 通过 证 明 如 果 p 为 真 ， 那 么 g 也 肯定 为 真 ， 这 样 p 为 丰 
且 9 为 假 的 情况 永远 不 会 发 生 从 而 证 明 条 件 语句 pq 为 真 。 在 直接 证 明 中 ， 我 们 假定 p 为 真 ， 
并 且 用 公理 、 定 义 和 前 面 证 明 过 的 定理 ， 加 上 推理 规则 来 证 明 g 必须 也 为 真 。 你 会 发 现 许多 结 
论 的 直接 证 明 法 是 直截了当 的 。 从 假设 导向 结论 这 种 直接 的 方法 基本 上 取决 于 当前 阶段 可 能 有 
的 前 提 。 然 而 ， 直 接 证 明 法 有 时 候 需要 特殊 的 洞察 力 并 且 可 能 是 相当 棘手 的 。 这 里 给 出 的 第 一 
个 直接 证 明 相 当 简单 。 稍 后 你 会 看 到 一 些 需 要 洞察 力 的 证 明 。 

我 们 会 提供 几 个 不 同 的 直接 证 明 法 的 例子 。 在 给 出 第 一 个 例子 前 ， 我 们 还 需要 定义 一 
术语 。 
,定义 1 







整数 是 偶数 ， 如 果 存 在 一 个 束 效 上 使 得 一 244 整 才 9 是 奇效， 和 如果 丰 在 一 + 








两 个 整数 同 为 偶数 或 同 为 奇才 时 具有 相同 的 奇 售 性 ; 当 一 
相 度 的 奇偶 性 。 
@ 时 络 出 定理 “如 果 是 奇数 ， 则 坟 是 奇数 ”的 直接 证 明 。 


解 ” 注 意 这 个 定理 表述 YnC(P(n) 一 Q(n))， 这 里 P(n) 是 “n 是 奇数 ”，Q(n) 是 “nn: 是 奇 
数 ”。 正 如 前 面 所 说 ， 我 们 会 遵循 数学 证 明 中 通常 的 惯例 ,证 明 P(n) 意 味 着 Q(n)， 而 不 显 式 


个 是 偶数 而 个 是 奇数 时 具有 
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使 用 全 称 实例 规则 。 要 对 这 个 定理 进行 直接 证 明 ， 我 们 假设 这 个 条 件 语句 的 前 提 为 真 ， 即 假设 
n 是 奇数 。 由 奇 整数 的 定义 ， 可 得 n= 二 2 十 1， 其 中 是 某 个 整数 。 我 们 要 证 明 n? 也 是 奇数 。 在 
等 式 n 王 2k 十 1 两 边 取 平方 得 到 表达 ne 的 等 式 。 这 样 ， 我 们 得 出 二 (2k 十 1)* 二 4 有 十 44 十 1 二 
2(2k 十 2k) 十 1。 由 奇数 定义 ， 可 以 得 到 结论 mn 是 奇数 ( 它 是 一 个 整数 的 2 倍 再 加 1) 。 因 此 ， 
我 们 证 明了 如 果 n 是 奇数 ， 则 mn? 是 奇数 。 4 

给 出 一 个 直接 证 明 : 如 果 m 和 nn 都 是 完全 平方 数 ， 那 么 nm 也 是 一 个 完全 平方 数 。 
(一 个 整数 a 是 一 个 完全 平方 数 ， 如 果 存 在 一 个 整数 5 使 得 a 二 46,) 

解 ” 为 了 构造 这 个 定理 的 一 个 直接 证 明 ， 我们 假定 这 个 条 件 语句 的 前 提 为 真 ， 即 假定 痉 
入 都 是 完全 平方 数 。 由 完全 平方 数 的 定义 可 知 ， 存 在 整数 ; 和 t 使 得 m 二 ss ，n 二 + 。 证 明 的 
目的 是 证 明 当 m 和 nn 是 完全 平方 数 时 mn 也 必须 是 完全 平方 数 。 通 过 用 8 替换 m 以 及 用 +* 蔡 
换 n， 我 们 就 能 看 到 如 何 朝 着 目标 进行 证 明了 。 这 就 得 到 mn 二 st 。 故 再 由 乘法 交换 律 和 结合 
律 ， 可 得 mn 二 $= 二 (ss) (tt)= 二 (5t) (st) = 二 (5t)*。 由 完全 平方 数 的 定义 可 得 ，mn 也 是 一 个 完全 平 
方 数 ， 因 为 它 是 st 的 平方 ， 这 里 si 为 一 整数 。 这 就 证 明了 如 果 m 和 n 都 是 完全 平方 数 ， 那 么 
nm 也 是 一 个 完全 平方 数 。 4 


1.7.6 反 证 法 

直接 证 明 法 从 定理 的 假设 导向 结论 。 它 们 从 前 提 开 始 ， 继 续 一 连 串 的 推演 ， 最终 以 结论 作 
为 结束 。 然 而 ， 我 们 会 发 现 尝 试 直接 证 明 法 有 时 候 会 走 进 死胡同 。 我 们 需要 其 他 方法 来 证 明 形 
如 VxzCP(z) 一 Q(z)) 的 定理 。 不 采用 直接 证 明 法 ， 即 不 从 前 提 开 始 以 结论 结束 来 证 明 这 类 定理 
的 方法 叫 作 间接 证 明 法 。 

一 类 非常 有 用 的 间接 证 明 法 称 为 反 证 法 (proof by contraposition) 。 反 证 法 利用 了 这 样 一 个 
事实 : 条 件 语句 p>g 等 价 于 它 的 逆 否 命题 7q 一 -zz。 这 意味 着 条 件 语 句 p>g 的 证 明 可 以 通过 
证 明 它 的 逆 否 命题 7g~>5z 为 真 来 完成 。 用 反 证 法 证 明 p 一 g 时 ， 我 们 将 nd 作为 前 提 ， 再 用 公 
理 、 定 义 和 前 面 证 明 过 的 定理 ， 以 及 推理 规则 ， 证 明 ”z 必须 成 立 。 我 们 用 两 个 例子 来 解释 反 
证 法 。 这 些 例子 表明 当 不 容易 找到 直接 证 明 时 用 反 证 法 会 很 有 效 。 

ot 证 明 如 果 nn 是 一 个 整数 且 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 。 

解 ” 我 们 首先 尝试 直接 证 明 。 为 构建 直接 证 明 ， 首 先 假设 3n 十 2 是 奇 整 数 。 由 奇数 的 定义 ， 
我 们 知道 存在 某 个 整数 使 得 3n 十 2 二 2k 十 1。 我 们 能 由 此 证 明 ”是 奇数 吗 ? 我 们 可 以 看 到 3n 十 
1 二 2k&， 但 似乎 没有 任何 直接 的 方式 可 以 得 出 n 是 奇数 的 结论 。 由 于 直接 证 明 的 尝试 失败 ， 我 们 
接 下 来 尝试 反 证 法 。 

反 证 法 的 第 一 步 是 假设 条 件 语句 “如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 ”的 结论 是 假 的 ， 也 
就 是 说 ,假设 n 是 偶数 。 于 是 由 偶数 定义 可 知 ， 存 在 某 个 整数 k 有 n= 二 2k。 把 nn 用 2k 代入 ， 
得 到 3n 十 2 二 3(2&) 十 2 二 6k 十 2 二 2(3k 十 1)。 这 就 告诉 我 们 3n 十 2 是 偶数 (因为 它 是 2 的 倍数 )， 
因此 不 是 奇数 。 这 是 定理 前 提 的 否定 。 因 为 条 件 语句 结论 的 否定 蕴含 着 前 提 为 假 ， 所 以 原来 
的 条 件 语句 为 真 。 这 样 反 证 法 就 成 功 了 ， 我 们 证 明了 定理 “如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 ”是 
奇数 ”。 4 

证 明 如 果 n= 二 abp， 其 中 a 和 65 是 正 整 数 ， 那么 4 过 Vn 或 者 6 过 Yn。 

解 ” 因 为 没有 简单 明了 的 方法 能 从 等 式 n==ab( 其 中 a 和 2 是正 整数 ) 直 接 证 明 a 过 Vn 或 者 
b 壹 Vn， 所 以 尝试 反 证 法 。 

反 证 法 的 第 一 步 是 假定 条 件 语句 “如 果 "一 ab 其 中 和 6 是 正 整 数 ， 那么 a 过 Vn 或 者 
b 过 Vn” 的 结论 为 假 。 也 就 是 说 ,假定 (a 过 Yn)V (5 过 Yn) 为 假 。 由 析 取 的 含义 和 德 . 摩根 
律 可 知 ， 这 蕴含 着 (a 过 Vn ) 和 (5 过 Vn ) 都 为 假 。 这 又 蕴含 着 a 二 Vn 并 且 b 之 Vm 。 我 们 将 两 个 
不 等 式 相 乘 (用 到 的 事实 是 如 果 0 二 s 过 i 且 0 二 u 二 v， 那么 su 过 tv) 得 到 ob 之 Yn Yn = 二 n 。 这 表 
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明 ap 天 2， 与 命题 2 一 ca 矛盾 。 

因为 条 件 语句 结论 的 否定 蕴含 前 提 为 假 ， 所 以 原来 的 条 件 语句 为 真 。 这 里 反 证 法 是 可 行 
的 ， 我 们 证 明了 如 果 n= 二 ab5， 其 中 4 和 46 是 正 整 数 ， 那 么 4a 达 Vn 或 者 6 过 Vn。 4 

空 证 明和 平凡 证 明 ” 当 我 们 知道 p 为 假 时 ， 能 够 很 快 证 明 条 件 语句 p>g 为 真 ， 因 为 当 p 为 
假 时 pg 一 定 为 真 。 因 此 ， 如 果 能 证 明 p 为 假 ， 那 么 我 们 就 有 一 个 p>g 的 证 明 方 法 ， 称 为 空 证 
明 (vacuous proof) 。 空 证 明 通 常用 于 证 明定 理 的 一 些 特例 ， 如 一 个 条 件 语句 对 所 有 正 整 数 均 为 真 
( 即 形 如 YnP(n) 的 定理 ， 其 中 P(n) 是 命题 函数 )。 这 类 定理 的 证 明 技 术 将 在 5. 1 节 中 讨论 。 

人 @ 国 证 明 命题 P(0) 为 真 ， 其 中 P(z) 是 “如 果 xz>1， 则 妈 之 z， 论 域 是 所 有 整数 的 集合 。 

解 ”注意 命题 P(0) 就 是 “如 果 0>1， 则 0* 之 0”。 我 们 可 以 用 空 证 明 来 证 P(0)。 事 实 上 ， 
前 提 0 过 1 为 假 。 所 以 P(0) 自 动 地 为 真 。 本 

评注 ”条件 语句 的 结论 0 之 0 为 假 与 该 条 件 语 合 的 真 值 无 关 ， 因 为 前 提 为 假 的 条 件 语句 是 
确保 为 真 的 。 

证 明 如 果 n 是 满足 10 委 ”" 委 15 的 完全 平方 数 ， 则 ” 亦 是 一 个 完全 立方 数 。 

解 注意 到 在 10 委 ”和 15 范围 中 的 nn 没有 完全 平方 数 ， 因 为 3 = 二 9 而 人 二 16。 故 语句 nn 是 
满足 10 二 nn 过 15 的 完全 平方 数 对 所 有 n 都 是 假 的 。 因 此 ， 要 证 明 的 语句 对 所 有 n 为 真 。 

如 果 知 道 结论 g 为 真 ， 我 们 也 能 够 很 快 就 证 明 条 件 语句 p 一 q。 通 过 证 明 9 为 真 ， 可 以 推出 
p 斑 g 一 定 为 真 。 用 9 为 真 的 事实 来 证 明 p 一 g 的 方法 叫 作 平凡 证 明 (trivial proof) 。 平 凡 证 明 方 
法 常常 是 很 重要 的 ， 尤 其 是 要 证 明定 理 的 一 些 特 例 时 ( 见 1. 8 节 分 情形 证 明 的 讨论 ) 以 及 在 数学 
归纳 法 (在 5. 1 节 中 将 讨论 一 种 证 明 技 术 ) 的 证 明 中 。 

设 P(w) 是 “如 果 a 和 2 是 满足 4 的 正 整数 ， 则 a" 宇 w”， 其 中 论 域 是 所 有 非 负 整 
数 的 集合 。 证 明 命题 P(0) 为 真 。 

解 ”命题 P(0) 是 “如 果 a 宇 5， 则 a 宇 8”。 因 为 a = 二 二 1， 所 以 条 件 语句 “如 果 a 宇 b， 
则 a 三 8” 的 结论 为 真 。 从 而 条 件 语句 P(0) 为 真 。 这 是 平凡 证 明 法 的 一 个 例子 。 注 意 前 提 
“a 宇 9” 在 这 个 证 明 里 用 不 到 。 4 

证 明 的 小 策略 ”我们 已 经 阐述 了 证 明 形 如 Y xCP(zx) 一 Q(x)) 的 定理 的 两 种 重要 方法 : 直接 
证 明 法 和 反 证 法 。 我们 还 给 出 了 示例 说 明 如 何 使 用 每 种 方法 。 然 而 ， 当 面临 证 明 形 如 
VZzCPCz) 一 Q(Cz)) 的 定理 时 ， 你 会 选择 哪 一 种 方法 试图 去 证 明 它 呢 ? 这 里 我 们 提供 一 些 经 验 法 
则 ,在 1.8 节 将 用 更 大 篇 幅 详细 讨论 证 明 策 略 。 

当 想 要 证 明 形 如 VzCPCz) 一 Q(Cz)) 的 命题 时 ， 首 先 评估 直接 证 明 法 是 否 可 行 。 可 以 通过 展 
开 前 提 中 的 定义 开始 。 通 过 利用 这 些 前 提 ， 结 合 公理 和 可 用 的 定理 进行 推理 。 如 果 直 接 证 明 法 
得 不 到 什么 结果 ， 比 如 不 像 例 3 和 例 4 那样 有 一 个 清晰 的 方法 可 以 利用 假设 来 得 到 结论 ， 则 可 
以 尝试 反 证 法 来 证 明之 。( 很 难 从 诸如 工 是 无 理 数 或 zx 天 0 这 样 的 假设 来 进行 推理 ， 这 个 线索 也 
告诉 你 间接 证 明 可 能 是 最 好 的 办 法 。) 。 

回顾 一 下 ， 在 反 证 法 中 要 假定 条 件 语 句 的 结论 为 假 ， 并 使 用 直接 证 明 法 来 证 明 这 列 含 着 前 
提 必 为 假 。 通 常 你 会 发 现 反 证 法 很 容易 从 结论 的 否定 出 发 来 构造 。 例 8 和 例 9 展示 了 这 种 策 
略 。 在 每 个 例子 中 ,注意 到 当 没 有 明显 的 直接 证 明 方 法 时 ， 反 证 法 是 相当 简单 明了 的 。 

在 给 出 例子 前 ， 我 们 需要 一 个 定义 。 






证 明 两 个 有 理 数 之 和 是 有 理 数 。( 注 意 如 果 这 里 要 包含 隐 含 量词 ， 我 们 要 证 明 的 定理 
就 是 :“ 对 于 每 个 实数 > 和 每 个 实数 ;， 如 果 r 和 s 是 有 理 数 ， 则 r 十 s 是 有 理 数 。) 
解 ”首先 尝试 直接 证 明 法 。 假 设 r 和 :是 有 理 数 。 由 有 理 数 的 定义 可 知 ， 存 在 整数 p 和 g 
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(g 关 0) 使 得 r= 二 =p/q， 存 在 整数 t 和 w(u 关 0) 使 得 ;二 t/u。 我 们 能 用 这 个 信息 证 明 r 十 s 是 有 理 数 
吗 ? 即 我 们 能 否 找 到 整数 v 和 ww 使 得 r 十 ;二 v/w 且 w 关 03 

有 了 寻找 整数 v 和 w 的 目标 ,我 们 把 r= 二 p/g 和 s==t/wu 相 加 ， 用 qu 作为 公分 母 ， 得 到 

r 十 s 二 二 

因为 go 天 0 且 x 和 天 0， 所 以 gx 天 0。 因 此 ， 我 们 已 经 把 > 十 s* 表示 为 两 个 整数 v= pu 十 qt 和 也 一 qu 
的 比值 ， 其 中 w 取 0。 这 意味 着 r 十 ; 是 有 理 数 。 我 们 证 明了 两 个 有 理 数 之 和 是 有 理 数 ， 寻 求 直 
接 证 明 的 尝试 成 功 了 。 4 

证 明 如 果 n 是 整数 且 n* 是 奇数 ， 则 n 是 奇数 。 

解 ” 首先 尝试 直接 证 明 法 。 假 设 n 是 整数 且 n* 是 奇数 。 由 奇数 的 定义 ， 存在 整数 使 得 
n" 二 2k 十 1。 我 们 能 用 这 个 信息 证 明 n 是 奇数 吗 ? 似乎 没有 显而易见 的 方法 来 证 明 n 是 奇数 ， 
因为 求解 n 会 得 出 等 式 n = 土 V2k 十 1 ， 而 这 毫 无 用 处 。 

因为 直接 证 明 法 的 尝试 没有 见效 ， 所 以 我 们 接 下 来 尝试 反 证 法 。 我 们 将 语句 “7? 不 是 奇 
数 ” 作 为 前 提 。 因 为 每 个 整数 不 是 奇数 便 是 偶数 ， 这 意味 着 ”为 偶数 。 这 蕴含 存在 整数 & 使 得 
n 二 2k。 为 了 证 明 这 个 定理 ， 我们 需 证 明 这 个 前 提 蕴 含 着 结论 “ni 不 是 奇数 "， 即 n* 是 偶数 。 
我 们 能 用 n= 二 2k 实现 这 个 目标 吗 ? 在 这 个 等 式 两 边 取 平 方 ， 可 得 二 4& 二 2(2k*)， 这 蕴含 着 
nm 也 是 偶数 ， 因 为 x 二 2:， 其 中 t 二 2 。 这 样 就 证 明了 如 果 nn 是 整数 且 n* 是 奇数 ， 则 n 是 奇 
数 。 寻 找 反 证 法 的 尝试 成 功 了 。 S| 


1.7.7 归 雇 证 明 法 

假设 我 们 要 证 明 命 题 p 是 真 的 。 再 假定 我 们 能 找到 一 个 矛盾 式 q 使 得 ap 一 g 为 真 。 因 为 gq 
是 假 的 , :而 -pg 是 真 的 ， 所 以 我 们 能 够 得 出 结论 1z 为 假 ， 这 意味 着 p 为 真 。 怎样 才 能 找到 
一 个 矛盾 式 g 以 这 样 的 方式 帮助 我 们 证 明 p 是 真 的 呢 ? 

因为 无 论 ~ 是 什么 ， 命 题 > 人 mr 就 是 矛盾 式 ， 所 以 如 果 我 们 能 够 证 明 对 某 个 命题 ">， bp~~> 
(CrA 人 7 门 为 真 ， 就 能 证 明 p 是 真 的 。 这 种 类 型 的 证 明 称 为 归 廖 证 明 法 (proof by contradiction ) 。 
由 于 归 廖 证 明 法 不 是 直接 证 明 结 论 ， 所 以 它 是 另 一 种 间接 证 明 法 。 下 面 给 出 3 个 归 雇 证 明 的 例 
子 。 第 一 个 例子 是 饮 梨 原理 (将 在 6. 2 节 深 入 介绍 的 一 种 组 合 学 技术 ) 的 应 用 。 

dy 证 明 任意 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 

解 ” 令 pz 为 命题 “任意 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 ”。 假 设 ]z 为 真 。 这 意味 
着 22 天 中 至 多 有 3 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 因 为 一 个 星期 有 7 天 ， 这 蕴含 至 多 可 以 选择 21 
天 ， 对 于 每 星期 的 同一 天 ， 最 多 可 以 选 三 天 属于 这 一 天 。 这 个 与 我 们 题 中 有 22 天 的 前 提 相 矛 
盾 。 也 就 是 说 ， 如 果 -是 命题 “22 天 ”， 出 我 们 已 经 证 明了 4p 一 (r 人 -7r)。 所 以 ,我们 知道 p 
是 真 的 。 我 们 证 明了 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 | 

通过 归 廖 证明 法 来 证 明 V2 是 无 理 数 。 

解 ” 设 pp 是 命题 “V2 是 无 理 数 ”。 要 采用 归 雇 证 明 法 ， 我 们 假定 -2p 为 真 。 注 意 7p 表示 命 
题 “ 并 非 V2 是 无 理 数 ”"， 这 就 是 说 V2 是 有 理 数 。 我 们 将 证 明 假 设 p 为 真 会 导致 蔬 盾 。 

如 果 V2 是 有 理 数 ， 则 存在 整数 a 和 2 满足 V2 = 二 a/5， 其 中 5 关 0 并 且 a 和 6b 没有 公 因 子 ( 这 
样 分 数 a/b 是 既 约 分 数 。)( 这 里 用 到 了 事实 : 每 个 有 理 数 都 能 写成 既 约 分 数 )。 因 为 V2 ==a/b， 
当 这 个 等 式 的 两 端 取 平方 时 ， 可 得 出 





因此 ， 
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根据 偶数 的 定义 可 得 " 是 偶数 。 接 下 来 我 们 用 到 一 个 基于 练习 18 的 事实 : 如 果 a 是 偶数 ， 则 
4 也 一 定 是 偶数 。 另 外 ， 因 为 a 是 偶数 ， 由 偶数 的 定义 ， 存 在 某 个 整数 c 有 a 二 2c<。 这 样 ， 
20: = 4c’ 
等 式 两 边 除 以 2 得 : 
Bb” = 
由 偶数 定义 ， 这 意味 着 六 是 偶数 。 再 次 应 用 事实 : 如果 一 个 整数 的 平方 是 偶数 ， 那 么 这 个 数 
自身 也 一 定 是 偶数 ,我 们 得 出 结论 5 也 必然 是 偶数 。 

现在 ,我们 证 明了 假设 ~p 导致 等 式 V2 二 a/5， 其 中 4 和 6 没有 公 因 子 , 但 a 和 6。 都 是 偶 
数 ， 即 2 整除 c 和 465。 注意 命题 V2 二 a/5， 其 中 a 和 2 没有 公 因 子 ， 这 意味 着 ,特别 是 ，2 也 不 
能 整除 a 和 5。 因为 我 们 的 假设 ~p 导致 2 整除 a 和 2 与 2 不 能 整除 a 和 2 的 了 矛盾， 所 以 ~4p 一定 
是 假 的 。 即 命题 p 是 “V2 是 无 理 数 ” 是 真 的 。 我 们 证 明了 V3 是 无 理 数 。 4 

归 雇 证 明 法 可 以 用 于 证 明 条 件 语 句 。 在 证 明 中 ， 我 们 首先 假设 结论 的 否定 为 真 。 然 后 采用 
定理 的 前 提 和 结论 的 否定 来 得 到 一 个 矛盾 式 。( 这 样 证 明 是 有 效 的 原因 是 基于 p 一 g 与 
(pA-9) 习 F 是 逻辑 等 价 的 。 想 要 了 解 这 些 语句 是 等 价 的 ,很 容易 注意 到 每 个 语句 只 在 一 种 情 
况 下 为 假 ， 即 当 p 为 真 且 g 为 假 时 。) 

注意 ,我 们 可 以 把 一 个 条 件 语句 的 反 证 改写 成 归 雇 证 明 。 在 p>g 的 反 证 里 ， 假定-g 为 
真 。 然 后 证 明 -4p 也 必然 为 真 。 为 了 把 p>g 的 反 证 改写 成 归 雇 证明， 假定 丸和 nd 都 为 真 。 然 
后 利用 -gq 一 ~p 的 证 明 步 又 来 证 明 -4p 也 必然 为 真 。 这 样 导出 矛盾 式 p 和 人 4p， 从 而 完成 归 雇 证 
明 。 例 11 解释 条 件 语 句 的 反 证 如 何 改 写成 归 廖 证 明 的 。 

用 归 雇 法 证 明定 理 “ 如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 n 是 奇数 ”。 . 

解 ” 假 定 p 表示 “3n 十 2 是 奇数 ”，g 表示 “n 是 奇数 ”。 为 构造 归 廖 证明 ,假设 p 和 -9 都 
为 真 。 也 就 是 假设 3n 十 2 是 奇数 而 不 是 奇数 。 因 为 nn 不 是 奇数 ， 所 以 nn 是 偶数 。 因 为 nn 偶数 ， 
所 以 存在 整数 上 使 得 n= 二 2k。 这 蕴含 着 3n 十 2 二 3(2k) 十 2 二 6k 十 2 二 2(3k 十 1)。 由 于 3n 十 2 是 21， 
这 里 t= 二 3k 十 1， 所 以 3n 十 2 是 偶数 。 注 意 语 句 “3n 十 2 是 偶数 ”等 价 于 语句 -4p， 因 为 一 个 整数 
是 偶数 当 且 仅 当 它 不 是 奇数 。 由 于 p 和 -pp 都 为 真 ， 所 以 得 出 一 个 矛盾 式 。 这 完成 了 一 个 归 廖 
证 明 ， 证 明了 如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 ”是 奇数 。 4 

注意 我 们 也 可 以 用 归 廖 法 证 明 p>g 是 真 的 ,通过 假设 p 和 -9 都 为 真 来 证 明 g 也 一 定 为 
真 。 这 蕴含 着 dg 和 -9 都 为 真 ， 导致 矛盾 。 这 一 点 告诉 我 们 ， 可 以 将 一 个 直接 证 明 转 变 为 一 个 
归 廖 证 明 。 

等 价 证 明 法 ”为 了 证 明 一 个 双 条 件 命题 的 定理 ， 即 形 如 pe>gd 的 语句 ， 我 们 证 明 p 一 g 和 
gq 阅 pp 都 是 真 的 。 这 个 方法 的 有 效 性 是 建立 在 重 言 式 的 基础 上 : 

(pe>q)<>( 力 一 0) 人 (9 一 力 ) 

人 全 胸 证 明定 理 “ 如 果 n 是 整数 ， 则 是 奇数 当 且 仅 当 n* 是 奇数 ”。 

解 ” 这 个 定理 具有 这 样 的 形式 “p 当 且 仅 当 gq”， 其 中 pp 是 “n 是 奇数 ”而 g 是 “mn 是 奇 
数 ”。( 通 常 可 以 不 显 式 地 表达 全 称 量化 ,) 为 了 证 明 这 个 定理 ， 需 要 证 明 p->g 和 g 一 p 都 为 真 。 

我 们 已 经 (在 例 1 中) 证 明了 p->g 为 真 且 (在 例 9 中 )g>p 为 真 。 

因为 已 经 证 明了 p>q 和 gq 一 p 都 为 真 ， 所 以 也 就 证 明了 这 个 定理 为 真 。 4 

有 时 候 一 个 定理 会 阐述 多 个 命题 都 是 等 价 的 。 这 样 的 定理 阐述 命题 pi，p,,，p;，…， 上 pp， 
都 是 等 价 的 。 这 可 以 写成 8 

Pr py 





加 原 书 这 里 使 用 的 符号 是 错 的 ， 应 该 使 用 力 圭 ps 二 ps 三 … 三 p,。 注 意 : 三 是 命题 之 间 的 关系 符 ， 表 明 这 个 
命题 具有 相同 的 真 值 ， 而 是 连接 词 ， 经 由 连接 词 连接 的 结果 是 一 个 复合 命题 。 一 一 译 者 注 
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这 就 是 说 ， 所 及 个 命题 都 具有 相同 的 真 值 ， 因 此 对 所 有 的 i 和 jj， 其 中 1&i<n, 1<j&n, zp 
和 p; 是 等 价 的 。 证 明 这 些 命 题 互相 等 价 的 一 种 方式 是 使 用 永 真 式 

pprpr rp s(t pb) A (p> pa A A C= D1) 
这 说 明 ， 如 果 可 以 证 明 nn 个 条 件 语句 wr bs By "hh Be 都 为 真 ， 则 命题 pi, Pp:， 
p;，"…，p，, 都 是 等 价 的 。 

这 个 方法 比 证 明 对 所 有 的 i 隆 ;}，1 二 i<n， 1 二 j 二 mn， 都 有 p; 一 p; (注意 这 里 有 ww 一 2 个 这 样 
的 条 件 语句 ) 更 加 有 效 。 

当 要 证 一 组 命题 等 价 时 ， 我 们 可 以 建立 一 个 条 件 语句 链 ， 条 件 语句 的 选择 只 要 能 够 保证 从 
任 一 个 语句 出 发 都 能 通过 这 个 链 到 达 另 一 个 语句 。 例 如 ， 通 过 证 明 pi 一 ps、p; 下 ps、ps 王 pi， 
就 能 够 证 明 p, 、p。 、ps 是 等 价 的 。 

全 驳 证 明 下 列 三 个 关于 整数 ”的 语句 是 等 价 的 ， 

pi: n 是 偶数 

Pp:2: n 一 1 是 奇数 

Db:: 7 是 偶数 

解 ” 可 以 通过 证 明 条 件 语句 户 一 名 ， 访 一 加 和 ps 一 p, 都 为 真 来 证 明 这 些 语句 是 等 价 的 。 

用 直接 证 明 来 证 明 户 一 如 为 真 。 假 定 1 为 偶数 。 则 存在 整数 k， 有 nn 二 2k。 因 此 ,nn 一 1 二 
2k 一 1 二 2(k 一 1) 十 1。 这 意味 着 n 一 1 是 奇数 ， 因 为 它 形 如 2m 十 1， 其 中 二 k 一 1。 

还 是 用 直接 证 明 来 证 明 p, 一 p;。 现 在 假定 nn 一 1 是 奇数 。 则 存在 整数 &， 有 ”一 1 一 2& 十 1。 
因此 ，7 一 24 十 2， 而 内 一 (2 十 2)2 一 4 有 2 十 8 十 4 一 2(02 居 十 4 十 2)。 这 意味 着 到 是 整数 2 尼 十 
4k 十 2 的 2 倍 ， 所 以 nw 是 偶数 。 

要 证 明 p; 一 p;， 可 以 用 反 证 法 。 即 证 明 如 果 nn 不 是 偶数 ， 则 nn? 也 不 是 偶数 。 这 等 同 于 证 
明 如 果 是 奇数 ， 那 么 ww 是 奇数 ， 这 在 例 1 中 已 被 证 明 。 证 毕 。 S| 

反例 证 明 法 ”1.4 节 曾 提 到 要 证 明 形 如 VzxzP(zx) 的 语句 为 假 ， 只 要 能 找到 一 个 反例 ， 即 存 
在 一 个 例子 z+ 使 P(z) 为 假 即 可 。 当 我 们 过 到 一 个 形 如 VxP(zx) 的 语句 时 ， 而 我 们 又 相信 它 是 
假 的 ， 或 者 所 有 的 证 明 尝 试 都 失败 了 ， 就 可 以 寻找 一 个 反例 。 我 们 用 例 15 来 说 明了 反例 证 明 
法 的 应 用 。 

例 证 明 语句 “每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 

解 ”为 了 证 明 此 语句 为 假 ， 我 们 寻找 一 个 反例 ， 即 寻找 一 个 特殊 的 整数 ， 它 不 是 两 个 数 的 
平方 和 。 很 快 就 能 发 现 反 例 ， 因 为 3 不 能 写成 两 个 数 的 平方 和 。 为 表明 确实 如 此 ， 注 意 不 超过 
3 的 完全 平方 数 只 有 0:==0 和 1 1。 再 者 ，0、1 的 任意 两 项 相 加 之 和 都 得 不 出 3。 因此， 我 们 
证 明了 “每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 4 


1.7.8 证 明 中 的 错误 

在 构造 数学 证 明 时 容易 犯 许多 常见 错误 。 这 里 简 述 其 中 的 一 些 错误 。 这 当中 最 常见 的 错误 
是 算术 和 基本 代数 方面 的 。 甚 至 职业 数学 家 也 会 犯 这 种 错误 ， 尤 其 是 在 处 理 复杂 的 公式 时 。 每 
当 进 行 这 样 的 计算 时 都 应 当 尽 可 能 仔细 地 检查 。( 你 还 应 当 复习 一 下 基本 代数 中 的 一 些 难点 ， 
特别 是 在 学 习 5. 1 节 之 前 。) 

数学 证 明 的 每 一 步 都 应 当 是 正确 的 ， 并 且 结 论 必 须 从 之 前 的 步 又 中 逻辑 地 导出 。 许 多 错误 
是 源 于 引入 了 不 是 前 面 步骤 得 出 的 逻辑 推导 。 下 面 的 例 16 一 18 说 明了 这 一 点 。 

下 面 这 个 著名 的 1=2 的 所 谓 “ 证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“证 明 ” 步骤 如 下 ， 其 中 和 2 是 两 个 相等 的 正 整 数 。 

步骤 理由 

1 a= 给 定 的 前 提 

2 (1) 两 边 乘 以 wa 
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3，@2 —6b:=ab—b (2) 两 边 减 去 久 

4. (a—b) (a+tb)=6(a—6) (3) 两 边 分 解 因 式 

5，a 十 5 一 0 (4) 两 边 除 以 a 一 6 

6. 220 一 0 (5) 把 a 替换 成 8， 因为 a=6 并 化 简 

(| (6) 两 边 除 以 

解 除了 步骤 5 两 边 除 以 (2 三 人 历 之 外 ， 每 个 步骤 都 有 效 。 错 误 在 于 < 一 等于零。 一 个 等 
式 两 边 用 同一 个 数 相 除 只 有 在 除数 不 是 零 时 才 是 有 效 的 。 | 


下 面 这 个 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 n 是 正 数 ， 则 nn 是 正 数 。 

“证 明 ” ”假定 ww 是 正 数 。 因 为 条 件 命 题 “如 果 nn 是 正 数 ， 则 n? 是 正 数 ”为 真 ， 所 以 可 以 
得 出 ”是 正 数 。 \ 

解 令 P(n) 为 “n 是正 数 "，Q(n) 为 “mn 是 正 数 ”。 则 前 提 是 Q(n)。 命 题 “ 如 果 nn 是正 数 ， 
则 六 是 正 数 ”也 就 是 语句 Vn(P(n) 一 Q(n))。 从 前 提 Q(n) 和 语句 Vn(P(n) 一 Q(n)) 不 能 得 出 
结论 P(n)， 因 为 没有 有 效 的 推理 规则 可 用 。 相 反 ， 这 是 一 个 肯定 结论 的 雇 误 示例 。 一 个 反例 
是 当 n= 一 1 时 ,ww 二 1 为 正 数 ， 但 n 却 是 负数 。 本 

下 面 的 “证 昭 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如果 放 不 是 正 数 ， 则 mn? 不 是 正 数 。( 这 是 例 17 中 “定理 ”的 逆 否 命题 。) 

“证 明 ” ”假定 n 不 是 正 数 。 因 为 条 件 语句 “如 果 nn 是 正 数 ， 则 ww 是 正 数 ”为 真 ， 所 以 可 
得 ww 不 是 正 数 。 

解 令 P(n) 和 QCn) 如 例 17 所 示 。 则 前 提 是 aPC(n), 语句 “如 果 n 是 正 数 ， 则 x 是 正 数 ” 
是 语句 Yn(P(n) 一 Q(n))。 从 前 提 -JP(n) 和 Yn(P(n) 一 Q(n)) 不 能 得 出 4aQ(n)， 因 为 没有 有 效 
的 推理 规则 可 用 。 相 反 ， 这 是 一 个 否定 假设 的 廖 误 示例 。 如 例 16 那样 ，z 一 一 1 即 为 反例 。 十 

最 后 ， 简 要 讨论 一 种 比较 难 应 付 的 错误 。 许 多 不 正确 的 论证 都 基于 一 种 称 为 窃取 论题 的 廖 
误 。 当 证 明 的 一 个 或 多 个 步骤 基于 待 证 明 命题 的 真实 性 时 ， 就 会 发 生 这 样 的 廖 误 。 换 名 话说 ， 
当 命题 使 用 自身 或 等 价 于 自身 的 命题 来 进行 证 明 时 会 产生 这 种 廖 误 。 所 以 这 种 廖 误 也 称 为 循环 
推理 。 

下 面 的 论证 是 否 正确 ?这 里 假定 要 证 明 当 ww 是 偶 整数 时 ) 是 一 个 偶 整数 。 

假定 x 是 偶数 ， 则 存在 某 个 整数 有 使 n*= 二 2k。 令 n==21:， 其 中 1 是 某 个 整数 。 这 证 明了 ?> 
是 偶数 。 

解 ”这 个 论证 不 正确 。 证 明 中 出 现 了 语句 “ 令 "一 27， 其 中 2! 是 某 个 整数 ”。 证 明 中 没有 给 
出 论证 说 明 nn 可 以 写 为 2:， 其 中 /为 某 个 整数 。 这 是 一 个 循环 论证 ， 因 为 这 个 命题 等 价 于 待 证 
的 命题 ( 即 n 是 偶数 )。 当 然 ， 结 果 本 身 是 正确 的 ， 只 是 证 明 方法 不 对 。 4 

在 证 明 中 犯错 是 学 习 过 程 的 一 部 分 。 当 你 犯 了 某 个 错误 并 被 别人 发 现时 ， 应 该 仔细 分 析 哪 
里 出 了 错误 并 确保 不 再 犯 同样 的 错误 。 即 使 是 职业 数学 家 在 证 明 时 也 会 犯错 误 。 有 些 重要 结论 
的 错误 证 明 常常 会 愚弄 人 们 ， 许 多 年 以 后 才 发 现 其 中 的 细微 错误 。 这 种 情况 并 不 少见 。 


1.7.9 良好 的 开端 

我 们 已 经 开发 了 一 个 基本 的 证 明 方 法 库 。 在 下 一 节 将 介绍 其 他 重要 的 证 明 方法 。 第 5 章 还 
将 介绍 一 些 重要 的 证 明 技术 ， 包 括 数学 归纳 法 ， 它 可 以 用 于 证 明 对 所 有 正 整 数 都 成 立 的 结论 。 
第 6 章 将 介绍 组 合 证 明 的 概念 。 

本 节 介 绍 了 形 如 VYzCP(Cz) 一 Q(Cz)) 定 理 的 几 种 证 明 方 法 ， 包 括 直 接 证 明 法 和 反 证 法 。 有 许 
多 定理 通过 直接 利用 前 提 和 定理 中 名 词 的 定义 很 容易 构造 其 证 明 。 不 过 ， 要 是 不 借助 于 灵活 地 
利用 反 证 法 或 归 雇 证 明 ， 或 其 他 的 证 明 技术 ,证 明 一 个 定理 通常 还 是 很 困难 的 。 在 1.8 节 中 ， 
我 们 会 讲述 证 明 策 略 。 我 们 会 描述 当 直观 的 方法 行 不 通 时 可 用 于 寻找 证 明 的 各 种 方法 。 构 造 证 
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明 是 一 种 只 能 通过 体验 来 学 习 的 艺术 ， 这 体验 包括 写 证 明 、 让 他 人 评论 你 的 证 明 ， 以 及 阅读 和 
分 析 其 他 证 明 。 
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. 用 直接 证 法 证 明 两 个 奇数 之 和 是 偶数 。 

. 用 直接 证 法 证 明 两 个 偶数 之 和 是 偶数 。 

.用 直接 证 法 证 明 偶数 的 平方 是 偶数 。 

. 用 直接 证 法 证 明 一 个 偶数 的 相反 数 或 负数 也 是 偶数 。 

. 证 明 如 果 m 十 n 和 nn 十 p 都 是 偶数 ， 其 中 m、n 和 zp 都 是 整数 ， 那 么 m 十 p 也 是 偶数 。 你 用 的 是 什么 证 


明 方 法 ? 


. 用 直接 证 法 证 明 两 个 奇数 之 积 是 奇数 。 
. 用 直接 证 法 证 明 每 个 奇数 都 是 两 个 平方 数 的 差 。[ 提 示 : 找 出 & 十 1 和 的 平方 数 的 差 值 ， 这 里 & 是 一 


个 正 整 数 。] 


. 证 明 如 果 n 是 完全 平方 数 ， 那 么 n 十 2 不 是 完全 平方 数 。 


使 用 归 廖 法 证 明 一 个 无 理 数 与 一 个 有 理 数 之 和 是 无 理 数 。 

用 直接 证 法 证 明 两 个 有 理 数 之 积 是 有 理 数 。 

证 明 或 反驳 两 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

证 明 或 反驳 一 个 非 零 有 理 数 与 一 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

证 明 如 果 工 是 无 理 数 ， 则 1/z 是 无 理 数 。 

证 明 如 果 z 是 有 理 数 且 x 隆 0， 则 1/z 是 有 理 数 。 

证 明 如 果 z 是 无 理 数 上 且 z>0， 则 Vz 也 是 无 理 数 。 

证 明 如 果 xz、y 和 zz 是 整数 且 并 十 y 十 z 是 奇数 ， 则 x+、y 和 >z 中 至 少 有 一 个 是 奇数 。 

使 用 反 证 法 证 明 如 果 x 十 y 宇 2， 这 里 xz 和 y 是 实数 ， 那 么 x 宇 1 或 者 y 宇 1。 

证 明 如 果 m 和 nn 是 整数 并 且 mn 是 偶数 ， 那 么 m 是 偶数 或 者 n 是 偶数 。 

证 明 如 果 n 是 整数 而 且 ni 十 5 是 奇数 ， 则 n 是 偶数 。 使 用 

a) 反 证 法 证 明 b) 归 廖 法 证 明 

证 明 如 果 n 是 整数 而 且 3n 十 2 是 偶数 ， 则 是 偶数 。 使 用 

a) 反 证 法 证 明 b) 归 雇 法 证 明 

证 明 命题 P(0)， 其 中 P(nw) 是 命题 “如 果 n 是 个 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 关 之 z>。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 
方法 ? 

证 明 命题 P(1)， 其 中 P(n) 是 命题 “如 果 是 个 正 整数 ， 则 x 三 nx”。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 方 法 ? 
设 P(n) 是 命题 “如 果 a 和 4 是 正 实数 ， 则 (a 十 b)" 三 a" 十"””。 证 明 P(1) 为 真 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 
明 方 法 ? | 

证 明 如 果 你 从 装 有 蓝 色 和 黑色 袜子 的 抽 层 中 选择 三 只 袜子 ， 你 一 定 能 得 到 一 双 蓝 袜子 或 者 一 双 黑 
袜子 。 

证 明 在 任意 64 天 中 至 少 有 10 天 在 每 星期 的 同一 天 里 。 

证 明 在 任意 25 天 中 至 少 有 3 天 在 同一 个 月 份 、 

用 归 雇 法 证 明 没 有 有 理 数 + 使 得 十 r 十 1 二 0。 [提示 : 假设 r==a/b 是 一 个 根 ， 这 里 a 和 29 是 整数 且 
a/b 是 既 约 分数 。 通 过 乘 以 BW 得 到 一 个 整数 的 等 式 。 再 看 看 a 和 6b 是 否 分 别 是 奇数 或 偶数 。] 
证 明 如 果 是 正 整数 ， 则 n 是 偶数 当 且 仅 当 7n 十 4 是 偶数 。 

证 明 如 果 nn 是正 整数 ， 则 n 是 奇数 当 且 仅 当 5n 十 6 是 奇数 。 

证 明 m= 二 nn? 当 且 仅 当 mx 二 nn 或 m= 二 一 n。 

证 明 或 反驳 如 果 m 和 n 是 使 得 mn 二 1 的 整数 ， 则 m= 二 1 且 n= 二 1, 或 者 m= 二 一 1 且 "一 一 1。 

证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 ， 其 中 a 和 2 是 实数 : (Da 小 于 5; (iDa 和 2 的 平均 值 大 于 a; (iii)a 和 5 
的 平均 值 小 于 。 

证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (D3z 十 2 是 偶数 ; (iDDz 十 5 是 奇数 ; (iii)z? 是 偶数 。 

证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (Dx 是 有 理 数 ; (i)z/2 是 有 理 数 ; (iii)3z 一 1 是 有 理 数 。 

证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (Dz 是 无 理 数 ; (ii)3z 十 2 是 无 理 数 ; (iii)z/2 是 无 理 数 。 
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36. 下 列 求解 方程 V2x’ 一 1 = x 的 推理 过 程 是 否 正 确 ? (1) V2zx’ 一 1 = x ,已 知 ; (2)2x’ 一 1=x?， 
(1) 式 两 边 取 平 方 ; (3)x? 一 1 二 0，(2) 式 两 边 都 减 去 zx? ; (4) (x 一 1) (zx 十 1)= 二 0， 对 左边 的 x! 一 1 进行 
因 式 分 解 ; (5)zx==1 或 x= 一 1， 因 为 ab==0 蕴含 c=0 或 0 一 0。 

37. 下 列 求解 方程 Vz 十 3 = 3 一 xz 的 步骤 是 否 正 确 ? (1) Vzr 十 3 = 3 一 x+， 已 知 ; (2)z 十 3 二 zx? 一 6zx 十 9， 
(1) 式 两 边 取 平方 ;(3)0==x? 一 77 十 6，(2) 式 两 边 都 减 去 x 十 3; (4)0 二 (x 一 1) (x 一 6)， 对 (3) 式 左边 
进行 因 式 分 解 ; (5)z 王 1 或 z=6, 因为 ab 二 0 蕴含 a 二 0 或 6 二 0， 所 以 从 (4) 可 得 到 解 。 

38. 证 明 : 可 以 通过 证 明 pp 、pz 喇 p3 和 pi1<=>ps 来 证 明 命 题 p;、p;、ps 和 ps 是 等 价 的 。 

39. 证 明 : 可 以 通过 证 明 条 件 语句 pi 一 pp 、ps 习 pl1、pP41 习 p: 、p: 习 p; 和 ps 一 ps 来 证 明 命题 p 、p;、p;、 
ps 和 ps 是 等 价 的 。 | 

40. 试 找 出 下 列 命题 的 一 个 反例 :“ 每 个 正 整 数 都 是 3 个 整数 的 平方 和 ”。 

41. 证 明 在 实数 mw ，a ，…，a, 中 至 少 有 一 个 数 大 于 或 等 于 这 些 数 的 平均 值 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 方 法 ? 

42. 使 用 练习 41 来 证 明 如 果 把 前 10 个 正 整数 以 任意 顺序 放 在 一 个 圆周 上 ， 则 圆周 上 存在 相 邻 位 置 的 3 个 
整数 ， 它 们 之 和 大 于 或 等 于 17。 

43. 证 明 如 果 n 是 整数 ， 则 下 面 4 个 语句 是 等 价 的 ; (Dz 是 偶数 ; (ii)n 十 1 是 奇数 ; (让 i)3n 十 1 是 奇数 ; 
(iv)3n 是 偶数 。 

44. 证 明 下 面 关 于 整数 的 4 个 语句 是 等 价 的 : (i)n? 是 奇数 ，(ii)1 一 ?是 偶数 ，(iii)ma 是 奇数 ，(iv)n? 十 
1 是 偶数 。 


1.8 证 明 的 方法 和 策略 
1.8.1 引言 

1.7 节 介绍 了 各 种 不 同 的 证 明 方法 ， 并 说 明 每 一 种 方法 如 何 使 用 。 本 节 将 继续 这 方面 的 讨 
论 。 我 们 将 介绍 几 种 其 他 常用 的 证 明 方法 ， 包 括 分 别 考虑 不 同情 形 进行 定理 证 明 的 方法 。 我 们 
还 将 讨论 具有 预期 性 质 的 事物 的 存在 性 证 明 方法 。 

1.7 节 只 简要 讨论 了 构造 证 明 的 策略 。 这 些 策略 包括 选择 证 明 方法 ， 然 后 基于 该 方法 一 步 
一 步 地 成 功 构造 论证 。 在 开发 了 多 功能 的 证 明 方法 库 之 后 ， 本 节 将 研究 关于 证 明 的 艺术 和 科学 
方面 的 一 些 问题 。 我 们 将 提供 如 何 寻找 一 个 定理 的 证 明 的 一 些 忠 告 。 我 们 还 将 描述 一 些 窍门 ， 
包括 如 何 通过 反 向 思维 和 通过 改编 现 有 证 明 来 发 现 证 明 。 

数学 家 工作 时 ， 会 拟定 猜测 并 试图 证 明 或 反驳 之 。 这 里 通过 证 明 用 多 米 诺 或 其 他 形状 的 骨 
牌 来 拼接 棋盘 的 有 关 结 论 来 简要 描述 这 个 过 程 。 查 看 这 类 拼接 游戏 ， 我 们 将 能 够 迅速 形成 猜测 
并 证 明定 理 ， 而 无 须 先 开发 一 套 理 论 。 

本 节 最 后 将 讨论 开放 问题 所 起 的 作用 。 特 别 地 ， 我 们 会 讨论 一 些 有 趣 的 问题 ， 或 者 悬 而 未 
决 数 百 年 后 被 解决 了 的 ， 或 者 仍然 是 开放 问题 。 


1.8.2 穷 举 证 明 法 和 分 情形 证 明 法 

有 时 候 采 用 单一 的 论证 不 能 在 定理 的 所 有 可 能 情况 下 都 成 立 ， 故 不 能 证 明 该 定理 。 现 在 介 
绍 一 种 通过 分 别 考虑 不 同 的 情况 来 证 明定 理 的 方法 。 该 方法 是 基于 现在 要 介绍 的 一 个 推理 规 
则 。 为 了 证 明 条 件 语句 





Cpr V by VY wr Bg 
可 以 用 永 真 式 
LCp, V te Ve VY py > qjoL(p Gh et A (p, — gq) | 

作为 推理 规则 。 这 个 推理 规则 说 明 可 以 通过 分 别 证 明 每 个 条 件 语 句 p; 一 gq(i 二 1，2，…， 骆 来 
证 明 由 命题 p, ，p,，…，Zp, 的 析 取 式 组 成 前 提 的 原 条 件 语句 。 这 种 论证 称 为 分 情形 证 明 法 
(proof by cases) 。 有 时 为 了 证 明 条 件 语句 pg 为 真 ， 方便 的 做 法 是 用 析 取 式 pi V ps V …V p， 
代替 p 作为 条 件 语句 的 前 提 ， 其 中 p 与 pV psV…V zp 是 等 价 的 。 

穷 举证 明 法 ”有些 定理 可 以 通过 检验 相对 少量 的 例子 来 证 明 。 这 样 的 证 明 叫 作 穷 举证 明 
法 (exhaustive proof，proof by exhaustion) ， 因 为 这 些 证 明 是 要 穷尽 所 有 可 能 性 的 。 一 个 穷 举 证 
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明 是 分 情形 证 明 的 特例 ， 这 里 每 一 种 情形 涉及 检验 一 个 例子 。 下 面 给 出 穷 举 证 明 法 的 一 些 
例证 。 

证 明 如 果 nn 是 一 个 满足 n 过 4 的 正 整 数 时 ， 则 有 (n 十 1) 宇 3”。 

解 ”采用 穷 举证 明 法 。 我 们 只 需 检 验 当 n=1，2，3，4 时 ，(n 十 1)? 宇 3” 成 立 。 对 于 "一 1， 
有 (n 十 1); = 二 2: = 二 8 而 3" 二 3! = 二 3; 对 于 n= 二 2， 有 (n 十 1);==3; 二 27 而 3" 二 3: 二 9; 对 于 n= 二 3， 有 
(十 1)3 一 4 一 64 而 3" 一 33 一 27;， 对 于 一 4， 有 (zx 十 1)3 一 5 一 125 而 3" 二 3 二 81。 在 这 四 种 情 
况 的 每 一 种 情形 下 ， 都 有 (z 十 1) 宇 3”"。 我 们 用 穷 举 证 明 法 证 明了 如 果 n 是 一 个 满足 m4 的 正 
整数 ， 则 (" 十 1): 之 3"。 4 

证 明 不 超过 100 的 连续 正 整数 同时 是 寡 次 数 的 只 有 8 和 9( 一 个 整数 是 震 次 数 (perfect 
power) 如 果 它 等 于 n*， 其 中 是 正 整 数 ，a 是 大 于 1 的 整数 ) 。 

解 ”采用 穷 举 证 明 法 。 特 别 地 ， 可 以 通过 下 面 的 方法 来 证 明 此 事实 : 查看 不 超过 100 的 正 
整数 2， 首先 检查 是否 是 寡 次 数 ， 如 果 是 ， 在 检查 n 十 1 是 否 也 是 寡 次 数 。 一 个 更 快捷 的 方法 
是 仅仅 查看 不 超过 100 的 所 有 寡 次 数 并 检查 紧 挨 着 的 下 一 个 整数 是 否 也 是 寡 次 数 。 不 超过 100 
的 正 整 数 的 平方 有 1、4、9、16、25、36、49、64、81 和 100。 不 超过 100 的 正 整 数 的 立方 有 
1、8、27 和 64。 不 超过 100 的 正 整 数 的 4 次 寡 有 1、16 和 81。 不 超过 100 的 正 整 数 的 5 次 客 有 
1 和 32。 不 超过 100 的 正 整数 的 6 次 宕 有 1 和 64。 除 了 1 以 外 ， 没 有 高 于 6 次 的 正 整数 的 客 次 
数 不 超过 100 的 。 观 察 不 超过 100 的 一 系列 寡 次 数 ， 发 现 只 有 z 一 8 是 仅 有 的 n 十 1 也 是 害 次 数 
的 寡 次 数 。 即 2 =8，3 二 9， 是 不 超过 100 的 唯一 两 个 连续 的 宕 次 数 。 4 

当 只 需要 检查 一 个 语句 的 相对 少量 的 情形 时 ， 人 们 可 以 穷 举 证 明 法 。 当 要 求 计算 机 检查 一 
个 语句 的 数量 非常 巨大 的 情形 时 它 不 会 抱怨 ， 但 仍然 有 局 限 性 。 注 意 当 不 可 能 列 出 所 有 要 检查 
的 情形 时 ， 即 使 是 计算 机 也 不 能 检查 所 有 情形 。 

-分 情形 证 明 法 ”分 情形 证 明 一 定 要 覆盖 定理 中 出 现 的 所 有 可 能 情况 。 我 们 用 两 个 例子 来 解 
释 分 情形 证 明 法 。 在 每 一 个 例子 中 ， 你 应 该 检查 一 下 所 有 可 能 的 情形 都 已 被 覆盖 了 。 

证 明 如 果 为 整数 ， 则 有 x 三 n。 

解 ” 我 们 通过 分 别 考虑 当 n 二 0， 当 n 宇 1 和 当 ?” 委 一 1 三 种 情形 来 证 明 对 每 个 整数 有 x 三 n。 
我 们 将 证 明 分 为 三 种 情形 是 因为 通过 分 别 考虑 零 、 正 整数 和 负 整 数 可 以 更 直截了当 地 证 明 这 个 
结论 。 

情形 (i): 当 n=0 时 ， 因 为 0:=0， 从 而 0 宇 0。 这 表明 在 这 种 情况 下 ，xw 宇 n 是 真 的 。 

情形 (i): 当 n 宇 1 时 ， 把 不 等 式 n 宇 1 两 边 同 时 乘 以 正 整数 nxn， 得 到 n，n 宇 rn， 1。 这 蕴含 
着 当 n 宇 1 时 有 7 宇 n。 

情形 (iii)， 当 n<< 一 1 时 。 可 是 ， 太 写 Q。 因 而 有 w 之 n。 

因为 在 三 种 情形 下 均 有 不 等 式 ww 三 x， 于 是 可 得 出 结论 ， 如 果 为 整数 ,， 则 有 7 二 rn。 下 

用 分 情形 证 明 法 证 明 | zy | = 二 1xz||y|， 其 中 zx 和 y 是 实数 。( 回 顾 一 下 |a| 是 a 
的 绝对 值 。 当 a 宇 0 时 等 于 a， 而 当 a<0 时 等 于 一 a.) 

解 ” 在 定理 的 证 明 中 ， 我们 用 事实 当 a 宇 0 时 | a | = 并 且 当 o 委 0 时 |a | 三 一 ax 来 消除 
绝对 值 符号 。 由 于 | x | 和 | y| 出 现在 公式 中 ， 就 需要 四 种 情形 : (i)x 和 >y 都 为 非 负 的 ; 
(ii)z 为 非 负 的 且 y 是 负 的 ; (iii)z 是 负 的 且 y 为 非 负 的 ; (Civ)z 是 负 的 且 y 是 负 的 。 我 们 用 pi、 
p,、p: 和 p, 来 标记 四 个 命题 分 别 陈 述 四 种 情形 对 应 的 假设 ， 用 g 代表 原 命题 。( 注 意 : 我 们 通 
过 每 一 种 情形 中 选择 恰当 正 负 号 就 可 以 去 掉 绝对 值 符号 .) 

情形 (D : 可 以 看 出 p, 一 q， 因 为 当 zz 之 0 且 y 宇 0 时 -xy 宇 0， 因 此 | zy | =zy= 王 | 工 || >y|。 

情形 (ii) ， 要 得 出 pq， 注意 如 果 zx 宇 0 且 y<0， 则 zxy 二 0， 因此 | zy | = 一 zy 二 x( 一 >) 二 
Ewlliyl 《因为 y<0; 我 们 有 中 | 三 一 yy 

情形 (iii) : 要 得 出 p; 一 gqg， 可 遵循 前 一 种 情形 的 推理 过 程 ， 只 需 将 x 和 y 的 角色 互 换 。 
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情形 (iv) : 要 得 出 p, 一 gq， 注意 当 x<0 且 ><0 时，zy>0。 因 此 | zy | =xy=( 一 x) 
(一 大 一 下 || | 

因为 | zy | = |1z||y| 对 所 有 四 种 情形 均 成 立 ， 而 这 些 情 况 包 含 了 一 切 可 能 。 我 们 能 够 
得 出 结论 当 z 和 y 是 实数 时 ，| zy| = 二 |rl|ly|。 « 

充分 利用 分 情形 证 明 法 ”前面 解 释 分 情形 证 明 法 的 例子 提供 了 一 些 何 时 应 用 这 种 证 明 法 的 
启发 。 特 别 地 ， 当 一 个 证 明 不 可 能 同时 顾及 所 有 情形 时 ， 应 该 考虑 采用 分 情形 证 明 法 。 什 么 时 
候 应 该 采用 这 样 的 证 明 呢 ? 一般 地 ， 当 没有 明显 的 思路 开始 一 个 证 明 ， 而 每 一 种 情形 的 额外 信 
息 又 能 推进 证 明 时 ， 可 以 寻求 分 情形 证 明 法 。 例 5 说 明了 如 何 有 效 地 利用 分 情形 证 明 法 。 

构造 一 个 关于 整数 平方 的 十 进 制 数字 末 位 的 猜想 ， 并 证 明 你 的 结论 。 

解 ” 最 小 的 完全 平方 数 分 别 是 1、4、9、16、25、36、49、64、81、100、121、144、169、 
196、225 等 。 注 意 完 全 平方 数 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 : 0、1、4、5、6 和 9, 而 2、3、7、8 从 
来 不 出 现在 完全 平方 数 的 十 进 制 数字 的 末 位 。 我 们 猜测 这 样 的 结论 : 一 个 完全 平方 数 的 十 进 制 
数字 的 末 位 是 : 0、1、4、5、6 或 9。 如 何 证 明 这 个 结论 呢 ? 

首先 注意 到 把 整数 nn 表示 为 104a 十 6%，， 这 里 a 和 是 正 整数 ,2 是 0、1、2、3、4、5、6、7、 
8 或 9。 这 里 a 是 n 减 去 n 的 末 位 十 进 制 数字 再 除 以 10 所 得 到 的 整数 。 其 次 注意 到 (10x 十 0) = 
100a 十 20ab 十 太 二 10(10a? 十 2ab) 十 8 ， 因 而 ，xm 的 末 位 十 进 制 数 字 与 的 末 位 十 进 制 数 字 相 
同 。 进 一 步 ，b? 的 十 进 制 数字 的 末 位 与 (10 一 5)* = 二 100 一 206 十 B 相同。 因此， 把 证 明 缩 减 为 以 
下 6 种 情形 。 

情形 (iD : nn 的 末 位 数字 是 1 或 9。 这 样 nx? 的 末 位 十 进 制 数 字 是 1* = 二 1 或 9 二 81 的 末 位 数 ， 
即 为 1 。 

情形 (iD : n 的 末 位 数字 是 2 或 8。 这 样 到 的 末 位 十 进 制 数字 是 2 = 二 4 或 8 二 64 的 末 位 数 ， 


即 为 4。 

情形 (ii) : n 的 末 位 数字 是 3 或 7。 这样 的 末 位 十 进 制 数字 是 3 一 9 或 7 一 49 的 末 位 数 ， 
即 为 9。 

情形 (iv) : n 的 末 位 数字 是 4 或 6。 这 样 xx 的 末 位 十 进 制 数字 是 人 二 16 或 6 三 36 的 末 位 
数 ， 即 为 6。 


情形 (v) : nn 的 末 位 数字 是 5。 这样 x 的 末 位 十 进 制 数字 是 5 = 二 25 的 末 位 数 ， 即 为 5。 

情形 (vi) : 2” 的 末 位 数字 是 0。 这 样 x 的 末 位 十 进 制 数 字 是 0?==0 的 末 位 数 ， 即 为 0。 

因为 考虑 了 所 有 的 6 种 情况 ， 所 以 能 够 得 出 结论 ， 当 n 是 整数 时 ，n? 的 末 位 十 进 制 数 字 是 
Vs 4 

在 分 情形 证 明 中 ， 有 时 我 们 能 消除 几乎 全 部 而 只 留 下 少量 情形 。 如 例 6 所 示 。 

证 明 x 十 3y = 二 8 没有 整数 解 。 

解 由 于 当 |xz| 宇 3 时 zx 这 >8 且 当 |y | 本 2 时 3y 这 8， 因 此 能 够 很 快 将 证 明 简化 为 只 需 
检验 几 种 简单 的 情形 。 这 样 只 剩 下 当 z 等 于 一 2、 一 1、0、1、2， 而 y 等 于 一 1、0、1 的 情形 。 
我 们 可 以 用 穷 举 法 完成 证 明 。 为 了 解决 剩 下 的 情形 ， 注 意 到 zx? 的 可 能 取 值 是 0、1、4，3y 的 
可 能 取 值 是 0 和 3, 而 x 与 3y 可 能 取 值 的 最 大 和 是 7。 因 此 ， 当 xz 和 yy 是 整数 时 x ?十 3y 二 8 
是 不 可 能 成 立 的 。 4 

不 失 一 般 性 在 例 4 的 证 明 中 ， 我 们 省 略 了 情形 (ii)z<0 和 y 宇 0， 因 为 在 互 换 x 和»y 角色 
后 它 与 情形 (ii)zx 宇 0 和 ><0 是 相同 的 。 为 了 缩短 证 明 篇 幅 ， 可 以 不 失 一 般 性 (without loss of 
generality) 地 假设 z 宇 909，y 二 0， 而 把 情形 Gi 和 ( 疝 ) 的 证 明 合 在 一 起 。 这 个 语句 隐 含 着 我 们 可 以 采用 
与 zx 之 0 和 y<0 情形 一 样 的 论证 来 完成 x<0 和 y 宇 0 情形 的 证 明 ， 其 中 有 一 些 显而易见 的 改变 。 

一 般 地 ， 当 证 明 中 用 到 “不 失 一 般 性 ”( 缩 写 为 WLOG) 一 词 时 ， 我 们 断言 通过 证 明定 理 
的 一 种 情形 ， 不 需要 用 额外 的 论证 来 证 明 其 他 特定 的 情形 。 也 就 是 说 ， 其 他 的 一 系列 情形 论证 
可 以 通过 对 论证 做 一 些 简单 的 改变 ， 或 者 通过 补充 一 些 简 单 的 初始 步骤 来 完成 。 当 引入 了 不 失 ® 
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一 般 性 的 概念 后 ， 分 情形 证 明 法 就 变 得 更 加 有 效 了 。 可 是 ， 不 正确 地 应 用 这 个 原理 会 导致 不 幸 
的 错误 发 生 。 有 时 候 所 做 的 假设 会 导致 失去 一 般 性 。 这 类 假设 通常 是 由 于 忽略 了 一 个 情形 可 能 
与 其 他 情形 有 着 巨大 的 差异 。 这 样 会 导致 一 个 不 完整 的 或 许 不 可 补救 的 证 明 。 事 实 上， 许多 著 
名 定理 的 不 正确 证 明 也 是 依赖 于 应 用 “不 失 一 般 性 ”的 想法 试图 论证 那些 不 能 快速 从 简单 情形 
来 证 明 的 情形 。 

现在 我 们 来 说 明 在 证 明 中 不 失 一 般 性 和 其 他 证 明 技术 的 有 效 结合 。 

@ 加 证明 如 果 xz 和 、y 是 整数 并 且 zy 和 xz 十 y 均 为 偶数 ， 则 和 >y 也 是 偶数 。 

解 ” 我 们 会 用 到 反 证 法 、 不 失 一 般 性 的 概念 和 分 情形 证 明 法 。 首 先 假定 z 和 y 不 都 是 偶 
数 。 即 假设 zx 是 奇数 或 > 是 奇数 或 均 为 奇数 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 zx 是 奇数 ， 因 此 存在 整数 
m 使 得 z= 二 2m 十 1。 

为 了 完成 证 明 ， 我 们 需要 证 zy 是 奇数 或 者 zx 十 y 是 奇数 。 考 虑 两 种 情形 : (i)y 是 偶数 ; 
(ii) y 是 奇数 。 在 (中 存在 整数 nn 使 得 y= 二 2n， 因 此 zx 十 y= 二 (2m 十 1) 十 2n 二 2(m 十 n) 十 1 是 奇 
数 。 在 (ii) 中 存在 整数 n 使 得 y= 二 2n 十 1， 因 此 zy 二 (2m 十 1) (2n 十 1)= 二 4mn 十 2m 十 2n 十 1 二 
2(2mn 十 m 十 n) 十 1 是 奇数 。 从 而 完成 了 反 证 法 证 明 。( 注 意 我 们 在 证 明 中 使 用 不 失 一 般 性 是 合 
理 的 ， 因 为 当 y 是 奇数 时 的 证 明 可 以 通过 上 面 的 证 明 中 简单 地 交换 x 和 y 的 角色 而 获得 .) 本 

穷 举证 明 法 和 分 情形 证 明 法 中 的 常见 错误 ”推理 中 的 一 种 常见 错误 是 从 个 例 中 得 出 不 正确 
结论 。 不 管 考虑 了 多 少 不 同 的 个 例 ， 都 不 能 从 个 例 来 证 明定 理 ， 除 非 每 一 种 可 能 情况 都 覆盖 
了 。 证 明定 理 这 样 的 问题 类 似 于 要 证 明 计 算 机 程序 总 能 产生 所 期 望 的 输出 。 除 非 所 有 的 输入 值 
都 测试 了 ， 否 则 无 论 测试 了 多 少 输入 值 ， 也 不 能 得 出 结论 程序 总 能 产生 正确 的 输出 。 

每 个 正 整 数 都 是 18 个 整数 的 四 次 寡 之 和 是 否 为 真 ? 

解 ” 要 判断 一 个 正 整数 nn 是 否 可 写 为 18 个 整数 的 四 次 宕 的 和 ， 我 们 先 从 最 小 的 正 整 数 开 
始 考察 。 因 为 整数 的 四 次 寡 分 别 是 0，1，16，81，…， 如 果 能 从 这 些 数 中 选择 18 个 项 后 相 
加 得 nw， 则 n 就 是 18 个 四 次 寡 之 和 。 可 以 证 明 ， 从 1 到 ?78 的 所 有 正 整 数 都 可 以 写成 18 个 整 
数 的 四 次 短 的 和 (细节 留 给 读者 证 明 )。 然 而 ， 如 果 认 为 这 就 检查 够 了 ， 那 就 会 得 出 错误 的 结 
论 。 每 个 正 整数 是 18 个 四 次 寡 之 和 并 不 为 真 ， 因 为 79 并 不 是 18 个 四 次 寡 的 和 (读者 请 自行 
验证 ) 。 4 

另 一 个 常见 错误 是 做 出 了 莫须有 的 假设 导致 在 分 情形 证 明 中 没有 考虑 到 所 有 情形 。 如 例 9 
所 示 。 
下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 工 是 实数 ， 则 x 是正 实 数 。 

“证 明 ” 令 妃 为 “z 是 正 数 "， 庐 为 “zz 是 负数 "gq 为 “zx 是 正 数 ”。 要 证 明 p,q 为 
真 ， 注 意 当 是 正 数 时 ，z? 为 正 数 ， 因 为 这 是 两 个 正 数 x 和 的 积 。 要 证 明 p, 一 gqg， 注 意 当 工 
是 负数 时 ，x? 是 正 数 ， 因 为 这 是 两 个 负数 上 和 z 的 积 。 证 毕 。 

解 上 面 的 “证 明 ” 存 在 的 问题 是 忘 了 考虑 z=0 的 情形 。 当 x==0 时 ,x 二 0 不 是 正 数 ， 
因此 假设 的 定理 为 假 。 如 果 p 是 “xz 是 实数 ”"， 那 我 们 可 以 将 假设 p 分 三 种 情形 p;、p, 和 ps 来 
证 明 结 论 ， 其 中 p, 是 “zx 是 正 数 ”"，p, 是 “x 是 负数 ”，p; 是 “x 二 0”"， 因 为 有 等 价 式 p> pV 
办 Vpss S| 


1. 8.3 存在 性 证 明 

许多 定理 是 断言 特定 类 型 对 象 的 存在 性 。 这 种 类 型 的 定理 是 形 如 了 zP(Gz) 的 命题 ， 其 中 忆 
是 谓词 。3 xP(x) 这 类 命题 的 证 明 称 为 存在 性 证 明 (éxistence proof) 。 有 多 种 方式 来 证 明 这 类 定 
理 。 有 时 可 以 通过 找 出 一 个 使 得 P(a) 为 真 的 元 素 &( 称 为 一 个 物证 ) 来 给 出 3zP(Cz) 的 存在 性 证 
明 。 这 样 的 存在 性 证 明 称 为 是 构造 性 的 (constructive)。 也 可 以 给 出 一 种 非 构造 性 的 
(nonconstructive) 存 在 性 证 明 ， 即 不 是 找 出 使 P(a) 为 真 的 元 素 a, 而 是 以 某 种 其 他 方式 来 证 明 
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3 xP(z) 为 真 。 给 出 非 构 造 性 证 明 的 一 种 常用 方法 是 使 用 归 雇 证 明 ， 证明 该 存在 量化 式 的 否定 
式 比 含 一 个 矛盾 。 例 10 可 以 解释 构造 性 的 存在 性 证 明 的 概念 ， 而 例 11 可 以 解释 非 构造 性 的 存 
在 性 证 明 的 概念 。 

全 一 个 构造 性 的 存在 性 证 明 证 明 存在 一 个 正 整数 ， 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 将 其 表示 
为 正 整数 的 立方 和 。 

解 ” 经 过 大 量 的 计算 (如 使 用 计算 机 搜索 ) 可 找到 

1729 一 103 十 9 一 123 十 了 3 

因为 我 们 已 经 把 一 个 整数 写成 两 种 不 同 的 立方 和 ， 因 而 得 证 。 

关于 这 个 例子 有 一 个 有 趣 的 故事 。 英 国 数学 家 G. H. 哈代 ， 在 一 次 前 往 医院 看 望 生病 的 印 
度 天 才 拉 马 努 金 时 ， 提 到 他 乘坐 的 出 租车 的 编号 1729 是 个 枯燥 的 数字 。 拉 马 努 金 回答 :“ 不 ， 
这 是 一 个 非常 有 趣 的 数 ， 它 是 可 以 用 两 种 方式 表示 为 立方 和 的 最 小 数 。” 4 

@@ 辐 一 个 非 构 造 性 的 存在 性 证 明 证明 存 在 无 理 数 和 y 使 得 zx” 是 有 理 数 。 

解 由 1.7 节 例 11 可 知 V3 是 无 理 数 。 考 虑 数 V/2”。 如 果 它 是 有 理 数 ， 那 就 存在 两 个 无 理 
数 zx 和 y 且 z;* 是 有 理 数 ， 即 z= V3 ，y= V3 。 另 一 方面 如 果 V3 是 无 理 数 ， 那 么 可 以 令 z= 
V2 且 y=VJ2，, 因此 一 V2 = 了 =2， 
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戈 弗 雷 。 蛤 罗 德 。 蛤 代 (Godfrey Harold Hardy，1877 一 1947) 哈代 是 Isaac 
Hardy 和 Sophia Hall Hardy 的 两 个 孩子 中 的 老大 ， 出 生 在 英格兰 的 萨 里 郡 的 
Cranleigh。 他 父亲 是 Cranleigh 学 校 的 地 理 和 绘画 老师 ， 同 时 还 教 唱 歌 课 ， 并 且 踢 足 
” 球 。 他 母亲 教授 钢琴 课 并 且 协 助 管理 一 家 年 轻 学 生 的 寄宿 处 。 哈 代 的 双亲 致力 于 儿 
” 童 教育 。 哈 代 早 在 2 岁 时 就 显露 出 对 数字 的 能 力 ， 那 时 他 能 写 到 百 万 级 的 数字 。 他 有 
一 位 私人 数学 教师 ， 而 没有 去 上 Cranleigh 学 校 的 正规 课程 。 他 13 岁 时 上 了 一 所 私立 
pa 本 高 中 ， 温 切 斯 特 公 学 ， 并 且 获 得 了 奖学金 。 他 擅长 学 习 并 在 数学 方面 表现 出 浓厚 的 
OGA oo 兴趣 。1896 年 ， 他 获得 奖学金 而 进入 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ， 在 学 习 期 间 他 获得 诸多 

奖项 ，1899 年 毕业 。 

1906 一 1919 年 哈代 在 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 任 数学 讲师 ， 当 时 他 也 被 任命 为 牛津 大 学 几何 学 的 沙 利文 讲 
座 教授 。 由 于 著名 哲学 家 和 数学 家 伯 特 兰 。 罗素 从 事 反 战 活 动 而 被 三 一 学 院 解雇 ， 哈 代 开 始 对 剑桥 大 学 没 
有 好 感 ， 也 不 喜欢 繁琐 的 行政 工作 。1931 年 他 重 返 剑 桥 大 学 任 纯 数学 的 Sadleirian 教授 ， 直 到 1942 年 退休 。 
他 是 一 位 纯 数学 家 ， 对 数学 具有 一 种 精英 观点 ， 和 希望 他 的 研究 永远 不 会 有 应 用 。 具 有 讽刺 意义 的 是 ， 他 或 
许 是 以 哈代 一 温 伯 格 定律 的 发 现 者 之 一 而 闻名 于 世 的 ， 而 这 个 定律 则 预测 了 遗传 的 模式 。 他 在 这 个 领域 的 
工作 是 给 (科学 》(Science) 期 刊 的 一 封 信 ， 其 中 他 用 简单 的 代数 概念 证 明了 一 篇 遗传 学 论文 中 的 错误 。 哈代 
的 工作 主要 在 数论 和 函数 论 方面 ， 探 索 的 主题 为 黎 曼 zeta 函数 、 傅 里 叶 级 数 和 素数 分 布 。 他 对 许多 重要 问 
题 做 出 了 重要 的 贡献 ， 如 将 正 整 数 表示 为 次 窘 之 和 的 Waring 问题 和 将 奇 整 数 表 示 为 三 个 素数 之 和 的 问 
题 。 他 为 人 们 所 记忆 的 还 有 他 和 剑桥 同事 李 特 尔 伍德 (John E，Littlewood) 合 作 共 同 撰写 了 100 多 篇 论文 ， 
以 及 和 显赫 的 印度 数学 天 才 拉 马 努 金 (Srinivasa Ramanujan) 的 合作 。 他 和 李 特 尔 伍德 的 合作 还 造就 一 个 笑 
话 : 当时 的 英国 只 有 三 个 重要 的 数学 家 ， 哈 代 、 李 特 尔 伍德 和 哈代 - 李 特 尔 伍德 ， 可 是 人 们 相信 哈代 创造 了 
一 个 虚构 的 人 物 李 特 尔 伍德 ， 因 为 李 特 尔 伍德 在 剑桥 之 外 没什么 名 气 。 哈 代 从 拉 马 努 金发 给 他 的 不 同 凡响 
且 极 具 创造 性 的 著作 中 慧眼 识 天 才 ， 而 其 他 数学 家 则 没 能 发 现 这 个 天 才 。 哈 代 将 拉 马 努 金 带 到 剑桥 大 学 并 
与 之 合作 重要 的 论文 ， 建 立 了 关于 一 个 整数 的 划分 数 的 新 的 结论 。 哈 代 对 数学 教育 也 充满 兴趣 ， 他 的 书 k 纯 
数学 教程 A Course of Pure Mathematics) 在 20 世纪 前 半 叶 的 本 科 数 学 教学 中 具有 深远 影响 。 哈 代 还 写 了 
《一 个 数学 家 的 辨 白 XA Mathematicianr s Apology)， 其 中 对 是 否 值得 奉献 一 生 研究 数学 这 样 一 个 问题 给 出 了 
自己 的 回答 。 这 代表 了 哈代 对 于 什么 是 数学 和 数学 家 在 做 什么 的 一 种 观点 。 

哈代 对 运动 也 有 浓厚 的 兴趣 。 他 是 一 个 狂热 的 板 球 爱好 者 并 且 成 绩 不 俗 。 他 有 一 个 特点 就 是 不 喜欢 
照相 (为 世人 所 知 的 照片 只 有 五 张 ) 也 不 喜欢 镜子 ， 进 入 酒店 房间 后 会 立刻 用 毛巾 盖 住 它 。 
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这 个 证 明 是 非 构造 性 存在 性 证 明 的 一 个 例子 ， 因 为 我 们 并 没有 找 出 无 理 数 x 和 y 使 得 x 
是 有 理 数 。 相 反 ， 我 们 证 明了 或 者 z+ 二 V3 ，y 二 V3， 或 者 z+ 二 V2 ”，y 二 V3 具有 所 需 性 质 ， 但 
并 不 知道 这 两 对 中 哪 一 对 是 解 。 4 

评注 4.3 节 的 练习 11 将 给 出 一 个 构造 性 的 存在 性 证 明 ， 存在 无 理 数 工 和 y 使 得 zy 是 有 
理 数 。 

非 构 造 性 存在 性 证 明 通 常 相当 微妙 ， 如 例 12 所 示 。 

(EB 委 食 游戏 (Chomp) 是 两 个 人 玩 的 游戏 。 在 这 个 游戏 中 ， 曲 奇 饼 放 在 矩形 格 中 。 左 上 
角 的 曲 奇 饼 有 毒 ， 如 图 1a 所 示 。 两 个 玩家 轮流 行动 : 每 个 动作 中 一 个 玩家 都 要 吃 一 块 剩余 的 
曲 奇 饼 ， 以 及 它 右 下 角 的 所 有 曲 奇 饼 ( 例 如 ， 如 图 lb 所 示 )。 没 有 别 的 选择 而 只 能 吃 有 毒 曲 奇 
饼 的 玩家 为 输 。 请问: 两 个 玩家 之 一 是 否 有 获胜 的 策略 。 即 其 中 一 个 玩家 是 否 能 够 一 直 做 动作 
而 保证 其 获胜 ? 
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a) 蚕 食 游 戏 ( 左 上 角 的 曲 奇 饼 有 毒 ) b) 三 种 可 能 动作 
图 1 


解 ” 我 们 会 给 出 第 一 个 玩家 获胜 策略 的 非 构 造 性 存在 证 明 。 即 我 们 将 证 明 第 一 个 玩家 总 有 
获胜 的 策略 ， 而 没有 明确 描述 玩家 的 具体 动作 步骤 。 
首先 ， 游 戏 结束 时 不 会 是 一 个 平局 ， 因 为 每 一 步 动作 至 少 要 吃 掉 一 块 曲 奇 饼 ， 因 此 不 超过 
mXn 步 动作 游戏 就 会 结束 ， 这 里 mXn 是 网 格 的 初始 值 。 现 假设 在 游戏 开始 ， 第 一 个 玩家 吃 
掉 了 右 下 角 的 曲 奇 饼 。 这 有 两 种 可 能 ， 这 是 第 一 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 ， 或 者 这 是 第 二 个 玩 
家 可 以 做 一 个 动作 成 为 第 二 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 。 在 第 二 种 情况 下 ， 第 一 个 玩家 可 以 不 是 
只 吃 右 下 角 的 曲 奇 饼 ， 而 是 采用 第 二 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 相 同 的 步骤 (然后 继续 那个 获胜 
策略 )。 这 将 保证 第 一 个 玩家 获胜 。 
注意 我 们 证 明了 获胜 策略 的 存在 性 ， 但 是 没有 刻画 实际 的 获胜 策略 。 因 此 ， 这 个 证 明 是 
一 个 非 构 造 性 存在 性 证 明 。 事 实 上 ， 没有 人 能 够 通过 刻画 第 一 个 玩家 应 该 遵循 的 动作 步骤 来 
描述 适用 于 所 有 长 方形 网 格 的 蛋 食 游戏 的 获胜 策略 。 然 而 ， 在 某 种 特殊 的 情况 ， 比 如 当 网 格 
是 正方 形 时 ， 以 及 当 网 格 只 有 两 行 曲 奇 饼 时 ， 获 胜 策略 是 可 以 描述 的 (参见 5. 2 节 的 练习 15 
和 练习 16 ) 。 本 


1.8.4 唯一 性 证 明 

某 些 定理 断言 具有 特定 性 质 的 元 素 唯一 存在 。 换 句 话说 ,这 些 定理 断言 恰好 只 有 一 个 元 素 
具有 这 个 性 质 。 要 证 明 这 类 语句 ， 需 要 证 明 存 在 一 个 具有 此 性 质 的 元 素 ， 以 及 没有 其 他 元 素 具 
有 此 性 质 。 唯 一 性 证 明 (Cuniqueness proof) 的 两 个 部 分 如 下 : 

存在 性 : 证 明 存 在 某 个 元 素 x 具有 期 望 的 性 质 。 

唯一 性 : 证 明 如 果 z 和 wy 都 具有 期 望 的 性 质 ， 则 z= y。 

评注 证 明 存 在 唯一 元 素 工 使 得 P(xz) 为 真 等 同 于 证 明 语 句 j]x(P(z)AVYVy(y 闫 
a 

我 们 用 例 13 说 明 唯 一 性 证 明 的 要 素 。 
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证 明 : 如 果 a 和 2 是 实数 并 且 a 隆 0， 那 么 存在 唯一 的 实数 r+ 使 得 ar 十 6 二 0。 

解 ” 首先， 注意 实数 r= 一 b/a 是 ar 十 6==0 的 一 个 解 ， 因 为 a( 一 b/a) 十 6 二 一 b 十 6 二 0。 因 
此 ， 对 于 ar 十 6 二 0 而 言 ， 实 数 ”是 存在 的 。 这 是 证 明 的 存在 性 部 分 。 

其 次 ， 假设 实 数 ;使 得 as 十 6 二 0 成 立 。 则 有 ar 十 6 二 as 十 6， 这 里 r= 二 一 b/a。 从 两 边 减 去 5， 
得 到 ar= 二 as。 最 后 式 子 两 边 同 除 以 a， 这 里 a 是 非 零 的 ， 得 到 r= 二 s。 这 意味 着 如 果 r 关 ;s， 则 
as 十 0 天 0。 这 就 证 明了 唯一 性 部 分 。 « 


1. 8.5 证 明 策 略 

寻找 证 明 是 一 项 富 于 挑战 性 的 工作 。 当 你 面 对 待 证 命题 时 ， 应 该 先 把 术语 替换 成 其 定义 ， 
再 仔细 分 析 前 提 结 论 的 含义 。 然 后 ， 可 以 选 一 种 已 有 的 证 明 方法 去 尝试 证 明 结论 。 我 们 在 1.7 
节 已 经 给 出 了 一 些 证 明 形 如 Yz(CP(z) 一 Q(z)) 的 定理 的 证 明 策略 ， 包括 直接 证 明 法 、 反 证 法 和 
归 廖 证 明 法 。 如 果 语 句 是 条 件 语句 ， 就 应 该 首先 尝试 直接 证 明 法 ; 如果 不 行 ， 就 尝试 间接 证 明 
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拉 马 奴 金 (Srinivasa Ramanujan，1887 一 1920) 著名 的 数学 天 才 拉 马 奴 金 在 马 德 
。 拉 斯 市 (Madras， 现 名 钦 奈 (Chennai)) 附 近 的 印度 南部 出 生 并 长 大 。 他 的 父亲 是 一 家 
布 店 的 职员 。 他 的 母亲 通过 在 当地 一 寺庙 唱歌 来 补贴 家 用 。 拉 马 奴 金 在 当地 的 一 所 
英语 学 校 学 习 ， 显 露出 其 对 数学 的 兴趣 和 天 赋 。13 岁 那 年 他 掌握 了 大 学 生 使 用 的 一 
本 教科 书 。 当 他 15 岁 时 ,一 名 大 学 生 借 给 他 一 本 《 纯 数 学 概要 》(Synopsis of Pure 
Mathematics) 。 拉 马 奴 金 决定 把 这 本 不 带 任何 证 明 或 解释 的 书 中 的 6000 多 个 结论 重 
Guo eam so 新 做 一 遍 ， 写 在 纸 上 后 来 收集 起 来 形成 笔记 。1904 年 他 从 高 中 毕业 ， 赢 得 奖学金 进 
Photo 入 马 德 拉 斯 大 学 。 他 报 读 的 是 美术 课程 ， 但 是 他 忽视 除数 学 以 外 的 所 有 科目 ， 因 而 
失去 了 奖学金 。 大 学 期 间 (1904 一 1907) 他 有 四 次 考试 不 及 格 ， 只 有 数学 学 得 好 。 这 期 间 他 在 笔记 中 写 下 
了 许多 原创 性 的 著作 ， 有 时 是 已 经 发 表 工 作 的 重新 发 现 ， 有 时 是 新 的 发 现 。 

没有 大 学 学 位 ， 拉 马 奴 金 要 找 一 份 体面 的 工作 是 很 困难 的 。 为 了 生存 ， 他 不 得 不 依靠 朋友 们 的 施舍 。 
他 教学 生 数学 ,但 是 他 的 不 同 寻 常 的 思维 方式 和 不 能 遵循 教学 大 纲 导 致 了 问题 。1909 年 通过 包办 婚姻 他 
和 一 个 小 他 九 岁 的 年 轻 姑娘 结婚 。 为 了 养活 自己 和 他 的 妻子 ， 他 搬 到 马 德 拉 斯 寻找 工作 。 他 把 他 笔记 中 
的 数学 著作 给 可 能 的 雇主 看 ， 但 是 他 的 书 让 他 们 不 知 所 措 。 然 而 ， 总 统 学 院 的 一 位 教授 认可 了 他 的 天 赋 
并 支持 他 ，1912 年 他 获得 了 一 份 会 计 员 的 工作 ， 赚 取 微 薄 的 薪水 。 

此 时 ， 拉 马 奴 金 依然 在 继续 着 他 的 数学 研究 ， 并 于 1910 年 在 印度 的 期 刊 上 发 表 了 第 一 篇 论文 。 他 认识 
到 自己 的 工作 在 印度 数学 家 之 上 ， 遂 决定 写 信 给 英国 顶尖 的 数学 家 。 起 初 ， 几 位 数学 家 都 将 他 的 信 当 作 求 
助 信息 。1913 年 1 月 他 给 GH. 哈代 写 信 ， 哈 代 也 没 看 好 拉 马 奴 金 ， 但 是 信 中 的 那些 虽然 没有 给 出 证 明 的 
数学 陈述 却 让 哈代 有 些 困惑 。 哈 代 决 定 与 同事 和 合作 者 J.E. 李 特 尔 伍德 一 起 仔细 检查 这 些 陈 述 。 经 过 仔 
细 研 究 ， 他 们 判定 拉 马 奴 金 可 能 是 一 个 天 才 ， 因 为 他 的 陈述 “只 有 那些 最 高 水 平 的 数学 家 才 有 可 能 写 得 出 
来 ， 而且 也 一 定 是 真 的 ， 因 为 如 果 这 些 陈述 不 成 立 ， 就 没有 人 有 这 样 的 想象 力 来 发 明 这 些 陈述 。” 

1914 年 哈代 为 拉 马 奴 金 安排 了 奖学金 并 将 他 带 到 英格兰 。 哈 代 亲 自 教 他 数学 分 析 ， 一 起 合作 了 五 
年 ， 证 明了 一 些 有 关 整 数 划 分 数 的 重要 定理 。 在 这 期 间 ， 拉 马 奴 金 在 数论 领域 做 出 了 重要 贡献 ， 同 时 在 
连 分数 、 无 穷 级 数 、 椭 圆 函 数 方面 做 些 工作 。 拉 马 奴 金 对 于 某 些 类 型 的 函数 和 级 数 有 着 惊人 的 洞察 力 ， 
但 是 他 声称 的 有 关 素 数 的 定理 则 是 错误 的 ， 这 也 解释 了 他 对 于 什么 是 正确 的 证 明 只 有 模糊 的 概念 。 他 是 
当时 被 任命 的 英国 皇家 学 会 院士 最 年 轻 的 成 员 之 一 。 不 幸 的 是 ，1917 年 拉 马 奴 金 得 了 严重 的 疾病 。 那 时 
被 认为 是 由 于 不 适应 英国 气候 并 染 上 了 肺结核 。 现 在 看 来 是 由 于 拉 马 奴 金 严 格 的 素食 主义 以 及 英国 战 时 
的 食物 短缺 造成 他 得 了 维生素 缺乏 症 。1919 年 他 回 到 印度 ， 继 续 他 的 数学 研究 ， 即 使 是 在 病床 上 也 是 如 
此 。 他 笃信 和 宗教， 认为 他 的 数学 天 赋 来 自 于 家 族 的 神 一 一 Namagiri。 他 将 数学 和 宗教 联系 起 来 。 他 说 道 : 
“一 个 方程 对 我 来 说 没有 意义 ,除非 它 表 达 了 神 的 意志 。”1920 年 4 月 他 短暂 的 一 生 走 到 了 尽头 ， 年 仅 32 
岁 。 拉 马 奴 金 留 下 一 些 笔记 ， 记 载 着 没有 发 表 的 结果 。 这 些 笔记 中 的 著作 解释 了 拉 马 奴 金 的 一 些 见解 ， 
但 是 也 相当 概略 。 有 些 数学 家 倾注 了 多 年 的 研究 试图 解释 和 证 明 这 些 笔记 中 的 结果 。2015 年 的 一 部 非常 
精彩 的 电影 (知道 无 穷 的 人 》 就 是 描述 拉 马 奴 金 的 一 生 的 。 
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法 ; 如 果 这 些 方法 都 不 行 ， 就 尝试 归 雇 证明 法 。 可 是 ,我 们 没有 提供 更 进一步 的 用 于 构建 这 样 
的 证 明 的 指南 。 现 在 我 们 给 出 一 些 策略 来 构建 新 的 证 明 。 

正 向 和 反 向 推理 ”无 论 选择 什么 证 明 方 法 ， 都 需要 为 证 明 找 一 个 起 点 。 条 件 语句 的 直接 证 
明 就 从 前 提 开 始 。 利 用 这 些 前 提 以 及 公理 和 已 知 定理 ， 用 导向 结论 的 一 系列 步骤 来 构造 证 明 。 
这 类 推理 称 为 正 向 推理 (forward reasoning)， 是 用 来 证 明 相 对 简单 结论 的 一 类 最 常见 推理 方式 。 
同样 ， 要 开始 间接 证 明 ， 就 从 结论 的 否定 开始 ， 用 一 系列 步骤 来 得 出 前 提 的 否定 。 

遗憾 的 是 ， 正 向 推理 常常 难以 用 来 证 明 更 复杂 的 结论 ， 因 为 得 出 想 要 的 结论 所 需要 的 推理 
可 能 并 不 明显 。 在 这 种 情况 下 使 用 反 向 推理 (backward reasoning) 可 能 会 有 所 帮助 。 要 反 向 推 
理 证 明 命 题 g， 我们 就 寻找 一 个 命题 p 并 可 证 明 其 具有 性 质 p 一 g。( 注 意 ， 寻 找 一 个 命题 r 并 
能 证 明 其 具有 gq->r 不 会 有 所 帮助 ， 因 为 从 gr 和 7 得 出 g 为 真是 一 种 窃取 论题 ”的 错误 推 
理 。) 反 向 推理 的 解释 如 例 14 和 例 15 所 示 。 

给 定 两 个 正 实数 x 和 y， 其 算术 均值 是 (x 十 y)/2 而 其 几何 均值 是 Vzy 。 当 比较 不 
同 正 实 数 对 的 算术 和 几何 均值 时 ， 可 以 发 现 算术 均值 总 是 大 于 几何 均值 。( 例 如 ， 当 z 王 4 和 
y=6 时 ， 有 5=(4 十 6)/2 之 V4.6 = V34 ,) 能 否 证 明 这 个 不 等 式 恒 为 真 ? 

解 ” 当 xz 和 yy 是 不 同 正 实数 时 ， 要 证 明 (x 十 y)/2 > Vzy ， 我 们 可 以 采用 反 向 推理 。 我 们 
构造 一 系列 等 价 的 不 等 式 。 这 些 等 价 的 不 等 式 是 : 

(z+ W/2 Evry 
(zy)’/4> zxy 
(x+y > My 
xray y > 4ry 
x:—2rxy 二 yy 0 
(i— yy 0 
由 于 当 z 夫 > 时 ， 有 (z 一 J) 之 0， 所 以 最 后 一 个 不 等 式 为 真 。 由 于 所 有 这 些 不 等 式 都 等 价 ， 所 
以 可 得 出 当 x 关 y 时 , (Cz 十 y)/2> Vzy 。 一 且 做 了 这 样 的 反 向 推理 ， 就 可 以 通过 颠倒 这 些 步 又 
来 构造 证 明 ， 这 样 将 构造 出 正 向 推理 的 证 明 。( 注 意 反 向 推理 中 的 步骤 不 会 成 为 最 终 证 明 的 一 
部 分 ， 这 些 步 又 只 是 作为 指南 来 构造 完整 的 证 明 。) 

证 明 假设 x 和 y 是 两 个 不 同 的 实数 。 那 么 (z 一 y 关 盖 0， 因 为 非 零 实 数 的 平方 是 正 的 ( 见 
附录 1) 。 由 于 (z 一 光一 衬 一 2zy 十 多 ， 所 以 这 草 含 着 耻 一 2zy 十 多 过 0。 两边 同时 加 上 4zy， 得 
好 十 2zy 十 昂 之 4zy。 因 为 耻 十 2zy 十 昂 一 (Cz 十 四 2 ， 因 此 (z 十 之 4zy。 两 边 同 时 除 以 4， 可 得 
(Zz 十 y)*/4zty。 最 后 ， 两 边 同时 开平 方 (保持 不 等 式 性 质 ， 因 为 两 边 都 是 正 的 ) 得 (x 十 y)/2 二 
Vzxy 。 从 而 得 出 结论 如 果 x 和 y 是 两 站 不同 的 实数 ， 那 么 它们 的 算术 均值 Cz 十 y)/2 大 于 它们 
的 几何 均值 Vzy 。 4 

假定 两 人 玩 游戏 ， 轮 流 从 最 初 有 15 块 石头 的 堆 中 每 次 取 1、2 或 3 块 石头 。 取 最 后 
一 块 石 头 的 人 赢得 游戏 。 证 明 无 论 第 二 个 玩家 如 何 取 ， 第 一 个 玩家 都 能 赢得 游戏 。 

解 ”为 了 证 明 第 一 个 玩家 ( 甲 ) 总 能 赢得 游戏 ,我 们 可 以 用 反 向 推理 。 在 最 后 一 步 ， 如 果 留 
给 甲 的 石头 堆 中 剩 下 1、2 或 3 块 石 头 ， 则 甲 就 能 获胜 。 如 果 第 二 个 玩家 ( 乙 ) 不 得 不 从 有 4 块 石 
头 的 堆 中 取石 头 ， 就 迫使 乙 留 下 1、2 或 3 块 石头 。 因 此 ， 甲 要 获胜 的 一 种 方法 是 在 倒数 第 二 步 
给 乙 留 下 4 块 石头 。 当 轮 到 甲 的 时 候 面临 5、6 或 7 块 石头 时 ( 当 乙 不 得 不 从 8 块 石头 的 堆 中 取石 
头 时 就 会 出 现 这 种 情况 ) ， 甲 就 能 留 下 4 块 石头 。 因 此 ， 为 迫使 乙 留 下 5、6 或 7 块 石 头 ， 甲 应 该 
在 其 倒数 第 三 步 给 乙 留 下 8 块 石头 。 这 意味 着 当 轮 到 甲 取 时 还 有 9、10 或 11 块 石 头 。 同 样 ， 当 
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甲 走 第 一 步 时 应 该 留 下 12 块 石头 。 我 们 可 以 把 这 个 论证 倒 过 来 就 能 证 明 无 论 乙 如 何 取 ， 甲 总 是 
有 石头 取 从 而 甲 赢 得 游戏 。 这 些 步骤 依次 给 乙 留 下 12、8 和 4 块 石头 。 4 

改编 现 有 证 明 ”在 寻找 可 用 于 证 明 语 句 方 法 时 ， 一 个 很 好 的 思路 是 利用 类 似 结论 现 有 的 证 
明 。 一 个 现 有 的 证 明 通 常 可 以 改编 用 于 证 明 其 他 结论 。 即 使 不 是 这 样 ， 现 有 证 明 中 的 一 些 想法 
也 会 有 所 帮助 。 因 为 现 有 证 明 能 为 新 证 明 提 供 线 索 ， 就 应 该 多 阅读 和 理解 在 学 习 中 遇 到 的 证 
明 。 这 一 过 程 如 例 16 所 示 。 

后 国 在 1.7 节 例 11 中 证 明了 V2 是 无 理 数 。 现 在 推测 V3 是 无 理 数 。 我 们 能 够 改编 1. 7 节 
例 11 的 证 明 来 证 明 V3 是 无 理 数 吗 ? 

解 ”为 改编 在 1.7 节 例 11 的 证 明 ， 开 始 先 模 仿 这 个 证 明 的 步骤 ， 只 是 要 用 V3 代替 V2 。 
首先 ， 假设 V3 二 c/d， 这 里 分 数 c/a 是 既 约 的 。 等 式 的 两 边 取 平方 得 到 3 二 /4 ， 因 此 3 必 一 
c*。 类 似 于 1.7 节 例 11 中 由 等 式 2 二? 证 明 2 是 a 和 5 的 公 因 子 的 方法 ,我 们 可 以 用 这 个 
等 式 能 证 明 3 一 定 是 c 和 4 的 公 因 子 吗 ? (回忆 一 下 如 果 xs 是 整数 ， 则 整数 s 是 整数 1 的 因 
子 。 一 个 整数 是 偶数 当 且 仅 当 2 是 的 因子 。) 事 实证 明 是 可 以 的 ， 只 是 需要 借助 于 将 第 4 
章 讨论 的 数论 内 容 。 我 们 勾画 出 剩 下 的 证 明 ， 但 把 这 些 步骤 的 理由 留 到 第 4 章 。 因 为 3 是 
的 因子 ， 它 也 必然 是 < 的 因子 。 再 者 ， 因 为 3 是 c 的 因子 ，9 就 是 c 的 因子 ， 这 意味 着 9 是 
3d? 的 因子 。 这 蕴含 着 3 是 4 的 因子 ,这 意味 着 3 是 4 的 因子 。 这 样 3 就 是 c 和 4 的 因子 ， 
与 c/d 是 既 约 分 数 相 了 矛盾 。 在 为 这 些 步骤 添加 理由 后 ， 我 们 就 完成 了 通过 改编 V2 是 无 理 数 的 
证 明 来 证 明 V3 是 无 理 数 。 注 意 这 个 证 明 可 以 推广 到 Vn 是 无 理 数 ， 这 里 ”是 一 个 非 完 全 平方 
的 正 整数 。 这 里 的 细节 留 给 第 4 章 。 .4 

当 你 面临 要 证 明 一 个 新 定理 时 ， 特 别 是 当 新 定理 类 似 于 你 原先 证 明 过 的 定理 时 ， 一 个 窍门 
就 是 寻找 你 可 以 改编 的 现 有 的 证 明 。 


1.8.6 寻找 反例 

1.7 节 介绍 了 应 用 反例 证 明 法 来 证 明 一 些 语句 是 假 的 。 当 面 对 一 个 猜想 时 ， 你 首先 可 以 试 
图 去 证 明 这 个 猜想 ， 如 果 你 的 尝试 没有 成 功 ， 你 可 以 试图 寻找 一 个 反例 。 如 果 你 不 能 找到 反 
例 ， 你 可 以 再 试图 证 明 这 个 语句 。 无 论 如 何 ， 寻 找 反 例 都 是 一 个 相当 重要 的 方法 ， 并 时 常 能 提 
供 对 问题 的 领悟 。 下 面 例 17 说 明了 反例 的 作用 。 

在 1.7 节 例 15 中 通过 寻找 反例 证 明了 语句 “每 个 正 整 数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ?” 
为 假 。 也 就 是 说 ， 存 在 正 整 数 不 能 写成 两 个 整数 的 平方 和 。 尽 管 不 能 把 每 一 个 正 整 数 写成 两 个 
整数 的 平方 和 ， 但 也 许 我 们 能 把 每 一 个 正 整数 写成 三 个 整数 的 平方 和 。 即 语句 “每 个 正 整 数 都 
是 三 个 整数 的 平方 和 ”是 真 还 是 假 呢 ? 

解 因为 我 们 知道 并 不 是 每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 可 能 最 初 怀疑 每 一 个 正 整数 
能 写 为 三 个 整数 平方 和 。 因 此 ， 首 先 寻 找 反 例 。 即 如 果 能 够 找到 一 个 特殊 的 整数 不 是 三 个 整数 
的 平方 和 就 能 证 明 语句 “每 个 正 整 数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 为 寻找 反例 ， 试 着 将 连续 
的 正 整 数 写 成 三 个 整数 的 立方 和 。 可 以 发 现 1=0: 十 0: 十 1:，2= 二 0: 十 了 十 1:，3= 二 1 十 1 十 1， 
4 一 02 十 02 十 22 ，5 一 02 十 1 十 22 ，6 一 1 十 1 十 22， 但 无 法 找到 将 7 写 为 三 个 整数 的 平方 和 的 方 
法 。 要 证 明 没 有 三 个 数 的 平方 加 起 来 等 于 7， 注意 可 以 用 的 平方 数 是 那些 不 超过 7 的 平方 数 ， 
即 0、1 或 4。 因 为 0、1 或 4 的 任意 三 项 相 加 得 不 出 7， 所 以 7 是 一 个 反例 。 我 们 得 到 结论 语句 
“每 个 正 整 数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 

我 们 已 经 证 明了 并 不 是 每 个 正 整数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 。 下 一 个 问题 要 问 是 不 是 每 个 正 
整数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 。 有 些 实验 证 据 表 明 答 案 是 对 的 。 例 如 ,7 二 1 十 1 十 1 十 2*，25 二 
十 2 十 2 十 1 和 87 二 9 十 2 十 1 十 1 。 于 是 得 出 猜想 “每 个 正 整 数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 ” 
是 真 的 。 对 于 证 明 参 见 [Ro10]。 S| 
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1. 8. 7 证 明 策 略 实践 

我 们 在 学 习 数 学 时 仿佛 数学 事实 是 刻 在 石头 上 的 。 数 学 教科 书 ( 包 括 这 本 书 的 绝 大 部 
分 ) 正 式 地 提出 定理 及 其 证 明 。 这 样 的 展示 并 不 能 揭示 数学 发 现 过 程 。 这 一 过 程 以 探索 概 
念 和 例子 开始 ， 提 出 问题 ， 形 成 猜想 ， 并 企图 通过 证 明 或 者 通过 反例 来 解决 这 些 猜 想 。 这 
些 就 是 数学 家 的 日 常 活动 。 不 管 你 信 和 不信， 教科书 中 所 讲授 的 材料 起 初 都 是 以 这 个 方式 发 
展 出 来 的 。 

人 们 基于 各 种 可 能 证 据 来 拟定 猜想 。 对 特殊 情形 的 考察 可 能 够 导致 一 个 猜想 ， 就 像 识 别 一 
些 可 能 的 模式 。 对 已 知 定理 的 假设 和 结论 稍 做 改变 也 能 导致 可 信 的 猜想 。 有 些 时 候 ， 猜 想 的 建 
立 是 基于 直觉 或 者 甚至 认为 结果 成 立 的 信念 。 无 论 猜 想 是 怎样 产生 的 ， 一 旦 它 被 形式 化 描述 ， 
目标 就 是 证 明 或 者 驳斥 它 。 当 数学 家 相信 和 猜想 可 能 是 真 的 时 ， 他 们 会 尝试 寻找 证 明 。 如 果 他 们 
找 不 到 证 明 ， 他 们 就 会 寻找 反例 。 当 他 们 不 能 找到 反例 时 ， 他 们 又 会 转 回 来 再 次 试图 证 明 猜 
想 。 尽 管 许 多 猜想 很 快 被 解决 ， 但 有 些 猜 想 则 抵御 了 数 百年 攻关 ， 还 导致 数学 新 分 支 的 发 展 。 
本 节 稍 后 将 会 提 到 几 个 著名 的 猜想 。 


1.8.8 拼接 

通过 对 棋盘 拼接 游戏 的 简要 研究 能 够 解释 证 明 策 略 的 各 个 方面 。 研 究 棋盘 的 拼接 游戏 是 一 
种 能 快速 发 现 多 种 结论 并 用 各 种 证 明 方法 来 构造 其 证 明 的 很 
有 效 方法 。 在 这 个 领域 几乎 创造 了 无 穷 多 的 猜想 及 其 研究 。 
我 们 需要 定义 一 些 术 语 。 一 个 棋盘 是 一 个 由 水 平和 垂直 线 分 
割 成 同样 大 小 方 格 组 成 的 矩形 。 象 棋 游戏 是 在 8 行 和 8 列 的 
木板 上 进行 ， 这 块 板 称 为 标准 棋盘 (standard checkerboard)， 
如 图 2 所 示 。 在 这 一 节 我 们 用 术语 拼 板 (board) 指 任意 大 小 
的 矩形 棋盘 ， 以 及 删除 一 个 或 多 个 方 格 剩 下 的 棋盘 组 成 。 一 
个 骨牌 (domino) 是 一 块 一 乘 二 的 方 格 组 成 的 矩形 ， 如 图 3 所 
示 。 当 一 个 拼 板 的 所 有 方 格 由 不 重 炙 的 骨牌 覆盖 并 且 没 有 上 骨 
牌 悬 空 时 ， 我 们 就 说 一 个 拼 板 由 骨牌 所 拼接 (tiled) 。 现 在 来 
研究 一 些 有 关 用 骨牌 拼接 拼 板 的 结论 。 图 2 标准 棋盘 

我 们 能 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 吗 ? 

解 ” 我 们 可 以 找到 许多 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 的 方法 。 例 四 
如 ， 可 以 水 平 放 32 块 骨牌 拼接 它 ， 如 图 4 所 示 。 该 拼接 的 
存在 即 完成 了 一 个 构造 性 的 存在 证 明 ; 还 有 大 量 其 他 的 方法 
可 以 完成 这 个 拼接 。 可 以 在 拼 板 上 垂直 放 32 块 骨牌 或 者 四 县 
水 平 放 一 些 和 垂直 放 一 些 来 拼接 它 。 但 对 于 一 个 构造 性 存在 图 3 两 种 
证 明 只 需要 找到 一 个 这 样 的 拼接 就 可 以 了 。 < 

全 我 们 能 拼接 从 标准 棋盘 中 去 掉 四 个 角 的 方 格 之 一 
得 到 的 拼 板 吗 ? 

解 为 了 回答 这 个 问题 ， 注 意 一 个 标准 棋盘 有 64 个 方 
格 ， 因 此 去 掉 一 个 方 格 就 会 产生 由 63 个 方 格 构成 的 拼 板 。 
现在 假设 能 够 拼接 一 个 从 标准 棋盘 中 去 掉 一 个 角 的 方 格 的 拼 
板 。 因 为 每 一 个 骨牌 盖 住 两 个 方 格 ， 并 且 没 有 两 个 骨牌 重大 
没有 骨牌 悬空 ， 所 以 拼 板 上 一 定 有 偶数 个 方 格 。 因 此 7 可 以 
用 归 廖 证 明 法 证 明 标准 棋盘 去 掉 一 个 方 格 后 不 能 用 骨牌 拼 
接 ， 因 为 这 样 一 个 拼 板 有 奇数 个 方 格 。 本 

现在 考虑 一 个 比较 棘手 的 情况 。 图 4 拼接 标准 棋盘 


























站 
机 





基础 : 逻 克 和 证 明 91 





( 我 们 能 拼接 标准 棋盘 中 去 掉 左 上 角 和 右 下 角 方 格 得 到 的 拼 板 吗 ， 如 图 5 所 示 ? 

解 ” 去 掉 标准 棋盘 中 两 个 方 格 得 到 的 拼 板 包含 64 一 2 一 62 
个 方 格 。 因 为 62 是 偶数 ， 不 能 像 例 19 那样 很 快 排除 标准 棋盘 | 
去 掉 左上 角 和 右 下 角 方 格 后 拼接 的 存在 性 ， 例 19 中 排除 了 标 
准 棋盘 去 掉 一 个 方 格 后 用 骨牌 拼接 的 存在 性 。 读 者 应 该 尝试 的 
第 一 个 方法 可 能 是 通过 依次 放置 骨牌 来 试图 构造 这 个 拼 板 的 拼 
接 。 然 而 ， 无 论 怎么 试验 ， 我 们 都 不 能 找到 这 样 的 一 个 拼接 。 
因为 我 们 的 努力 没有 得 到 一 个 拼接 ， 所 以 导向 一 个 猜测 : 拼接 
不 存在 。 

我 们 通过 证 明 无 论 怎样 在 拼 板 上 依次 放置 骨牌 都 会 走 进 死 
胡同 从 而 可 以 试图 证 明 不 存在 拼接 。 为 构造 这 样 的 证 明 ， 不 得 
不 考虑 在 选择 依次 放置 骨牌 时 可 能 出 现 的 所 有 可 能 情况 。 例 ”图 5 标准 棋盘 去 掉 左 上 角 和 
如 ， 要 覆盖 紧 挨 着 去 掉 的 左上 角 方 格 的 第 一 行 第 二 列 的 方 格 就 右 下 角 方块 
有 了 两 种 选择 。 我 们 可 以 用 水 平方 式 拼 接 或 者 垂直 方式 拼接 来 覆 
盖 它 。 这 两 种 选择 的 每 一 种 都 会 导致 下 一 步 的 不 同 选择 ， 如 此 继续 。 很 快 就 会 发 现 对 于 人 来 说 
这 不 是 一 个 有 效 的 解决 方案 ， 尽管 可 以 用 计算 机 通过 穷 举 法 来 完成 这 样 的 证 明 ( 练 习 47 要 求 你 
提供 这 样 的 证 明 来 解释 一 个 4X4 棋盘 去 掉 对 角 后 不 能 拼接 )。 

我 们 需要 另 一 种 方法 。 或 许 有 一 个 比较 容易 的 方法 可 以 证 明 标 准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 不 存 
在 拼接 。 正 如 许多 证 明 一 样 ， 一 个 关键 的 观察 能 启发 我 们 。 我 们 交替 用 白 和 黑 给 这 个 棋盘 的 方 
格 涂 色 ， 如 图 2 所 示 。 观 察 在 这 样 的 拼 板 拼接 中 一 个 骨牌 覆盖 一 个 白 方 格 和 一 个 黑 方 格 。 其 
次 ， 注 意 这 样 的 拼 板 白色 方 格 和 黑色 方 格 数量 不 等 。 我 们 可 以 用 这 些 观察 通过 归 廖 证 明 法 来 证 
明 一 个 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 不 能 用 骨牌 拼接 。 现 在 给 出 这 样 的 证 明 。 

证 明 假设 能 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 的 拼 板 。 注 意 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 
包含 64 一 2 一 62 个 方 格 。 拼 接 需 要 用 到 62/2= 31 个 骨牌 。 注 意 在 这 个 拼接 中 ， 每 个 骨牌 盖 住 
一 个 白 的 和 一 个 黑 的 方 格 。 因 此 ， 这 个 拼接 盖 住 31 个 白 的 和 31 个 黑 的 方 格 。 然 而 ， 当 去 掉 两 
个 对 角 方 格 时 ， 剩 下 的 方 格 或 者 是 32 块 白 的 30 块 黑 的 ,或 者 是 30 块 白 的 32 块 黑 的 。 这 与 能 




















用 骨牌 覆盖 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 的 拼 板 的 假设 相 矛 盾 ， 从 而 完成 证 明 。 4 
我 们 还 可 以 用 骨牌 之 外 其 他 类 型 的 板块 来 拼接 。 我 们 研究 

用 同样 的 方 格 沿边 粘连 起 来 构成 的 相同 形状 的 板块 而 非 骨 牌 来 

做 拼接 游戏 。 这 样 的 板块 称 为 是 多 联 骨 牌 (polyomino)， 这 个 术 

语 是 由 数学 家 所 罗 门 ， 戈 洛 姆 在 1953 年 创造 的 ， 他 为 此 写 了 


一 本 消 遗 性 的 书 LGo94]。 我 们 将 两 个 具有 同样 数量 方 格 的 多 联 
上 骨牌 当 作 一 样 的 ， 如 果 通 过 旋转 和 翻转 其 中 一 个 而 能 得 到 另 一 [ee | 
个 。 例 如 ， 有 两 种 类 型 的 三 联 骨 有 牌 ( 见 图 6)， 它 是 由 三 个 方 格 图 6 一 个 直角 三 联 骨牌 和 
沿边 粘连 起 来 的 多 联 骨 牌 。 一 种 三 联 骨 牌 是 直 三 联 骨牌 一 个 直 三 联 骨 有 牌 
(straight triomino) ， 它 由 三 个 水 平 连接 的 方 格 构成 ; 另 一 种 是 
直角 三 联 骨 牌 (right triomino) ， 酷 似 字母 工 的 形状 ， 及 其 翻转 和 旋转 (必要 时 )。 这 里 将 研究 用 
直 三 联 骨 上牌 拼接 棋盘 ，5. 1 节 再 研究 用 直角 三 联 骨 牌 的 拼接 问题 。 

你 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 标准 棋盘 吗 ? 

解 ”标准 棋盘 含有 64 个 方 格 ， 每 一 个 三 联 骨 牌 覆盖 3 个 方 格 。 因 此 ， 如 果 三 联 骨 牌 拼接 
了 一 个 拼 板 ， 拼 板 的 方 格 数量 一 定 是 3 的 倍数 。 因 为 64 不 是 3 的 倍数 ， 所 以 三 联 骨 牌 不 能 用 
于 覆盖 8X8 棋盘 。 本 

下 面 的 例 22， 考 虑 了 用 直 三 联 骨 牌 拼 接 一 个 标准 棋盘 去 掉 一 个 角 的 问题 。 
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EB 我 们 能 用 直 三 联 骨 牌 拼 接 标准 棋盘 中 去 掉 四 个 角 的 任 一 个 角 的 拼 板 吗 ? 一 个 8X8 
棋盘 去 掉 一 个 角 后 包含 64 一 1 一 63 个 方 格 。 用 直 三 联 骨 牌 对 四 种 可 能 的 任 一 做 拼接 都 要 用 
63/13 一 21 个 直 三联 明 牌 。 然 而 当 我 们 试验 时 ， 找 不 到 一 个 用 直 三 联 骨 牌 对 这 样 的 拼 板 拼接 。 
穷 举证 明 法 也 没有 带 来 什么 希望 。 我 们 能 改编 例 20 的 证 明 来 
证 明 这 样 的 拼接 不 存在 吗 ? 

解 ” 例 29 证 明了 用 骨牌 拼接 去 掉 对 角 的 标准 棋盘 是 不 可 
能 的 ， 为 了 尝试 改编 例 20 的 归 雇 证 明 ， 我 们 给 棋盘 的 方 格 涂 
色 。 因 为 是 用 直 三 联 骨 牌 而 不 是 骨牌 我 们 用 三 种 而 不 是 两 
种 颜色 为 方 格 着 色 ， 如 图 7 所 示 。 注 意 在 这 个 着 色 中 有 21 个 
灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 。 接 着 ， 做 一 个 重 
要 的 观察 ， 当 一 个 直 三 联 骨 上牌 覆 盖 棋 盘 的 3 个 方 格 时 ， 它 覆盖 
一 个 灰色 的 、 一 个 黑色 的 和 一 个 白色 的 方 格 。 然 后 注意 3 种 颜 
色 的 每 一 个 都 出 现在 一 个 角 的 方 格 中 。 于 是 ,不 失 一 般 性 ， 
我 们 可 以 假设 轮换 颜色 ， 使 得 去 掉 的 方 格 是 灰色 的 。 因 此 候 大 2 
设 剩余 的 拼 板 包含 20 个 灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、22 个 白色 “图 7 用 三 种 颜色 对 标准 棋盘 
方 格 。 方 格 着 色 

如 果 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 这 块 拼 板 ， 那么 将 用 63/3 一 21 个 直 三 联 骨 牌 。 这 些 直 三 联 骨 牌 
覆盖 21 个 灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、21 个 白色 方 格 。 这 与 该 拼 板 包 含 20 个 灰色 方 格 、21 个 
黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 相 矛 盾 。 因 此 不 能 用 直 三 联 骨 上 牌 拼接 这 个 拼 板 。 4 


1.8.9 开放 问题 的 作用 
数学 中 的 许多 进展 是 人 们 在 试图 解决 著名 的 悬而未决 的 问题 时 而 做 出 的 。 在 过 去 的 20 年 


中 ， 有 许多 悬而未决 的 问题 最 后 被 最 终 解 决 ， 比 如 数论 中 300 多 年 前 的 一 个 猜想 被 证 明 。 这 个 
猜想 断言 称 为 费 马 大 定理 的 命题 为 真 。 


理 这 是 满 




















评注 方程 x 十 yy 二 有 无 穷 多 个 整数 解 工 y 和 z， 这 些 解 称 为 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 5 ， 对 
应 于 具有 整数 边 长 的 直角 三 角形 的 边 长 。 参 见 练 习 34。 

这 个 问题 有 一 段 很 有 意思 的 上 典故。 在 17 世纪 ， 费 马 在 一 本 丢 番 图 的 著作 的 空白 处 匆匆 写 
道 ， 他 有 了 “巧妙 的 证 明 ”: 当 n 是 大 和 于 2 的 整数 时 zx" 十 y" 二 zx" 没有 非 零 的 整数 解 。 但 他 从 来 
没有 发 表 过 一 个 证 明 ( 费 马 几乎 没有 发 表 过 任何 东西 )， 在 他 死 后 留 下 的 文章 中 也 找 不 到 任何 证 
明 。 数 学 家 花 了 300 年 寻找 这 个 证 明 却 没有 成 功 ， 尽 管 许多 人 相信 能 找到 一 个 相对 简单 的 证 
明 。( 已 经 有 一 些 特殊 情形 下 的 证 明 ， 比 如 欧 拉 的 当 n==3 时 的 证 明和 费 马 本 人 的 当 * 一 4 时 的 
证 明 ;) 历 年 来 ， 有 些 有 声望 的 数学 家 认为 他 们 证 明了 这 个 定理 。 在 19 世纪 ， 这 些 失 败 的 尝试 
之 一 导致 了 被 称 为 代数 数论 的 数论 分 支 的 发 展 。 直 到 20 世纪 90 年 代 ， 当 安德鲁 。， 怀 尔 斯 
(Adrew Wiles) 采 用 源 自 深奥 的 数论 领域 中 所 谓 的 椭圆 曲线 理论 的 最 新 思想 来 证 明 费 马 大 定理 
时 ， 才 找到 了 几 百 页 长 的 高 等 数学 的 正确 证 明 。 公 共 电 视 台 -Nova 系列 的 节目 介绍 说 ， 怀 尔 斯 
利用 这 个 强 有 力 的 理论 来 寻找 费 马 大 定理 的 证 明 花 费 了 将 近 10 年 时 间 ! 另外 ， 他 的 证 明 还 基 
于 许多 数学 家 的 重大 贡献 。( 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 [Ro10] 来 了 解 关 于 费 马 大 定理 的 更 多 信息 
和 关于 这 个 问题 及 其 解决 的 其 他 参考 资料 。) 





加 也 叫 作 勾 股 数组 。 一 一 译 者 注 
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下 面 我 们 给 出 一 个 开放 问题 ， 这 个 问题 描述 起 来 很 简单 ， 但 却 很 难 求解 。 

3x 十 1 猜想 令 工 是 把 偶 整 数 z 转换 成 zx/2、 把 奇 整 数 z 转换 成 3z 十 1 的 变换 。 一 
个 著名 的 猜想 ， 有 时 称 为 3z 十 1 猜想 : 对 于 所 有 正 整 数 zx， 当 反复 地 应 用 变换 工时 ， 最 终 会 得 
到 整数 1。 例 如， 从 z==13 开始 ， 发 现 T(13) 王 3。13 十 1 于 40，T(40) 一 40/2 一 20，T(20) 一 
20/2 王 10，T(10) 王 10/2 王 5，T(5) 一 3。5 十 1 和 16，T(16) 王 8，T(8) 王 4，T(4) 一 2，T(2) 王 
1。 对 于 直到 5. 6。10” 的 所 有 整数 都 验证 了 3z 十 1 猜想 。 

3z 十 1 猜想 具有 有 趣 的 历史 ， 从 20 世纪 50 年 代 以 来 就 吸引 了 数学 家 的 注意 力 。 这 个 猜想 
被 多 次 提出 ， 具 有 许多 其 他 名 称 ， 包 括 : Collatz 问题 、Hasse 算法 、Ulam 问题 、Syracuse 问 
题 以 及 Kakutani 问题 等 。 许 多 数学 家 抛 开 原 有 工作 花 时 间 来 解决 这 个 猜想 。 这 还 引起 一 则 笑 
话说 这 个 问题 是 旨 在 减缓 美国 数学 研究 的 阴谋 的 一 部 分 。 参 见 Jeffrey Lagaris 的 文章 [Lal0] 来 
了 解 对 这 个 问题 有 趣 的 讨论 以 及 试图 解决 这 个 问题 的 数学 家 所 发 现 的 结果 。 | 

在 离散 数学 中 有 数量 惊人 的 开放 问题 ， 在 第 4 章 ; 你 将 会 遇 到 更 多 关于 素数 的 开放 问题 
(已 经 熟悉 素数 的 基础 概念 的 学 生 可 能 想 要 探索 4. 3 节 讨 论 的 开放 问题 ) 。 在 阅读 本 书 时 ， 你 
会 遇 到 很 多 其 他 方面 的 开放 问题 ， 对 这 类 问题 的 研究 对 离散 数学 许多 领域 的 发 展 起 着 重要 
作用 。 


1.8. 10 其 他 证 明 方 法 

本 章 介 绍 了 证 明 中 使 用 的 基本 方法 。 同 时 描述 了 如 何 利用 这 些 方法 来 证 明 各 种 结论 。 后 续 
章节 中 将 会 用 到 这 些 证 明 方法 。 特 别 是 ， 在 第 2、3、4 章 中 将 用 这 些 证 明 方法 证 明 有 关 和 集合、 
函数 、 算 法 和 数论 的 结论 ， 在 第 9、10、11 章 中 用 于 证 明 图 论 中 的 结论 。 在 我 们 要 证 明 的 这 些 
定理 中 有 一 个 著名 的 停机 定理 ， 它 阐述 了 存在 一 个 不 能 用 任何 过 程 来 解决 的 问题 。 可 是 ,- 除 了 
我 们 讨论 过 的 方法 外 还 有 许多 重要 的 证 明 方法 。 本 书 稍 后 介绍 其 中 一 些 方法 。 特 别 是 ，5.1 节 
讨论 数学 归纳 法 ， 这 是 非常 有 用 的 方法 ， 用 于 证 明 形 如 VnP(n) 的 语句 ， 其 中 论 域 是 正 整 数 集 
合 。5. 3 节 介 绍 结构 归纳 法 ,可 用 来 证 明 与 递归 定义 的 集合 相关 的 结论 。2. 5 节 使 用 康 托 尔 对 
角 线 方法 ， 用 来 证 明 与 无 穷 集 的 大 小 相关 的 结论 。 第 6 章 介 绍 组 合 证 明 的 概念 ， 可 采用 计数 论 
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安德鲁 ， 怀 尔 斯 (Andrew Wiles，1953 一 ) 怀 尔 斯 出 生 于 英格兰 的 剑桥 ， 他 的 父 
亲 是 一 位 神学 教授 。 怀 尔 斯 曾 就 读 于 剑桥 的 国王 学 院 学 校 和 莱 斯 学 校 。 他 10 岁 时 读 
到 一 本 关于 费 马 大 定理 的 书 ， 从 此 对 这 个 问题 产生 了 极 大 兴趣 。 那 时 候 他 就 知道 自 
己 不 会 放 过 这 个 问题 ， 因 为 它 虽然 简单 ， 但 还 没有 一 个 大 数学 家 能 解决 它 。 怀 尔 斯 
于 1971 年 进入 牛津 大 学 默 顿 学 院 ， 于 1974 年 获得 学 士 学 位 ， 继 而 进入 剑桥 大 学 克 莱 
有 ” 尔 学 院 攻 读 研 究 生 ，1980 年 获得 博士 学 位 ， 研 究 方 向 为 椭圆 曲线 理论 。 他 于 1977 年 
Ohares RerArbowesyAP ”至 1980 年 在 哈佛 大 学 担任 Benjamin Peirce 助理 教授 。1981 年 ， 他 获得 了 普林斯顿 大 
Images 学 高 等 研究 院 的 一 个 职位 ，1982 年 被 任命 为 普林斯顿 大 学 教授 。 他 于 1985 年 获得 古 
根 海 姆 奖学金 并 在 巴黎 高 等 科学 研究 所 和 巴黎 高 等 师范 学 院 学 习 了 一 年 。 不 过 ， 他 并 没有 认识 到 在 研究 
椭圆 曲线 时 学 到 的 技术 ， 能 在 日 后 帮助 自己 解决 曾 痴 迷 的 问题 。1986 年 ， 当 怀 尔 斯 获知 费 马 大 定理 可 以 
从 椭圆 曲线 理论 中 的 一 个 猜想 推导 出 来 时 ， 他 才 认 识 到 这 有 可 能 会 引出 一 个 证 明 策略 。 于 是 ， 他 放弃 了 
当时 的 研究 而 全 身心 投入 费 马 大 定理 。 他 用 七 年 多 的 时 间 完成 了 证 明 ， 又 用 两 年 多 的 时 间 修正 了 证 明 中 
的 部 分 错误 。 这 期 间 他 把 所 有 时 间 都 花 在 这 一 问题 以 及 陪伴 女儿 上 了 。1988 年 他 在 牛津 大 学 任 研究 教授 
一 职 ，1990 年 返回 普林斯顿 大 学 ， 一 直到 2011 年 ， 此 时 他 重新 加 入 牛津 大 学 任 皇 家 学 会 研究 教授 。 证 
明 费 马 大 定理 不 仅 使 他 成 名 ， 还 为 他 赢得 了 Wolfskehl 奖 。 该 奖 设立 于 1908 年 ， 授 予 第 一 个 正确 证 明 费 
马 大 定理 的 人 ， 奖 金 是 10 万 德国 马克 (当时 的 货币 )， 相 当 于 今天 的 150 万 美元 。 然 而 大 家 都 明白 ， 由 于 
两 次 世界 大 战 、 货 币 贬 值 以 及 恶性 通货 膨胀 ， 该 奖项 不 那么 值钱 了 一 一 怀 尔 斯 只 收 到 大 约 5 万 美元 的 奖 
金 。 怀 尔 斯 赢得 了 数学 界 的 多 项 顶级 奖项 ， 包 括 阿 贝尔 奖 、 费 马 奖 和 沃 尔 夫 奖 。2000 年 ， 他 被 英国 女王 
任命 为 大 英 帝 国 勋 章 的 骑士 指挥 官 ， 这 使 他 成 为 安德鲁 。 怀 尔 斯 画 士 。 





Links > 


94 第 1 章 








证 的 方式 证 明 相 关 结 论 。 读 者 应 当 注 意 相 关 书 籍 专门 描述 本 节 中 讨论 的 内 容 ， 包 括 乔治 ， 波 利 
亚 (George Polya) 的 许多 优秀 著作 ([Po61]、[Po71]j、[LPo90]) 。 


最 后 ， 请 注意 我 们 没有 给 出 一 个 能 够 用 于 证 明 数 学 中 定理 的 过 程 。 这 样 一 个 过 程 不 存在 的 


理由 涉及 数理 逻辑 中 的 一 个 深奥 的 定理 。 


练习 

1. 证 明 当 nn 是 1 二 n 志 4 的 正 整 数 时 ， 有 x 十 1 宇 2"。 

2. 采用 分 情形 证 明 法 证 明 10 不 是 一 个 整数 的 平方 。[ 提 示 : 考虑 两 种 情况 : (1x 二 3，(i)z 宇 4。] 

3. 采用 分 情形 证 明 法 证 明 100 不 是 一 个 整数 的 立方 。[ 提 示 : 考虑 两 种 情况 : (1x 二 4，(i)x 写 5。] 
4. 证 明 不 存在 小 于 1000 的 正 完全 立方 数 是 两 个 正 整数 的 立方 和 。 

5. 证 明 如 果 工 和 >y 都 是 实数 ， 则 max(x，y) 十 min(z，y) 二 x 十 y。[ 提 示 : 使 用 分 情形 证 明 法 ， 两 种 情形 


分 别 对 应 于 zx 之 y 和 zx 过 y。] 


。 使 用 分 情形 证 明 法 来 证 明 当 a、2 和 c 都 是 实数 时 就 有 min(ae，min(2，c)) 王 minCmin(ae，p) ，c) 。 
. 用 不 失 一 般 性 的 概念 证 明 当 zx 和 yy 是 实数 时 有 min(z，y) 王 (z 十 y 一 | x 一 y | )/2 和 max(z，y) 一 


(xy | yl NS 


,用 不 失 一 般 性 的 概念 证 明 当 x 和 y 是 奇偶 性 相反 的 整数 时 有 5z 十 5y 是 一 个 奇 整数 。 
. 证 明 三 角 不 等 式 : 如 果 工 和 >y 都 是 实数 ,， 则 |z | 十 |y| 宇 | zt+y| (其 中 |x | 表示 的 绝对 值 ， 


当 导 宇 0' 时 它 等 于 有 5， 当 zz 之 0 时 它 等 于 一 2)。 


. 证 明 存在 一 个 正 整数 等 于 所 有 小 于 它 的 正 整 数 的 和 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构 造 性 的 ? 

, 证 明 存 在 100 个 连续 的 不 是 完全 平方 的 正 整数 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

. 证 明 2X10™ 十 15 或 2X10” 十 16 不 是 完全 平方 数 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

. 证 明 存 在 一 对 连续 的 整数 ， 其 中 一 个 整数 是 完全 平方 数 ， 另 一 个 是 完全 立方 数 。 

和 证 明 0 十 3177 791212 一 92399 十 22001 和 和 244493 一 58192 十 71777 这 三 个 数 中 任意 两 个 数 之 积 是 非 负 


的 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? [提示 : 不 要 尝试 计算 这 些 数 !] 


.证明 或 驳斥 存在 有 理 数 x 和 无 理 数 >， 使 得 x” 是 无 理 数 。 
. 证 明 或 驳斥 如 果 a 和 4 是 有 理 数 ， 那 么 "也 是 有 理 数 。 
. 证 明 下 列 每 一 个 命题 均 可 用 于 表达 这 样 的 事实 : 存在 一 个 唯一 的 元 素 工 使 得 P(z) 为 真 。[ 注 意 ， 这 


等 同 于 命题 3!zP(Cz)。] 

a) jzrVy(P(y)er=y) 

b) 习 zPCz)AVzVyCPCz)APCy) 一 Zz 一 y) 
CHILP rN VIP TLS) 


. 证 明 : 如 果 a、2 和 c 是 实数 且 4a 了 关 0， 则 方程 az 十 6 二 c 存在 唯一 的 解 。 

. 假定 a 和 6 是 奇数 且 a 关 5。 证 明 存 在 队 一 的 整数 c 满 足 | a 一 c| 三 12 一 c | 。 

. 证 明 如 果 7r 是 无 理 数 ， 则 存在 唯一 的 整数 如 使 得 + 和 之 间 的 距离 小 于 1/2。 

.证 明 如 果 nn 是 奇数 ， 则 存在 唯一 的 整数 使 得 n 是 & 一 2 和 十 3 之 和 。 

. 证 明 给 定 实数 xz， 存在 唯一 的 数 n 和 使 得 x 二 n 十 e， 这 里 nn 是 整数 且 0 委 e 王 1。 

. 证 明 给 定 实数 xz， 存在 唯一 的 数 n 和 e 使 得 x 二 =n 一 e， 这 里 nn 是 整数 且 0e 二 1。 

.用 正 向 推理 证 明 : 如 果 工 是 非 零 实 数 ， 则 zx 十 1/ 忒 宇 2。[ 提 示 : 对 所 有 非 零 实数 z+， 从 不 等 式 (zx 一 


1/z*)? 之 0 开始 证 明 。] 


.两 个 实数 x 和 y 的 调和 均值 (harmonic mean) 是 2zy/(z 十 y)。 通 过 计算 不 同 正 实数 对 的 调和 均值 和 几 


何 均值 ， 构 造 一 个 关于 这 两 种 均值 相对 大 小 的 猜想 并 证 明之 。 


. 两 个 实数 zx 和 y 的 平方 均值 (quadratic mean) 是 V(x 十 y)/2 。 通 过 计算 不 同 正 实数 对 的 算术 均值 


和 平方 均值 ， 构 造 一 个 关于 这 两 种 均值 相对 大 小 的 猜想 并 证 明之 。 

1; 一 &| 并 擦 掉 7 和 kk。 继 续 这 个 过 程 ， 直 到 黑板 上 只 剩 下 一 个 整数 为 止 。 证 明 : 这 个 整数 必 为 
奇数 。 

假设 5 个 1 和 4 个 0 绕 圆周 排列 。 在 任何 两 个 相同 的 比特 之 间 插 和 人 一 个 0， 在 任何 两 个 不 同 的 比特 之 
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29. 
30. 
31, 
32. 
33. 
34. 


35; 


36. 
37. 
38. 
* 39, 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 
47. 


* 48. 


49. 


* 50. 


1 


2 


间 插 入 一 个 1， 以 产生 9 个 新 的 比特 。 然 后 删除 原来 的 9 比特 。 证 明 当 反复 进行 这 个 过 程 时 ， 永 远 不 

能 得 到 9 个 0。[ 提 示 : 采用 反 向 推理 ,假设 真 的 以 9 个 0 结束。] 

构造 一 个 关于 一 个 整数 的 4 次 寡 的 十 进 制 末 位 数字 的 猜想 。 用 分 情形 证 明 法 证 明 你 的 猜想 。 

构造 一 个 关于 一 个 整数 平方 的 十 进 制 末 两 位 数字 的 猜想 。 用 分 情形 证 明 法 证 明 你 的 猜想 。 

证 明 不 存在 正 整数 使 得 n? 十 n’ 二 100。 

证 明 方 程 2 十 5y* 二 14 没有 入 的 整数 解 。 

证 明 方程 x 十 y: = 二 625 没有 xz 和 y 的 整数 解 。 

证 明 方程 zx? 十 y= 二 xz* 有 无 穷 多 个 正 整数 解 去 > 和 xz。[ 提 示 : 令 工 =m 一 下 、y 二 2mn 以 及 z= 二 mi 十 

mn， 其 中 m 和 nn 是 整数 。] 

改编 1.7 节 例 4 的 证 明 来 证 明 如 果 n= 二 abc， 其 中 4w、5、c 是 正 整 数 ， 则 a 过 Y%x 、b 过 绵 或 者 (三 掀 。 

证 明 V2 是 无 理 数 。 lL 

证 明 任 两 个 有 理 数 之 间 都 有 一 个 无 理 数 。 

证 明 任 一 个 有 理 数 和 任 一 个 无 理 数 之 间 都 有 一 个 无 理 数 。 

设 S= 卉 1 十 Zz 十 … 十 Zryn， 其 中 工 ，Zz2，…，ZXs 和 yy1，ys，…，y, 是 两 个 不 同 的 正 实数 序列 的 

排列 ， 各 自 有 个 元 素 。 

a) 证 明 ， 在 这 两 个 序列 的 所 有 排列 中 ， 当 两 个 序列 都 排序 (每 个 序列 中 的 元 素 都 以 非 降序 排列 ) 时 ，S 
取 最 大 值 。 

b) 证 明 : 在 这 两 个 序列 的 所 有 排列 中 ， 当 一 个 序列 排 成 非 降序 ， 另 一 个 序列 排 成 非 升 序 时 ，S 取 最 
小 值 。 

证 明 或 驳斥 : 如 果 你 有 一 个 盛 有 8 加 仑 水 的 瓶 和 两 个 容量 分 别 为 5 加仑 和 3 加 仑 的 空 瓶 ， 那么 你 可 以 

通过 不 断 地 把 一 瓶 水 全 部 或 部 分 倒 和 人 另 一 个 瓶 中 而 测量 出 4 加 仑 的 水 。 

对 下 列 这 些 整数 验证 3z 十 1 猜想 : 


a)6 b)7 c)17 d)21 
对 下 列 这 些 整数 验证 3z 十 1 猜想 : 
a)16 b)11 c)35 d)113 


证 明 或 驳斥 : 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 两 个 相 邻 角 ( 也 就 是 说 ， 不 是 对 角 ) 的 标准 棋盘 。 

证 明 或 驳斥 : 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 所 有 四 个 角 的 标准 棋盘 。 

证 明 : 你 能 用 骨牌 拼接 带 有 偶数 个 方 格 的 长 方形 棋盘 。 

证 明 或 驶 斥 : 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 三 个 角 的 5X5 的 棋盘 。 

通过 穷 举 法 证 明 : 用 骨牌 拼接 去 掉 两 个 对 角 的 4X4 棋盘 是 不 可 能 的 。[ 提 示 : 首先 证 明 你 能 假设 可 
以 去 掉 左 上 角 和 右 下 角 的 方 格 。 对 原始 棋盘 的 方 格 用 1 到 16 进行 编号 ， 从 第 一 行 开始 ， 在 这 一 行 向 
右 编号 ， 然 后 在 第 2 行 最 左边 的 方 格 开始 向 右 编号 等 。 去 掉 第 1 和 16 号 方 格 。 开 始 证 明 时 ， 注 意 2 
号 方 格 或 者 被 一 个 水 平 放置 的 骨牌 覆盖 ， 此 时 覆盖 了 2 和 3 两 个 方 格 ， 或 者 垂直 放置 而 覆盖 2 和 6 号 
方 格 。 分 别 考虑 每 一 种 情形 以 及 由 此 产生 的 所 有 子 情形 .] 

证 明 : 当 从 一 个 8X8( 如 同 正文 中 的 着 色 ) 的 棋盘 去 掉 一 块 白 的 和 一 
块 黑 的 方 格 后 ， 你 能 用 骨牌 拼接 棋盘 上 留 下 的 方 格 。[ 提 示 : 证 明 当 
去 掉 一 个 白 格 和 一 个 黑 格 后 ， 通 过 插入 如 图 所 示 的 隔 板 ， 由 剩余 的 
单元 格 所 组 成 的 每 个 划分 块 都 能 用 骨牌 拼接 。] 

证 明 : 从 一 个 8X8( 如 同 正 文中 的 着 色 ) 的 棋盘 去 掉 两 块 白 的 和 两 块 
黑 的 方 格 后 ， 就 不 可 能 用 骨牌 来 拼接 棋盘 留 下 的 方 格 。 

如 果 存 在 ， 找 出 所 有 这 样 的 拼 板 : 从 一 个 8X8 的 棋盘 上 删除 其 中 一 
个 方 格 后 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 的 拼 板 。[ 提 示 : 首先 基于 着 色 和 旋转 
可 以 消除 尽 可 能 多 的 需要 考虑 的 拼 板 。] 

a) 画 5 种 不 同 的 四 联 骨 牌 ， 这 里 四 联 骨 牌 是 指 由 4 个 方 格 组 成 的 多 
联 骨 牌 。 

b) 对 于 5 种 不 同 的 四 联 骨 牌 的 每 一 种 ,证明 或 驳斥 可 以 用 这 些 四 联 骨 牌 拼接 一 个 标准 棋盘 。 
证 明 或 驶 斥 : 可 以 用 直 四 联 骨 牌 拼接 10X10 的 棋盘 。 
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关键 术语 和 结论 
术语 


命题 (proposition) : 一 个 或 为 真 或 为 假 的 语句 。 

命题 变量 (propositional variable) : 代表 一 个 命题 的 变量 。 

真 值 (truth value) ， 真 或 假 。 

-Jp(p 的 否定 ，negation of p): 与 p 的 真 值 相反 的 命题 。 

逻辑 运算 符 (logical operators): 用 于 组 合 命题 的 运算 符 。 

复合 命题 (compound proposition) : 用 逻辑 运算 符 组 合 命题 构造 出 的 命题 。 

真 值 表 (truth table) ， 显 示 命 题 所 有 可 能 真 值 的 表 。 

pVgq(lp 和 9g 的 析 取 ，disjunction of p and g): 命题 “pp 或 g”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 gq 至 少 有 一 个 为 真 。 

pAq(p 和 9g 的 合 取 ，conjunction of p and g); 命题 “p 与 9”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 9g 均 为 真 。 

pq(p 和 gq 的 异 或 ，exclusive or of p and g): 命题 “p XOR g”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 9g 中 恰 有 一 个 
为 真 。 

pq(p 蕴含 9，p implies gq); 命题 “如 果 p， 则 g”， 它 为 假 当 且 仅 当 p 为 真 而 4 为 假 。 

p 王 9q 的 逆 命 题 (converse of p>q): 条 件 语 句 g 一 p。 

pq 的 逆 否 命题 (contrapositive ofp 一 q) : 条 件 语句 J-g 一 1p。 

pq 的 反 命题 (inverse of p>g) : 条 件 语句 -jp 王 1g。 

pq( 双 条 件 ，biconditional) : 命题 “p 当 且 仅 当 gq”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 g 真 值 相 同 。 

比特 (bit): 0 或 1。 

布尔 变量 (Boolean variable):; 以 0 或 1 为 值 的 变量 。 

比特 运算 (bit operation) : 一 比特 或 多 比特 的 运算 。 

比特 串 (bit string) ， 比 特 列表 。 

按 位 运算 (bitwise operations): 比特 串 上 的 运算 ， 一 个 比特 串 的 比特 和 另 一 比特 串 的 对 应 比特 进行 
运算 。 

逻辑 门 (logic gate) : 对 一 个 或 多 个 比特 执行 逻辑 运算 以 产生 输出 比特 的 逻辑 单元 。 

逻辑 电路 (logic circuit) ; 由 逻辑 门 构成 的 能 产生 一 个 或 多 个 输出 比特 的 开关 电路 。 

永 真 式 (tautology) : 永远 为 真 的 复合 命题 ， 也 称 为 重 言 式 。 

矛盾 式 (contradiction) : 永远 为 假 的 复合 命题 。 

可 能 式 (contingency): 有 时 成 真有 时 为 假 的 复合 命题 。 

相 容 的 复合 命题 (consistent compound propositions) : 存在 变量 的 真 值 赋值 使 得 所 有 这 些 命 题 为 真 的 那些 
复合 命题 。 

可 满足 的 复合 命题 (satisfiable compound Proposition) ; 存在 一 个 变量 的 真 值 赋值 使 得 该 命题 为 真 的 复合 
命题 。 

逻辑 等 价 的 复合 命题 (logically equivalent compound propositions) : 总 是 具有 同样 真 值 的 复合 命题 。 

谓词 (predicate) : 句子 中 代表 主语 属性 的 那 部 分 。 

命题 函数 (propositional function) : 包含 一 个 或 多 个 变量 的 语句 ， 当 每 一 个 变量 被 赋值 或 被 量词 约束 时 ， 
就 变 成 命题 。 

论 域 (domain (or universe) of discourse) :命题 函数 中 变量 可 能 取 到 的 所 有 值 。 

xP(x) (P(x) 的 存在 量化 ，existential quantification of P(x)): 该 命题 为 真 当 且 仅 当 在 论 域 中 存在 一 
使 PCz) 为 真 。 

VYxP(x)(CP(Cz) 的 全 称 量 化 ，universal quantification of P(x)): 该 命题 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 的 所 有 使 
P(z) 均 为 真 。 

逻辑 等 价 表 达 式 (logically equivalent expressions) : 无 论 用 什么 样 的 命题 函数 和 论 域 ， 真 值 都 相同 的 表 
达 式 : 

自由 变量 (free variable) : 命题 函数 中 未 被 绑 定 的 变量 。 

约束 变量 (bound variable) : 被 量化 的 变量 。 
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量词 的 作用 域 (scope of a quantifier) :语句 中 量词 绑 定 其 变量 的 那 部 分 。 

论证 (argument) : 一 连 串 的 命题 。 

论证 形式 (argument form) : 一 连 串 包含 命题 变量 的 复合 命题 。 

前 提 (premise) : 论证 或 论证 形式 中 最 后 命题 以 外 的 命题 。 

结论 (conclusion) : 论证 或 论证 形式 中 最 后 的 命题 。 

有 效 论证 形式 (valid argument form): 一 连 串 包含 命题 变量 的 复合 命题 ， 其 中 所 有 前 提 为 真理 含 着 结论 
为 真 。 

有 效 论证 (valid argument) : 具有 有 效 论 证 形式 的 论证 。 

推理 规则 (rule of inference) : 可 用 于 证 明 论 证 是 有 效 的 一 个 有 效 论证 形式 。 

雇 误 (fallacy) : 常常 被 错误 地 当 作 一 个 推理 规则 (有 时 甚至 是 一 个 错误 的 论证 ) 使 用 的 一 种 的 无 效 论 证 
形式 。 

循环 论证 或 窃取 论题 (circular reasoning or begging the question) ; 论证 中 的 一 个 或 多 个 步骤 是 基于 待 证 命 
题 的 真实 性 的 推理 。 

定理 (theorem): 可 以 证 明 为 真 的 数学 断言 。 

猜想 (conjecture) : 真 值 未 知 的 数学 断言 。 

证 明 (proof) : 对 定理 为 真 的 展示 过 程 。 

公理 (axiom) : 假设 为 真 的 并 可 作为 基础 用 来 证 明定 理 的 命题 。 

引 理 (lemma) : 用 来 证 明 其 他 定理 的 定理 。 

推论 (corollary); 可 以 被 证 明 是 刚刚 证 明 的 一 个 定理 的 结论 的 命题 。 

空 证 明 (vacuous proof): 基于 p 为 假 的 事实 而 对 蕴含 式 pg 的 证 明 。 

平凡 证 明 (trivial proof) : 基于 9 为 真 的 事实 而 对 蕴含 式 pq 的 证 明 。 

直接 证 明 法 (direct proof) : 通过 证 明 当 p 为 真 时 g 必然 为 真 来 证 明 p 一 g 为 真 。 

反 证 法 (proof by contraposition) : 通过 证 明 当 g 是 假 时 p 一 定 是 假 来 证 明 p>g 为 真 。 

归 廖 证 明 法 (proof by contradiction) : 基于 蕴含 式 4p 一 gq 的 真 值 (其 中 g 是 矛盾 式 ) 而 得 出 命题 p 为 真 的 
证 明 。 

穷 举 证 明 法 (exhaustive proof) : 通过 检查 一 系列 所 有 可 能 的 情形 来 建立 一 个 结论 的 证 明 。 

分 情形 证 明 法 (proof by cases) : 一 个 证 明 分 解 为 不 同 的 情形 ， 这 些 情 形 覆 盖 所 有 的 可 能 性 。 

不 失 一 般 性 (without loss of generality) : 证 明 中 的 一 个 假定 ， 使 得 有 可 能 通过 减少 证 明 中 所 需 考虑 的 情形 
来 证 明 一 个 定理 。 

反例 (counterexample) :使 得 P(Cz) 为 假 的 元 素 z。 

构造 性 的 存在 性 证 明 (constructive existence proof) ， 具有 特定 性 质 的 元 素 存在 并 通过 显 式 方 式 来 寻找 这 样 
的 元 素 的 证 明 。 

非 构造 性 的 存在 性 证 明 (nonconstructive existence proof) : 具有 特定 性 质 的 元 素 存在 ， 但 不 显 式 地 寻找 这 
样 的 元 素 的 证 明 。 

有 理 数 (rational number) : 一 个 可 以 表示 为 两 个 整数 p 和 g( 其 中 g 关 0) 之 比 的 数 。 

唯一 性 证 明 (uniqueness proof) : 证 明 具 有 特定 性 质 的 元 素 唯一 地 存在 。 


结论 

1.3 节 表 6、 表 7、 表 8 给 出 的 逻辑 等 价 式 。 
量词 的 德 。 摩根 律 。 

命题 演算 的 推理 规则 。 
量化 命题 的 推理 规则 。 


复习 题 
1. a) 定 义 一 个 命题 的 否定 。 
b)“ 这 是 一 门 无 聊 的 课程 ”的 否定 是 什么 ? 
2. a) (用 真 值 表 ) 定 义 命题 p 和 9g 的 析 取 、 合 取 、 异 或 、 条 件 和 双 条 件 命题 。 
b)“ 今 晚 我 去 看 电影 ”和 “我 将 完成 离散 数学 作业 ”的 析 取 、 合 取 、 异 或 、 条 件 和 双 条 件 命 题 是 
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什么 ? 


. a) 用 汉语 给 出 至 少 五 种 不 同 的 方式 表达 条 件 语句 pq。 


b) 定 义 一 个 条 件 语句 的 逆 命 题 和 逆 和 否 命题 。 
c) 叙 述 条 件 语句 “如 果 明 天 阳光 明媚 ， 则 我 将 到 林 中 散步 。” 的 逆 命 题 和 逆 否 命题 。 


。a) 两 个 命题 逻辑 等 价 的 含义 是 什么 ? 


b) 描 述 证 明 两 个 复合 命题 逻辑 等 价 的 不 同方 法 。 
0) 至 少 用 两 种 方法 证 明 ~J-pV (r 一 49) 和 -PVT49V -7 是 等 价 的 。 


. (依赖 于 1. 3 节 的 练习 ) 


a) 给 定 一 个 真 值 表 ， 试 解释 怎样 用 析 取 范式 构造 一 个 该 真 值 表 对 应 的 复合 命题 。 
b) 试 解释 为 什么 a) 说 明 运 算 符 A、V 和 5 是 功能 完备 的 。 
c) 是 否 有 一 个 运算 符 使 得 只 含 这 个 运算 符 的 集合 是 功能 完备 的 ? 


6. 一 个 谓词 P(z) 的 全 称 和 存在 量化 是 什么 ? 它们 的 否定 又 是 什么 ? 


. a) 量 化 命题 3xYV yP(r，y) 和 YWy3jzxzPl(x，y) 的 区 别 是 什么 ， 其 中 P(x，y) 为 谓词 ? 


b) 给 出 谓词 P(x，y) 的 一 个 例子 ,使 得 3xVY yP(zx，y) 和 VYy3jzxP(rzx，y) 具 有 不 同 的 真 值 。 


. 试 描述 命题 逻辑 中 有 效 论 证 是 什么 意思 ， 并 且 证 明 论 证 “如 果 地 球 是 平 的 ， 那 你 就 能 航行 到 地 球 边 


缘 ”， “你 不 能 航行 到 地 球 边缘 ”， 因 此 ,“ 地 球 不 是 平 的 ”是 一 个 有 效 论证 。 


. 用 推理 规则 证 明 如 果 前 担 “所 有 的 斑马 都 有 条 纹 ”,“Mark 是 一 匹 斑马 ”是 真 的 ， 那 么 结论 “Mark 有 


条 纹 ” 是 真 的 。 


. a) 描 述 条 件 语 句 p>g 的 一 个 直接 证 明 、 一 个 反 证 和 一 个 归 雇 证 明 分 别 是 什么 意思 。 


b) 分 别 给 出 语句 “如 果 n 是 偶数 ， 则 n 十 4 是 偶数 ”的 一 个 直接 证 明 、 一 个 反 证 和 一 个 归 廖 证 明 。 


a) 描述 双 条 件 语句 p**d 的 一 种 证 明 方式 。 


b) 证 明 命题 “整数 3n 十 2 是 奇数 当 且 仅 当 整数 9n 十 5 是 偶数 ， 其 中 是 整数 ”。 


.为 了 证 明 语 句 p! 、p;、p3 和 ps 都 是 等 价 的 ， 是 否 只 要 证 明 条 件 语句 名 一 总、z 加 一 加 和 pi 一 ps。 都 


是 有 效 的 就 足够 了 ? 如 果 不 是 ， 请 给 出 可 用 来 证 明 这 四 个 语句 都 是 等 价 的 另外 一 组 条 件 语句 。 


. a) 假 定形 如 VYV xP(z) 的 语句 为 假 。 要 如 何 证 明 呢 ? 


b) 证 明 语 句 “ 对 每 个 正 整 数 n 来 说 ， xn? 宇 2n” 为 假 。 


. 构造 性 与 非 构造 性 存在 性 证 明之 间 的 差异 是 什么 ? 分别 举 一 个 例子 。 
. 证 明 存在 唯一 的 元 素 工 使 得 PCz) 为 真 (其 中 P(x) 是 命题 函数 ) 的 要 素 是 什么 ? 
， 阐释 如 何 用 分 情形 证 明 法 来 证 明 有 关 绝 对 值 的 结果 : 对 所 有 实数 和 > 有 lxzy| 王 |zllyl|。 


补充 练习 


令 为 命题 “我 将 做 本 书 中 的 每 一 道 练习 ”上 且 9 为 命题 “这 门 课 程 我 会 得 ‘A””。 将 下 列 各 项 表示 为 p 
和 9g 的 组 合 。 , 

a) 这 门 课程 我 会 得 ‘A’ 仅 当 我 做 本 书 中 的 每 道 练习 。 

b) 这 门 课程 我 会 得 ‘A”， 而 且 我 会 做 本 书 中 每 一 道 练习 。 

©) 或 者 这 门 课程 我 不 会 得 ‘A”， 或 者 我 不 会 做 本 书 中 的 每 一 道 练 习 。 

d) 我 这 门 课程 得 ‘A? 的 充分 必要 条 件 是 我 做 本 书 中 的 每 一 道 练 习 。 


. 求 复合 命题 (pV g) 一 (p 人 -7) 的 真 值 表 。 
. 证 明 下 列 复合 命题 为 永 真 式 。 


a)(~gN (p>9))—>-p b)((pVg) AZ 一 0 


. 给 出 下 列 条 件 语 句 的 逆 命 题 、 反 命题 和 逆 否 命题 。 


a) 如果 今天 下 雨 ， 我 就 开车 上 班 。 
b) 如 果 | zx | = 二 x， 那 么 zx 宇 0。 
c) 如 果 n 大 于 3， 那 么 nn? 大 于 9。 


.给 定 条 件 语 句 p>g， 找 出 其 反 命题 的 逆 命 题 、 反 命题 的 反 命题 、 逆 否 命 题 的 逆 命 题 。 
. 给 定 条 件 语句 p>g， 找 出 其 反 命题 的 反 命题 、 逆 命题 的 反 命题 、 逆 否 命 题 的 反 命题 。 
. 用 命题 变量 p、g、r 和 构造 一 个 复合 命题 ,使 它 在 这 些 命题 变量 中 人 恰 有 三 个 为 真 时 取 真 值 ， 其 他 情 


基础 : 逻 均 和 证 明 99 








8. 


和 


况 下 为 假 。 

证 明 下 列 语句 是 不 相 容 的 :“ 如 果 Sergei 得 到 该 工作 机 会 ， 那 他 将 获得 一 笔 签约 奖金 .”“ 如 果 Sergei 
得 到 该 工作 机 会 ， 那 他 将 获得 一 份 高 薪 .”“ 如 果 Sergei 获得 一 笔 签约 奖金 ， 那 他 将 不 会 获得 一 份 高 
薪 .”“Sergei 得 到 了 该 工作 机 会 。 

证 明 下 列 语句 是 不 相 容 的 :“ 如 果 Miranda 没有 修 过 离散 数学 课程 ， 那 她 将 不 能 毕业 .”“ 如 果 Miranda 
不 能 毕业 ， 那 她 将 不 没有 资格 获得 那 份 工作 。”“ 如 果 Miranda 读 了 这 本 书 ， 那 她 将 有 资格 获得 那 份 工 
作 。”“Miranda 没有 修 过 离散 数学 课程 ， 但 她 读 过 这 本 书 。” 


据说 在 中 世纪 ， 教 师 通 过 称 为 伴随 游戏 (obligato game) 的 一 种 技巧 来 测试 学 生 的 实时 命题 逻辑 能 力 。 一 
个 伴随 游戏 包含 若干 轮 ， 在 每 轮 老师 依次 会 给 学 生 断 言 ， 学 生 必 须 接 受 或 拒绝 。 当 学 生 接 受 一 个 断言 时 ， 
它 被 添加 作为 一 个 承诺 ; 当 学 生 拒 绝 一 个 断言 ， 就 将 其 否定 添加 作为 一 个 承诺 。 如 果 能 做 到 在 整个 测试 
过 程 中 的 所 有 承诺 保持 相 容 ， 学 生 就 通过 了 测试 。 


10. 


1 


12. 


假定 在 一 个 有 三 轮 的 伴随 游戏 中 ， 老 师 首 先 给 学 生命 里 p 一 q， 然 后 命题 a4(pVr) Vgq， 最 后 是 命题 q。 
学 生 3 次 回答 的 8 种 可 能 的 序列 中 的 哪个 能 通过 测试 ? L 

假定 在 一 个 有 四 轮 的 伴随 游戏 中 ， 老 师 首 先 给 学 生命 题 a(p 一 (gq 人 7r))， 然 后 命题 pV ag， 然后 命题 
7， 最 后 是 命题 (p 人 r)V (gp)。 学 生 四 次 回答 的 16 种 可 能 的 序列 中 的 哪个 能 通过 测试 ? 

试 阐述 为 什么 每 一 个 伴随 游戏 均 有 一 个 获胜 策略 。 


练习 13 和 14 是 基于 1. 2 节 例 7 中 描述 的 骑士 和 无 赖 岛 的 场景 的 。 


13. 


14. 


15, 


Ww 
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22， 
23. 


假定 你 遇见 三 个 人 ，Aaron、Bohan 和 Crystal。 如 果 Aaron 说 “我 们 都 是 无 赖 *"， 而 Bohan 说 “我 们 
三 人 中 恰 有 一 人 是 无 赖 *， 那 么 你 能 确定 Aaron、Bohan 和 Crystal 分 别 是 哪 种 人 吗 ? 
假定 你 遇见 三 个 人 ，Anita、Boris 和 Carmen。 如 果 Anita 说 “我 是 无 赖 ，Boris 是 骑士 >， 而 Boris 说 
“我 们 三 人 中 恰 有 一 人 是 骑士 >，Anita、Boris 和 Carmen 分 别 是 哪 种 人 ? 

(改编 自 [Sm78j) 假 定 在 一 个 岛 上 住 着 三 类 人 骑士、 无赖 和 普通 人 (也 称 为 是 间谍 )。 骑 士 总 是 说 真 
话 ， 无 赖 总 是 说 谎话 ， 普 通 人 有 时 说 谎话 有 时 说 真 话 。 侦 探 为 了 调查 一 宗 罪案 而 询问 了 岛 上 的 三 个 
人 ，Amy、Brenda 和 Claire。 侦 探知 道 三 人 中 有 一 人 犯罪 了 ， 但 不 知 是 哪个 人 。 他 们 还 知道 罪犯 是 一 
个 骑士 ， 另 两 个 人 不 是 骑士 。 此 外 ， 侦 探 还 记录 了 如 下 供述 。Amy 说 : “我 是 清白 的 。”Brenda 说 : 
“Amy 说 的 是 真 的 ”Claire 说 : “Brenda 不 是 普通 人 。” 经 过 分 析 这 些 信息 ， 侦 探 非常 肯定 地 确认 了 
罪犯 。 他 是 谁 ? 


. 证 明 : 如 果 S 是 一 个 命题 ， 这 里 S 是 条 件 命题 “如 果 S 是 真 的 ， 则 独 角 兽 是 存在 的 "， 那 么 “ 独 角 兽 


是 存在 的 ”是 真 的 。 证 明 S 不 能 是 一 个 命题 (这 个 悖 论 称 为 是 L6b 悖 论 )。 


. 证 明 : 假设 “牙齿 仙女 是 真人 ”,“ 牙 齿 仙 女 就 不 是 真人 ”， 结 论 “ 你 能 在 彩虹 尽头 找到 金子 ”是 一 个 


有 效 论证 。 这 样 能 证 明 结 论 是 真 的 吗 ? 


. 假定 命题 p; 的 真 值 为 了 当 i 是 一 个 正 奇数 时 ， 而 为 F 当 i 是 一 个 正 偶数 时 。 试 找 出 Vi 加 (p; A pin) 


和 人 ;地 (pp; V zy) 的 真 值 。 
试用 可 满足 性 问题 对 16 X 16 的 数 独 谜 题 ( 用 4 X 4 的 单元 ) 进 行 建 模 。 


. 令 P(z) 为 语句 “学 生 工会 微 积分 ”，Q(y) 为 “y 班 上 有 个 学 生 会 微 积分 "。 用 P(z) 和 Q(y) 的 量化 式 
表示 下 列 各 项 。 
a) 某 个 学 生 会 微 积分 。 


b) 不 是 每 个 学 生 都 会 微 积 

c) 每 个 班 上 都 有 一 个 学 生 会 微 积分 。 
d) 每 个 班 上 的 每 个 学 生 都 会 微 积 分 。 
e) 至 少 有 一 个 班 上 没有 学 生 会 微 积分 。 


令 P(m，n) 为 语句 “m 整除 z”， 其 中 变量 m 和 的 论 域 均 为 正 整 数 集合 。( 所 谓 “m 整除 2”， 是 指 
存在 某 个 整数 使 得 nn 二 km,) 确 定 下 列 每 条 语句 的 真 值 。 

a)P(4, 5) by P(2, 4) 

VmVnPlm, n) d) jmVvVnP(m, n) 

e) JnVmP(m, n) fy) YaaPlly ny 


试 为 3X3 y(x 了 关 yA VY xz((z 二 x)V (zx 二 y))) 中 的 量词 找 一 个 论 域 使 得 该 语句 为 真 。 
试 为 3xXj3 y(zx 了 关 y 作 Y zx((z 二 Xx) 人 (z 二 y))) 中 的 量词 找 一 个 论 域 使 得 该 语句 为 假 。 





24. 


25. 


26. 





用 存在 和 全 称 量词 表达 语句 “ 没 人 有 多 于 三 个 的 祖母 "， 使 用 命题 函数 G(+，y)， 它 表示 “zx 是 y 的 
祖母 。” 

用 存在 和 全 称 量词 表达 语句 “每 个 人 恰 有 两 个 亲生 父母 ”使 用 命题 函数 P(r+，y), 它 表 示 “x 是 y 
的 亲生 父母 。” 

量词 3, 表示 “恰好 存在 nn 个 ”"， 因 此 3 ,xP(z) 意 思 是 在 论 域 中 恰好 存在 nn 个 值 使 得 P(xz) 为 真 。 确定 
下 列 语句 的 真 值 ， 其 中 论 域 由 所 有 实数 组 成 。 


a) 习 uz(z 一 一 1) b)3iz(|z| 王 0) 
ec) Jzx(z’ =2) d) sz(z= | xz|) 
27. 用 存在 量词 、 全 称 量词 和 命题 逻辑 来 表示 以 下 每 一 个 命题 ， 其 中 3, 如 练习 26 所 定义 。 
| b) J1zxP(zx) 
ey dizhs) d) 33xzP(z) 


28. 
29. 
30. 
31, 
32. 


33, 
34. 
35. 


36. 
37. 


38. 
39, 
40. 
41. 
42. 


R= 


43. 
44. 
45. 


46. 


令 P(xzx，y) 为 命题 函数 。 证明 zxVyP(zx，y) 一 Vy3xP(x，y) 为 永 真 式 。 

令 P(rz) 和 Q(x) 为 命题 函数 。 求 证 3x(P(x) 一 Q(z)) 和 YWzxP(z) 一 xQ(z) 总 是 具有 同样 的 真 值 。 

如 果 Vy3 了 3zP(z，y?y) 为 真 ， 是 否 必 然 有 了 zVyP(Cz，y) 为 真 ? 

如 果 YVzx3yP(zx，y) 为 真 ， 是 否 必然 有 导 XVY yP(zx，y) 为 真 ? 

找 出 下 列 语句 的 否定 。 

a) 如 果 今 天 下 雪 ， 那 么 我 明天 去 滑雪 。 

b) 班 上 每 个 人 都 懂 数 学 归纳 法 。 

c) 班 上 有 些 学 生 不 喜欢 离散 数学 。 

d) 每 堂 数学 课 都 会 有 某 个 学 生 上 课 就 睡 着 了 。 

用 量词 表示 “ 班 上 每 个 学 生 都 选修 过 数学 学 院 里 每 个 系 的 一 些 课程 ”。 

用 量词 表示 “在 美国 某 学 院 的 校园 里 有 座 楼 的 每 间 屋 子 都 漆 成 了 白色 ”。 

用 唯一 量词 表示 语句 :“ 本 班 里 恰好 一 个 学 生 选 修了 学 校 里 恰好 一 门 数 学 课 ”， 然 后 再 用 量词 而 不 用 
唯一 量词 表示 这 个 语句 。 

描述 一 个 推理 规则 ， 可 用 它 来 证 明 论 域 中 恰 有 两 个 元 素 x 和 y 使 得 PCz) 和 P(y) 为 真 。 用 汉语 句子 
表达 这 个 推理 规则 。 

使 用 推理 规则 证 明 如 果 前 提 VYzx(P(z) 一 Q(z))、VYV xz(Q(z) 一 R(z)) 和 -JR(a) 为 真 ， 其 中 a 在 论 域 中 ， 
那么 结论 1P(a) 为 真 。 

证 明 如 果 x 是 无 理 数 ， 则 xz 是 无 理 数 。 

证 明 或 反 驱 如 果 zx? 是 无 理 数 ， 则 zs 是 无 理 数 。 

证 明 给 定 一 个 非 负 整 数 n， 存 在 唯一 的 非 负 整 数 m 使 得 mm 三 n 二 (mm 十 1)?。 

证 明 存 在 一 个 整数 m 使 得 m? 放 10””。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构 造 性 的 ? 

证 明 存在 这 样 一 个 正 整 数 : 它 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 写成 正 整数 的 平方 和 。( 使 用 计算 机 或 计算 器 来 
加 速 完成 计算 。) SC 

反驳 如 下 命题 : 每 个 正 整数 均 可 表示 为 8 个 非 负 整数 的 立方 和 。 

反驳 如 下 命题 : 每 个 正 整数 均 可 表示 为 至 多 两 个 非 负 整数 的 平方 与 一 个 非 负 整数 的 立方 的 和 。 
反驳 如 下 命题 ， 每 个 正 整数 均 可 表示 为 36 个 非 负 整 数 的 5 次 寡 的 和 。 

假设 以 下 定理 的 真实 性 : 当 n 是 非 完 全 平方 数 的 正 整 数 时 , Vn 是 个 无 理 数 。 由 此 证 明 V2 十 V3 是 无 
理 数 。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 已 知 命题 和 4 的 真 值 ， 求 这 些 命题 的 合 取 、 析 取 、 异 或 、 条 件 语句 和 双 条 件 命题 的 真 值 。 

2. 已 知 两 个 长 度 为 n 的 比特 串 ， 求 它们 的 按 位 AND、 按 位 OR 及 按 位 XOR。 

* 3. 给 定 一 个 复合 命题 ， 通 过 对 其 命题 变量 所 有 可 能 的 真 值 赋值 检查 其 真 值 来 判定 它 是 否 是 可 满足 的 。 
4. 给 定 模糊 逻辑 中 命题 p 和 gq 的 真 值 ， 求 p 和 9g 的 析 取 和 合 取 的 真 值 (参看 1. 1 节 练 习 50 和 练习 51) 。 
* $. 给 定 正 整 数 m、n， 以 交互 方式 做 蛋 食 游戏 。 
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给 定 棋盘 的 一 部 分 ， 寻找 用 各 种 不 同类 型 的 多 联 骨牌 拼接 该 棋盘 ， 包 括 骨 牌 、 两 种 三 联 骨牌 和 更 大 的 
多 联 骨 上牌。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


米 
[~ 


. 找 出 这 样 的 正 整数 : 它 不 是 -9 个 不 同 的 正 整 数 的 立方 和 。 

. 找 出 大 于 79 的 正 整 数 ， 它 不 是 18 个 正 整 数 的 四 次 宕 的 和 。 

. 找 出 尽 可 能 多 这 样 的 正 整数 : 它 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 写成 正 整 数 的 立方 和 ，1729 就 具有 这 个 性 质 。 
. 试图 为 不 同 初始 格局 的 曲 奇 饼 不 食 游 戏 找 出 获胜 策略 。 

. 构造 出 12 种 不 同 的 五 联 骨 牌 ， 这 里 五 联 骨 牌 是 由 5 个 方 格 组 成 的 多 联 骨 牌 。 

. 寻找 所 有 可 以 用 12 种 不 同 的 五 联 骨 牌 的 每 一 个 来 拼接 的 由 60 个 方 格 组 成 的 矩形 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


ls 


nn 山 i 


和 


10. 


11. 
12. 


13. 
14. 


15. 


试 讨 论 逻 辑 悖 论 ， 包 括 克 里 特 人 Epimenides 的 悖 论 、Jourdain 的 纸牌 停 论 以 及 理发 师 悖 论 ， 说明 如 何 
解决 它们 。 


. 试 描述 模糊 逻辑 怎样 用 于 实际 应 用 。 可 以 参考 一 两 本 最 近 出 版 的 为 普通 读者 写 的 模糊 逻辑 书籍 。 

. 描述 一 些 可 以 用 可 满足 性 问题 来 建 模 的 实际 问题 。 

. 试 解释 如 何 为 循环 制 锦标 赛 构建 可 满足 性 的 模型 。 

. 试 描述 一 些 已 知 的 非 借 助 于 计算 机 求解 数 独 谜 题 的 技巧 。 

. 试 描述 由 莱 曼 ， 艾 伦 (Layman Allen) 提 出 的 “WEFF?N PROOF，The Game of Modern Logic” 的 基本 规 


则 。 给 出 WFF”N PROOF 中 包含 的 一 些 博弈 示例 。 


. 阅读 刘易斯 。 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 关 于 符号 逻辑 的 一 些 著作 。 详 细 描 述 他 用 于 表示 逻辑 论证 的 模型 


和 用 于 论证 的 推理 规则 。 


,扩展 1.4 节 对 Prolog 的 讨论 ， 进 一 步 解 释 Prolog 如 何 使 用 消解 规则 。 


试 讨论 在 计算 逻辑 中 使 用 的 一 些 技术 ,包括 Skolem 规则 。 

“自动 定理 证 明 ” 的 任务 是 使 用 计算 机 来 机 械 地 证 明定 理 。 试 讨论 自动 定理 证 明 的 目标 和 应 用 ， 以 及 
在 开发 自动 定理 证 明 器 上 取得 的 进展 。 

试 讨论 如 何 使 用 DNA 计算 来 求解 可 满 性 问题 的 一 些 示 例 。 

查找 一 些 著名 的 开放 问题 的 错误 证 明 以 及 1970 年 以 来 被 解决 的 开放 问题 ， 描 述 每 个 证 明 中 的 错误 
类 型 。 

讨论 有 关 乔 食 游戏 中 已 知 的 一 些 获 胜 策略 。 

试 描述 在 乔治 ， 波 利 亚 (George Pelya) 有 关 推 理 的 著作 (包括 LPo62]、LPo71]j 和 [Po90]) 中 所 讨论 的 证 
明 策 略 的 各 个 方面 。 

试 描述 用 多 联 骨 有 牌 进行 拼接 的 一 些 问 题 和 结果 ， 如 在 LGo94] 和 [LMa91] 中 所 描述 的 一 样 。 
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Discrete Mathematics and Its Applications, 8E 


基本 结构 : 集合 、 函 数 、 序 列 、 求 和 与 矩阵 





离散 数学 的 许多 内 容 主 要 研究 用 以 表示 离散 对 象 的 离散 结构 。 许 多 重要 的 离散 结构 是 用 集 
合 来 构建 的 ， 这 里 集合 就 是 对 象 的 汇集 。 由 集合 构建 的 离散 结 吉 构 包括 : 组 合 一 一 无 序 对 象 汇 
集 ,， 广泛 用 于 计数 ; 关系 一 一 序 偶 的 集合 用 于 表示 
边 的 集合 ; 

函数 的 概念 在 离散 数学 中 是 非常 重要 的 。 函 数 给 第 一 个 集合 中 的 每 一 个 元 素 指派 第 二 个 集 
合 中 的 恰好 一 个 元 素 ， 这 里 两 个 集合 不 一 定 要 不 同 。 函 数 在 整个 离散 数学 中 起 着 重要 的 作用 。 
可 以 用 以 表示 算法 的 计算 复杂 度 ， 研 究 的 集合 的 大 小 ， 计 算 对 象 的 数量 ， 以 及 无 数 的 其 他 应 用 

方式 。 像 序列 和 字符 串 这 样 非常 有 用 的 结构 就 是 特殊 类 型 的 函数 。 这 一 章 我 们 将 介绍 序列 的 概 
念 ， 即 表示 元 素 的 有 序 排列 。 另 外 还 将 介绍 一 些 重要 类 型 的 序列 并 讨论 如 何 用 序列 前 面 的 项 来 
定义 后 续 的 项 。 我 们 还 会 论述 从 几 个 初始 项 来 确定 一 个 序列 的 问题 。 

在 离散 数学 研究 中 ， 我 们 还 常常 将 一 个 数列 的 连续 项 加 起 来 。 因 为 将 数列 中 的 项 以 及 其 他 
数 的 索引 集 的 项 加 起 来 ， 已 经 是 一 个 相当 普遍 的 现象 ， 以 至 于 开发 了 一 个 特殊 的 符号 来 表示 把 
这 些 项 加 起 来 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 引入 用 于 表示 求 和 的 符号 。 我 们 还 会 给 出 贯穿 于 离散 数学 研 
究 的 某 些 类 型 的 求 和 公式 。 例 如 ， 对 数列 进行 排序 使 其 项 按 递增 顺序 排列 的 算法 ， 在 分 析 算 法 
所 需 的 步骤 时 就 会 遇 到 这 样 的 求 和 问题 。 

通过 引入 一 个 集合 的 大 小 或 基数 的 概念 就 可 以 研究 无 限 集合 的 相对 大 小 问题 。 当 一 个 集 
合 是 有 限 的 或 者 与 正 整数 的 集合 具有 一 样 的 大 小 ,我 们 说 这 个 集合 是 可 数 的 。 在 这 一 章 中 ， 
我 们 会 确立 一 些 令 人 惊奇 的 结论 : 有 理 数 的 集合 是 可 数 的， 而 实数 集 则 不 是 。 本 章 还 将 展示 
我 们 所 讨论 的 概念 如 何 用 于 证 明 存 在 一 些 函 数 是 不 能 用 任何 编程 语言 写 的 计算 机 程序 来 计 
算 的 。 

和 矩阵 在 离散 数学 中 可 用 于 表示 很 多 种 离散 结构 。 我 们 会 复习 用 来 表示 关系 和 图 时 所 需 的 矩 
阵 和 矩阵 运算 的 一 些 基 本 内 容 。 和 矩阵 运算 可 用 于 求解 许多 涉及 这 些 结构 的 问题 。 


2.1 集合 
2.1.1 引言 











S$ 





合 ， 所 有 其 他 离散 结构 都 建立 于 集合 之 上 。 集 
合 可 用 于 把 对 象 聚集 在 一 起 。 通 常 ， -不 攻 从 中 的 册 旨 和 省 相 拓 的 检 话 。 伯 也 不 遇 对 ， 合 如 ， 
目前 就 读 于 你 们 学 校 的 所 有 学 生 构 成 一 个 集合 。 同 样 ， 目 前 选修 任何 学 校 的 一 门 离散 数学 课 的 
学 生 可 以 组 成 一 个 集合 。 此 外 ， 在 你 们 学 校 就 读 且 正 选修 一 门 离散 数学 课 的 所 有 学 生 组 成 一 个 
集合 ， 这 个 集合 可 以 从 上 述 两 个 集合 中 取 共 同 的 元 素 得 到 。 集 合 语言 是 以 有 组 织 的 方式 来 研究 
这 些 集合 的 工具 。 下 面 给 出 集合 的 一 种 定义 。 这 是 一 种 直观 的 定义 ， 不 属于 集合 形式 化 理论 的 
= 








通 党 我 们 用 大 写字 母 来 表示 集合 。 用 小 写字 母 表示 集合 中 的 元 素 。 
描述 集合 有 多 种 方式 。 一 种 方式 是 在 可 能 的 情况 下 一 二 列 出 集合 中 的 元 素 。 我 们 采用 在 花 
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括号 之 间 列 出 所 有 元 素 的 方法 。 例 如 ，{a，4b5，c，d} 表 示 含 4 个 元 素 a、b、c 和 4d 的 集合 。 这 
种 描述 集合 的 方式 也 称 为 是 花 名 册 方 法 Croster method) 。 


英语 字母 表 中 所 有 元 音字 母 的 集合 V 可 以 表示 为 V={a, e, i, o, u}。 | 
小 于 10 的 正 奇数 集合 O 可 以 表示 为 O={1,，3，5，7，9)。 4 


尽管 集合 常用 来 聚集 具有 共同 性 质 的 元 素 , 但 也 不 妨碍 集合 拥有 表面 上 看 起 来 毫 不 
相干 的 元 素 。 例 如 {a，2，Fred，New Jersey} 是 包含 4 个 元 素 ae、2、Fred 和 New Jersey 的 
集合 。 4 

有 时 候 用 花 名 册 方 法 表示 集合 时 并 不 列 出 它 的 所 有 元 素 。 先 列 出 集合 中 的 某 些 元 素 ， 当 元 
素 的 一 般 规律 显而易见 时 就 用 省 略 号 (…) 代 替 。 

小 于 100 的 正 整数 集合 可 以 记 为 {1，2，3》 …，99) 。 4 

描述 集合 的 另 一 种 方式 是 使 用 集合 构造 器 (set builder) 符 号 。 我 们 通过 描述 作为 集合 的 成 
员 必 须 具 有 的 性 质 来 刻画 集合 中 的 那些 元 素 。 一 般 的 形式 是 采用 记号 {z|z 具有 性 质 P}， 并 读 
作 满足 书 的 所 有 z 的 集合 。 例 如 ， 小 于 10 的 所 有 奇数 的 集合 O 可 以 写成 

O= {zx|z 是 小 于 10 的 正 奇数 } 
或 者 ， 指 定 全 集 为 正 整 数 集合 ， 如 
O= {zxEZV'|z 为 奇数 ,xz 二 10} 
当 不 可 能 列 出 集合 中 所 有 元 素 时 我 们 常用 这 类 记 法 来 描述 集合 。 例 如 ， 所 有 正 有 理 数 集合 
Q ， 可 以 写成 
Q={z€ER|z= p/gq,p 和 gq 为 正 整数 ) 
这 些 集合 通常 用 黑体 表示 ， 它 们 在 离散 数学 中 发 挥 着 重要 的 作用 : 
N 二 {0,1,2,3,…), 所 有 自然 数 的 集合 
Z=《…, 一 2, 一 1,0,1,2,…}), 所 有 整数 的 集合 
Z' = 二 (1,2,3,…), 所 有 正 整 数 的 集合 
Q=={p/g|pE2Z,gE€2Z, 且 9g 了 关 0), 所 有 有 理 数 的 集合 
R, 所 有 实数 的 集合 
R-， 所 有 正 实数 的 集合 
C, 所 有 复数 的 集合 
(注意 有 些 人 认为 0 不 是 自然 数 ， 所 以 当 你 阅读 其 他 书籍 的 时 候 要 仔细 检查 术语 自然 数 是 怎样 
用 的 。) 
回顾 一 下 表示 实数 区 间 的 记号 。 当 a 和 2 是 实数 且 a<8 时 ， 我 们 可 以 写 
[a,b]={rla<zr<o) 
[6 的 一 A 交 | 记 半 记 芝 加 
(tab = {| 二 过 元 过 人 功 
(2 三 区 过 天 过 大 
注意 La， 相称 为 是 从 a 到 已 的 闭 区 间 ， 而 (ec，0) 称 为 是 从 a< 到 2 的 开 区 间 。[a, b]、[a, 5)、 
(a,， bj] 和 (a，5) 的 每 个 区 间 都 包含 a 和 2 之 间 的 所 有 实数 。 其 中 ， 前 两 个 包含 a， 第 一 个 和 第 
三 个 包 售 的 

评注 ”有些 书 采用 记号 [a,， 6[、jJa, 6b] 和 ]a，5b[ 分 别 表示 [a,， 6)、(a,，b] 和 (a, 5)。 

集合 可 以 把 其 他 的 集合 当 作 自己 的 成 员 ， 如 例 5 所 示 。 

集合 {N，Z，Q，R} 包 含 了 四 个 元 素 ， 每 一 个 元 素 都 是 一 个 集合 。 这 个 集合 的 四 个 
元 素 是 : N， 自 然 数 集 ; Z， 整 数 集 ; Q， 有 理 数 集 ; 以 及 R， 实 数 集 。 4 

评注 ”计算 机 科学 中 的 数据 类 型 或 类 型 的 概念 是 建立 在 集合 这 一 概念 上 的 。 特 别 地 ， 数 据 
类 型 或 类 型 是 一 个 集合 连同 作用 于 该 集合 对 象 上 的 一 组 操作 的 整体 的 名 称 。 例 如 ， 布 尔 
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(boolean) 是 集合 {0，1) 的 一 个 名 称 ， 连 同 对 其 上 一 个 或 多 个 元 素 实施 运算 如 AND、OR 
和 NOT。 

由 于 许多 数学 语句 断言 以 两 种 不 同方 式 描述 的 对 象 聚集 实际 上 是 同一 个 集合 ， 所 以 我 们 需 
要 理解 两 个 集合 相等 的 含义 
”定义 2 两 个 集合 相等 当 且 仅 当 它们 拥有 同样 的 元 素 。 所 以 ， 如 果 A 和 BB 是 集合 ， 则 AA 
和 BB 是 相等 的 当 且 仅 当 VYzCrE ArEB)。 如 果 A 和 B 是 相等 的 集合 ， 就 记 为 A=B。 





@ 集合 (1， 5} 和 {3，5，1}) 是 相等 的 ， 因 为 它们 拥有 同样 的 元 素 。 注 意 集合 中 元 素 
ee 还 要 注意 同一 个 元 素 被 列 出 来 不 止 一 次 也 没关系 ， 所 以 (1，3，3，3， 
5，5，5，5)} 和 人 (1，3，5} 是 同一 个 集合 ， 因 为 它们 拥有 同样 的 元 素 。 4 


空 集 ”有 一 个 特殊 的 不 含 任何 元 素 的 集合 。 这 个 集合 称 为 空 集 (empty set 或 null set) ， 用 
好 表示 。 空 集 也 可 以 用 {} 表 示 ( 这 里 我 们 用 一 对 花 括号 来 表示 空 集 )。 经 常 具有 一 定性 质 的 元 素 
组 成 的 集合 其 实 就 是 空 集 。 例 如 ， 大 于 自身 的 平方 的 所 有 正 整 数 的 集合 是 空 集 。 

一 个 元 素 的 集合 叫 作 单 元 素 集 (singleton set)。 一 个 常见 的 错误 是 混淆 空 集 名 与 单元 
素 集 合 { 名 }。 集 合 { 名 }) 的 唯一 元 素 是 空 集 本 身 ! 考虑 计算 机 文件 系统 中 的 文件 夹 做 一 个 类 比 有 
助 于 记 住 这 个 区 别 。 空 集 可 以 比 做 一 个 空 的 文件 夹 ， 而 仅 包 含 一 个 空 集 的 集合 可 以 比 做 一 个 文 
件 夹 里 只 有 一 个 文件 夹 ， 即 空 文件 夹 。 

朴素 集合 论 ”注意 集合 定义 (定义 1) 中 用 到 的 术语 对 象 ， 而 没有 指定 一 个 对 象 是 什么 。 基 
于 对 象 的 直觉 概念 基础 上 ， 将 集合 描述 为 对 象 的 聚集 最 先是 由 德国 数学 家 乔治 ， 康 托 尔 于 
1895 年 提出 的 。 由 集合 的 直觉 定义 以 及 无 论 什么 性 质 都 存在 一 个 恰好 由 具有 该 性 质 的 对 象 组 
成 的 集合 这 种 直觉 概念 的 使 用 所 产生 的 理论 导致 悖 论 (paradox) 或 逻辑 不 一 致 性 。 这 已 由 英国 
哲学 家 伯 特 兰 。 罗素 (Bertrand RusselD) 在 1902 年 所 证 实 ( 有 关 悖 论 的 描述 参见 练习 50)。 这 些 
逻辑 不 一 致 性 可 以 通过 由 公理 出 发 构造 集合 论 来 避免 。 然 而 ， 我 们 在 本 书 中 将 使 用 康 托 尔 集合 
论 的 原始 版 本 ， 即 所 谓 的 朴素 集合 论 C(naive set theory) ， 因 为 本 书 中 所 考虑 的 所 有 集合 都 可 以 
用 康 托 尔 原始 理论 来 处 理 并 保持 一 致 性 。 如 果 有 学 生 愿 意 继续 学 习 公 理 集合 论 ， 他 们 会 发 现 了 
解 朴素 集合 论 也 会 很 有 帮助 。 他 们 还 会 发 现 公理 集合 论 的 发 展 远 比 本 书 中 的 内 容 要 抽象 。 建 议 
有 兴趣 的 读者 参考 LSu72] 以 了 解 更 多 关于 公理 集合 论 的 内 容 。 


2 人 人文 氏 国 
集合 可 以 用 文 氏 图 形象 地 表示 。 文 氏 图 是 以 英国 数学 家 约翰 。 文 (John Venn) 的 名 字 命名 
的 ， 他 在 1881 年 介绍 了 这 种 图 的 使 用 。 在 文 氏 图 中 全 集 (universal set)U， 包 含 所 考虑 的 全 部 
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乔治 康 托 尔 (Georg Cantor，1845 一 1918) 出 生 于 俄罗斯 的 圣 彼 德 堡 ， 他 父亲 
是 一 名 成 功 的 商人 。 康 托 尔 青少年 时 对 数学 产生 了 浓厚 的 兴趣 。1862 年 他 在 苏黎世 
开始 了 他 的 大 学 学 习 ， 不 过 在 他 父亲 去 世 时 就 离开 了 那里 。1863 年 他 在 柏林 大 学 继 
续 大 学 学 习 ， 并 得 到 著名 数学 家 Weierstrass、Kummer 和 Kronecker 的 指导 。1867 年 
在 完成 了 一 篇 数论 的 博士 论文 后 他 获得 博士 学 位 。1869 年 康 托 尔 得 到 哈雷 大 学 的 一 
[| 个 职位 ， 并 在 那里 一 直 工 作 到 去 世 。 
oer emer rp 康 托 尔 被 认为 是 集合 论 的 奠基 人 。 他 在 这 一 领域 的 贡献 包括 发 现 了 实数 集合 是 
ne ee 不 可 数 的 。 他 在 数学 分 析 方 面 的 贡献 也 引 人 注 目 。 康 托 尔 对 哲学 也 有 兴趣 ， 并 写 了 

若干 论文 将 他 在 集合 的 理论 与 形而上学 联系 在 一 起 。 

1874 年 康 托 尔 结婚 并 育 有 6 个 子女 。 他 忧郁 的 气质 与 妻子 的 乐观 性 情 正好 相互 平衡 。 尽 管 他 从 父亲 
那里 得 到 了 大 笔 遗 产 ， 但 作为 教授 他 的 收入 却 少 得 可 怜 。 为 此 他 曾 试图 获得 柏林 大 学 一 个 待遇 更 好 的 职 
位 。 他 的 任命 被 Kronecker 阻挠 了 ， 因 为 Kronecker 不 认可 康 托 尔 集合 论 的 观点 。 康 托 尔 晚年 受到 精神 疾 
病 的 折磨 ，1918 年 死 于 心脏 病 。 
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对 象 ， 用 和 矩形 框 来 表示 。( 注 意 全 集 随 着 我 们 所 关注 的 对 象 会 有 所 不 同 ,) 在 矩形 框 内 部 ， 圆 形 
或 其 他 几何 图 形 用 于 表示 集合 。 有 时 候 用 点 来 表示 集合 中 特定 的 元 素 。 文 氏 图 常用 于 表示 集合 
之 间 的 关系 。 下 面 例 7 展示 了 怎样 使 用 文 氏 图 。 0 

画 一 个 文 氏 图 表示 英语 字母 表 中 元 音字 母 集 合 V。 

解 ” 画 一 个 矩形 表示 全 集 口 ,这 是 26 个 英文 字母 的 集 
合 。 在 和 矩形 中 画 一 个 圆 表示 集合 V。 在 圆 中 用 点 表示 集合 V 
的 元 素 ( 见 图 1)。 4 





U 





2. 1.3 子 集 
通常 会 遇 到 这 样 的 情况 ， 一 个 集合 的 元 素 也 是 另 一 个 集 
合 的 元 素 。 现 在 引入 术语 和 记号 来 表达 这 种 集合 之 间 的 








Vr(rEA—>zxrE B) 

为 真 。 注 意 要 证 明 A 不 是 B 的 子 集 ， 我们 只 需要 找到 一 个 元 素 xE A 但 zf B。 这 样 的 x 就 是 
XEA 蕴含 TEB 的 一 个 反例 。 

我 们 可 以 用 下 面 的 规则 判断 一 个 集合 是 否 是 另 一 个 集合 的 子 集 : 

证 明和 4A 是 B 的 子 集 : 为 了 证 明 ASCSB， 需要 证 明 如 果 zz 属 于 A 则 z 也 属于 了 。 

证 明 A 不 是 B 的 子 集 : 为 了 证 明 A 和 B， 需 要 找 一 个 zE A 使 得 FB。 

所 有 小 于 10 的 正 奇数 的 集合 是 所 有 小 于 10 的 正 整 数 的 集合 的 子 集 ， 有 理 数 集 是 实 
数 集 的 一 个 子 集 ， 你 们 学 校 主 修 计 算 机 科学 的 学 生 的 集合 是 你 们 学 校 全 体 学 生 集 合 的 子 集 ， 在 
中 国 的 所 有 人 的 集合 是 在 中 国 的 所 有 人 的 集合 的 子 集 ( 即 它 是 自身 的 子 集 )。 注 意 属于 每 对 集合 
中 第 一 个 集合 的 元 素 也 属于 该 对 集合 中 第 二 个 集合 就 可 以 很 快 得 出 这 些 事实 。 | 

其 平方 小 于 100 的 整数 集合 不 是 非 负 整 数 集合 的 子 集 ， 因 为 一 1 在 前 一 个 集合 中 [由 
于 (一 1) 二 100] 但 不 在 后 一 个 集合 中 。 在 你 校 选修 离散 数学 的 人 的 集合 不 是 你 校 计 算 机 专业 学 
生 集合 的 子 集 ， 如 果 至 少 有 一 个 学 生 不 是 计算 机 专业 的 但 却 选修 了 离散 数学 。 « 

定理 1 表明 每 个 非 空 集合 S 都 至 少 有 两 个 子 集 ， 分 别 为 空 集 和 集合 S 本身 ， 即 BSS 和 SSCSS.。 
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伯 特 兰 . 罗素 (Bertrand Russell，1872 一 1970) ”罗素 生 于 一 个 以 积极 参与 进步 运 
动 、 强 力 崇 尚 自由 而 闻名 的 英国 家 庭 。 年 幼 时 就 成 为 孤儿 的 罗素 由 祖父 母 扶 养 ， 并 
在 家 里 接受 教育 。1890 年 他 进入 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ， 在 数学 和 伦理 学 方面 表现 出 
色 。 他 在 几何 学 基础 方面 的 工作 为 他 赢得 了 一 个 研究 职位 。1910 年 ， 三 一 学 院 任命 
他 讲授 逻辑 和 数学 原理 的 课程 。 

罗素 毕生 为 进步 事业 而 奋斗 。 他 有 着 强烈 的 和 平 主义 见解 ， 他 对 第 一 次 世界 大 





py 战 的 抗议 导致 他 被 三 一 学 院 解雇 。 由 于 写 了 一 篇 被 认为 具有 煽动 性 的 文章 ，1918 年 
Gorres prs ed 他 被 囚禁 6 个 月 。 罗 素 还 为 英国 妇女 的 选举 权 而 斗争 。 由 于 参与 主张 核 裁军 的 抗议 
1LCUSZ62-49535) 活动 ，1961 年 在 他 89 岁 高 龄 时 第 二 次 入 狱 。 


罗素 最 伟大 的 工作 是 他 提出 的 可 以 作为 所 有 数学 学 科 基 础 的 原理 。 他 最 著名 的 著作 是 与 怀特 海 
(Altred North Whitehead) 合 作 撰 写 的 《数学 原理 》(Principia Mathematica) ， 它 试图 用 一 组 基本 公理 推导 出 
数学 的 一 切 。 他 还 撰写 了 许多 书籍 论述 哲学 、 物 理学 和 他 的 政治 理念 。1950 年 罗素 赢得 诺 贝 尔 文学 奖 。 
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我 们 将 证 明 (D (这 的 证 明 留 作 练习 

证 明 令 5 为 一 个 集合 。 为 了 证 明 名 忆 S， 必 须 证 明 Y zCzE GB 一 xE 5S) 为 真 。 因 为 空 集 没有 
元 素 ， 所 以 x€E 名 总 是 假 。 因 此 x€E BG 一 rE S 总 是 真 ， 因 为 其 前 提 为 假 ， 并 且 前 提 为 假 的 条 件 语 
句 为 真 。 即 YzCzE 好 一 zES) 为 真 。 这 完成 了 (iD 的 证 明 。 注 意 这 是 空 证 明 的 一 个 示例 。 | 

ee i eg ey 
如 果 ACB 是 真 的 ， 则 必 有 ACB 上 且 必 有 B 的 某 个 元 素 z 不 是 A 的 元 素 。 即 A 是 B 的 真子 集 
当 且 仅 当 

Vzr(rEA—>zrEB)A jr(rEBArEA) 

为 真 。 文 氏 图 可 以 用 来 解释 集合 A 是 集合 B 的 子 集 。 我 们 把 全 集 U 画 成 长 方形 。 在 这 长 方形 
中 画 一 圆 表 示 B。 由 于 A 是 B 的 子 集 ,， 我 们 在 代表 B UvU 
的 圆 内 画 圆 表示 A 。 这 个 关系 如 图 2 所 示 。 


回忆 一 下 定义 2， 如 果 两 个 集合 拥有 相同 的 元 素 ， 
则 这 两 个 集合 相等 。 证 明 两 个 集合 具有 相同 元 素 的 一 个 和 
有 效 方法 是 证 明 每 个 集合 是 另 一 个 的 子 集 。 换 言 之 ， 可 
以 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 并 且 ACSB 和 BCA,， 则 有 
A 二 B。 也 就 是 说 ，A= 二 B 当 上 生 仅 当 YVzx(x€E A 一 rE€B) 
和 VYzx(zE B 一 zxE A); 或 者 等 价 于 当 且 仅 当 Vz(zE ”图 2 表示 A 是 B 的 子 集 的 文 氏 图 
AexEB)， 这 就 是 A 和 B 相等 的 含义 。 因 为 这 个 证 明 两 个 集合 相等 的 方法 很 有 效 ， 这 里 就 再 
强调 一 下 。 
”证 明 两 个 集合 相等 : 为 了 证 明 两 个 集合 A 和 B 相等 ， 需 要 证 明 ASB 和 BSA。 
集合 可 以 以 其 他 集合 作为 其 成 员 。 例 如 ， 下 面 列 出 的 集合 : 
A={@, {a}, {6}, {a, 5}} 
B= 二 {zx | xz 是 集合 {a，5}) 的 子 集 ) 
注意 这 两 个 集合 是 相等 的 ， 即 A 二 B。 同 时 注意 {a} EA, 但 是 a& 4。 


2. 1.4 和 集合 的 大 小 
集合 广泛 应 用 于 计数 问题 ， 为 此 我 们 需要 讨论 集合 的 大 小 问题 。 
定义 4 令 S 为 集合 ee ee ya 和 o eee 








评注 pep pe 来 自 pp er 一 个 有 限 集 的 大 小 的 
常用 语 。 
令 A 为 小 于 10 的 正 奇数 集合 。 则 .| A | =5。 4 
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约翰 ， 文 (John Venn，1834 一 1923) 出生 于 伦敦 郊区 的 一 个 慈善 家 庭 。 他 在 伦 

敦 上 学 ， 并 于 1857 年 获得 剑桥 Caius 学 院 的 数学 学 位 。 他 当选 该 学 院 的 研究 员 并 任 
此 职 直至 去 世 。1859 年 他 接受 牧师 的 圣 职 ， 但 在 短暂 的 宗教 工作 后 回 到 了 剑桥 ， 并 
在 那里 创建 了 伦理 学 教育 计划 。 除 了 数学 方面 的 工作 之 外 ， 文 还 对 历史 有 兴趣 ， 他 
撰写 了 大 量 关 于 他 的 学 院 和 家 庭 的 文章 。 
: 文 所 著 的 《符号 逻辑 )(Symbolic Logic) 一 书 澄清 了 最 初 由 布尔 引入 的 若干 概念 。 
@Alpha HistoricoAlamy ”在 这 本 书 中 文 提出 了 一 种 系统 的 研究 方法 ， 其 中 使 用 了 后 人 称 为 文 氏 图 的 几何 图 形 。 
A 今天 这 些 图 形 主要 用 于 分 析 逻 辑 论证 以 及 解释 集合 之 间 的 关系 。 除 了 在 符号 逻辑 方 
面 的 工作 以 外 ， 文 对 概率 论 也 做 出 了 贡献 ， 写 入 了 他 编写 的 广 为 采用 的 概率 论 教科 书 中 。 
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(了 令 5 为 英语 字母 表 中 字母 的 集合 。 那么 | S | 一 26。 丰 
全 四 由 于 空 集 没有 元 素 ， 所 以 | | =0。 4 


an Lia Bd belch ssi ti las 





人 正 问 效 集合 是 元 限 的 。 i 4 2 


es 2. 5 节 将 基数 的 概念 扩展 到 无 限 集 ， 这 是 一 个 富有 挑战 性 且 又 充满 惊奇 的 主题 。 
2.1.5 鹤 集 


许多 问题 涉及 要 检查 一 个 集合 的 元 素 的 所 有 可 能 组 合 看 它们 是 否 满足 某 种 性 质 。 为 了 考虑 
集合 S 中 元 素 所 有 可 能 的 组 合 ， 我 们 构造 一 个 以 S 的 所 有 子 集 作为 其 元 素 的 新 集合 





并 全 (0， 1， 2j 的 筷 集 是 什么 a 
解 ” 短 集 P({0，1, 2)) 是 {0，1， 2) 所 有 子 集 的 集合 。 因 此 ， 
PO 1 2 0) {Ds 2 M0 Ly WO Bs Tly 2 {Or Ly 2 
注意 空 集 和 集合 自身 都 是 这 个 子 集 的 集合 的 成 员 。 习 
全 号 空 集 的 寡 集 是 什么 ?集合 { 必 ) 的 宕 集 是 什么 ? 
解 ” 空 集 只 有 一 个 子 集 ， 即 它 自身 。 因 此 ， 
PD) = {2} 
集合 {名 ) 有 两 个 子 集 ， 即 儿 和 集合 {J) 自 身 。 于 是 ， 
PC(G)) = {2,(8)} 4 
如 果 一 个 集合 及 个 元 素 ， 那 么 它 的 短 集 就 有 2" 个 元 素 。 我 们 将 在 本 书后 续 章节 中 以 不 同 的 
方式 来 证 明 这 一 事实 。 


2.1.6 笛 卡 儿 积 
有 时 候 元 素 聚 集中 其 次 序 是 很 重要 的 。 由 于 集合 是 无 序 的 ， 所 以 就 需要 用 一 种 不 同 的 结构 
来 表示 有 序 的 聚集 。 这 就 是 有 序 ”元 组 。 









两 个 有 序 ”元 组 是 相等 的 当 且 仅 当 每 一 对 对 应 的 元 素 帮 相等 换 讶 之 5 有 6 gs 运 ， 
= bs，, 2 刀 ) 当 且 仅 当 对 于 t= 2% “ss ny 有 a; 二 6,。 特别 地 ， 有 序 二 元 组 称 为 序 
oe pair)。 序 偶 (a, 5b) 和 (c，d) 相 等 当 且 仅 当 4 二 c 和 6 二 d。 注 意 (a, 5) 和 (5b，a) 不 相 
等 5 除非 4 一 0。 

在 随后 几 章 中 我 们 将 要 学 习 的 许多 离散 结构 都 是 基于 (以 笛 卡 儿 的 名 字 命名 的 ) 集 合 的 笛 卡 
儿 积 的 概念 。 我 们 先 定 义 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 








有 BA 为 一 所 大 学 所 有 学 生 的 集合 ，B 表示 该 大 学 开设 的 所 有 课程 的 集合 。A 和 B22》 
的 箔 卡 儿 积 AXB 是 什么 ， 如何 应 用 ? 
解 ” 笛 卡 儿 积 AXB 由 所 有 形 如 (a， 太 的 序 偶 组 成 ,其 中 a 是 该 校 的 学 生 而 5 是 该 校 开设 





的 一 门 课程 。 集 合 AXB 的 一 种 用 法 是 可 以 用 来 表示 该 校 学 生 选 课 的 所 有 可 能 情况 。 另 外 ， 观 
察 到 AXB 的 每 个 子 集 表示 一 种 可 能 的 选课 情况 ，P(AXB) 表 示 所 有 可 能 的 选课 情况 。 4 
A 二 {1，2} 和 B= 二 {a, 65，c} 的 笛 卡 儿 积 是 什么 ? 
解 ” 箔 卡 儿 积 AXB 是 
> 4 
注意 笛 卡 儿 积 和 XB 和 BXA 是 不 相等 的 ， 除非 A=B 或 B==B( 这 样 AXB= 名 ) 或 A 二 B( 参 见 
练习 33 和 40)。 下 面 用 例 18 来 解释 。 
人 傅 鸡 证 明 笛 卡 儿 积 BXA 不 等 于 笛 卡 儿 积 AXB， 其 中 A 和 了 为 如 例 17 中 的 集合 。 
解 第 卡 儿 积 BXA 是 
BXA= {(a,l),(a,2) ,66,1) ,6,2), Cc,1), Cc,2)} 
这 不 等 于 例 17 中 得 到 的 AXB。 4 
对 于 两 个 以 上 的 集合 也 可 以 定义 笛 卡 儿 积 。 
定义 9 集合 名，As，"…，A. 的 入 卡 儿 积 用 A,XAs%…XA, 表示 ， 是 有 序 元 组 (on， 


CQ2y …， 4,) 的 集合 六 其 中 0 属于 A;, i=1， a 2 换言之 ，” 法 
Ne "Om ys lo € A 17 


省 卡 儿 积 4XBXxC 是 什么 ， 六 中 ==t0， 计 ， 计 一 { 交代 2 
解 ” 笛 卡 儿 积 AXBXC 由 所 有 有 序 三 元 组 (a，b， 必 组成， 其 中 aE€EA， bE B，cEC。 因 此 ， 
BO Te os MO Ts TD Ms To Ds oe Ds Oye Con De LD on 2 

Cl rs Cl le TY WT Os Cl De Ds ls Dl Ch Dy 
评注 当 A、B、C 是 集合 时 ，(AXB)XC 与 AXBXC 是 不 同 的 (参见 练习 41) 。 
我 们 用 记号 A? 来 表示 AXA， 即 集合 A 和 自身 的 笛 卡 儿 积 。 类 似 地 ，A: =AXAXA， 

A: 王 AXAXAXxA， 等 等 。 更 一 般 地 ， 
有 二 

假设 AA=tLs 二 则 二 t01 Ds 全 男人 2 WI R= 1 Ws 
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勒 内 。 笛 卡 儿 (Rentk Descartes，1596 一 1650) ”出生 于 法 国 距 巴黎 西南 约 200 英 
里 的 图 尔 附 近 的 一 个 贵族 家 庭 。 他 是 他 父亲 第 一 位 妻子 的 第 三 个 孩子 ,在 他 出 生 几 
天 后 母亲 就 去 世 耻 由 于 笛 卡 儿 健 康 欠 佳 ， 他 父亲 瞩 一 位 省 里 的 法 官 ， 推 迟 了 儿子 
接受 正规 教育 ， 直到 8 岁 他 才 进 入 La Fleche 的 Jesuit 学 院 。 该 校 校 长 喜欢 他 ， 并 因 
他 身体 虚弱 而 允许 他 晚 赵 床 。 从 那 时 起 笛 卡 儿 把 早晨 时 间 都 花 在 床上 ， 他 认为 这 是 
机 并 最 有 利于 他 思考 的 时 间 。 
(OS Monash 1612 年 笛 卡 儿 离 开学 校 去 了 巴黎 ， 并 在 那里 学 了 两 年 数学 。1616 年 他 获得 普 瓦 
Ce 提 埃 大 学 (University of Poitiers) 的 法 律 学 位 。18 岁 时 笛 卡 儿 厌 倦 了 学 习 ， 决 定 去 看 
看 外 面 的 世界 。 他 移居 巴黎 ， 并 成 为 一 个 成 功 的 赌 徒 。 可 是 他 慢 慢 厌倦 了 这 种 无 聊 的 生活 ， 他 搬 到 了 圣 
日 耳 曼 的 郊区 ， 专 注 于 数学 研究 。 当 他 的 赌 友 找到 他 时 ， 他 决定 离开 法 国 ， 并 参军 。 不 过 他 从 未 参加 过 
战斗 。 有 一 天 ， 当 他 御寒 而 待 在 军营 中 一 间 过 热 的 房间 里 时 ， 他 做 了 几 个 狂热 的 梦 ， 揭示 他 将 以 数学 家 
和 哲学 家 为 职业 

结束 军旅 生涯 以 后 ， 他 游 遍 欧洲 。 然 后 ， 在 巴黎 待 了 几 年 ， 研 究 数学 和 哲学 ， 并 制造 光学 仪器 。 笛 
卡 儿 决定 去 荷兰 ， 花 了 20 年 时 间 在 那里 走访 ， 同 时 完成 了 他 最 重要 的 工作 。 这 期 间 他 写 了 几 本 书 ， 包 括 
他 最 著名 的 《方法 论 )(Discours) ， 该 书 中 有 他 对 解析 几何 的 贡献 。 笛 卡 儿 还 对 哲学 做 出 了 基础 性 的 贡献 。 

1649 年 笛 卡 儿 受 克里斯蒂 娜 女王 邀请 访问 瑞典 宫廷 ， 并 做 她 的 哲学 老师 。 尽 管 他 不 情愿 生活 在 他 所 
说 的 “岩石 和 冰雪 中 的 能 的 乐土 >， 但 最 终 还 是 接受 邀请 搬 到 瑞典 。 不 幸 的 是 ，1649 一 1650 年 的 冬季 分 
外 寒冷 ， 笛 卡 儿 染 上 了 肺炎 并 于 2 月 中 旬 去 世 。 
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2 4 
笛 卡 儿 积 AXB 的 一 个 子 集 R 被 称 为 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 (relation) 。R 的 元 素 是 序 
偶 ， 其 中 第 一 个 元 素 属于 A 而 第 二 个 元 素 属于 B。 例如，R=={(a, 0), (a, 1), (a, 3), (b， 
1)，(5，2)，(c，0)，(c，3)}) 是 从 集合 {a，65，c} 到 集合 {0，1，2，3) 的 关系 ， 它 也 是 一 个 从 
集合 {a，65，c，d，e} 到 集合 {0，1，3，4} 的 关系 。( 这 解释 了 一 个 关系 不 一 定 要 包含 A 的 每 个 
元 素 z 的 序 偶 (z，y) 。) 从 集合 A 到 其 自身 的 一 个 关系 称 为 是 A 上 的 一 个 关系 。 
集合 {0，1，2，3} 上 的 小 于 等 于 关系 (如 果 ae 和 则 包含 (a,，) 中 的 序 偶 是 什么 ? 
解 ” 序 偶 (a,，5) 属 于 R 当 和 且 仅 当 a 和 2 属于 ({0，1，2，3} 且 a 三 5。 所 以 ,，R 中 的 序 偶 是 
(0F DF Co IDs 000 Dy (0 3 Cl Ts Che yy Ch Sy CD a de 
我 们 将 在 第 9 章 详细 研究 关系 及 其 性 质 。 


2.1.7 使 用 带 量 词 的 集合 符号 

有 时 我 们 通过 使 用 特定 的 符号 来 显 式 地 限定 一 个 量化 命题 的 论 域 。 例 如 ，VxzESCPCz)) 
表示 P(x) 在 集合 S 所 有 元 素 上 的 全 称 量化 。 换 名 话说，Y XES(P(x)) 是 Vx(rE€ES>P(x)) 的 
简写 。 类 似 地 ，3zESCPCz)) 表 示 P(x) 在 集合 S 所 有 元 素 上 的 存在 量化 。 即 3x€ SCP(zx)) 
是 3X(rE SA P(x)) 的 简写 。 

语句 VY XE R(xz 宇 0) 和 xEZlx = 二 1) 的 含义 是 什么 ? 

解 ” 语句 VxER(zr 宇 0) 声 称 对 任意 实数 zx， 袜 三 0。 这 个 语句 可 以 表达 为 “任意 实数 的 平 
方 是 非 负 的 ”。 这 是 一 个 真 语句 。 

语句 导 zx€EZlx 二 1) 声 称 存在 一 个 整数 x 使 得 x = 二 1。 这 个 语句 可 以 表达 为 “有 某 个 整数 ， 
其 平方 是 1”。 这 个 语句 也 是 一 个 真 语句 ， 因 为 z=1 就 是 这 样 一 个 整数 (一 1 也 是 )。. _4 


2.1.8 真 值 集 和 量词 

现在 我 们 把 集合 理论 和 谓词 逻辑 的 一 些 概念 结合 起 来 。 给 定 谓词 P 和 论 域 D， 定 义 了 的 真 
值 集 (truth set) 为 DD 中 使 PCz) 为 真 的 元 素 工 组 成 的 集合 。P(z) 的 真 值 集 记 为 {zED | PCz) )。 

谓词 PC(z)、Q(Cz)、R(Cz) 的 真 值 集 都 是 什么 ?这 里 论 域 是 整数 集合 ，P(z) 是 
“|z|=1 坟 ,， Q(z) 是 “z==2”，R(z) 是 “|zz| = 二 x”。 

解 P 的 真 值 集 {zEZ 1||zl= 三 1} 是 满足 | x | ==1 的 整数 集合 。 因 为 当 zx=1 或 x= 一 1 时 
有 | xz| = 二 1， 而 没有 其 他 整数 能 满足 ， 因 此 PP 的 真 值 集 是 {一 1，1)。 

Q 的 真 值 集 {zEZ | z= 二 2} 是 满足 x 二 2 的 整数 集合 。 因 为 没有 整数 工 满足 妆 一 2， 所 以 这 
是 个 空 集 。 

R 的 真 值 集 {x€E2Z|| x | = 二 z} 是 满足 | x | = 二 zz 的 整数 集合 。 因 为 | x | =xz 当 且 仅 当 zx 宇 
0， 所 以 R 的 真 值 集 是 N， 非 负 整 数 集合 。 4 

注意 V xP(x) 在 论 域 U 上 为 真 当 且 仅 当 P 的 真 值 集 是 集合 U。 同 样 ，3 xP(zx) 在 论 域 U 上 
为 真 当 且 仅 当 也 的 真 值 集 非 空 。 


六 


练习 

1. 列 出 下 述 集 合 的 成 员 。 
a){z | 工 是 使 得 二 一 1 的 实数 ) b){z | zx 是 小 于 12 的 正 整数 )》 
c){z | 工 是 一 个 整数 的 平方 且 x 过 100) d) {zx | x 是 整数 有 x? 二 2) 

2. 用 集合 构造 器 给 出 下 列 每 个 集合 的 描述 。 
a){0, 3, 6, 9, 12)} | I 


ey th no 

3 区间 (0 5 (05 可 x [0 563 [0y 入] 1 上 25 本币 人 3 中 埋 个 包 浴 
a)0? b)1? C2 
d)3? e)4? f)5? 


10. 
11. 


12, 


13, 


14. 
15. 
16. 
I 
18. 
19. 
20. 
21. 


22. 


23. 
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.对 于 下 面 每 个 区 间 ， 列 出 所 有 元 素 或 解释 为 什么 是 空 的 。 


a)[a, a] b)[a, a) c) la, a] 
d)(a, a) e)(a,，5)， 其 中 a 二 6 f)[a, 5]， 其 中 a>6 


.对 下 面 每 一 对 集合 ， 判 断 第 一 个 是 否 是 第 二 个 的 子 集 ， 第 二 个 是 否 是 第 一 个 的 子 集 ， 或 者 哪个 也 不 是 


9 一 个 的 对 集 。 


a) 从 纽约 至 新 德里 的 航空 公司 航班 的 集合 ， 从 纽约 至 新 德里 的 不 经 停航 空 公司 航班 的 集合 。 


b) 说 英语 的 人 的 集合 ， 说 中 文 的 人 的 集合 。 
c) 飞 鼠 的 集合 ， 会 飞行 的 生物 的 集合 。 


. 对 下 面 每 一 对 集合 ， 判 断 第 一 个 是 否 是 第 二 个 的 子 集 ， 第 二 个 是 否 是 第 一 个 的 子 集 ， 或 者 哪个 也 不 是 


另 一 个 的 子 集 。 

a) 说 英语 的 人 的 集合 ， 说 带 有 澳大利亚 口音 的 英语 的 人 的 集合 。 
b) 水 果 的 集合 ， 柑 橘 类 水 果 的 集合 。 

中 学 习 离 散 数学 的 学 生 的 集合 ， 学 习 数 据 结构 的 学 生 的 集合 。 


. 判断 下 面 每 对 集合 是 否 相等 。 


六 - 3 Sy 5， 3a SEs {5 3， 1} D1 从 5 {1})} 
0G, {2} 


. 对 下 面 的 每 个 集合 ， 判 断 2 是 否 为 该 集合 的 元 素 。 


a){XER | 工 是 大 于 1 的 整数 } b){zER | zx 是 一 个 整数 的 平方 } 

ey (2, {2 d){{2}, {{2))} 

e022), (2, (2)3} f){{({(2}}} 

对 练习 9 中 的 每 个 集合 ， 判 断 {2} 是 否 为 该 集合 的 一 个 元 素 。 

判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 

“a)0E 条 b)CE{(0) OO{0}CG 
d) GSTS{0} e){0}€ {0} f){0}C {0} 
g)( 人 好) 三 (好 ) 

判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 

a) 人 JE{( 人 好 )} DoE{L, {8}} OO{(G}E{L)} 
DCIE{{G)} {GITC{GD, {2}} D{{G}ICIG, {2} 
DOC{(G}, (2)}} 

判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 

a)ZzE{Z} b){z}S(z》 CO) {x}E {x} 
dd) {zr}€E{{zr}} GE{z} DYGE {xz} 


用 文 氏 图 说 明 所 有 不 超过 10 的 正 整 数 集合 中 的 奇数 子 集 。 

用 文 氏 图 说 明 在 一 年 所 有 的 月 份 集合 中 月 份 名 称 中 不 包含 字母 R 的 所 有 月 份 的 集合 。 
用 文 氏 图 说 明 集合 关系 ACSB 和 BEC。 

用 文 氏 图 说 明 集 合 关 系 ACB 和 BCC。 

用 文 氏 图 说 明 集 合 关系 ACB 和 ACC。 

假定 A、B 和 C 为 集合 ， 且 ACB，BCC,。 证 明 ACC.。 

找 出 两 个 集合 A 和 忆 ， 使 得 AEBE 且 ASB。 

下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 


a) {a} b){{a}} 

c){a, {a}} d){a, {a}, {a, {a}}} 

下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 

a)Y b) {2} 

(GB, {FG}} VD, {8}, {8, {2}}} 
找 出 下 列 各 集合 的 寡 集 。 


a) {a} b) {a, b} {GS, {BG}} 
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24. 
25, 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33., 


34. 


35. 


36. 


S71: 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 
45. 


46. 


47. 


48. 


* 49. 


:0 


如 果 A 和 B 是 两 个 集合 ， 且 有 相同 的 需 集 ， 能 和 否 得 出 结论 A= B? 
假设 a 和 2 是 不 同 的 元 素 ， 下 列 集合 各 有 多 少 个 元 素 ? 


和 记 ( 人 人 b) 刀 ({( 必 ，ay， {a}, {{a}}}) PP(G)) 

假设 和 2 是 不 同 的 元 素 ， 判 断 下 列 各 集合 是 否 为 某 集合 的 寡 集 。 

EV b) {BS, {a}} 

OG, {la}, {8, a}} VD{G, {a}s {0}, {a, 0}} 


证 明 P(A)SP(CB) 当 且 仅 当 ASB。 

证 明 如 果 ACC 并 且 BED, 则 AXBCCXD。 

邻 A={a, b,c，d}，B 二 {y，z}。 求 

a)AXB b)BXA 

令 A 为 一 所 大 学 的 数学 系 所 开设 课程 的 集合 ，B 为 该 大 学 所 有 数学 教授 的 集合 ， 笛 卡 儿 积 AX 吕 是 
什么 ?给 出 一 个 例子 说 明 这 个 笛 卡 儿 积 如 何 使 用 。 A 

笛 卡 儿 积 AXBXC 是 什么 , 其 中 A 是 所 有 航线 的 集合 ， 访 和 C 都 是 所 有 美国 城市 的 集合 ? 给 出 一 个 
例子 说 明 这 个 笛 卡 儿 积 如 何 使 用 。 

假定 AXB= 儿 ， 其 中 A 和 B 为 集合 。 你 能 得 出 什么 结论 ? 

令 A 为 集合 。 证明 XA=AX8B=8。 








令 A={a, b,c},， B={z， y}， C= 二 {0, 1}。 求 

a)AXBXC bJCXBxA 
CXAXB d)BXBXB 

求 A 如 果 

a)A={0，1，3} b)A={1, 2, a, 5b} 
求 A 如 果 

a)A= {a} b)A= {0, a} 


如 果 A 有 m 个 元 素 ，B 有 nn 个 元 素 ， 则 AXB 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 

如 果 A 有 m 个 元 素 ，B 有 nn 个 元 素 ,， C 有 个 元 素 ， 则 AXBXC 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 
如 果 A 有 wm 个 元 素 且 nn 是 一 个 正 整数 ， 则 A" 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 

证 明 AXB 关 BXA 除非 A=B， 其 中 A 和 B 均 为 非 空 集合 。 

试 解释 为 什么 AXBXC 和 (AXB)XC 不 同 。 

试 解释 为 什么 (AXB)X(CXD) 和 AX(BXC)XD 不 同 。 

证 明 或 反驳 : 如 果 A 和 B 是 集合 , 则 P(AXB)=P(A)XP(B)。 

证 明 或 反驳 : 如果 A、B 和 C 是 非 空 集合 , 且 AXB=AXC, 则 B=C。 

将 下 列 量化 表达 式 翻 译 成 汉语 句子 并 确定 其 真 值 。 


a)VZzER(Czz 尖 一 1) b) 汪 zEZ(Cz: 一 2) 
c)YVZzEZ(Czz 二 0) d) IXER(z:=7) 
将 下 列 量 化 表达 式 翻译 成 汉语 句子 并 确定 其 真 值 。 

a) IrER(z’ =—1> b) jzEZ(zt1Sz) 
VrEZ(r—1ED) d)VzEZ(CzzEZ) 
给 出 以 下 各 个 谓词 的 真 值 集 合 ， 这 里 域 是 整数 集合 。 

RCR 有 人 (和 和 22 这 c)RCz):， 2z 十 1 一 0 
给 出 以 下 各 个 谓词 的 真 值 集合 ， 这 里 域 是 整数 集合 。 

二 了 了 (2 到 之 | b)QCz) : z= OR(z): r=<r’ 


序 偶 所 定义 的 性 质 是 两 个 序 偶 相 等 当 且 仅 当 其 第 一 个 元 素 相等 且 第 二 个 元 素 相等 。 令 人 惊奇 的 是 ， 
我 们 可 以 用 集合 论 的 基本 概念 来 构造 序 偶 ， 从 而 取代 用 序 偶 作为 最 基本 的 概念 。 证 明 如 果 将 序 偶 (a， 
jb 定义 为 {{fa}，{a， 0)， 那 么 (ec， 纪 一 (c，9q) 当 且 仅 当 a=c 且 80 王 d。[ 提 示 : 首先 证 明 {{a}，{a， 
0 三 (人 tc {ce，d})}) 当 和 且 仅 当 a=c 且 6=4d。] 

这 里 介绍 罗素 悖 论 (Russel’s paradox)。 令 S 为 这 样 的 集合 ， 它 包含 集合 x 如 果 和 集合 xz 不 属于 它 自 己 ， 
即 S={(z | xgzr}。 

a) 证 明 从 S 是 它 自己 的 一 个 元 素 的 假设 能 推出 矛盾 。 


Links > 
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b) 证 明 从 S 不 是 它 自己 的 一 个 元 素 的 假设 能 推出 矛盾 。 
从 a) 和 b) 可 知 ，S 不 可 能 是 由 其 定义 所 描述 的 集合 。 这 一 悖 论 是 可 以 避免 的 ， 只 要 对 集合 可 以 拥有 
的 元 素 类 型 加 以 限制 即 可 。 

* 51. 给 出 一 个 能 列 出 一 个 有 限 集合 所 有 子 集 的 步骤 。 


2.2 集合 运算 

2 3 容 
ine》 两 个 或 多 个 集合 可 以 以 许多 不 同 的 方式 结合 在 一 起 。 例 如 ， 从 学 校 主 修 数学 的 学 生 集合 和 
主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集合 人 手 ， 可 以 构成 主 修 数学 或 计算 机 科学 的 学 生 集合 、 既 主 修 数学 又 
主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集合 、 所 有 不 主 修 数学 的 学 生 集合 等 。 


gi 







一 个 元 素 z 属 于 A 和 B 的 并 集 当 和 且 仅 当 xz 属于 A 或 x 属于 B。 这 说 明 
AUB=(zlzEAVzEB) 





图 1 所 示 的 文 氏 图 表示 两 个 集合 A 和 B 的 并 集 。 表 示 A 的 圆圈 内 或 表示 B 的 圆圈 内 的 阴 
影 区 域 表示 AUB。 

我 们 将 给 出 集合 并 集 的 例子 。 

集合 {1，3，5} 和 集合 {1，2，3) 的 并 集 是 集合 {1,，2，3，5}, 即 {1,，3, 5}U {1, 2， 
SH= {Ls ZS Bs 5 > | 

@ 四 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集合 与 主 修 数学 的 学 生 集合 的 并 集 就 是 或 主 修 数学 或 主 
修 计算 机 科学 或 同时 主 修 这 两 个 专业 的 学 生 的 集合 。 4 





一 个 元 素 zx 属于 集合 A 和 B 的 交集 当 且 仅 当 z 属于 A 而 且 z 属于 B。 这 说 明 
ANMB= (zl|lxz€EAAzEB) 
图 2 所 示 的 文 氏 图 表示 集合 A 和 B 的 交集 。 同 时 在 代表 A 和 B 的 两 个 圆 之 内 的 阴影 区 域 
表示 A 和 B 的 交集 。 





A U B 为 阴影 区 A n 8 为 阴影 区 
图 1 A 和 B 并 集 的 文 氏 图 图 2 A 和 B 交集 的 文 氏 图 
我 们 给 出 交集 的 几 个 例子 。 


集合 {1，3，5} 和 {1，2，3}) 的 交集 是 {1，3)}， 即 {1, 3, 5} 由 {1, 2, 3}={1, 3}。 <4 


学 校 所 有 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集合 与 所 有 主 修 数 学 的 学 生 集合 的 交集 是 所 有 既 主 
修 计算 机 科学 又 主 修 数学 的 学 生 的 集合 。 4 
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6 信 A={1, 3, 5, 7, 9}, 而 B={2, 4，6，8，10)。 因 为 A 站 B=, 所 以 A 和 B 
不 相交 。 ~ 4 

我 们 经 常 对 寻找 集合 的 并 集 的 基数 很 感 兴趣 。 注意 | A | 十 | B | 把 只 属于 A 或 只 属于 B 
的 元 素数 了 恰好 一 次 ， 而 对 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 素数 了 恰好 两 次 。 因 此 ， 如 果 从 | A | 十 
| B | 中 减 去 同时 属于 A 和 B 的 元 素 的 个 数 ， 则 AP B 中 的 元 素 也 就 只 数 了 一 次 。 于 是 

1AUBIT=1AI+|IBI-|ANBI| 

把 这 一 结果 推广 到 任意 多 个 集合 的 并 集 就 是 所 谓 的 包含 排斥 原理 或 简称 容 斥 原理 (principle of 
inclusion-exclusion) 。 容 斥 原理 是 枚 举 中 的 一 项 重要 技术 。 我 们 将 在 第 6 章 和 第 8 章 详细 讨论 这 
一 原理 和 其 他 的 计数 技术 。 


还 有 其 他 一 些 重要 的 组 合集 合 的 方式 。 








评注 集合 各 和 至 的 差 集 有 时 候 也 记 为 A \ B。 
一 个 元 素 z 属于 A 和 了 的 差 集 当 且 仅 当 zEA 且 z 人 了 B， 这 说 明 
A—B= {zx|x€EAAzxrE¢B) 
图 3 所 示 的 文 氏 图 表示 集合 A 和 B 的 差 集 。 在 表示 集合 A 的 圆圈 内 部 同时 在 表示 集合 了 的 圆 
圈 外 部 的 阴影 区 域 表 示 A 一 B。 


ed dt 

集合 {1，3，5} 和 {1，2，3} 的 差 集 是 {5},， 即 {1，3, 5} 一 {1,，2，3}= 。 这 不 同 
2，3} 和 {1，3，5} 的 差 集 {2 4 

et te ET 
学 但 不 主 修 数 学 的 学 生 集合 。 | 





且 指 定 了 全 集 U, ed lb 





评注 A 的 补 集 的 定义 取决 于 特定 的 全 集 U。 这 个 定义 对 A 的 任何 超 集 U 都 适用 。 如 果 
我 们 想 要 确定 全 集 品 ， 可 以 写成 “相对 于 全 集 口 的 A 的 补 集 。” 
一 个 元 素 z+ 属于 A 当 且 仅 当 x 4 A。 这 说 明 
A= {weEUV|z ¢ A} 
4 中 代表 集合 A 的 圆圈 外 面 的 阴影 区 域 表 示 A 。 





A-8 为 阴影 区 ”为 阴影 区 
图 3 A 和 B 的 差 集 的 文 氏 图 (阴影 图 4 集合 A 的 补 集 的 文 氏 图 (阴影 
部 分 是 A 一 B) 部 分 是 五 ) 
我 们 举 几 个 补 集 的 例子 。 


令 A= {a， ey 2 OO， u}( 其 中 全 集 为 英语 字母 表 中 字母 的 集合 )。 那么 及 三 仙 ， C， ds 


Extro 
ee 





Rs 8， h, 7， k, Ls my Ny Wy OY Fy SE Ts Wy Wy Es NY 之 } 本 
人 @ 国 令 4 为 大 于 10 的 正 整数 的 集合 (全 集 为 所 有 正 整 数 集合 ) 。 那 么 人 ={(1，2，3，4， 
Sub Te Be 0 0 4 


下 面 的 证 明 留 给 读者 (练习 21): 可 以 将 A 和 B 的 差 集 表示 成 A 和 B 的 补 集 的 交集 。 即 
A—B=ANB 


2. 2.2 集合 恒等式 

表 1 列 出 了 涉及 集合 并 、 交 、 补 的 最 重要 的 恒等式 。 我 们 将 用 三 种 不 同 的 方法 证 明 其 中 的 
几 个 恒等式 。 介 绍 这 些 方法 是 想 说 明 对 一 个 问题 的 求解 往往 有 不 同 的 途径 。 表 中 未 证 明 的 恒 等 
式 留 给 读者 练习 。 读 者 应 该 注意 这 些 集合 恒等式 和 1. 3 节 讨 论 的 逻辑 等 价 式 的 相似 之 处 (比较 
1.6 节 中 表 6 和 这 里 的 表 1)。 事 实 上 ， 这 里 给 出 的 集合 恒等式 可 以 直接 由 对 应 的 逻辑 等 价 式 证 
明 。 不仅 如 此 ， 这 两 者 都 是 布尔 代数 (在 第 12 章 讨 论 ) 中 的 恒等式 的 特例 。 








在 开始 讨论 证 明 集合 恒等式 的 不 同方 法 之 站 到 放生 对 下 
前 ， 我 们 简要 讨论 一 下 文 氏 图 的 作用 。 尽 管 这 二 记 玄 人 
样 的 图 示 能 够 帮助 我 们 理解 由 两 个 或 三 个 原子 “一 AUCA 
集合 (用 于 构造 这 些 集合 的 更 复杂 组 合 的 集合 ) AUg=A 和 
构造 而 成 的 集合 ， 但 涉及 四 个 或 更 多 原子 集合 ”AUU-U 
时 ， 它 们 提供 不 了 多 少 启示 。 四 个 或 更 多 集合 。 AN2g=g 到 于 
的 文 氏 图 相当 复杂 ， 因 为 需要 用 各 种 椭圆 而 不 AUA=A | 
是 圆圈 来 表示 集合 。 并 且 有 必要 保证 对 于 集合 4AM4=A 
的 每 种 可 能 的 组 合 都 能 用 非 空 的 区 域 来 表示 。 ” -4 补 律 
尽管 文 氏 图 能 提供 某 些 恒等式 的 非 正式 的 证 ”AUB=BUA RE 
明 ， 但 这 样 的 证 明 仍 须 用 我 们 将 要 讨论 的 三 种 ”AnB=BnA 
方法 之 一 来 给 出 形式 化 的 证 明 。 AU(CBUC)=(AUB)UC AS 











证 明 集合 相等 的 一 种 方法 是 证 明 每 一 个 是 “4ncanc=CAnB)nc 
另 一 个 的 书生 、 柯 机 一下 为 了 征用 一 个 全 个 是 ] 全 人 站 让 全 
另 一 个 集合 的 子 集 ， 可 以 通过 证 明 一 个 元 素 如 4nCUC 一 AnBUCAnO 
果 属 于 第 一 个 集合 ， 必 定 属于 第 二 个 集合 。 通 人 02 
常 我 们 用 直接 证 明 法 来 证 明 。 我 们 将 通过 证 明 ”一 人] 一 
第 一 德 摩根 律 来 说 明 这 一 方法 。 AN(AUB)=A 

















GED HANB=AUB. ~ AUAU ee 
解 我 们 通过 证 明 互 为 子 集 来 证 明 两 个 集 4nS= 马 
合 AT1B 和 AUB 相等 。 


首先 ,证 明 A 门 BCAUB。 这 个 只 需要 证 明 如 果 zz 在 A 门 B 中 ， 则 也 必然 在 AUB 中 。 现 在 假 
定 zxEA 站 巨 。 根 据 补 的 定义 ，z 代 A 站 B。 再 由 交集 的 定义 可 知 ， 命 题 -((zEA) A(zEB)) 为 真 。 

再 应 用 命题 逻辑 的 德 。 摩根 律 ， 可 得 a(xE€ A) 或 4-(zEB)。 根据 命题 否定 的 定义 ， 有 
XKA 或 TK B。 再 由 补 集 的 定义 ， 这 蕴含 着 EA 或 zxEB。 因 此 ， 由 并 集 的 定义 ， 可 得 
XE AUB。 从 而 得 证 A 站 BCAUB.。 

接 下 来 , 证 明 AUBCANB。 这 个 只 需要 证 明 如 果 xz 在 AUB 中， 则 也 必然 在 A 门 B 中 。 
现 假设 EAUB。 由 并 集 的 定义 ,我 们 知道 -EA 或 TE B。 用 补 的 定义 ,可 得 zf A 或 i&B。 
所 以 ， 命 题 ”(zEA)VDmCzEB) 为 真 。 

再 应 用 命题 逻辑 的 德 ，。 摩 根 律 ， 可 得 (CCzEA)A(CzEB)) 为 真 。 由 交集 的 定义 ， 可 得 
(rEANMB) 成 立 。 再 由 补 的 定义 ,可 以 得 出 x€E A 站 mB。 这 就 证 明了 AUBCANMB。 

由 于 已 经 证 明了 每 一 个 集合 是 另 一 个 的 子 集 ， 所 以 这 两 个 集合 相等 ， 恒 等 式 得 证 。 4 
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我 们 可 以 用 集合 构造 器 来 更 简洁 地 表达 例 10 中 的 推理 过 程 ， 如 例 11 所 示 。 
用 集合 构造 器 和 逮 辑 等 价 式 来 证 明 第 一 德 ， 摩根 律 A 门 =AUB.。 
解 通过 下 列 步骤 证 明 这 一 恒等式 。 





ANMB= {zx | x¢ ANMB} 补 集 的 定义 
={z|- (rE (ANMB)),} 不 属于 符号 的 含义 
=iz |- (ZE ANTEB)} 交集 的 定义 
={z|- (EA)V-I (rEB)} 逻辑 等 价 式 的 第 一 德 。 摩根 律 
= | iEAVEEDB 不 属于 符号 的 含义 
={rx| XEAVzrEB) 补 集 的 定义 
={zx| xEAUB} 并 集 的 定义 
=AUB 六 集合 构造 器 记号 的 含义 
注意 除了 用 到 补 集 、 并 集 、 集 合成 员 、 集 合 构造 器 记号 的 定义 外 ， 这 个 证 明 还 用 到 了 逻辑 
等 价 式 的 第 二 德 。 摩根 律 。 « 


当 通 过 证 明 恒 等 式 的 一 边 是 男 一 边 的 子 集 的 方式 来 证 明 涉 及 两 个 以 上 集合 的 恒等式 时 ， 需 
要 跟踪 一 些 不 同 的 情形 ， 如 证 明 集 合 分 配 律 的 例 12 所 示 。 

证 明 表 1 中 的 第 二 分 配 律 : 对 任意 集合 A、B 和 C, 证 明 AN(BUC)=(ANB)U 
(ANO)., 

解 ”我 们 将 通过 说 明 等 式 的 每 一 边 是 另 一 边 的 子 集 来 证 明 这 个 恒等式 。 

假定 zxzEAmCBUC)。 那 么 zEA 且 zEBUC。 由 并 集 的 定义 可 得 ，zEA,， 且 xzEB 或 
ZEC( 或 两 者 ) 。 换 句 话 ， 是 我 们 知道 复合 命题 CzEA)A(CzEB)V(CzEC)) 为 真 。 再 由 合 取 对 
析 取 的 分 配 律 ， 有 ((CzEA)ACzEB))V(CzEA)ACzEC))。 因 此 可 得 ， 或 者 zEA4 且 zEB， 
或 者 zxEA4A 且 zEC。 由 交集 的 定义 ， 可 知 zEAfmB 或 zxEA4APmCc。 使 用 并 集 的 定义 ， 可 得 出 
zE(4nB)U(CAnc)。 从 而 得 出 结论 AnCBUCSECAnB)IUCAmnC) 。 

现在 假定 zxE (A 门 B)U(ANMC)。 则 由 并 和 集 的 定义 ，zxEANB 或 TEANC。 由 交集 的 定义 
可 得 ，zEA 且 zEB， 或 者 zEA 且 zEC。 由 此 可 知 ，zEA,， 并 且 zEB 或 zEC。 因 此 ， 由 
并 集 的 定义 可 知 ，zEA 且 zEBUC。 再 由 交集 的 定义 ， 可 得 zEA4Anmn(CBUC)。 从 而 得 出 结论 
CanB)UCAncSEAn(CBUC) 。 这 就 完成 了 该 恒等式 的 证 明 。 4 

集合 恒等式 还 可 以 通过 成 员 表 来 证 明 。 我 们 考虑 一 个 元 素 可 能 属于 的 原子 集合 ( 即 用 来 生 
成 两 边 的 集合 的 原始 集合 ) 的 每 一 种 组 合 ， 并 验证 在 相同 集合 组 合 中 的 元 素 同 属于 恒等式 两 边 
的 集合 。 用 1 表示 元 素 属 于 一 个 集合 ， 用 0 表示 元 素 不 属于 一 个 集合 (读者 应 注意 到 成 员 表 和 
真 值 表 的 相似 之 处 ) 。 

用 成 员 表 证 明 An(CBUC)=(4AnB)UCAncC)。 

解 表 2 给 出 了 这 些 集合 组 合 的 成 员 表 。 这 个 表格 有 8 行 。 由 于 对 应 于 AN(BUCO) 和 
(A 门 B)UCANO) 的 两 列 相同 ， 所 以 恒等式 有 效 。 4 

已 经 证 明 过 的 集合 恒等式 可 以 用 来 证 明 其 他 的 集合 恒等式 。 考 虑 下 面 的 例 14。 


表 2 分 配 律 的 成 员 表 
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一 旦 证 明了 集合 的 恒等式 ,我 们 就 可 以 用 它们 来 证 明 其 他 的 集合 恒等式 。 特 别 是 ， 我 们 可 
以 应 用 一 连 串 的 恒等式 ， 每 个 步骤 一 个 ， 从 需要 证 明 的 恒等式 的 一 边 推导 出 另 一 边 ， 如 例 14 
所 示 。 


令 A、B、C 为 集合 。 证 明 
AU BNOD= (CUBNA 


解 ” 我 们 有 
AU(BNO =AN BNO) 由 第 一 德 。 摩 根 律 
=AN(BUO) 由 第 二 德 。 摩 根 律 
=(BUONA 由 交集 的 交换 律 
=(CUB)NA 由 并 集 的 交换 律 4 


我 们 将 证 明 集合 恒等式 的 三 种 方法 总 结 在 表 3 中 。 
表 3 证 明 集 合 恒等式 的 方法 







证 明 恒 等 式 的 每 一 边 是 另 一 边 的 子 集 


对 于 原子 集合 的 每 一 种 可 能 的 组 合 ， 证 明 恰 好 在 这 些 原子 集合 中 的 元 素 要 么 同时 属于 
两 边 ， 要 么 都 不 属于 两 边 


从 一 边 开 始 ， 通 过 应 用 一 系列 已 经 建立 了 的 恒等式 将 它 转换 成 另 一 边 的 形式 













应 用 已 知 的 恒等式 





2.2.3 扩展 的 并 集 和 交集 


由 于 集合 的 并 集 和 交集 满足 结合 律 ， 所 以 只 要 A、B、C 为 集合 , 则 AUBUC 和 ANBNMC 
均 有 定义 ， 即 这 样 的 记号 是 无 二 义 性 的 。 也 就 是 说 ， 我 们 不 需要 用 括号 来 指明 哪个 运算 在 前 ， 
因为 AUCBUC)=(AUB)UC 及 AmCBnCc=(CAnB)ImcC。 注意 AUBUC 包 含 那 些 至 少 属 
于 A、B、C 中 一 个 集合 的 元 素 ,， 而 AmnBmncC 包 含 那些 属于 A、B、C 全 部 3 个 集合 的 元 素 。3 
个 集合 A、B、C 的 这 两 种 组 合 如 图 5 所 示 。 





a) 阴影 部 分 是 4UBUC b) 阴影 部 分 是 An BN Cc 
图 5 集合 A、B、C 的 并 集 和 交集 


SA=07 by Ts 6 By Beto ly 2 3 dt C= BY 6 09 UBUGT 
ANBNC 是 什么 ? 
解 AUBUC 包 括 那 些 至 少 属于 A、B、C 之 一 的 元 素 。 所 以 
AUBUC= {0,1,2,3,4,6,8,9) 
集合 AnBmcC 包 括 那些 属于 全 部 3 个 集合 的 元 素 。 因 此 
ANBNC= (0) 4 


其 本 结构 ， 集合、 号 数 、 序 列 、 玉 和 与 夫 队 ”117 





我 们 还 可 以 考虑 任意 多 个 集合 的 并 集 和 交集 。 引 





下 面 的 定义 





我 们 用 下 列 记号 





表示 集合 A » A Rs 


我 们 用 下 列 记号 


We a A | ds 
表示 集合 Ai， A,,， | A 的 交集 。 我 们 用 例 16 说 明 扩 展 的 并 集 和 交集 。 
令 Ai={iy i 十 1, i 十 2，…)}， i 二 1，2，…。 那 么 ， 


UA = itt 1) 


nn 


和 和 = 门生 1 二 2) 一 (2 十 1 十 2 ) = A, 4 


i=1 


我 们 可 以 将 并 集 和 交集 的 记号 扩展 到 其 他 系列 的 集合 。 尤 其 可 以 使 用 记号 
4U4AU…UAU…=UA 
表示 集合 A ，A, ，…，A4,… 的 并 集 。 类 似 地 ， 这 些 集合 的 交集 可 以 表示 为 
人 人 
更 一 般 地 ， 当 I 是 一 个 集合 时 ， 可 以 用 记号 门 ierA， 和 UieIA， 分 别 用 于 表示 对 于 A I 的 集合 
A; 的 交集 和 并 集 。 注意 我 们 有 门 十 :AQ; 一 人 ( 工 | ViE I(xE€E A,)} 和 UjierA; 一 { 工 | 本 TICzEAi:))。 
假设 对 于 ?1 一 ]， 2 35 te 集合 A,={1， 2 和 砂 。 那么 ， 


U 4, = 人 
i 这 1 is 


门 4= {1,2,3,° ,72} = {1} 


要 想 知道 这 些 集 合 的 并 集 是 正 整 数 集 ， 注 意 每 一 个 正 整 数 至 少 属于 一 个 集合 ， 因 为 整数 
属于 A, 二 {1，2，…，n}， 并 且 集 合 中 的 每 一 个 元 素 都 是 正 整 数 。 要 想 知道 这 些 集合 的 交集 是 
{1}， 注 意 到 属于 所 有 和 集合 A ，A; ，… 的 元 素 只 有 1。 也 就 是 说 ，Al = 二 {1}， 而 且 对 于 i=1， 
2,，… 均 有 1E€ A;。 4 


2.2.4 集合 的 计算 机 表示 

计算 机 表示 集合 的 方式 有 多 种 。 一 种 办 法 是 把 集合 的 元 素 无 序 地 存储 起 来 。 可 是 如 果 这 样 
的 话 ， 在 进行 集合 的 并 集 、 交 集 或 差 集 等 运算 时 会 非常 费时 ， 因 为 这 些 运 算 将 需要 进行 大 量 的 
元 素 搜索 。 我 们 将 要 介绍 一 种 利用 全 集中 元 素 的 任何 一 种 顺序 来 存放 集合 元 素 的 方法 。 集 合 的 
这 种 表示 法 使 我 们 很 容易 计算 集合 的 各 种 组 合 。 

假定 全 集 UU 是 有 限 的 (而 且 大 小 合适 ,使 U 的 元 素 个 数 不 超 过 计算 机 能 使 用 的 内 存量 )。 
首先 为 U 的 元 素 任 意 规 定 一 个 顺序 ， 例 如 wm ，a ，…，qw,。 于 是 可 以 用 长 度 为 ”的 比特 串 来 表 
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示 U 的 子 集 A: 其 中 比特 串 中 第 i 位 是 1， 如 果 a; 属于 A; 是 0， 如 果 a 不 属于 A。 例 18 解释 
了 这 一 技巧 。 
令 U={1，2，3，4，5，6，7，8，9，10}， 而 且 U 的 元 素 以 升序 排序 ， 即 a,=i。 
表示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 、 所 有 偶数 的 子 集 和 不 超过 5 的 整数 的 子 集 的 比特 串 是 什么 ? 
解 ”表示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 {L1，3，5，7，9} 的 比特 串 ， 其 第 1、3、5、7、9 比特 为 1， 
其 他 比特 为 0。 即 
10 1010 1010 
(我 们 已 把 长 度 为 10 的 比特 串 分 成 长 度 为 4 的 片段 组 合 以 便 阅 读 。) 类 似 地 ，U 中 所 有 偶数 的 子 
集 ， 即 (2，4，6，8，10}， 可 由 比特 串 
01 0101 0101 
表示 。U 中 不 超过 5 的 所 有 整数 的 集合 {(1，2，3，4，5}， 可 由 比特 串 
11 1110 0000 
表示 。 4 
用 比特 串 表 示 集 合 便于 计算 集合 的 补 集 、 并 集 、 交 集 和 差 集 。 要 从 表示 集合 的 比特 串 计算 
它 的 补 集 的 比特 串 ， 只 需 简单 地 把 每 个 1 改 为 0， 每 个 0 改 为 1， 因为 zxEA 当 且 仅 当 x4 A。 
注意 当 把 每 比特 看 成 真 值 时 (用 1 表示 真 ，0 表示 假 )， 上 述 运算 对 应 于 取 每 比特 的 否定 。 
我 们 已 经 知道 集合 (1，3，5，7，9} 的 比特 串 ( 全 集 为 (1，2，3，4，5，6，7，8， 
9，10)) 是 
10 1010 1010 
它 的 补 集 的 比特 串 是 什么 ? 
解 用 0 取代 1, 用 1 取代 0， 即 可 得 到 此 集合 的 补 集 的 比特 串 
01 0101 0101 
这 对 应 于 集合 {2，4，6，8，10)。 4 
要 想得到 两 个 集合 的 并 集 和 交集 的 比特 串 ， 我 们 可 以 对 表示 这 两 个 集合 的 比特 串 按 位 做 布 
尔 运算 。 只 要 两 个 比特 串 的 第 i 位 有 一 个 是 1， 则 并 集 的 比特 串 的 第 i 位 是 1， 而 当 两 位 都 是 0 
时 为 0。 因 此 ， 并 集 的 比特 串 是 两 个 集合 比特 串 的 按 位 或 (bitwise OR) 。 当 两 个 比特 串 的 第 i 位 
均 为 1 时， 交集 比特 串 的 第 ;位 为 1， 否 则 为 0。 因 此 交集 的 比特 串 是 两 个 集合 比特 串 的 按 位 与 
(bitwise AND) 。 
集合 {1，2，3，4，5} 和 {1，3，5，7，9} 的 比特 串 分 别 是 11 1110 0000 和 10 1010 


1010。 用 比特 串 找 出 它们 的 并 集 和 交集 。 
解 ”这 两 个 集合 的 并 集 的 比特 串 是 、 
11 1110 0000 V 10 1010 1010=11 1110 1010 
它 对 应 集合 {1，2，3，4，5，7，9}。 这 两 个 集合 的 交集 的 比特 串 是 
11 1110 0000 A 10 1010 1010=10 1010 0000 
它 对 应 集合 {1,，'3，5}。 二 


2.2.5 多 重 集 

有 时 候 元 素 在 无 序 集合 中 出 现 的 次 数 是 有 意义 的 。 多 重 集 (multiset， 多 重 成 员 集 的 简称 ) 
就 是 一 个 元 素 的 无 序 集 ， 其 中 元 素 作 为 成 员 可 以 出 现 多 于 一 次 。 我 们 用 与 集合 相同 的 记号 来 表 
示 多 重 集 , 但 是 每 个 元 素 在 列表 中 的 个 数 即 作为 成 员 出 现 的 次 数 。( 回 想 一 下 ， 在 集合 中 , 一 
个 元 素 或 属于 集合 或 不 属于 集合 。 在 列表 中 列 出 多 次 并 不 影响 这 个 元 素 在 集合 中 的 成 员 关 系 。) 
因此 ， 由 {a，a，a， 5，5}) 表 示 的 多 重 集 是 一 个 包含 三 次 a 和 两 次 0 的 多 重 集 。 使 用 这 种 记号 
时 ， 必 须 清 楚 认 识 到 我 们 在 处 理 多 重 集 而 非 普 通 集 合 。 我 们 也 可 以 用 另 一 种 记号 来 避免 二 义 
性 。 记 号 {ma :al，m:，az，…，m,。a,;) 表 示 多 重 集 ， 其 中 元 素 w 出 现 了 和 次， 元 素 a 出 现 


和 
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了 ms 次， 以 此 类 推 。 这 里 ，m;， i 二 1，2，…, r 称 为 元 素 a;, i 二 1，2,，…, 7 的 重复 数 
(multiplicity) 。( 对 于 不 在 多 重 集中 的 元 素 ， 其 在 该 集合 中 的 重复 数 被 置 为 0,) 多 重 集 的 基数 是 
其 元 素 的 重复 数 的 总 和 。 多 重 集 一 词 由 Nicolaas Govert de Bruijn 在 20 世纪 70 年代 引 人 人, 但 此 
概念 可 以 追溯 到 12 世纪 印度 数学 家 Bhaskaracharya 的 著作 。 

设 P 和 Q 是 多 重 集 。 多 重 集 忆 和 Q 的 并 是 多 重 集 ， 其 中 元 素 的 重复 数 是 它 在 已 和 Q 中 重 
复数 的 最 大 值 。P 和 Q 的 交 是 多 重 集 ， 其 中 元 素 的 重复 数 是 它 在 P 和 Q 中 重复 数 的 最 小 值 。P 
和 Q 的 差 是 多 重 集 ， 其 中 元 素 的 重复 数 是 它 在 已 中 的 重复 数 减 去 在 Q 中 的 重复 数 ， 如 果 差 为 
负数 ， 重 复数 就 为 0。P 和 Q 的 和 是 多 重 集 ， 其 中 元 素 的 重复 数 是 它 在 已 和 Q 中 的 重复 数 之 
和 。 忆 和 Q 的 并 、 交 、 差 分 别 记 作 PUQ、PmQ 和 已 一 Q( 不 要 将 这 些 运算 与 集合 中 类 似 的 运 
算 相 混淆 ) 。P 和 Q 的 和 记 作 了 十 Q。 

假设 P 和 Q 分 别 是 多 重 集 {4。，a，1 .0，3…c) 和 (3 a，4 "6，2，d}。 试 求 PU 
@ PIO 二 和 PQs 

解 ” 我 们 有 

PU Q= {max(4,3) 。 a, max(l,4) «。b,max(3,0) 。c,max(0,2) »。d} 
= {4.6a,4.6,3.c,2。 d} 
PNQ= {min(4,3) .a,min(l,4) . b,min(3,0) » c,min(0,2) »。 d} 


= bd 0 .ud = (1 sD S| 
练习 
1. 令 A 为 住 在 离 学 校 一 英里 以 内 的 所 有 学 生 的 集合 ，B 是 走路 上 学 的 所 有 学 生 的 集合 。 描 述 下 列 各 集合 
中 的 学 生 : | . 
a)ANMB by)AUB 
c)A 一 卫 d)B—A 
2. 假定 A 是 学 校 二 年 级 学 生 的 集合 ，B 是 学 校 选修 离散 数学 课 的 学 生 集合 。 用 A 和 B 来 表示 下 列 各 个 
集合 。 


a) 学 校 选修 离散 数学 课 的 二 年 级 学 生 集 合 。 

b) 学 校 不 选修 上 离散 数学 课 的 二 年 级 学 生 集合 。 

c) 学 校 二 年 级 学 生 或 选修 离散 数学 课 的 学 生 的 集合 。 

d) 学 校 里 既 不 在 二 年 级 学 生 也 不 选修 离散 数学 课 的 学 生 的 集合 。 
3 何故 三 位 2 3; 4 5}; BB 三 {0 3 6 . 求 


a)AUB b)ANMB 
c)A 一 如 d) 忆 一 A 

4. 令 A={a, b, c,d, e}, B={a, b, c,d, ef，g，h}。 求 
a)AUB by)ANMB 
A—B d) 了 一 A 





Links 》 





婆 什 迦 罗 导师 (Bhaskaracharya，1114 一 1185) ” 婆 什 迦 罗 出 生 于 印度 卡 纳 塔 克 邦 
的 比 贾 布尔 区 (他 的 名 字 实 际 上 是 婆 什 迦 罗 ，Acharya 是 其 头衔 ， 意 思 是 导师 ， 加 在 
名 字 后 表示 敬意 )。 他 的 父亲 是 一 位 著名 的 学 者 和 占星 师 。 婆 什 迦 罗 是 邬 阅 衍 那 ( 当 
时 印度 的 数学 中 心 ) 的 天 文 台 台 长 。 他 被 认为 是 中 世纪 印度 最 伟大 的 数学 家 。 婆 什 迦 
罗 在 数学 的 许多 领域 都 有 重要 发 现 ， 包 括 几 何 学 、 平 面 和 球面 三 角 学 、 代 数学 、 数 
” 论 和 组 合 学 。 婆 什 迦 罗 描 述 了 微 积 分 的 原理 ， 并 将 其 应 用 于 天 文学 问题 ， 这 比 牛顿 
op mW， 和 莱 布 尼 兹 所 做 的 工作 要 早 500 多 年 。 在 数论 方面 ， 他 在 丢 番 图 方程 上 有 许多 发 现 ， 
Stock Photo 他 还 研究 了 方程 整数 解 ， 这 在 600 多 年 后 又 被 重新 发 现 。 他 最 重要 的 著作 是 《The 
Crown of Treatises》(Siddhanta Shiromani) ， 共 包含 四 个 主要 部 分 ， 涵盖 算术 、 代 数 、 行 星 和 球体 的 数学 。 
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在 练习 5~10 中 ， 假 定 A 是 某 个 全 集 UU 的 子 集 。 
5. 证 明 表 1 中 的 补 集 律 : =A。 
6. 证 明 表 1 中 的 恒 等 律 : 


WAUG=A b)ANU=A 
7. 证 明 表 1 中 的 支配 律 : 

a)AUU=U DANMNG=Y 
8. 证 明 表 1 中 的 军 等 律 : 

a)AUA=A BaaA=A 
9. 证 明 表 1 中 的 交换 律 ; 

a)AUA=U b)ANMNA= 2 
10. 证 明 : 

a)A 一 世 王 人 A b) 儿 一 A 王 他 
11. 令 A 和 B 为 两 个 集合 。 试 证 明 表 1 中 的 交换 律 : 

DAUB=BUA bbANB=BNA 


12. 证 明 表 1 中 的 第 一 个 吸收 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ,那么 AU (ANMB)=A 
13. 证 明 表 1 中 的 第 二 个 吸收 律 : 如 果 A 和 为 两 个 集合 ,那么 AN (AUB)=A 


14. 如 果 A 一 B={1, 5, 7,，8}, B 一 A={2，10)} 地 六 6, 9} ， 试 找 出 集合 A 和 

15. 通过 以 下 两 种 方式 证 明 表 1 中 的 第 一 个 德 ， 摩根 律 ， 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ， pe ANB 
a) 通 过 证 明 两 边 互 为 子 集 。 b) 使 用 成 员 表 。 

16. 令 A 和 B 为 集合 。 证 明 : 
(ANB)EA bAS(CAUB) 
cecA 一 BCA )ANMN(B—A)=% 


”©OAU(B-—A)=AUB 
17. 证 明 如 果 A 和 B 是 全 集 U 中 的 集合 ， 则 ACB 当 目 仅 当 A U B=U，。 
18. 给 定 全 集 U 中 的 集合 A 和 B， 试 画 出 下 面 每 个 集合 的 文 氏 图 。 





DA—>B={xEU|rEA>rEB) b)A<>*B=(zEUlzEAczEB) 
19. 如 果 A、B、C 为 集合 ， 试 用 下 面 的 方法 证 明 A 站 BC=AUEUC。 
a) 通 过 证 明 两 边 互 为 子 集 b) 使 用 成 员 表 
20. 令 A、B、C 为 集合 。 证 明 ， 
a)(AUB)SECAUBUC) bCAnBnCcSECAnB) 
CAB—CEA=C dA—OMNC—B)= 


©)(B—A)U(C—A)=(BUO)—A 
21. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 ， 则 


a)A—B=ANMB 、 b)(ANB)U(ANB)=A 
22. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 且 ACSCB， 则 
2)AUB=B “bbANMNB=A 


23. 证 明 表 1 中 的 第 一 结合 律 ， 如 果 A、B、C 为 集合 , 那么 AUCBUC)=(AUB) UC。 

24. we 如 果 A、B、C 为 集合 ,那么 AmnCBnc)=(AnB)mncC。 

25. 证 明 表 1 中 的 第 一 分 配 律 : 如 果 A、B、 C 为 集合 ， 那么 AU (BNO=(AUB)N(AUO). 

26. 令 A、B、C 为 集合 。 证明 (A 一 B) 一 C=(A 一 C) 一 (8 一 0)。 

7 dP 0 TP i 





a)ANBNC bJAUBUC 

oO(AUB NC d)CAnB)UC 
28. 画 出 集合 A、B、C 的 下 列 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 

a)ANC(BUC) byATl BG 


VA— BYU AO) UB—O) 
29. 画 出 以 下 集合 A、B、C、D 的 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 
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a)AN(B—O) b) (ANMNB)U(ANMO) 
ANB)UANO) 

30. 画 出 以 下 集合 A、B、C、D 的 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 
a)(ANB)U CND) bAUBUCUD 


oA—(BNCND) 
31. 如 果 集 合 A 与 B 具有 下 列 性 质 ， 你 能 就 A 和 B 说 些 什 么 ? 


a)AUB=A b)ANB=A 
A—B=A dANMNB=BNA 
©)A—B=B—A 
32. 如 果 集 合 A、B、C 满足 下 述 条 件 ， 你 能 断定 A 二 B 吗 ? 
a)AUC=BUC bANC=BNC 
~ 


AUC=BUC 并 且 ANC=BNC . 

33. 令 A 和 B 为 全 集 U 的 子 集 。 证明 ASB 当 且 仅 当 BSA。 

34. 设 A、B 和 C 是 集合 。 利 用 表 1 中 的 对 任意 集合 A 和 B 都 成 立 的 恒等式 A 一 B=Am 证明 (4A 一 B) 站 
(B 一 On(CA 一 C= 允 。 

35. 设 A、B 和 C 是 集合 。 利 用 表 1 中 的 恒等式 证 明 AUBnEBUCnAUC=AnEnC. 

36. 证 明 或 反驳 : 对 任意 集合 A、B 和 C， 有 


al)AX(BUC)=(AXB)U(CAXC) bAX(CBnCc=(AXxB)mCAXxC) 
37. 证 明 或 反驳 : 对 任意 集合 A、B 和 C， 有 
a)AX(B 一 CD)= 一 (AXB) 一 (AXC) b4Ax(CBUC=AX(CBUC) 


集合 A 和 B 的 对 称 差 ， 用 A 田 B 表示 ， 是 属于 人 和 AA 或 属于 B 但 不 同时 属于 A 与 B 的 元 素 组 成 的 集合 。 
38. 求 {1，3，5} 和 {1，2，3) 的 对 称 差 。 E 
39. 求 某 校 主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集合 与 主 修 数学 的 学 生 集合 的 对 称 差 。 

40. 画 出 集合 A 与 B 的 对 称 差 的 文 氏 图 。 

41. 证 明 A®BB= (AUB) 一 (ANB)。 

42. 证 明 A®BB= (A 一 B)U(B 一 A)。 

43. 证 明 如 果 A 是 全 集 U 的 子 集 ， 则 


a)ADA= 8% b)ADBLZ =A 
ABU=A d)ADA=U 

44. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 ， 则 : 
a)ADB= BOA b) (ABB)BB=A 


45. 如 果 AB= 二 A， 你 能 就 集合 A 和 B 说 些 什么 ? 

46. 判断 对 称 差 是 否 满足 结合 律 ， 即 如 果 A、B、C 为 集合 ， 是 否 有 A 名 (B 旬 C0) = 二 (AB)C 成 立 ? 
47. 假定 A、B、C 为 集合 ， 使 得 A 申 C=B 四 C。 是 否 必 定 有 A=B? 

48. 如 果 A、B、C、DD 为 集合 ，(A 旬 B) 四 (CBD)==(A@@0) 四 (BD) 是 否 成 立 ? 

49. 如 果 A、B、C、D 为 集合 ，(A 名 B) 四 (CBD)==(A@D) 四 (BC) 是 否 成 立 ? 

50. 证 明 如 果 A 和 B 是 有 限 集 ， 则 AUB 是 有 限 集 。 

51. 证 明 如 果 A 是 无 限 集 ， 则 只 要 B 是 一 个 集合 ，AUB 也 是 一 个 无 限 集 。 

52. 证 明 : 如 果 A、B、C 为 集合 ， 则 


[UBUG|I 二 | 下士 寺 1€C1=|1ANB3|I= A = | BI | BNcl 
(这 是 第 8 章 将 要 学 习 的 包含 排斥 原理 的 一 个 特例 。) 
3 7 
Ua bf 1 4， 
54. 令 A;={…， 一 2, 一 1，0，1，…, i}。 求 


Ua bf A， 
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S5- 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 
62, 
63. 


[A 


64. 


65. 


66. 
67., 


68. 


69. 
70. 


令 A; 为 所 有 长 度 不 超过 i 的 非 空 比特 串 ( 即 长 度 至 少 为 1) 的 集合 。 求 


Ua » {a 


试 求 UEA, 和 门人 入 1A;， 如 果 对 于 任意 正 整 数 i， 
a)A;={i, i+l1, i+2,…} 

b)A;={0, i 

©)A;= 二 (0, i)， 即 满足 0 二 zx<=<i 的 实数 工 的 集合 
d)A; 二 (i，oo)， 即 满足 x 之 i 的 实数 工 的 集合 


试 求 U1A; 和 门 呈 1A;， 如 果 对 于 任意 正 整 数 i 
A= le i i La ly 
bD)Ai={=i, i 


c)A;==[ 一 i, 让 ， 即 满足 一 i 过 x 过 i 的 实数 工 的 集合 

d)A; 二 [i，co)， 即 满足 zx 之 i 的 实数 z 的 集合 

假定 全 集 U=(1，2，3，4，5，6，7，8，9，10}。 用 比特 串 表 示 下 列 各 集合 ， 假 定 如 果 i 属于 该 集 
合 ， 则 其 比特 串 的 第 ;位 为 1， 否则 第 ;位 为 0。 

a){3, 4,5} WD {ly 3 B. To% 

3 9 


使 用 上 题 中 的 同一 个 全 集 ， 求 下 列 比 特 串 各 自 代 表 的 集合 。 

a)11 1100 1111 b)01 0111 1000 
c)10 0000 0001 

下 列 比特 串 各 代表 有 限 全 集 的 什么 子 集 ? 

a) 所 有 位 全 为 0 的 串 b) 所 有 位 全 为 1 的 串 


对 应 于 两 个 集合 之 差 的 比特 串 是 什么 ? 
对 应 于 两 个 集合 的 对 称 差 的 比特 串 是 什么 ? 


"A= b, cy dy Bs B={by ts ds Ey Ws ts Vy C= ey Wy OF Uy Wa yr Hs DS=d es 
h，i,，n，0o，t，u，ZX，y}。 试 阐述 怎样 用 比特 串 的 按 位 运算 求 下 列 集合 的 组 合 : 

a)AUB b)ANMB 

AUD)NBUO) dj)AUBUCUD 

怎样 用 比特 串 求 出 同一 全 集 U 的 ”个 子 集 的 并 集 和 交集 ? 

集合 A 的 后 继 是 集合 AU{A) 。 

求 下 列 集合 的 后 继 。 

Es b) 他 

{Gg)} d){G, {ZG}} 

一 个 含 nn 个 元 素 的 集合 的 后 继 有 几 个 元 素 人 入 

令 A 和 B 分 别 为 多 重 集 {3。a，2，b，,，1。c} 和 {2。a，3。，b，4。d})。 求 

a)AUB bYANMB cA—B 

d)B 一 A e)A 十 如 

假设 A 是 一 个 集合 ，cEA。 试 问 下 列 哪些 语句 是 真 的 ， 哪 些 是 假 的 ? 这 里 所 有 集合 都 是 普通 集合 而 
非 多 重 集 。 对 所 给 答案 进行 解释 。 

a a {ay 二 b)(a, a}Ut{a, a, a}= {a} 

{a, a}f|{a, a, a}={a, a} d){a, a}f|{a, a, a}= {a} 


e){la, a, a}—{a, a}={a} 

假定 所 有 集合 是 多 重 集 而 非 普通 集合 ， 试 重新 回答 练习 68。 

假定 A 是 多 重 集 ， 其 元 素 是 某 大 学 一 个 系 需要 的 计算 机 设备 的 类 型 ， 而 元 素 的 重 数 则 是 每 一 类 所 需 
设备 的 件数 ; B 是 同一 所 大 学 另 一 个 系 类 似 的 多 重 集 。 例 如 A 可 以 是 多 重 集 {(107。PC，44“。 路 由 
器 ，6. 服务 器 },， 而 B 可 以 是 {14。PC，6。 路 由 器 ，2，。 大 型 计算 机 }。 

2) 假定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 该 大 学 应 该 买 的 设备 ? 
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b) 假 定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 两 个 系 都 使 用 的 设备 ? 
c) 假 定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代 表 第 二 个 系 使 用 ， 但 第 一 个 系 不 使 用 的 设备 ? 
d) 假 定 两 个 系 不 共享 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 该 大 学 应 该 购买 的 设备 ? 
有 限 集 A 和 B 的 雅 卡尔 相似 度 (Jaccard similarity)J(A,，B) 二 |ANB|/|AUB|, 初始 值 为 (ZS， 8)=1。 
A 和 B 之 间 的 雅 卡尔 距离 (Jaccard distance)dj (A，B) 王 1 一 J(A，B) 。 
71. 针对 下 列 集合 对 , 试 求 J(A，B) 和 dy(A，B)。 
a)A={1, 3, 5}, B={2, 4,6} 
b)A={1, 2, 3, 4}, B={3, 4, 5, 6} 
A={1, Rr3s 4 5 645 B={1, 2, 8; 45 5» 6) 
d)A={1}, B={1, 2, 3, 4, 5, 6} " 
72. 当 A 和 B 为 有 限 集 时 ， 证明 a~d 中 的 每 个 命题 均 成 立 。 
a)J(A, A)=1 和 dj,(A, A)=0 2 
b)J(A, B)=J(B, A) 和 dj;(A, B)=4d),(B, A) 
OJ(A，B)==1 和 4dj(A，B)= 二 0 当 且 仅 当 A=B 
d)0 委 J(A，B) 委 1 和 0<<4dj,(A,， B)<1 
xxe) 试 证 明 如 果 A、B 和 C 是 集合 ， 则 di (A，C0C) 达 dj (A，B) 十 dj (B，C)( 这 个 不 等 式 就 是 著名 的 三 角 
形 不 等 式 ， 连 同上 述 的 a、b、c， 蕴 含 着 dj 是 一 个 度量 值 ) 。 
人 工 智能 中 使 用 模糊 集合 。 全 集 U 中 每 个 元 素 在 模糊 集合 S 中 都 有 个 隶属 度 ， 即 0 和 1 之 间 ( 包 括 0 和 1) unxs》 
的 实数 。 模 糊 集合 S 的 表示 法 是 列 出 元 素 及 其 隶属 度 (隶属 度 为 0 的 元 素 不 列 )。 例 如 ， 用 {0.6 Alice，0.9 
Brian，0. 4 Fred，0. 1 Oscar，0. 5 Rita) 表 示 名 人 集合 下， 说明 Alice 在 正中 的 隶属 度 为 0.6，Brian 在 下 
中 的 隶属 度 为 0.9，Fred 在 正中 的 隶属 度 为 0.4，Oscar 在 下 中 的 隶属 度 为 0.1， 而 Rita 在 正中 的 隶属 度 
为 0.5( 因 此 这 些 人 里 Brian 最 出 名 而 Oscar 最 不 出 名 )。 再 假定 尺 是 富 人 集合 ， 尺 = 王 {(0.4 Alice，0. 8 
Brian，0, 2 Fred，0. 9 Oscar，0.7 Rita) 。 
73. 模糊 集合 S 的 补 集 是 集合 5， 元 素 在 S 中 的 隶属 度 等 于 1 减 去 该 元 素 在 S 中 的 隶属 度 。 求 下 (不 出 名 
者 的 模糊 集合 ) 和 R( 不 富裕 者 的 模糊 集合 )。 
74. 模糊 集合 S 和 了 的 并 集 是 模糊 集合 SUT， 其 中 每 个 元 素 的 隶属 度 是 该 元 素 在 S 和 T 中 成 员 度 的 最 
大 值 。 求 名 人 或 富 人 的 模糊 集合 FUR。 
75. 模糊 集合 S 和 T 的 交集 是 模糊 集合 SN 站 TT， 其 中 每 个 元 素 的 隶属 度 是 该 元 素 在 S 和 了 中 的 成 员 度 的 
最 小 值 。 求 既 出 名 又 富裕 者 的 模糊 集合 FNR。 


2.3 函数 


2.3.1 引言 

在 许多 情况 下 我 们 都 会 为 一 个 集合 的 每 个 元 素 指派 另 一 个 集合 (可 以 就 是 第 一 个 集合 ) 中 的 
一 个 特定 元 素 。 例 如 ， 假 定 对 离散 数学 课 的 每 个 学 生 指 派 一 个 从 {A，B，C，D，F} 中 字母 作 
为 他 的 得 分 。 再 假定 Adams 的 得 分 是 A，Chou 的 得 分 是 C，Goodfriend 的 得 分 是 B， 
Rodriguez 的 得 分 是 A， 而 Stevens 的 得 分 是 下 。 这 一 得 分 指派 如 图 1 所 示 。 

这 种 指派 就 是 函数 的 一 个 例子 。 在 数学 和 计算 机 科学 中 函数 的 概念 特别 重要 。 例 如 在 离散 
数学 中 函数 用 于 定义 像 序列 和 字符 串 这 样 的 离散 结构 。 函 数 还 可 用 于 表示 计算 机 需要 多 少时 间 
来 求解 给 定 规模 的 问题 。 许 多 计算 机 程序 和 子 程 序 被 设计 用 来 计算 函数 值 。 弟 归 函 数 是 基于 自 
身 来 定义 的 函数 ， 在 计算 机 科学 中 应 用 广泛 ， 我们 会 在 第 5 章 讨 论 。 这 一 节 只 是 回顾 一 下 离散 
数学 中 会 用 到 的 有 关 函 数 的 基本 概念 












eg 


评注 “函数 有 时 也 称 为 映射 (mapping) 或 者 变换 (transformation ) 。 
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有 许多 描述 函数 的 方式 。 有 时 候 明确 说 明 指派 关系 (如 图 1 所 示 )。 通 常 我 们 会 给 出 一 个 公 
式 来 定义 函数 ， 如 f(z) 一 zx 十 1。 有 时 候 也 用 计算 机 程序 来 描述 函数 。 

函数 /: A->B 也 能 由 从 A 到 B 的 关系 来 定义 。 回顾 2.1 节 A 到 B 的 关系 就 是 集合 AXB 
的 子 集 。 对 于 A 到 BB 的 关系 ， 如 果 对 每 一 个 元 素 a€ A 都 有 且 仅 有 一 个 序 偶 (a，5)， 则 它 就 定 
义 了 A 到 B 的 一 个 函数 /。 这 个 函数 通过 指派 f(a) =5 来 定义 ， 其 中 (a, 5b) 是 关系 中 唯一 以 a 
为 第 一 个 元 素 的 序 偶 。 

定义 2 如果 











值 域 (range) 或 像 是 
射 (map) 到 B。 








图 2 表示 A 到 B 的 函数 。 
Adams 是 eA 
Chou @ eB 了 
Goodfriend @ ec 
Rodriguez @ eD a 
Stevens @ er f 
图 1 离散 数学 课程 成 绩 的 指派 图 2 函数 了 把 A 映射 到 B 


评注 ”注意 从 A 到 B 的 函数 的 陪 域 是 这 类 函数 所 有 可 能 的 值 的 集合 ( 即 B 的 所 有 元 素 )， 
而 值 域 则 是 对 所 有 aE€A 的 f(a) 值 的 集合 ， 并 且 总 是 陪 域 的 子 集 。 亦 即 ， 陪 域 是 函数 的 可 能 值 
的 集合 ， 而 值 域 是 所 有 那些 能 作为 定义 域 中 至 少 一 个 元 素 的 f 函数 值 的 陪 域 中 元 素 的 集合 。 

定义 函数 的 时 候 ， 我 们 需要 指定 它 的 定义 域 、 陪 域 、 定 义 域 中 元 素 到 陪 域 的 映射 。 当 两 个 
函数 有 相同 的 定义 域 、 陪 域 ， 定 义 域 中 的 每 个 元 素 映射 到 陪 域 中 相同 的 元 素 时 ， 这 两 个 函数 是 
相等 的 。 注 意 ， 如 果 改 变 函 数 的 定义 域 或 陪 域 ,那么 将 得 到 一 个 不 同 的 函数 。 如 果 改 变 元 素 的 
映射 关系 ， 也 会 得 到 一 个 不 同 的 函数 。 

例 1 一 5 提供 了 函数 的 例子 。 在 每 个 例子 中 ， 我们 都 描述 了 定义 域 、 陪 域 、 值 域 和 定义 域 
中 元 素 的 赋值 。 

引用 本 节 开 头 的 例子 中 给 学 生 打 分 的 函数 ， 描 述 其 定义 域 、 陪 域 、 值 域 。 

解 令 G 为 函数 ， 表示 在 离散 数学 课 上 一 个 学 生 的 得 分 。 例 如 G(Adams) 二 A。 则 G 的 定 
义 域 是 集合 (Adams，Chou，Goodfriend，Rodriguez，Stevens}， 陪 域 是 集合 {(A，B，C，D， 
下 } 。G 的 值 域 是 {(A，B，C，F}， 因 为 除了 DD 以 外 每 个 分 数值 被 指派 给 某 个 学 生 。 4 

令 RR 为 包含 序 偶 (Abdul, 22),， (Brenda, 24), (Carla, 21), (Desire, 22), (Eddie, 
24) 和 (Felicia，22) 的 一 个 关系 。 这 里 每 一 对 包括 学 生 及 其 年 岭 。 那 么 ,该 关系 R 确定 的 函数 
是 什么 ? 

解 ” 如 果 是 由 这 个 关系 定义 的 函数 ， 则 fCAbdul) 二 22，f(Brenda) = 二 24，f(Carla) 二 21， 
f(Desire)= 二 22，f(Eddie) 二 24，f(Felicia) 二 22。( 这 里 f(x) 是 xz 的 年 岭 ， 其 中 工 是 学 生 ,) 定 义 域 
为 集合 {Abdul，Brenda，Carla，Desire，Eddie，Felicia} 。 还 需要 指定 一 个 陪 域 , 包含 学 生 所 有 可 
能 的 年 龄 。 因 为 所 有 学 生 的 年 龄 很 可 能 小 于 100 岁 ， 我们 可 以 取 小 于 100 的 正 整 数 作为 陪 域 。 
(注意 ,我 们 也 可 以 选择 不 同 的 陪 域 ， 如 所 有 正 整 数 的 集合 或 者 10 一 90 的 正 整数 的 集合 ， 但 是 这 
会 改变 函数 。 采 用 这 个 陪 域 使 得 我 们 以 后 可 以 通过 增加 更 多 学 生 的 名 字 和 年 龄 来 扩展 函数 。) 这 
里 定义 的 函数 的 值 域 是 这 些 学 生 的 不 同年 龄 的 集合 ， 即 集合 {21，22，24})。 4 

@ 图 令 /为 函数 ， 给 长 度 大 于 或 等 于 2 的 比特 串 指派 其 最 后 两 位 。 例 如 ，(11010) 一 10。 
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那么 ， 了 的 定义 域 就 是 所 有 长 度 大 于 或 等 于 2 的 比特 串 的 集合 ， 而 陪 域 和 值 域 都 是 集合 {00， 
Ol; i103 11 由 4 
令 函 数 /: Z>Z 给 每 个 整数 指派 其 平方 。 于 是 f(x) 二 x*， 这 里 f 的 定义 域 是 所 有 整 
数 的 集合 ，f 的 陪 域 是 所 有 整数 的 集合 ，f 的 值 域 是 所 有 那些 完全 平方 数 的 整数 集合 ， 即 {0， 
1s 459 wry | 4 
全 四 函数 的 定义 域 和 陪 域 往往 用 程序 语言 描述 的 。 例 如 Java 语句 
int floorCfloat real){……} 
和 C 十 十 函数 语句 
int floor(float x){…》 
说 的 都 是 floor 函数 的 定义 域 是 (由 浮 点 数 表 示 的 ) 实 数 集合 ， 而 它 的 陪 域 是 整数 集合 。 4 
一 个 函数 称 为 是 实 值 函 数 如 果 其 陪 域 是 实数 集合 ， 称 为 整数 值 函 数 如 果 其 陪 域 是 整数 集 
具有 相同 定义 域 的 两 个 实 值 函数 或 两 个 整数 值 函 数 可 以 相 加 和 相 乘 。 


2 
日 








注意 ， 记 十 户 和 ff; 的 定义 是 利用 f, 和 f, 在 xz 的 值 来 计算 它们 在 zx 的 值 。 
令 有 和 f 是 从 R 到 R 的 函数 ,使 得 fi(z)==x? 且 fu(z)==x 一 xz。 函数 用 十 f。 和 
万 访 是 什么 


解 从 函数 的 和 与 积 的 定义 可 知 
(fr) = fa f(s) 二 区 十 (一 并 二 元 








CFA 4 
当 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 时 ， 可 以 定义 A 的 子 集 的 像 。 


人 








评注 用 JS) 表 示 集 合 S 在 函数 三 下 的 像 可 能 会 有 潜在 的 二 义 性 。 这 里 ，jF(CS) 表 示 一 个 
集合 ， 而 不 是 函数 了 在 集合 S 处 的 值 。 

@ $A={a, b,c, d, oj 而 B=(1，2，3，4)， 且 fla) =2, f(60)=1, fle)=4, 
f(qd)==1 及 f(e)==1。 子 集 S 二 {6，c，d} 的 像 是 集合 f(S)=={1，4)。 4 


2.3.2 一 对 一 函数 和 了 映 上 函数 


有 些 函 数 不 会 把 同样 的 值 赋 给 定义 域 中 两 个 不 同 元 素 。 这 种 函数 称 为 


一 对 一 的 。 








注意 ， 函 数 f 是 一 对 一 的 当 且 仅 当 只 要 a 关 6b 就 有 f(a) 关 f(b)。 这 种 表达 f 为 一 对 一 函数 
的 方式 是 通过 对 定义 中 的 蕴含 式 取道 否 命 题 而 来 的 。 
评注 ”我们 可 以 用 量词 来 表达 /是 一 对 一 的 ， 如 VaVb(f(a) 二 (6) 一 a 二 0) 或 等 价 地 Ya 





Vp(Ca 天 0 一 Fa) 天 FGb))， 其 中 论 域 是 函数 的 定义 域 。 
sse65ment 罗 我 们 通过 一 对 一 的 函数 和 不 是 一 对 一 的 函数 示例 来 说 明 这 Q @ @ 1 


个 概念 。 


empio》 G3 判断 从 {a, 5，c，d} 到 {1，2，3，4，5}) 的 函数 是 


香 为 一 对 一 的 ， 这 里 汽 丙 二 下 (本 5，f(0)=1 而 fa)=3。 <" 
解 了 是 一 对 一 的 ， 因 为 了 在 它 定义 域 的 四 个 元 素 上 取 不 de @4 
同 的 值 。 如 图 3 所 示 。 q 5 
@@ 国 判断 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 /(z) 二 x* 是 否 为 图 3 一 个 一 对 一 函数 
一 对 一 的 。 
解 ”函数 f(z)==x? 不 是 一 对 一 的 ， 因 为 f(1)= 二 f( 一 1)==1, 但 1 关 一 1。 本 


评注 ”函数 f(x) 二 x 在 定义 域 Z 上 是 一 对 一 的 (参见 例 12 的 解释 ) 。 这 个 函数 和 例 9 
函数 不 同 ， 因 为 其 定义 域 不 同 。 

判断 实数 集合 到 它 自 身 的 函数 jz) 一 z 十 1 是 否 为 一 对 一 函数 。 

解 ” 假 设 实数 xz 和 y 使 得 f(x) 二 f(y)， 于 是 有 xz 十 1 二 y 十 1。 这 意味 着 z= 二 y。 故 ，f(z)= 
Zz 十 1 是 R 到 R 的 一 对 一 函数 。 4 

假设 从 一 组 只 能 有 单个 工人 完成 的 工作 集合 中 为 一 组 雇员 中 的 每 个 工人 指派 一 
作 。 这 种 情况 下 ， 为 每 个 工人 指派 一 项 工作 的 函数 就 是 一 对 一 的 。 要 了 解 这 一 点 ， 注 意 如 果 > 
和 yy 是 两 个 不 同 的 工人 ， 则 f(z) 关 f(y)， 因 为 两 个 工人 zx 和 yy 必须 被 指派 不 同 的 工作 。 4 
现在 我 们 来 给 出 一 些 条 件 保 证 函数 为 一 对 一 的 。 











评注 一 个 函数 是 递增 的 ， A 是 严格 递增 的 ， 如 果 Vz 
Vy(Xz 二 yf(X) 二 f(y)); 是 递减 的 ， 如 果 VYVXVy(X 二 y 习 f(x) 宇 f(y)); 是 严格 递减 的 如 果 
VZzVYyCz<y(z) 二 (Gy))。 这 里 论 域 均 为 函数 了 的 定义 域 。 

从 R+ 到 了 R+ 的 函数 f(x) 二 xz? 是 严格 递增 的 。 要 了 解 这 点 ,假设 x 和 y 是 正 实数 且 serpres 
Zz<y。 不 等 式 两 边 乘 上 zx， 得 zx: 二 xy。 同 样 ， 两 边 乘 上 y, 得 xy 二 y 。 于 是 ，f(zx) 二 zx 过 
Zy<y 二 f(y)。 可 是 ， 从 R 到 非 负 实数 集 的 函数 f(x) 二 x 不 是 严格 递增 的 ， 因 为 一 1 和 0， 但 
是 f( 一 1)==( 一 1)*==1 不 小 于 f(0)==0? = 二 0。 本 

从 上 述 定 义 可 知 ( 参 见 练习 26 和 27) 严 格 递增 的 或 者 严格 递减 的 函数 必定 是 一 对 一 的 。 但 
是 ,一 个 函数 如 果 不 是 严格 意义 上 的 递增 或 递减 、 就 不 是 一 对 一 的 了 。 

有 些 函 数 的 值 域 和 陪 域 相等 。 即 陪 域 中 的 每 个 成 员 都 是 定义 域 中 某 个 元 素 的 像 。 具 有 这 一 
ja 





评注 画 教 是 映 上 的 如 果 Y yzx(f(z) 一 y)， pp 虞 的 论 城 
是 函数 的 陪 域 。 
我 们 现在 举 几 个 映 上 函数 和 非 映 上 函数 的 例子 。 
Eee 令 f 为 从 {a,，65，c，d} 到 {1，2，3) 的 函数 ， 其 定义 为 f(a) 二 3，f(b8) 二 2,，f()=1 
及 f(d) 二 3。f 是 映 上 函数 吗 ? 
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解 ” 由 于 陪 域 中 所 有 3 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 素 的 像 ， 所 以 f 是 映 上 的 。 如 图 4 所 示 。 

注意 ， 如 果 陪 域 是 {1，2，3，4}) 的 话 ， 了 就 不 是 映 上 的 了 。 4 ve 

从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(z) = 三 zx? 是 映 上 的 吗 ? 

解 ” 函 数 f 不 是 映 上 的 ， 因 为 没有 整数 xz 使 xz? 二 一 1。 4 

从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(x) = 二 zx 十 1 是 映 上 的 吗 ? 

解 这 个 函数 是 映 上 的 ， 因 为 对 每 个 整数 y 都 有 一 个 整数 z 使 得 4。 
f(z) 二 y。 要 了 解 这 一 点 ， 只 要 注意 f(zx) 二 yy 当 且 仅 当 z 十 1 一 y， 而 这 图 4 一 个 映 上 函数 
又 当 且 仅 当 zx==y 一 1。( 注 意 y 一 1 也 是 一 个 整数 ， 因 而 也 在 f 的 定义 
域 中 。) 4 

考虑 例 11 中 将 工作 指派 给 工人 的 函数 。 函数 /是 映 上 的 ， 如 果 对 于 每 项 工作 都 有 
一 名 工人 被 指派 这 项 工作 。 函 数 f 不 是 映 上 的 ， 当 至 少 有 一 sk 本 
人 通 数 f 是 二 一 对 应 Cone-to-one correspondence) 或 双 射 (bi ection) 画 数 ， 如 果 它 
环 是 一 圭一 的 区 是 关上 的。 这 样 的 函数 称 为 是 双 射 的 (bijective) 。 . . 

7 和 例 18 阐述 术 双 射 函 数 的 概念 。 

令 7 为 从 (fa，5，c， 才 到 {1，2，3，4)} 的 函数 ， 其 定义 为 Fo) 一 4，FCO) 一 2， 帮 ce) 一 
1 及 f(d) 二 3。f 是 双 射 函数 吗 ? 

解 ” 函数 f 是 一 对 一 的 和 映 上 的 。 它 是 一 对 一 的 ， 因 为 定义 域 中 没有 两 个 值 被 指派 相同 的 
函数 值 ; 它 是 映 上 的 ， 因 为 陪 域 中 所 有 4 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 素 的 像 。 于 是 ，f 是 双 射 
函数 。 4 

图 5 给 出 了 4 个 函数 ， 其 中 第 一 个 是 一 对 一 的 ， 但 不 是 映 上 的 ; 第 二 个 是 映 上 的 ， 但 不 是 
一 对 一 的 ; 第 三 个 既是 一 对 一 的 ， 也 是 映 上 的 ; 第 四 个 既 不 是 一 对 一 的 ， 也 不 是 映 上 的 。 图 5 
中 的 第 五 个 对 应 关系 不 是 函数 ， 因 为 它 给 一 个 元 素 指派 了 两 个 不 同 的 元 素 。 
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@4 de de @4 de ®©4 图 4 
a) 一 对 一 ， 非 映 上 b) 映 上 ， 非 一 对 一 @ 一 对 一 ， 英 上 d) 既 非 一 对 一 ， 也 非 映 上 e) 不 是 函数 


图 5 不 同类 型 的 对 应 关系 的 例子 
假定 f 是 从 集合 A 到 自身 的 函数 。 如 果 A 是 有 限 的 ， 那么 f 是 一 对 一 的 当 且 仅 当 它 是 映 
上 的 。( 可 由 练习 74 的 结论 推出 。) 当 A 为 无 限 的 时 ， 这 一 结论 不 一 定 成 立 ( 将 在 2.5 节 中 予以 
证 明 )。 
令 A 为 集合 。A 上 的 恒 等 函 数 是 函数 .。: A 一 A， 其 中 对 所 有 的 zxEA 


a(xz)=z 
换言之 ， 便 等 函数 . 是 这 样 的 函数 ， 它 给 每 个 元 素 指派 到 自身 。 也 数 。 是 一 对 一 的 和 上 映 上 的 ， 
所 以 它 是 双 射 函数 。( 注 意 .是 一 个 希腊 字母 ， 读 作 iota。) a 


为 方便 今后 的 引用 ， 我 们 这 里 总 结 一 下 为 了 建立 一 个 函数 是 否 为 一 对 一 的 和 映 上 的 需要 证 
明 些 什么 。 参 照 这 个 总 结 回顾 例 8 一 18 是 很 有 月 发 的 。 





射 的 证 明 对 于 任意 7 


要 证 明 /不 是 单 射 的 :找到 特定 的 eh 








2.3.3 反 函 数 和 遂 数 合成 


现在 考虑 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 f。 由 于 f 是 映 上 孔 数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 是 A 
中 某 元 素 的 像 。 又 由 于 f 还 是 一 对 一 的 函数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 唯一 一 个 元 素 的 像 。 
于 是 ， 我 们 可 以 定义 一 个 从 B 到 A 的 新 函数 ， 把 了 给 出 的 对 应 关系 颠倒 过 来 。 这 就 导致 了 定 
义 9 








评注 切 勿 将 函数 三 :与 1/ 了 混 消 ， 后 者 表示 定义 域 中 每 个 元 素 工 对 应 函数 值 为 1/ 7(Cz) 的 
一 个 函数 。 注 意 仅 当 f(x) 为 非 0 实数 时 后 者 才 有 意义 。 
图 6 解释 了 反 函 数 的 概念 。 


如 果 函 数 了 不 是 一 一 对 应 的 ， 就 无 法 
定义 反 函 数 。 如 果 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 那 
么 它 或 者 不 是 一 对 一 的 ， 或 者 不 是 映 上 


的 。 如 果 f 不 是 一 对 一 的 ， 则 陪 域 中 的 某 


f(b) 


元 素 6 是 定义 域 中 多 个 元 素 的 像 。 如 果 / -一 人 
不 是 映 上 的 ， 那么 对 于 障 域 中 某 个 元 素 2 
6， 定义 域 中 不 存在 元 素 a 使 /(4) 一 0。 了 


因此 ， 如 果 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 就 不 能 为 
陪 域 中 每 个 元 素 5 都 指派 定义 域 中 唯一 的 
元 素 a 使 / (a) 二 5b( 因 为 对 某 个 5 或 者 有 和 多 个 这 样 的 a， 或 者 没有 这 样 的 a)。 

一 一 对 应 关系 被 称 为 可 逆 的 (invertible)， 因 为 可 以 定义 这 个 函数 的 反 函 数 。 如 果 函 数 不 是 
一 一 对 应 关系 ， 就 说 它 是 不 可 逆 的 (not invertible)， 因 为 这 样 的 函数 不 存在 反 函 数 。 

令 了 为 从 {a， 5，c}) 到 {1，2，3} 的 函数 ，f(a) 二 2，f(6) 二 3 及 f(c) 二 1。f 了 可逆 吗 ? 
如 果 可 逆 ， 其 反 函 数 是 什么 ? 

解 f 是 可 道 的 ， 因 为 它 是 一 个 一 一 对 应 关系 。 反 函数 "颠倒 f 给 出 的 对 应 关系 ， 所 以 
fF'(1)=ec, fF '(2)=a 而 f 1(3)=D. 4 

权力 令 f:Z>Z, 使 得 f(x) 二 x 坏 。f 可 逆 吗 ? 如 果 可 道 ， 其 反 函 数 是 什么 ? 

解 了 可 逆 ， 因 为 由 例 10 和 例 15 已 证 明 它 是 一 一 对 应 关系 。 要 颠倒 对 应 关系 ， 设 > 是 
的 像 ， 则 y= 二 x 十 1。 从 而 x==y 一 1。 这 意味 着 y 一 1 是 在 三 之 下 赋予 > 的 Z 的 唯一 元 素 。 因 
此 ， (=y 一 1。 4 

令 f 是 从 R 到 RR 的 函数 ，f(x) 一 x*。/ 可 道 吗 ? 

解 ” 由 于 f( 一 2) 二 f(2) 一 4， 所 以 f 不 是 一 对 一 的 。 要 想 定义 反 函 数 ， 就 得 为 4 指派 两 个 
元 素 。 因 此 f 是 不 可 道 的 。( 注 意 我 们 也 可 以 证 明 因 为 它 不 是 映 上 的 ， 所 以 f 不 是 可 道 的 ,) 起 

有 时 候 ， 可 以 通过 限制 函数 的 定义 域 或 者 陪 域 或 者 两 者 ， 来 获得 一 个 可 逆 的 函数 ， 如 
例 22 所 示 。 

证 明 如 果 我 们 将 例 21 中 的 函数 f(z) 二 x 限定 为 从 所 有 非 负 实数 集合 到 所 有 非 负 实 
数 集合 的 函数 ， 那 么 f 就 是 可 道 的 。 

解 ” 从 非 负 实数 集合 到 非 负 实数 集合 的 函数 f(x) 二 x 是 一 对 一 的 。 要 想 了 解 这 点 ， 注 意 


图 6 函数 广 ' 是 函数 f 的 反 函 数 
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如 果 f(z)= 二 f(y)， 那 么 z= 六 。 所 以 工 一 党 二 (zx 十 y) (zx 一 y)= 二 0。 这 意味 着 xz 十 y= 二 0 或 者 工 一 
y 王 0， 故 二 y 或 者 x 二 一 y。 因 为 xz 和 y 都 是 非 负 的 ， 那 必然 有 z 一 >。 因 此， 这 个 函数 是 一 对 
一 的 。 再 者 ， 当 陪 域 是 所 有 非 负 实 数 集合 时 ，f(zx) = 二 x 是 映 上 的 ， 因 为 每 一 个 非 负 实数 有 一 
个 平方 根 。 即 如 果 > 是 非 负 实 数 ， 则 存在 一 个 非 负 实数 xz 使 得 z=Vy ， 也 就 是 x? 二 y。 因 为 从 
非 负 实数 集合 到 非 负 实数 集合 的 函数 f(x) 二 zx? 是 一 对 一 的 和 映 上 的 ， 所 以 它 是 可 逆 的 。 它 的 
反 函 数 由 规则 广 '(y)= 二 Vy 给 出 。 一 一 4 







换 句 话说， 函数 f。g 指派 给 A 的 元 素 a 的 就 是 了 指派 给 g (a) 的 元 素 。f。g 的 定义 域 是 g 
的 定义 域 。f。g 的 值 域 是 g 的 值 域 在 f 下 的 像 。 即 为 了 找到 (f。g)(a)， 我 们 首先 对 a 应 用 函 
数 g 得 到 g(a)， 然 后 再 对 结果 g(a) 应 用 函数 f 得 到 (ff 。g)(a) 二 f(g(a))。 注 意 ，f >。g 没有 
定义 除非 g 的 值 域 是 了 的 定义 域 的 子 集 。 图 7 阐述 了 函数 的 合成 。 


(f © g)(a) 


f(g(a)) 





fo8 
图 7 函数 f 和 g 的 合成 


本 今 g 为 从 集合 {a，6，c} 到 它 自身 的 函数 ，g(a) 二 bp，g(b) 二 c,， 目 g(c) 二 a。 令 ff 为 
从 集合 {a，65，c} 到 {1，2，3}) 的 函数 ，f(a) 二 3，f(5) 二 2, 且 f(c) 二 1。f 和 g 的 合成 是 什么 ? 
g 和 的 合成 是 什么 ? 

解 ” 合 成 函数 f。g 的 定义 是 (f 。g)(a)==f(g(a))=f(6)=2, (f° g)(6)= f(g(b))= 
f()=1, HC(f og)()=f(g(0))= f(a)=3, 

注意 ，g。f 是 没有 定义 的 ， 因 为 f 的 值 域 不 是 g 的 定义 域 的 子 集 。 本 

令 f 和 &g 为 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 ， 其 定义 为 fF(z) 一 2z 十 3 和 g(x) 二 3zx 十 2。/ 
和 8 的 合成 是 什么 ? gg 和 xy 的 合成 是 什么 ? 

解 ” 合 成 函数 fo。g 和 gg 。f 均 有 定义 。 即 

(fog) zx) = f(g(z)) = F(3z 十 2) = 2(3z 十 2) 十 3 一 6z 十 7 


(go f(z) 三 5CFCz)) 三 5C2z 十 3) 三 3(02z 十 3) 十 2 = 6 十 11 本 
评注 尽管 例 24 中 对 函数 三 和 8 而 言 F sg 和 8g 。f 均 有 定义 ，f og 和 g 。f 并 不 相等 。 
换言之 ， 对 函数 的 合成 而 言 交 换 律 不 成 立 。 
设 函 数 f 和 g 定义 如 下 f: R>R*U{0}, f(z)=zx’; g: RiU{0}>R, g(x)=Vz 
(这 里 Vz 是 x 的 非 负 平 方 根 )。(f。g) (zx) 是 什么 函数 ? 





解 (f。g)(z) 三 f(g(zx)) 的 定义 域 是 g 的 定义 域 ， 即 R U {0)， 非 负 实 数 集 。 如 果 zx 是 非 
负 实 数 ， 则 (f 。2)(z)=f(g(z))=f(Wz)=(z)’=zr, f° pa th 即 


集合 R*U {0}， 非 负 实 数 集 。 总 之 ，f。g: R U1{0} 一 R* U{0}， 且 对 所 有 工 有 f(g(z))==z。 
S| 


在 构造 函数 和 它 的 反 函 数 的 合成 时 ,不论 ge 得 到 的 都 是 恒 等 函 数 。 要 看 清 
这 一 点 ， 假定 f 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 关系 。 那 么 存在 反 函 数 f°' 且 是 从 B 到 A 的 
一 一 对 应 关系 。 反 函数 把 原 防 数 的 对 应 关系 颠倒 过 来 ， 0 fla)=65 时 了 1(5)= 二 a， 当 
1(2)=a 时 ，f(a)= 二 5b。 因此 ， 

(fr oD)= 广 (CFa)) = (6) = a 
及 
CF os 广 )(b) = f(D)) = fa) =6 
因此 fF'。f=w 和 了。f'= 二 ww， 其 中 和 ss 分别 是 集合 A 和 B 上 的 恒 等 函 数 。 这 就 是 说 ， 
CE 
2. 3.4 函数 的 图 

可 以 将 一 个 AXB 中 的 序 偶 集合 和 每 个 从 A 到 B 的 函数 关联 起 来 。 这 个 序 偶 集合 称 为 该 函 
clash kh 并 且 经 常用 图 来 表示 以 帮助 理解 函数 的 行为 。 

a 二 攻 生 天 于 生 4 二 人 区 的 时 二 关 站 大 和 二 和 人 仙 eE4 
eo = 和 

根据 定义 ， 从 A 到 B 的 函数 的 图 是 AXB 中 包含 下 面 序 偶 的 子 集 ， 其 中 序 偶 中 第 二 项 等 
于 由 f 指派 给 第 一 项 的 B 中 的 元 素 。 还 有 ， 注 意 一 个 从 A 到 B 的 函数 的 图 和 由 函数 f 确定 的 
从 A 到 B 的 关系 是 一 样 的 ， 如 2. 3.1 节 所 描述 的 。 

展示 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(n) 二 2n 十 1 的 图 。 

解 f 的 图 是 形 为 (nx，2n 十 1) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 为 整数 。 该 图 如 图 8 所 示 。 q 

展示 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(x) 二 x 的 图 。 

解 f 的 图 是 形 为 (x，f(zx))= 二 (x，z ) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 z 为 整数 。 该 图 如 图 9 所 示 。 4 





®(-3,9) (3,9)@ 





图 8 从 Z 到 Z 的 函数 f(n) 二 2n 十 1 的 图 图 9 从 Z 到 Z 的 f(z) 二 zx? 的 图 


2.3.5 一 些 重要 的 函数 

下 面 介绍 离散 数学 中 两 个 重要 的 函数 ， 即 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 。 令 z 为 实数 。 下 取 整 
函数 把 xz 向 下 取 到 小 于 或 等 于 x 又 最 接近 xz 的 整数 ， 而 上 取 整 函数 则 把 x 向 上 取 到 大 于 或 等 于 
工 又 最 接近 z 的 整数 。 在 对 象 计数 时 常会 用 到 这 两 个 函数 。 在 分 析 求 解 一 定 规模 的 问题 的 计算 
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机 过 程 所 需 步 又 数 时 ， 这 两 个 函数 起 着 重要 的 作用 。 





评注 ”下 取 整 函数 也 常 称 为 最 大 整数 函数 ， 这 时 经 常用 [x] 表 示 。 
下 面 是 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 一 些 值 : 
| 计 |=。 [ 仁 |=1 [= 至 上 =-1, [= 壮 |=bv1Ls.1Jj=3,Ts1-4L7=7,T717 4 
图 10 显示 的 是 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 图 。 图 10a 显示 下 取 整 函数 | z | 的 图 。 注 意 这 个 uney 
函数 在 整个 [zx，z 十 1) 区 间 内 取 同 样 的 值 >， 然 后 当 z= xz 十 1 时 ， 取 值 跳 到 n 十 1。 图 10b 显示 
上 取 整 函数 [zx] 的 图 像 。 这 个 函数 在 整个 (n,n 十 1] 区 间 内 取 同 样 的 值 x 十 1， 然 后 当 之 略 大 于 
n 十 1 时 ， 取 值 跳 到 ”十 2。 





al y= [x] b) y= [x] 
图 10 a) 下 取 整 函数 图 像 ，b) 上 取 整 函数 图 像 


下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 有 广泛 的 应 用 ,包括 涉及 数据 存储 和 数据 传输 的 应 用 。 考 虑 
例 29 和 例 30， 这 是 研究 数据 库 和 数据 通信 问题 时 要 完成 的 典型 的 基本 计算 。 

存储 计算 机 磁盘 上 的 或 通过 数据 网 络 上 传输 的 数据 通常 表示 为 字 节 串 。 每 个 字 节 由 
8 比特 组 成 。 要 表示 100 比特 的 数据 需要 多 少 字 节 ? 

解 ” 要 决定 需要 的 字 节 数 ， 就 要 找 出 最 小 的 整数 ， 它 至 少 要 与 100 除 以 8 的 商 一 样 大 ，8 
是 每 个 字 节 的 比特 数 。 于 是 ， 需 要 的 字 节 数 是 [ 100/8 1=[ 12. 5 1]=13。 ;| 

在 异步 传输 模式 (ATM)( 用 于 骨干 网 络 上 的 通信 协议 ) 下 ， 数 据 按 长 度 为 53 个 字 节 
的 信 元 进行 组 织 。 在 网 络 连接 上 以 500kbit/s 的 速率 ” 表 1 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 的 有 用 性 质 





传输 数据 时 1 分 钟 能 传输 多 少 个 ATM 信 元 ? (n 为 整数 ，x 为 实数 ) 
解 1 分钟 内 这 个 网 络 连 接 能 传输 500 000X60 二 dy[zj-n 当 生 仅 当 nCrcntl 
30 000 000 比特 。 每 个 ATM 信 元 的 长 度 是 53 字 节 ， (1B])Tz]=n 当 且 仅 当 4 一 1<x<n 
也 就 是 53X8 二 424 比特 。 要 计算 1 分 钟 能 传输 多 少 (lO Lzj=n 当 且 仅 当 zx 一 1<n<z 
个 信 元 ， 需 计算 不 超过 30 000 000 除 以 424 的 商 的 最 Gd)[z 三 ” 当 且 仅 当 zsn<z+l 
大 整数 。 因 此 ， 在 500kbit/s 的 网 络 连接 上 1 分 钟 能 2 
传输 的 ATM 信 元 数 是 L 30 000 000/424 |=70754。 4 Caay| = 一 fz¥1 
表 1 给 出 了 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 一 些 简单 | 
而 又 重要 的 性 质 ， 这 里 z 代表 一 个 实数 。 由 于 这 两 个 (4a) |z 十 z=Lz 上 | 
函数 在 离散 数学 中 出 现 得 十 分 频繁 ， 所 以 看 一 看 表 中 hl tn sta 
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的 恒等式 是 有 益 的 。 表 中 的 每 条 性 质 都 可 以 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 定义 来 建立 。 性 质 
(1a)、(1b)、(1c) 和 (1d) 可 以 直接 由 定义 得 出 。 例 如 ，(1a) 说 的 是 | x ]=n 当 且 仅 当 整数 n 小 于 
等 于 z 而 2 十 1 大 于 z。 这 恰恰 就 是 ”为 不 超过 z 的 最 大 整数 的 含义 ， 也 就 是 | xz ==n 的 定义 。 
类 似 地 ， 可 以 建立 性 质 (l1b)、(1lc) 和 (1d) 。 我 们 使 用 直接 证 明 法 来 证 明 性 质 (4a) 。 

证 明 假定 | z==m， 其 中 mm 为 整数 。 由 性 质 (14) 知 ，m 志 x 二 m 十 1。 在 这 两 个 不 等 式 的 
三 项 数值 上 加 上 n， 可 得 mx 十 n 志 x 十 n 二 m 十 n 十 1。 再 次 利用 性 质 (1a)， 可 知 | x 十 n==m 十 n= 
LzJ+n。 从 而 完成 证 明 。 其 他 性 质 的 证 明 留 作 练 习 。 « 

除了 表 1 列 出 的 性 质 外 ， 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 还 有 许多 其 他 有 用 的 性 质 。 也 有 许多 关 
于 这 些 函 数 的 语句 看 似 正确 而 实则 不 然 。 我 们 将 在 例 29 和 例 30 中 考虑 与 上 取 整 函数 和 下 取 整 
函数 有 关 的 语句 。 

在 考虑 下 取 整 函数 相关 的 语句 时 ， 一 个 有 用 的 方法 是 令 x 二 n 十 e， 其 中 n= 二 | z 是 一 个 整 
数 ， 而 e 是 工 的 分 数 部 分 ， 满 足 不 等 式 0 二 e 二 1。 类 似 地 ， 考 虑 上 取 整 函数 相关 的 语句 时 ， 通 
常 写 zx=n 一 e， 其 中 n=[ zx 1 有 8 0 二 e 过 1，。 


证 明 如 果 是 一 个 实数 ， 则 L2z | 一 LzJ++| zx 十 亏 |。 
解 要 证 明 这 个 语句 ， 令 x 一 n 十 e， 其 中 是 正 整 数 且 0<e<1。 依据。 是 小 于 或 者 大 于 等 
于 广 ， 分 别 考虑 两 种 情况 。( 选 择 这 两 种 情况 的 原因 看 证 明 就 明白 了 。) 


首先 ， 考 虑 0<e< 坟 的 情况 。 此 时 ，2zx= 二 2n 十 2e 目 | 2z |=22， 因 为 0 二 2e 二 1。 类 似 地 ， 


z+ 记 ==n 十 (地 十 e)， 故 | z+ 广 |= 因为 0< 志 +e<1, 因此 , | 2z ==2n 有 Lz]+|z+ 志 上 = 
7 十 7 一 27。 


接 下 来 ， 考 虑 二 <e<l 的 情况 。 此 时 ，2z 一 2n 十 2e 一 (2n 十 1) 十 (2e 一 1)。 由 于 0<2e 一 1< 
1， 可 得 L2z 上 2n 十 1。 因 为 | = 十 却 |=| n+ (去 +e)|=[w+1+ (se 一方 ) 旧 0<e 一 去 <1， 所 以 可 


得 z+ 也 |=*+1。 因此 ， L2z 上 =22 二 1 且 z 片 | z 十 二 上 十 Co+D=22 二 1。 证 毕 。 本 
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詹姆斯 . 斯 特 林 (James Stirling，1692 一 1770) ”人 詹姆斯. 斯 特 林 出 生 于 苏格兰 斯 特 林 小 镇 。 他 的 家 
人 是 斯 图 亚 特 王室 继承 不 列 颠 王权 思想 的 坚定 支持 者 。 关 于 斯 特 林 最 早 的 信息 是 : 他 于 1771 年 进入 牛津 
大 学 贝 列 尔 学 院 并 取得 了 奖学金 。 然 而 ， 局 来 由 于 他 不 愿 宣誓 效忠 不 列 颠 王室 而 失去 了 奖学金 。1715 
年 ， 和 乌 姆 斯 一 世 发 动 叛 乱 ， 斯 特 林 被 控 与 反叛 者 通信 ， 而 且 旗 毁 英 王 乔 治 ， 但 最 终 他 被 宣判 无 罪 。 尽 管 
由 于 政治 因素 使 得 斯 特 林 无 法 从 牛津 大 学 顺利 毕业 ， 但 他 仍 待 在 那里 数 年 之 久 。1717 年 ， 斯 特 林 发 表 其 
处 女 作 ， 将 牛顿 对 于 平面 曲线 的 研究 进行 了 扩展 和 延伸 。 后 来 ， 斯 特 林 到 了 威尼斯 ， 因 为 他 被 承诺 任命 
为 那里 的 数学 研究 会 主席 ， 不 幸 的 是 ， 那 次 任命 最 终 成 了 泡影 。 虽 然 如 此 ， 斯 特 林 仍然 留 在 了 威尼斯 并 
继续 他 的 数学 研究 。1721 年 ， 他 进入 帕 多 瓦 大 学 ， 次 年 返回 格拉 斯 哥 。 由 于 得 知 意大利 玻璃 制造 业 的 诸 
多 机 密 ， 所 以 斯 特 林 章 到 了 玻璃 生产 商 千方百计 的 上 暗杀， 为 避免 横 祸 ， 他 只 得 飞 离 意大利 。 

1724 年 后 期 ， 斯 特 林 移 居 伦 敦 十 年 ， 教 授 数 学 同时 积极 从 事 研究 。1730 年 ， 他 发 表 了 他 最 重要 的 作 
品 《算法 差异 论 》(Methodus Differentialis)， 其 中 给 出 了 关于 无 穷 级 数 、 求 和 、 插 入 、 求 面积 等 运算 的 诸 
多 结果 。 对 于 n! 的 渐 近 公式 也 蕴含 其 中 。 除 此 之 外 ， 斯 特 林 也 从 事 万 有 引力 和 地 球形 态 的 研究 ， 它 曾 
宣称 地 球 是 扁 圆 的 但 并 未 证 明 。1735 年 ， 斯 特 林 回 到 苏格兰 并 被 任命 为 苏格兰 矿 务 公司 的 经 理 ， 他 在 该 
职务 上 的 工作 相当 出 色 ， 甚 至 发 表 过 有 关 矿 井 通风 问题 的 专业 论文 。 与 此 同时 ， 他 继续 其 数学 研究 不 过 
放 慢 了 步调 。 斯 特 林 试 图 通过 建造 一 系列 船闸 使 得 克 莱 德 河 能 够 通航 而 进行 的 调查 同样 引 人 注 目 。 为 感 
谢 他 为 此 所 做 的 工作 ， 格 拉 斯 哥 人 民 赠 给 他 一 个 银 质 水 壶 作为 奖励 。 





基本 结构 : 集合 、 函 数 、 床 列 、 求 和 与 答 阵 133 


证 明 或 反 了 驶 对 于 所 有 实数 和 y， 有 [ x 十 y1=[z1+[ y1。 
解 尽管 这 个 语句 看 似 合理 ， 但 它 其 实 是 假 的 。 一 个 反例 就 是 ， 令 x 一 去 且 y 一 去 。 此 时 


Tz+y 王 全 + , 全 z1HTy1-[ 玛 +[ 序 |=1+1=2。 4 


本 书 中 还 会 用 到 几 类 函数 。 其 中 包括 多 项 式 、 对 数 和 指数 函数 。 附 录 2 给 出 了 本 书 中 需要 
用 到 的 这 些 函 数 性 质 的 简要 回顾 。 本 书 中 用 记号 log x 表示 zx 以 2 为 底 的 对 数 ， 因 为 2 是 我 们 
将 经 常 使 用 的 对 数 的 底数 。 我 们 用 log, z 表示 以 5 为 底 的 对 数 ， 其 中 是 大 于 1 的 任意 实数 ， 
用 ln zz 表示 自 然 对 数 。 

我 们 将 在 本 书 中 常用 的 另 一 个 函数 是 阶乘 函数 f: N-Z  ， 记 为 f(n) 一 n!。f(n) 二 nl 的 
值 是 前 ”个 正 整数 的 乘积 ， 因 此 F(zD =1.2…(Cz 一 1)。x[L 并 且 f(0)=0! =1]。 

合 玖 我 人 有 /(1)=1! =1, f(2)=2! =1.2=2, f(6)=6! =1.2.3.4.5.6= 
720, f(20)=1.2.3.4.5.6°.°7.8.9°.10.11.12.13.14.15.16.17.18.19。 
20=2 432 902 008 176 640 000。 | 

例 33 表明 阶乘 函数 随 着 n 的 增加 而 迅速 递增 ,阶乘 函数 的 快速 递增 通过 斯 特 林 公 式 可 以 
看 得 更 加 清楚 ， 这 是 一 个 由 高 等 数学 得 出 的 结果 ，n! 一 V2xn(n/e)” 。 这 里 ， 我 们 用 Foz) 一 
8() 这 样 的 表示 法 ， 意 思 是 随 着 n 的 无 限 递增 比值 1(n)/g(n) 趋 近 于 1( 即 lim fw/g(m) 二 1)。 
符号 一 读 作 “ 渐 近 于 ”。 斯 特 林 公 式 是 以 18 世纪 的 苏格兰 数学 家 人 詹姆斯. 斯 特 林 的 名 字 命 
名 的 。 


2.3.6 部 分 函数 

用 于 计算 一 个 函数 的 程序 可 能 不 会 对 这 个 函数 定义 域 中 所 有 的 元 素 产生 正确 的 函数 值 。 例 
如 ， 由 于 在 计算 函数 时 可 能 导致 无 限 循环 或 溢出 ， 所 以 一 个 程序 可 能 不 会 产生 一 个 正确 的 值 。 
类 似 地 ， 在 抽象 的 数学 里 ， 我 们 也 常 讨 论 那些 只 在 实数 的 一 个 子 集 上 有 定义 的 函数 ， 如 1/z、 
VX 和 arcsinCz) 。 还 有 ， 我 们 也 可 以 用 到 这 样 的 概念 ， 如 “幼子 ”函数 ， 这 对 于 没有 孩子 的 夫 
妇 是 无 定义 的 ; 或 者 “日 出 时 间 ”， 这 对 于 位 于 北极 圈 的 地 方 在 某 些 日 期 是 无 定义 的 。 要 研究 
人 da 





评注 FTPegyaererePenogreepe 
是 一 致 的 。 该 记号 的 上 下 文 可 以 用 来 判断 是 部 分 函数 还 是 全 函数 。 

全 殉 函数/ : Z--R， 其 中 f(n)== Vn 是 一 个 从 Z 到 R 的 部 分 函数 ， 这 里 定义 域 是 非 负 整 
数 的 集合 。 注 意 f 对 于 负 整 数 无 定义 。 


练习 
1. 为 什么 下 列 问 题 中 的 f 不 是 从 R 到 R 的 函数 ? 

a) f(x)=1/zx b) f(x)=Vz ec) f(z)= 圭 VC(2zT1) 
2. 判断 下 面 定义 的 几 个 f 是 不 是 从 Z 到 R 的 函数 。 

a) 六 mm) 一 士 z b) fn)= VR 二 1 fn)=1/(n—4) 


3. 判断 f 是 否 为 从 所 有 比特 串 的 集合 到 整数 集合 的 函数 : 
a)f(S) 是 S 中 某 个 比特 0 的 位 置 。 
b)f(S) 是 S 中 比特 1 的 个 数 。 





c) f(S) 是 最 小 整数 i 使 S 中 的 第 i 位 为 1， 当 S 是 不 含 比 特 的 空 串 时 f(S)==0。 
4. 求 下 列 函数 的 定义 域 和 值 域 。( 注 意 在 每 种 情况 下 ,为 了 求 函 数 定义 域 ， 只 需 确 定 被 该 函数 指派 了 值 
的 元 素 集合 。) 
a) 函数 为 每 个 非 负 整数 指派 该 整数 的 最 后 一 位 数字 。 
b) 函数 为 每 个 正 整数 指派 比 它 小 的 最 大 整数 。 
c) 函数 为 每 个 比特 串 指派 串 中 比特 1 的 个 数 。 
d) 函数 为 每 个 比特 串 指派 串 中 的 比特 数 。 
5. 求 下 列 函数 的 定义 域 和 值 域 。( 注 意 在 每 种 情况 下 ,为 了 求 函数 定义 域 ， 只 需 确定 被 该 函数 指派 了 值 
的 元 素 集合 。) 
a) 函数 为 每 个 比特 串 指 派 串 中 1 的 个 数 与 0 的 个 数 之 差 。 
b) 函数 为 每 个 比特 串 指派 串 中 0 的 个 数 的 2 倍 。 
ce) 函数 为 每 个 比特 串 指派 当 把 串 分 成 字 节 (8 比特 为 1 个 字 节 ) 时 不 够 一 个 字 节 的 比特 数 。 
d) 函数 为 每 个 正 整数 指派 不 超过 该 整数 的 最 大 完全 平方 数 。 
6. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 为 每 正 整数 序 偶 指 派 序 偶 中 的 第 一 个 整数 。 
b) 函数 为 每 个 正 整 数 指派 该 整数 中 最 大 的 十 进 数字 。 
c) 函 数 为 比特 串 指派 串 中 1 的 个 数 与 0 的 个 数 之 差 。 
d) 函数 为 每 个 正 整数 指派 不 超过 该 整数 的 平方 根 的 最 大 整数 。 
e) 函数 为 比特 串 指派 串 中 最 长 的 1 的 子 串 。 
7. 求 下 列 函数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 为 每 对 正 整 数 序 偶 指派 这 两 个 整数 中 的 最 大 数 。 
b) 函数 为 每 个 正 整数 指派 在 该 整数 中 未 出 现 的 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 数字 的 个 数 。 
c) 函 数 为 比特 串 指 派 串 中 块 11 出 现 的 次 数 。 
d) 函数 为 比特 串 指 派 串 中 第 一 个 1 的 位 置 值 ， 如 果 比 特 串 为 全 0 就 指派 0。 


8. 求 下 列 各 值 : 
a LT | bf1. 11 ol—0:1| 
d)[ 一 0.1] ef 2. 99 ] f)[ 一 2. 99] 
gL 于 + 本 1] FL 却 上 +[ 序 计 去 ] 
9. 求 下 列 各 值 : 
a)[3/41 b)| 7/8 | eo)[ 一 3/ 折 
d)[—7/8] ef 31 全 一 1 
g)L 元 +[3/ 引 ] mL 去 .|5/3| J 
10. 判断 下 列 从 {a，b5，c，d} 到 它 自身 的 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 
a) f(a)=6, f(O)=a, fl)=e, fl(d))=d \ b) f(a)=6, f(6)=6, fl()=d, f(d)=c 





c) f(a)=d, f(b)=6, f(c)=ce, f(d)=4d 

11. 练习 10 中 哪些 函数 是 映 上 的 ? 

12. 判断 下 列 Z 到 2 的 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 
a)f(n)=n—1 b) Fa) 一 天 十 1 
fn)=n d) f(n)=[n/2]| 

13. 练习 10 中 哪些 函数 是 映 上 的 ? 

14. 判断 在 下 列 情况 下 f : ZXZ>Z 是 否 是 映 上 的 ? 
a)f(m, n)=2m—n bflm, n)=m—rn 
fm, n)=m+tntl1 Dflm, n=|m|—m—|n| 
ef lm, n)=m:—4 

15. 判断 在 下 列 情况 下 函数 f : ZXZ->Z 是 否 是 映 上 的 ? 
a)f(m, n)=m++n bD)flm, n=m 十 722 
fm, n=m djf(m, n)= |n| 


17. 


18. 
19; 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31, 


32. 


33. 


34. 
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ef lm, n)=m—n 


. 考虑 离散 数学 班 上 学 生 集 合 上 的 函数 。 在 什么 条 件 下 函数 是 一 对 一 的 ， 如 果 给 学 生 指派 他 的 


a) 移 动 电话 号 码 b) 学 生 学 号 

c) 在 班 上 的 最 后 得 分 由 家乡 

考虑 一 所 学 校 中 老师 集合 上 的 函数 。 在 什么 条 件 下 函数 是 一 对 一 的 ， 如 果 给 老师 指派 他 的 
a) 办 公 室 

b) 陪 伴 学 生 进 行 野 外 实习 时 一 组 巴士 中 制定 的 巴士 

ce) 薪水 

d) 社 会 安全 号 

为 练习 16 的 每 个 函数 指定 陪 域 。 在 什么 情况 下 这 些 你 指定 了 陪 域 的 函数 是 映 上 的 ? 

为 练习 17 的 每 个 函数 指定 陪 域 。 在 什么 情况 下 这 些 你 指定 了 陪 域 的 函数 是 映 上 的 ? 


给 出 从 N 到 KN 的 函数 的 例子 ， 满 足 : \ 

a) 一 对 一 但 非 映 上 b) 映 上 但 不 一 对 一 

c) 既 上 映 上 又 一 对 一 (但 不 同 于 恒 等 函 数 ) d) 既 非 映 上 又 非 一 对 一 
给 出 从 整数 集合 到 正 整数 集合 的 函数 的 显 式 公式 ， 满 足 : 

a) 一 对 一 但 非 映 上 b) 映 上 但 非 一 对 一 

©) 既 映 上 又 一 对 一 d) 既 不 映 上 又 不 一 对 一 
判断 下 列 各 函数 是 否 是 从 R 到 R 的 双 射 函数 。 

a) f(z)=—3z+t4 b) FCz) 王 一 3z2: 十 7 
eHR = /+2) d) f(z)=z’ 二 1 

判断 下 列 各 函数 是 否 是 从 R 到 R 的 双 射 函数 。 

az) 一 22 十 1 b)f(zx)=x’ 二 1 

c) F(Cz) 一 2 d) F(z) 王 (zz 十 1)/(Czz 十 2) 


令 太 : R-~R 且 对 所 有 xzER 有 Cz)>0。 证 明 f(z) 是 严格 递增 的 当 且 仅 当 函数 g(x)==1/ f(z) 是 严格 
递减 的 。 

令 f: RR 且 对 所 有 xzER 有 f(z) 宝 0。 证明 f(z) 是 严格 递减 的 当 且 仅 当 函数 g(x)==1/ f(x) 是 严格 
递增 的 。 

a) 证 明 从 R 到 自身 的 严格 递增 函数 是 一 对 一 的 。 

b) 试 给 出 一 个 从 R 到 自身 的 不 是 一 对 一 递增 函数 的 实例 。 

a) 证 明 从 R 到 自身 的 严格 递减 函数 是 一 对 一 的 。 

b) 试 给 出 一 个 从 及 到 自身 的 不 是 一 对 一 的 递减 函数 实例 。 

证 明 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 f(x) 二 =e’ 不 是 可 北 的 ， 但 如 果 将 其 陪 域 限制 在 正 实数 集 ， 则 所 得 函数 
是 可 逆 的 。 

证 明 从 实数 集 到 非 负 实数 集 的 函数 f(x) 二 | z | 不 是 可 逆 的 ,但 如 果 将 其 定义 域 限制 到 非 负 实数 集 ， 


则 函数 是 可 逆 的 。 

令 S=( 一 1，0，2，4，7}。 求 f(S)， 如 果 

a) f(r)=1 b) f(z)=2z++1 

c) f(x)=[z/9 d) f(z)=|[(z’ +1)/3] 

令 f(z)=| xz*/3」。 求 A(S)， 如 果 

a DS= {0 1 25 .3 和 4; 5} 
hl Si d)S={2, 6, 10, 14} 

令 f(z)= 二 2+， 其 中 定义 域 是 实数 集 。 求 

a) f(Z) b) f(N) c) FCR) 


假定 g 是 从 A 到 B 的 函数 ，f 是 从 B 到 C 的 函数 。 

a) 证 明 如 果 f 和 g 均 为 一 对 一 函数 ， 那么 f。g 也 是 一 对 一 函数 。 
b) 证 明 如 果 f 和 &g 均 为 到 映 上 函数 ,那么 f。g 也 是 映 上 函数 。 

假定 g 是 从 A 到 B 的 函数 ，f 是 从 B 到 C 的 函数 。 证明 下 面 的 命题 。 
a) 如 果 f。g 是 映 上 的 ， 则 f 必然 也 是 映 上 的 。 


35, 
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b) 如 果 fo。g 是 一 对 一 的 ， 则 g 必然 也 是 一 对 一 的 。 

c) 如 果 fo。g 是 双 射 ， 则 g 是 映 上 的 当 且 仅 当 了 是 一 对 一 的 。 

试 找 出 一 个 例子 ， 使 得 /和 8g 满足 f。g 是 双 射 ， 但 是 g 不 是 映 上 的 且 了 不 是 一 对 一 的 。 

如 果 f 和 了 f。g 都 是 一 对 一 的 ， 能 否 得 出 结论 g 也 是 一 对 一 的 ? 说明 理由。 

如 果 了 和 。g 都 是 映 上 的 ， 能 否 得 出 结论 g 也 是 映 上 的 ? 说 明理 由 。 

试 求 fog 和 g 。f， 其 中 f(z)=z? 十 1] 和 g(x) 二 zx 十 2 都 是 从 R 到 R 的 函数 。 

试 求 f 十 g 和 fg， 其 中 函数 f 和 g 同 练习 38 一 样 。 

令 f(x) 二 az 十 b，，g(x) 二 cr 十 d， 其 中 a、b、c 和 4 为 常数 。 试 确定 有 关 a、b、c 和 4d 应 满足 的 充分 
必要 条 件 使 得 f 。g 二 g 。f。 


* 证 明 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 az 十 b 是 可 道 的， 其 中 a 和 6b 为 常数 且 a 隆 0， 并 找 出 了 的 反 函 数 。 
42. 


令 了 是 一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 。 令 S 和 了 为 A 的 子 集 。 证 明 
a)f(SUT)=f(S) UFOD) 

DFSNDEFDVNIAT) 

a) 给 出 一 个 例子 说 明 练习 42b 中 的 包含 可 能 是 真 包含 。 

b) 证 明 如 果 f 是 一 对 一 的 ， 则 练习 42b 中 的 包含 就 是 相等 。 


令 是 一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 。S 是 B 的 一 个 子 集 。 定 义 S 的 道 像 (inverse image) 为 A 的 子 集 ， 
其 元 素 恰好 是 S 所 有 元 素 的 原 像 。S 的 逆 像 记 作 f-1(S), 于 是 f°1(S) 二 {a€EA| f(a)€ES}。( 小 心 ; 记 
号 广 : 有 两 种 不 同 的 使 用 方式 。 不 要 将 这 里 引入 的 符号 与 可 逆 函 数 f 的 逆 函 数 在 y 处 的 值 的 记号 f 1(y) 
混淆 。 还 要 注意 集合 S 的 逆 像 f-!1(S) 对 所 有 函数 太 都 有 意义 ， 而 不 仅仅 是 可 逆 函 数 。) 
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令 f 为 从 R 到 R 的 函数 f(z) 二 x?*。 求 

a (TD pF (tw | 0x1}) 
[| 

令 B)=[ 志 | 未 


ma 010) bae™ tt{—1» Ds 1 
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Op {xr 01 

令 f 为 从 A 到 B 的 函数 。 令 S 和 T 工 为 B 的 子 集 。 证明 

a (SUT= A CUA 

DA eSIIT = NT 

令 f 为 从 A 到 B 的 函数 。S 为 B 的 子 集 。 证明 广 !(S)= 广 :CS)。 

证 明 [zx 十 1/2| 是 最 接近 xz 的 整数 ， 除 非 x 恰 为 两 个 ( 相 邻 ) 整 数 的 中 间 数 ， 此 时 它 为 这 两 个 整数 中 较 
天 的 二 个 ， 

证 明 |z 一 1/23 是 最 接近 z 的 整数 ， 除 非 二 恰 为 两 个 ( 相 邻 ) 整 数 的 中 间 数 ， 此 时 它 为 这 两 个 整数 中 较 
小 的 一 个 。 

证 明 如 果 z 是 一 个 实数 ， 则 当 z 不 是 整数 时 有 [zl 一 Lzj|=1; 当 z 为 整数 时 有 [zl-Lzj=0。 

证 明 如 果 z 是 一 个 实数 ， 则 有 z 一 1 和 |Lz 长 zx 和 「 zl 天 z 十 1。 

证 明 如 果 z 为 实数 ， 而 m 为 整数 ， 则 友 十 巴 =「 xz] 十 mm。 


证 明 如 果 z 为 实数 ,nn 为 整数 ， 则 

a)Z<< 7 当 且 仅 当 | zx | 二 n。 bz”<z 当 且 仅 当 [z]。 

证 明 如 果 z 为 实数 ，7 为 整数 ， 则 

a)z 入 7” 当 且 仅 当 「z] 委 n。 b)z<z 当 且 仅 当 ” 委 Lzj|。 


证 明 如 果 n 为 整数 ， 则 当 为 偶数 时 | zy2|=zV2; 当 n 为 奇数 时 | z/2 | 二 (2 一 1)/2。 

证 明 如 果 z 为 实数 ， 则 | 工 | 一 [zl [天 富生 Lb 

有 些 计 算 器 上 有 个 INT 函数 ， 当 z 为 非 负 实数 时 INT(z)==| xz ]; 当 工 为 负 实 数 时 INT(zx)==[zx1。 证 
明 这 一 函数 INT 满足 等 式 INT( 一 z) 三 一 INTCz) 。 

令 a 和 25 为 实数 ， 且 a 二 5。 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 表示 满足 a 二 nb 的 整数 ”的 数目 。 

令 a 和 %。 的 实数 ， 且 a 二 5， 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 表示 满足 a 二 n<6 的 整数 的 数目 。 

需要 用 多 少 字 节 来 编码 n 比特 的 数据 ， 其 中 等 于 
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a)4 b)10 c)500 d)3000 
需要 用 多 少 字 节 来 编码 n 比特 的 数据 ， 其 中 n 等 于 
a)7 b)17 c)1001 d)28 800 


在 下 列传 输 率 的 连接 上 10 秒 内 能 传输 多 少 个 ATM 信 元 (参看 例 30)? 

a) 每 秒 128 千 比 特 (1 千 比 特 =1 000 比特 ) 

b) 每 秒 300 千 比 特 

c) 每 秒 1 兆 比 特 (1 兆 比 特 王 1 000 000 比特 ) 

数据 在 某 以 太 网 上 以 1500 个 8 比特 (octet) 为 信息 块 传输 。 下 面 的 数据 量 在 这 个 以 太 网 上 传输 时 需要 
多 少 个 信息 块 ? (注意 一 字 节 就 是 8 比特 的 同义词 ，1 千 字 节 就 是 1000 字 节 ，1 兆 字 节 就 是 1 000 000 
字 节 。) 

a)150 千 字 节 的 数据 。 b)384 千 字 节 的 数据 。 

c)1. 544 兆 字 节 的 数据 。 d)45. 3 兆 字 闻 的 数据 。 

画 出 从 也 到 乙 的 函数 f(n) 二 1 一 mn 的 图 。 

画 出 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 | 2z | 的 图 。 

画 出 从 R 到 R 的 函数 f(x)==| z/2 | 的 图 。 

夯 出 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 | xz] 才 | x/2 |] 的 图 。 

画 出 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 [zx1+| zx/2 | 的 图 。 


画 出 下 列 各 函数 的 图 。 

a) f(zx)=|[z++1/2]| b) f(z)=[2z+1]| 

ec) f(z)=[ /3 | d) f(x)=[1/z] 

e) F(Cz) 王 [z 一 2 十 Lz 十 2 f) f(x)=| 2z |[z/2l 
ODF) =| le— 17/2F1/2 1 

画 出 下 列 各 函数 的 图 。 

a) F(z) 王 [3z 一 2] b) f(x)=[0. 2z] 

e) F(z) 王 | 一 1/z | d) f(z)=| zz | 

e) f(z)=[ zx/2 | zx/2| f) f(z)=[zx/2|+[z/2| 
g) f(z)=| 2[z/21+1/2 | 





求 f(x) 二 =z 十 1 的 反 函 数 。 

假定 f 是 从 Y 到 Z 的 可 道 函 数 ，g 是 从 X 到 Y 的 可 道 函数 。 证 明 合 成 函数 fo。g 的 反 函 数 可 由 下 式 
给 出 (f 。g) "= 二 go。 

令 S 为 全 集 U 的 子 集 。S 的 特征 函数 fs 是 从 U 到 集合 {0，1}) 的 函数 ,使 得 如 果 工 属于 S 则 
Js(z) 王 1， 如 果 Z 不 属于 S 则 fs(z)= 二 0。 令 A、B 为 集合 。 证 明 对 于 所 有 zEU 有 

a) fans (7)= fa(zr)* fg(rx) 

b) faus (xz)= fa(z)t+ fp (x)— fal(zr)* falz) 

Cif = fxr) 

d) fa®s (7)= fa(rz) fp (zx)—2fa(z) fa(z) 

假定 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 ， 这 里 A 和 B 为 有 限 集 且 |A|=18|。 证 明了 是 一 对 一 的 当 且 仅 
当 它 是 映 上 的 。 

证 明 或 反 驶 下 列 关 于 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 的 语句 。 

a) 对 任意 实数 x>， 有 |Lzj|Lz|， 

b) 当 zx 是 实数 时 ， 有 | 2z |=2|z|. 

0) 当 zz 和 y 是 实数 时 ， 有 [zl+[yl-[z 十 >|=0 或 1。 

d) 对 任意 实数 xz 和 >y， 有 [ zy |=[zxl[yl。 

对 任意 实数 z， 加 证 
证 明 或 反驳 下 列 关 于 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 语句 。 
a) 对 任意 实数 >， 有 | [zx] |=[z|。 





b) 对 任意 实数 zx 和 >y， 有 Lz 十 yj|=Lzj+|y|。 
@ 对 任意 实数 x， 有 | [z/212 |=[z/4]。 


d) 对 任意 实数 z， 有 | Tz]|=[LVzj 
e@) 对 任意 实数 x 和 2》， 有 Lzj|+Ly|+Lz 二 yL2zj+L2y|。 
77. 证 明 如 果 z 是 一 个 正 实数 ， 则 


DL VLzj 上 LV ob WTz] =Vzl 


76. 令 工 为 实数 。 证 明 | 3z lx Hlet tt 着 


79. 对 下 列 各 个 部 分 函数 求 它 的 域 、 陪 域 、 定 义 域 及 其 无 定义 的 值 的 集合 。 另 外 判断 它 是 否 为 全 函数 。 
a)f:Z>R, f(n)=1/n。 
bD)f: Z>Z, fln)=[n/2|。 
Of: ZXZ>Q, fm, n)=m/n, 
Df: ZXZ>Z, fm, n=mn,。 
e)f :ZXZ>Z， fm, nn) 二 m 一 n， 如 果 mm 之 n。 
a) 证 明 从 A 到 B 的 一 个 部 分 函数 可 以 看 成 从 A 到 BU {uw}) 的 函数 广 ， 其 中 以 不 是 B 的 元 素 ， 且 
f(a) 如 果 a 属于 了 的 定义 域 
如 果 了 在 a 点 无 定义 
b) 使 用 a) 中 的 构造 法 ， 找 出 练习 79 中 各 部 分 函数 对 应 的 f*。 
[3 81. a) 证 明 如 果 S 是 基数 为 m 的 集合 ，m 为 正 整 数 ， 则 在 集合 S 与 集合 {1，2，…，m}) 之 间 存 在 一 个 一 
一 对 应 函数 。 
b) 证 明 如 果 S、 丁 均 为 基数 为 m 的 集合 ，m 为 正 整数 ， 则 在 集合 S 与 集合 T 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 
函数 。 
* 82. 证 明 S 为 无 穷 集 合 当 且 仅 当 存 在 S 的 一 个 真子 集 A 使 得 A 到 S 有 一 个 一 一 对 应 函数 。 


2.4 序列 与 求 和 


2.4.1 引言 

序列 是 元 素 的 有 序列 表 ， 在 离散 数学 中 有 许多 应 用 。 例 如 在 第 8 竟 中 将 会 看 到 的 用 来 表示 
某 些 计数 问题 的 解 。 序 列 也 是 计算 机 科学 中 一 种 重要 的 数据 结构 。 我 们 在 离散 数学 的 学 习 中 经 
常 要 处 理 序列 项 的 求 和 问题 。 本 节 回 顾 求 和 记号 的 使 用 、 求 和 的 基本 性 质 以 及 某 些 特定 序列 的 
求 和 公式 。 

一 个 序列 中 的 项 可 以 通过 一 个 适用 于 序列 中 每 一 项 的 公式 来 描述 。 本 节 还 将 描述 用 递 推 关 
系 来 指定 一 个 序列 的 项 的 另 一 种 方法 ， 即 将 每 一 项 表示 为 前 续 项 的 一 种 组 合 。 我 们 将 介绍 一 种 
迭代 方法 ， 用 于 寻找 通过 递 推 关系 定义 的 序列 的 项 的 闭 公式 。 给 定 前 面 若干 项 来 确定 一 个 序列 
也 是 离散 数学 中 间 题 求解 的 一 种 有 用 技能 。 为 此 我 们 会 给 出 一 些 技巧 以 及 Web 上 的 一 些 有 
用 工具 。 


2.4.2 序列 
序列 是 一 种 用 来 表示 有 序列 表 的 离散 结构 。 例 如 1，2，3，5，-8 是 一 个 含有 五 项 的 序列 ， 
而 1， 37 0 ZI Bl 2 … 是 一 个 无 穷 序列 。 


80. 


SS 


f* (a) = 













a i a es Se 2 和 a 
我 们 用 记号 {a,} 来 描述 序列 。( 注 意 a, 表示 序列 {a,} 的 单项 。 还 要 注意 一 个 序列 记号 {a,} 
与 集合 的 记号 有 冲突 。 但 使 用 这 个 记号 的 上 下 文 总 能 分 清 什么 时 候 在 讨论 集合 而 什么 时 候 在 讨 
论 序 列 。 还 要 注意 尽管 一 个 序列 的 记号 中 用 了 字母 a， 也 可 以 用 其 他 字母 或 表达 式 ， 这 取决 于 
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所 考虑 的 序列 ， 即 字母 a 的 选择 是 任意 的 。) 
我 们 通过 按照 下 标 升序 来 列举 序列 项 来 描述 序列 。 


考虑 序列 {a,)}， 其 中 


这 个 序列 的 项 的 列表 从 wa 开始 ， 即 - 


Qi 3d2 903 CQ4 "" 


开头 是 : 


1,1/2,1/3,1/4，… 















评注 ”几何 级 数 是 指数 函数 jz) 王 ar 的 离散 的 对 应 体 。 
@ 序列 (6,})、({c} 和 {d,} 都 是 几何 级 数 ， 其 中 5, 二 (一 1)", c=2*，5”, d, 二 6* (1/3)"。 

如 果 我 们 以 x=0 开始 ， 则 其 初始 项 和 公 比 分 别 等 于 1 和 一 1，2 和 5 以 及 6 和 1/3。 项 的 列表 
bo， bbs， bs， 本 ，… 的 开头 是 : 

Lr lol ded 
项 的 列表 c ，c ，c:，c3，cs，… 的 开头 是 : 

2,10550,250,1250,"* 
项 的 列表 d,， di， d;,,， d;,， di， 的 开头 是 ; 
6,252/352/952/27 %*: ， | 





评注 算术 级 数 是 线性 函数 jz) 一 dz 十 & 的 离散 的 对 应 体 。 


本 序列 (5s,)(s,= 二 一 1 十 4n) 和 {i} (zt 二 7 一 3n) 都 是 算术 级 数 ， 如 果 我 们 以 n==0 开始 ， 则 
其 初始 项 和 公差 分 别 等 于 一 1 和 4 以 及 7 和 一 3。 项 的 列表 % ，s% ，s; ，s;，…… 的 开头 是 : 
dl 
项 的 列表 如 ， th ，t，ts，"… 的 开头 是 : 
T4351s = 5% S| 
在 计算 机 科学 中 经 常 使 用 形 如 dl, dz2, ”9 Qn 的 序列 。 这 些 有 穷 序 列 也 称 为 串 (string) 。 
这 个 串 也 可 以 记 作 wa …a,。( 回 忆 一 下 在 1.1 节 介绍 的 比特 串 ， 它 就 是 比特 的 有 限 序列 。) 串 
的 长 度 是 这 个 串 的 项 数 。 空 串 是 没有 任何 项 的 串 ， 记 作 *。 空 串 的 长 度 为 0。 


GY 串 “pcd 是 长 度 为 4 的 串 。 4 


2.4.3 递 推 关 系 

在 例 1 一 3 中 ， 我 们 通过 为 项 提供 显 式 公式 来 指定 序列 。 还 有 许多 其 他 方法 可 以 用 来 指定 
一 个 序列 。 例 如 ， 另 外 一 种 指定 序列 的 方法 是 提供 一 个 或 多 个 初始 项 以 及 一 种 从 前 面 的 项 确定 
后 续 项 的 规则 。 








tinks》 
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令 {a,) 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关系 a, 二 a,-1 十 3，n 二 1，2，3，…， 并 假定 a 二 2。 
a、as 和 as 是 多 少 ? 

解 ” 从 递 推 关 系 可 以 看 出 a 二 a 十 3 二 2 十 3 二 5。 接 着 有 as 二 5 十 3 二 8 和 a 一 8 十 3 二 11。 本 

令 {a,} 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关系 4, 二 41 一 Qa,-;，7 二 2，3，4，…， 并 假定 a 二 
3， a 二 5。as 和 as 是 多 少 ? 

解 ” 从 递 推 关 系 可 以 看 出 ,， as 二 41 一 wo 二 5 一 3 二 2 且 a3 一 Qs 一 Q1 一 2 一 5 3。 我 们 可 以 用 
类 似 方法 找到 w 、a;， 以 及 后 续 各 项 。 4 

递归 定义 的 序列 的 初始 条 件 指 定 了 在 递 推 关系 定义 的 首 项 前 的 那些 项 。 例 如， 例 5 中 的 
wa 二 2 以 及 例 6 中 的 a 二 3 和 a 二 5 是 初始 条 件 。 采 用 第 5 章 介 绍 的 一 种 证 明 技 术 一 一 数学 归纳 
法 ， 可 以 证 明 一 个 递 推 关系 及 其 初始 条 件 唯一 地 确定 了 一 个 序列 。 

接 下 来 我 们 用 递 推 关系 来 定义 一 个 非常 有 用 的 序列 ， 这 就 是 以 出 生 于 12 世纪 的 意大利 数 
学 家 斐 波 那 契 (参见 第 5 章 关 于 他 的 传记 ) 的 名 字 命 名 的 斐 波 那 契 数列 (Fibonacci sequence)。 我 
们 会 在 第 5 章 和 第 8 章 深 入 研究 这 个 序列 ， 那 里 我 们 会 看 到 它 对 许多 应 用 非常 重要 ， 包 括 兔子 
繁殖 的 增长 模型 。 斐 波 那 契 数 自然 地 出 现在 植物 和 动物 的 结构 中 ， 例 如 向 日 次 上 的 种 子 排列 和 
鹦 璐 螺 壳 上 的 纹理 排列 。 




















求 斐 波 那 契 数 户 、 户 、 户 、 广 和 大 。 
解 ， 斐 波 那 契 数 列 的 递 推 关系 告诉 我 们 ， 可 通过 把 前 面 两 项 相 加 来 得 出 后 续 的 项 。 因 为 初 
始 条 件 是 ,二 0 和 f= 二 1， 用 定义 中 的 递 推 关系 可 得 
f=fi+fo=1l1+0=1 





fi= f=1l++l1=2 
fh fs 二 f=2 二 1=3 
fs= f+fs=3+2=5 
二 本 
假设 {a,} 是 整数 序列 ， 定 义 a, 二 nl 为 整数 的 阶乘 函数 的 值 ，n 二 1]，2，3，…。 因 
为 nl 二 n《(《n 一 1)(n 一 2)…2。，1) 二 na,-1， 所 以 可 以 看 出 阶乘 的 序列 满足 递 推 关 系 w 二 na,-1， 
初始 条 件 为 a 二 1。 4 
当 我 们 为 序列 的 项 找到 一 个 显 式 公 式 一 一 闭 公式 (closed formula) 时 ， 我 们 就 说 求解 了 带 有 
初始 条 件 的 递 推 关 系 。 
试 判 定 序 列 {a,}( 其 中 对 每 个 非 贷 整数 n 有 a 二 3n) 是 否 是 递 推 关 系 一 2 一 a-， 
(2 一 2，3，4，…) 的 解 。 当 a, 二 2” 和 a 二 5 时 回答 同样 的 问题 。 
解 ” 假 设 对 每 个 非 负 整数 n 有 a 二 3n。 则 对 ”之 2， 可 以 看 出 24,_1 一 4, 二 2(3(n 一 1)) 
3(n 一 2) 二 3n 二 a,。 所 以 ，{a,} (其 中 a, 二 3n) 是 递 推 关 系 的 一 个 解 。 
假设 对 每 个 非 负 整 数 n 有 a, 二 2"。 注 意 a 二 1, ai 二 2， 而 as 二 4。 因 为 241 一 @ 二 2，2 一 
1 二 3 关 a; ， 可 知 {a,}( 其 中 a, 二 2”) 不 是 递 推 关 系 的 解 。 
假设 对 每 个 非 负 整 数 n 有 a 二 5。 则 对 n 宇 2， 可 以 看 出 2a,_1 一 a,_: 二 2，5 一 5 二 5 二 a,。 所 
以 ，{a,)( 其 中 a, 二 5) 是 递 推 关系 的 一 个 解 。 4 
已 有 很 多 方法 可 以 求解 递 推 关系 。 这 里 我 们 用 几 个 例子 介绍 一 种 直观 的 迭代 法 。 在 第 8 章 
我 们 会 深入 研究 递 推 关 系 。 那 里 我 们 将 证 明 递 推 关系 如 何 用 于 求解 计数 问题 ， 并 且 将 介绍 几 种 
功能 强大 的 方法 用 于 求解 许多 不 同 的 递 推 关系 。 
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求解 例 5 中 带 有 初始 条 件 的 递 推 关系 。 
解 ”连续 应 用 例 5 中 的 递 推 关系 ， 从 初始 条 件 a 二 2 出 发 向 上 一 直到 a, 能 够 推断 出 序列 的 
闭 公 式 。 可 以 看 到 
az 一 2 十 3 
aa 一 (2 十 3) 十 3 三 2 十 3。2 
wa 一 (2 十 2.。3) 十 3 三 2 十 3。3 


da 一 al 十 3 一 (2 十 3。， (一 2)) 十 3 一 2 十 3(2 一 1) 
我 们 也 可 以 通过 连续 应 用 例 5 中 的 递 推 关系 ， 从 项 a, 出 发 向 下 一 直到 初始 条 件 a, 二 2 得 到 
同样 的 公式 。 步 骤 如 下 : 
a 二 ami 十 3 
= 十 3 十 3 三 二 2 二 3<2 
(oes F332 yt3%3 


~、 


三- 克 二 305 一 和 三 《十 3 十 3 一 2 一 2 十 3(05 一 切 
在 递 推 关系 的 每 一 步 迭 代 中 ， 我 们 通过 在 前 项 上 加 上 3 而 得 到 序列 的 下 一 项 。 经 过 递 推 关 
系 的 n 一 1 次 迭代 后 就 可 得 到 第 n 项。 故我 们 在 初始 项 a 二 2 上 加 了 3(n 一 而 得 到 a,。 这 就 是 
闭 公式 a, 二 2 十 3(n 一 1)。 注 意 到 这 个 序列 是 一 个 算术 级 数 。 4 
例 10 中 使 用 的 技术 叫 作 和 迭代 (iteration) 。 我 们 迭代 或 重复 利用 了 递 推 关系 。 第 一 种 方法 称 
为 正 向 蔡 换 一 一 我 们 从 初始 条 件 出 发 找到 连续 的 项 直到 a, 为 止 。 第 二 种 方法 称 为 反 向 替换 ， 
因为 我 们 从 a, 开始 迭代 时 将 其 表示 为 序列 中 前 面 的 项 直到 可 以 用 a, 来 表示 。 注 意 当 我 们 使 用 
迭代 时 ， 需 要 先 猜测 序列 项 的 一 个 公式 。 要 证 明 我 们 的 猜测 是 正确 的 ， 需 要 使 用 数学 归纳 
法 一 一 将 在 第 5 章 中 讨论 的 一 项 技术 。 
第 8 章 我 们 将 证 明 递 推 关 系 可 用 于 为 各 种 问题 建 模 。 这 里 我 们 仅 提 供 这 样 的 一 个 例子 ， 说 
明 如 何 用 递 推 关系 来 计算 复合 利率 。 
复合 利率 (compound interest) 。 假 设 一 个 人 在 银行 的 储蓄 账户 上 存 了 10 000 美元 ， 
年 利率 是 11% ， 按 年 计 复 利 。 那 么 在 30 年 后 该 账户 上 将 有 多 少 钱 ? 
解 ” 为 求解 这 个 问题 ， 令 P, 表示 n 年 后 账户 上 的 金额 。 因 为 n 年 后 账户 上 的 金额 等 于 
n 一 1 年 后 账户 上 的 金额 加 上 第 n 年 的 利息 ， 易 得 序列 {P,) 满 足 递 推 关系 
P= LP (lL LB. 
初始 条 件 是 P, 二 10 000。 
我 们 可 以 使 用 迭代 法 找到 P, 的 公式 。 注 意 
有 一 《有 
Pre hl = 
= LP = (LT 


p= mp = 
当代 入 初始 条 件 P= 二 10 000 时 ， 得 到 公式 P, 二 (1. 11)"10 000。 
将 n= 二 30 代入 公式 已,=(1.11)"10 000， 即 可 得 30 年 后 账户 上 有 
P;。 = 二 (1. 11)”*”10 000 二 228 922. 97 美元 本 


2.4.4 特殊 的 整数 序列 
离散 数学 中 的 一 类 共性 问题 是 为 了 构造 序列 的 项 而 寻找 闭 公 式 、 递 推 关 系 或 者 某 种 一 般 


Extrey 
Suni 


Extro 
-a 。 
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规则 。 有 时 候 仅 知道 用 于 求解 问题 的 序列 中 的 一 部 分 项 ， 目 标 则 是 要 确定 序列 。 尽 管 序列 的 
初始 项 不 能 确定 整个 序列 (毕竟 从 任何 初始 项 的 有 限 集合 开始 的 序列 有 无 限 多 个 ) ,但 了 解 前 
几 项 仍 有 助 于 做 出 关于 序列 本 身 的 合理 猜想 。 一 旦 形成 猜想 ,就 可 以 尝试 验证 你 找到 了 正确 
序列 。 

当 给 定 初 始 项 并 试图 推导 出 一 个 可 能 的 公式 、 递 推 关 系 或 序列 项 的 某 种 一 般 规则 时 ， 尝 试 
寻找 这 些 项 的 一 种 模式 。 再 观察 能 否 确定 一 项 如 何 从 它 前 面 的 项 产生 。 有 许多 问题 可 以 问 , 但 
比较 有 用 的 问题 是 : 

e@ 是 否 有 相同 值 连续 出 现 ， 即 相同 的 值 在 一 行 中 出 现 多 次 ? 

@ 是 否 给 前 项 加 上 某 个 常量 或 与 序列 中 项 的 位 置 有 关 的 量 后 就 得 出 后 项 ? 

e@ 是 否 给 前 项 乘 以 特定 量 就 得 出 后 项 ? 

@ 是 否 按照 某 种 方式 组 合 前 面 若 干 项 就 可 以 得 出 后 项 ? 

@ 是 否 在 各 项 之 间 存 在 循环 ? 

求 具有 下 列 前 5 项 的 序列 公式 : (a)1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16; (b)1l, 3, 5, 7, 9; 
人 

解 (a) 可 以 看 出 分 母 都 是 2 的 智 次 。 对 n 一 0，1，2，…， 满 足 a, 一 1/2" 的 序列 是 一 个 可 
能 的 解 。 这 个 候选 序列 是 一 个 几何 级 数 ， 满 足 a 二 1 和 一 1/2。 

(b) 注 意 每 一 项 可 通过 对 前 一 项 加 上 2 而 得 到 。 对 nn 二 0，1，2,，…， 满 足 a 十 n 二 2n 十 1 的 
序列 是 一 个 可 能 的 解 。 这 个 候选 序列 是 算术 级 数 ， 满 足 a 二 1 和 d==2。 

(c) 各 项 轮流 取 值 1 和 一 1。 对 n 二 0，1，2，…， 满 足 a, 二 (一 1)" 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 
这 个 候选 序列 是 几何 级 数 ， 满足 a==1 和 r= 一 1。 4 

例 13 一 15 解释 如 何 通 过 分 析 序 列 来 发 现 项 是 如 何 构 造 的 。 

Cw 如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 1，2，2，3，3，3，4，4，4，4， 则 如 何 来 产生 序列 
的 项 ? 

解 ”在 这 个 序列 中 ， 注 意 整 数 1 出 现 1 次， 整数 2 出现 2 次 ， 整 数 3 出 现 3 次， 整数 4 出 
现 4 次 。 一 个 合理 的 序列 生成 规则 是 整数 恰好 出 现 n 次 ,所 以 序列 的 下 5 项 可 能 都 是 5， 随 


后 6 项 可 能 都 是 6， 等 等 。 这 种 方式 产生 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 4 
如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 5，11，17，23，29，35，41，47，53，59， 则 如 何 来 产生 
序列 的 项 ? 


解 注意 这 个 序列 的 前 10 项 中 第 一 项 之 后 每 项 都 是 通过 对 前 项 加 上 6 而 得 到 的 (从 相 邻 项 
之 差 为 6 看 出 这 一 点 )。 因 此 从 5 开始 总 共 加 (n 一 1) 次 6 就 产生 第 nn 项 ， 即 一 个 合理 的 猜测 是 


第 nn 项 为 5 十 6(n 一 1) 二 6n 一 1。( 这 是 一 丫 算术 级 数 ， 满 足 a 二 5 和 4 一 6。) 4 
BB 如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 1，3，4，7，11，18，29，47，76，123， 则 如 何 来 产生 
序列 的 项 ? 


解 ”观察 序列 从 第 三 项 起 每 项 都 是 前 两 项 之 和 ， 即 4 二 3 十 1，7 二 4 十 3，11 二 7 十 4， 等 等 。 
因此 ， 如 果 工 , 是 这 个 序列 的 第 n 项 ,我 们 猜测 序列 可 由 递 推 关系 L, 一 L,_i 十 L,_; 确 定 ， 其 初 
始 条 件 为 Li 二 1 和 三 三 3( 与 斐 波 那 契 数列 具有 相同 的 递 推 关 系 ， 但 是 初始 条 件 不 同 ) 。 这 个 序 
列 被 称 为 Lucas 序列 ， 以 法 国 数学 家 Francois Edouard Lucas 的 名 字 命名 。Lucas 在 19 世纪 研 
究 了 这 个 序列 和 斐 波 那 契 数列 。 4 

另 一 种 求 序列 项 生成 规则 的 有 用 技术 是 对 比 所 求 的 序列 项 与 熟知 的 整数 序列 项 ， 比 如 算术 
级 数 的 项 、 几 何 级 数 的 项 、 完 全 平方 数 、 完 全 立方 数 等 。 表 1 给 出 了 一 些 应 当 记 住 的 序列 的 前 
10 项 。 注 意 ， 对 于 这 里 列 出 的 序列 ， 每 个 序列 中 项 的 增长 要 比 列 表 中 前 面 序列 项 的 增长 快 。 
3. 2 节 将 研究 这 些 项 的 增长 速率 。 
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表 1 一 些 有 用 的 序列 


第 n 项 前 10 项 
1l, 4, 9, 16,; 25, 36, 49, 64, 81, 100, ». 
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000,，…: 
1, 16, 81, 256, 625, 1296, 2401, 4096, 6561, 10 000，… 
所 2 4，8，16，32，64，128，256，512，1024，… 
3 
4 
1 





» 9, 27, 81, 243, 729, 2187, 6561, 19 683, 59 049, » 
，2, 6, 24, 120, 720, 5040,，40 320，362 880，3 628 800，… 
，1, 2, 3, $, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 





如 果 序 列 {a,} 的 前 10 项 为 1，7，25，79，241，727，2185，6559，19 681，59 047， 
es 的 简单 公式 。 

解 ” 要 解决 这 个 问题 ， 先 查看 相 邻 项 的 差 ， 但 没有 看 出 模式 。 当 计 算 相 邻 项 的 比 来 查看 每 
项 是 否 为 前 项 的 倍数 时 ， 发 现 这 个 比 虽然 不 是 常数 却 接近 于 3。 所 以 有 理由 怀疑 这 个 序列 的 各 
项 是 由 一 个 与 3" 有关 的 公式 产生 的 。 比 较 这 些 项 与 序列 {3"} 的 对 应 项 ， 注 意 到 第 ”项 要 比 对 应 
的 3 的 寡 次 小 2。 我们 看 到 对 于 1 过 n 过 10 来 说 a, 二 3" 一 2 成 立 ， 因 而 猜想 对 所 有 n 来 说 ， 这 个 
公式 成 立 。 4 

贯穿 本 书 可 以 看 到 整数 序列 在 离散 数学 的 各 类 应 用 中 广泛 出 现 。 我 们 已 经 看 到 或 将 会 看 到 
的 序列 包括 : 素数 序列 (第 4 章 )、 将 个 离散 对 象 进行 排序 的 方法 数 ( 第 6 章 )、 解 决 著名 的 
碟 汉 诺 塔 谜 题 所 需要 的 步 数 (第 8 章 ) 以 及 在 一 个 岛 上 nn 个 月 后 的 兔子 数 (第 8 章 )。 

整数 序列 还 出 现在 离散 数学 以 外 的 相当 广泛 的 领域 , 包括 生物 学 、 工 程 、 化 学 、 物 理学 ， 
以 及 迹 题 中 。 在 “在 线 整数 序列 百科 ”(Online Encyclopedia of Integer Sequences，OEIS) 维 护 的 
一 个 有 趣 的 数据 库 中 可 以 找到 超过 250 000 个 不 同 的 整数 序列 (截至 2017 年 )。 这 个 数据 库 起 初 
是 由 内 尔 ， 斯 朗 在 1964 年 创建 的 ， 现 在 由 OEIS 基金 会 维护 。 该 数据 库 最 新 的 印刷 版 是 1995 
年 出 版 的 (LSIPI95]) ， 当 前 大 百科 中 的 序列 比 1995 年 版 书 中 的 900 卷 还 多 ， 且 每 年 会 提交 超过 
10 000 个 新 的 序列 。 你 可 以 利用 OEIS 网 站 上 的 程序 来 寻找 可 能 与 你 提供 的 初始 项 匹配 的 序列 。 
比如 ， 你 输入 1，1，2，3，5，8，OEIS 就 会 展示 一 个 页 面 ， 确 认 这 是 斐 波 那 契 数列 中 连续 的 
项 ， 给 出 产生 这 个 序列 的 递 推 关 系 ， 列 出 广泛 的 注解 ( 含 参考 文献 ) 来 论述 斐 波 那 契 数列 的 多 种 
产生 方式 ， 并 显示 以 这 些 项 开始 的 其 他 一 些 序列 的 信息 。 
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内 尔 * 斯 朗 (Neil Sloane， 生 于 1939 年 ) 依靠 澳大利亚 国家 电话 公司 的 助学金 在 
墨尔本 大 学 学 习 数 学 和 电气 工程 。 他 在 暑期 工作 中 掌握 了 许多 与 电话 有 关 的 工作 ， 
比如 架设 电线 杆 。 毕 业 后 ， 他 设计 了 澳大利亚 最 便宜 的 电话 网 。1962 年 他 到 美国 康 奈 
尔 大 学 学 习 电 气 工 程 。 他 的 博士 论文 是 关于 现在 所 谓 的 神经 网 络 的 。1969 年 开始 他 在 
贝尔 实验 室 任职 ， 从 事 过 许多 领域 的 工作 ， 包 括 网 络 设 计 、 编 码 理 论 以 及 球体 填充 等 。 
自 1996 年 AT&T 实验 室 从 贝尔 实验 室 分 离 出 来 ， 他 就 去 了 AT&T 实验 室 工作 ， 直 到 
2012 年 退休 。 他 最 喜欢 的 一 个 问题 是 相 切 问题 (kissing problem， 他 创造 的 名 字 )， 即 在 
n 维 空间 可 以 排列 多 少 个 球 ， 使 之 都 与 同样 大 小 的 中 央 球 相 切 。( 在 2 维 空间 答案 是 6， 
因为 可 放置 6 个 便士 使 之 与 中 央 便 士 相 切 。 在 3 维 空间 ， 可 放置 12 个 台球 使 之 与 中 央 台 球 相 切 。 两 个 恰好 
在 一 点 接触 的 台球 称 为 “ 相 切 ”， 这 引出 了 术语 “ 相 切 问题 ”和 “ 相 切 数 ”。) 斯 朗 与 Andrew Odlyzko 证 明了 
在 8 维和 24 维 空间 中 最 优 相 切 数 分 别 为 240 和 196 560。 在 1、2、3、4、8 和 24 维 空间 中 的 相 切 数 是 已 知 
的 ， 而 在 任何 其 他 维 空间 中 都 还 是 未 知 的 。 斯 朗 的 著作 包括 : 与 John Conway 合 写 的 《球体 填充 、 格 与 群 》 
(Sphere Packing，Lattices and Groups) 第 3 版 ， 与 Jessie Mac Williams 合 写 的 《 纠 错 码 的 理论 》(The Theory of 
Error-Correcting Codes) ， 与 Simon Plouffe 合 写 的 《整数 序列 百科 》(The Encyclopedia of Integer Sequences) 以 及 
与 Paul Nick 合 写 的 《新 泽 西 峭壁 攀岩 指南 》(The Rock-Climbing Guide to New Jersey Crags) 。 最 后 这 本 书 体现 
了 他 对 攀岩 的 兴趣 ， 其 中 介绍 了 新 泽 西 州 的 50 多 个 攀岩 场地 。 





Courtesy of Neil Sloane 
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2.4.5 求 和 
接 下 来 我 们 考虑 序列 项 的 累加 问题 。 为 此 先 引 入 求 和 记号 (summation natation) 。 首 先 描述 
用 来 表达 序列 {a,) 中 项 
人 
之 和 的 记号 。 我 们 用 记号 


〈 读 作 w 从 j= 二 m 到 j= 二 =n 的 和 ) 来 表示 
oe a 

此 处 变量 7 称 为 求 和 下 标 ， 而 字母 j 作为 变量 可 以 是 任意 的 ， 即 可 以 使 用 任何 其 他 字母 ， 比 如 

i 或 &。 或者， 用 记号 表示 就 是 


270, = 2 = 2 
此 处 求 和 下 标 依次 遍历 从 下 限 m 开始 到 上 限 n 为 止 的 所 有 整数 。 用 >， 表示 求 和 。 


通常 的 算术 法 则 也 适用 于 求 和 式 。 例如， 当 a 和 均 为 实数 时 ， 有 》) (az; 十 如) 一 


2 之 吉 1923， 这 里 如， Zo，*…， 及 六 ys，*…，y, 均 为 实数 (此 处 我 们 没有 给 出 该 恒 等 
式 的 正式 证 明 。 这 样 的 证 明 可 以 用 第 5 章 介绍 的 数学 归纳 法 来 加 以 构建 。 证 明 同时 会 用 到 加 法 
的 交换 律 与 结合 律 以 及 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ) 。 
下 面 给 出 求 和 记号 的 多 个 例子 。 
Fn 用 求 和 记号 表示 序列 {4} 前 100 项 之 和 ， 这 里 aj==1/j, j=1,，2,，3,，… 
解 ” 求 和 下 标 下 限 为 1， 上 限 为 100。 这 个 和 可 以 写成 


100 


和 
六 六 的 值 是 多 少 ? 
解 我 们 有 
生生 六 1 十 4 十 9 守 区 二 着 二 家 4 


>》 (一 1) 的 值 是 多 少 ? 
解 ”我 们 有 





一] 一 一 人 二 一 十 (一 1 十 (一 1 十 (一 人 7 
二 1 十 (一 ]) 十 1 十 (二 了 D 十 1 
一 1 ] 
有 时 候 对 求 和 式 中 的 求 和 下 标 做 一 下 平移 会 很 有 好 处 。 当 两 个 求 和 式 需 要 相 加 而 求 和 下 标 
却 不 一 致 时 ， 通 常 可 以 这 样 做 。 当 平 移 求 和 下 标 时 ， 对 应 求 和 项 做 适当 修改 也 是 很 重要 的 。 如 


例 20 所 解释 。 
A 假定 有 求 和 式 


2 
但 是 希望 求 和 下 标的 取 值 是 在 0 和 4 之 间 而 不 是 在 1 和 5 之 间 。 为 此 ， 令 4 一 7 一 1。 于 是 
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新 的 求 和 下 标 就 是 从 0( 因 为 当 j==1 时 k=1 一 1==0) 到 4( 因 为 当 j=5 时 k=5 一 1==4) 了 ， 而 项 
六 变 成 了 (十 1)*。 因 此 

Se dt 
容易 验证 两 个 和 都 是 1 十 4 十 9 十 16 十 25 二 55。 丰 


几何 级 数 项 的 求 和 经 常 出 现 ( 这 种 求 和 也 称 为 几何 数列 ) 。 定 理 1 给 出 几何 级 数 的 项 求 和 
公式 





证 明 令 


= Dor 
要 计算 S， 先 在 等 式 两 边 同 乘 上 ”， 然后 对 得 出 的 和 式 做 如 下 变换 ， 
去 ror 用 求 和 公式 代替 S 
一 Da 分 配 律 
Se 平移 求 和 下 标 , 令 有 二 j 十 1 
ST a 去 除 上 二 n 十 1 的 项 ,添加 二 0 的 项 
= 用 S 代替 求 和 公式 
从 这 些 等 式 可 以 看 出 


7S, = SS, 二 (ar™! 一 0) 


ntl 
ar a 
S: i 


天 =: 寺 
如果 到 1 则 5 二 jar'= DA4= (De。 4 


很 多 情况 下 需要 双重 求 和 (比如 在 计算 机 程序 典 套 循环 的 分 析 中 ) 。 一 个 双重 求 和 的 
例子 是 


要 计算 双重 求 和 ， 先 展开 内 层 求 和 ， 再 继续 计算 外 层 求 和 : 
DD Dutraitad = Doi 6+12+18+24— 60 4 


i=1 j=1 


我 们 还 可 以 用 求 和 记号 将 一 个 函数 的 所 有 值 相 加 ， 或 把 针对 一 个 下 标 集 的 项 都 加 起 来 ， 其 
中 求 和 下 标 遍 历 一 个 集合 中 的 所 有 值 ， 即 可 以 写 


SC) 


s€S 


来 表示 对 S 中 所 有 元 素 * 求 值 (5) 的 和 。 
(CB 》 ;的 值 是 多 少 ? 


s€E {10.2.4} 





解 由 于 》， ;表示 对 集合 {0，2，4} 中 所 有 元 素 * 的 值 求 和 ， 因 此 有 


s€E 10,2,4) 


2 3="0+2+4=6 4 


某 些 求 和 问题 会 在 离散 数学 中 反复 出 现 。 掌 握 一 组 这 种 求 和 公式 会 有 好 处 ， 表 2 给 出 了 一 
些 常见 求 和 公式 。 


表 2 多 个 有 用 的 求 和 公式 






和 





Se tlr A 0) 


k=0 


nz2 (nt 1)? 
4 


py 2 
k=1 





bp 让 ME 十 1)(272 十 1) 
类 一 1 6 








我 们 在 定理 1 中 推导 了 表 中 的 第 一 个 公式 。 接 下 来 的 三 个 公式 给 出 了 前 n 个 正 整 数 的 求 
和 、 它 们 的 平方 和 以 及 它们 的 立方 和 。 可 以 用 许多 不 同方 式 来 推导 这 三 个 公式 (例如 ， 参 见 练 
习 37 和 38)。 还 要 注意 这 里 每 一 个 公式 , 一 旦 得 到 了 ， 就 可 以 轻而易举 地 用 数学 归纳 法 (5.1 
节 的 主题 ) 加 以 证 明 。 表 中 最 后 两 个 公式 与 无 穷 级 数 有 关 ， 接 下 来 就 会 讨论 。 

例 23 解释 了 表 2 中 的 公式 是 如 何 使 用 的 。 


100 


家 到 有 
解 ”首先 注意 由 于 》)&k = 1 六 十 D>) ， 所 以 有 





100 


100 49 

> Vy ) > 3 
Ek Pe 7 We Ek 

k=50 k=1 k=1 


利用 表 2 的 公式 > ' 尼 = n(n 十 1) (2n 十 1)/6 (证 明 见 练习 38) ， 可 以 看 出 





yt 0 499 338 350 — 40 425 一 297 925 4 

一 些 无 穷 级 数 ”尽管 本 书 中 大 多 数 求 和 都 是 有 限 求 和 ， 但 在 离散 数学 的 某 些 部 分 中 无 穷 级 
数 也 是 很 重要 的 。 通 常 在 微 积 分 课程 中 研究 无 穷 级 数 ， 甚 至 这 些 级 数 的 定义 也 需要 用 到 微 积 
分 ， 但 有 时 它们 也 会 出 现在 离散 数学 中 ， 因 为 离散 数学 需要 处 理 离散 对 象 无 穷 集 。 尤其 是 将 来 
在 离散 数学 的 研究 中 ， 我 们 将 会 发 现 例 24 和 25 中 无 穷 级 数 的 闭 公式 是 非常 有 用 的 。 


(需要 微 积 分 知识 ) 令 z 是 满足 | x | 到 1 的 实数 。 求 2) zz。 











解 根据 定理 1， 令 a 一 1 和 7 二 x， 就 可 以 着 出 了 x" 二 二 + 。 由 于 1z| <1， 所 以 当 
趋 于 无 穷 时 ，zx*"' 趋 于 0。 所 以 
5 
27 = lim py et 4 


通过 对 已 有 公式 进行 微分 或 积分 就 可 以 产生 新 的 求 和 公式 。 
EB 需要 微 积分 知识 ) 对 下 列 方程 两 边 微分 : 


A=0 上 一 二 





根据 例 24 可 得 
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oo 


1 L 
和 2 (Zz) 


k= 


(根据 有 关 无 穷 级 数 的 定理 ， 当 | z | 二 1 时 这 个 微分 有 效 。) 本 
练习 
1. 求 序列 {a, } 的 下 列 各 项 ， 其 中 a, 二 2。，( 一 3)" 十 5”。 
a)ao b)ai 外 Oas d)as 
2. 如 果 序 列 {a,} 的 w 等 于 下 列 各 值 ， 则 as 项 是 多 少 ? 
a)2": b)7 c)1 十 (一 1)” dD) == 2 
未 序列 {a, } 的 项 co， QI，Q2 和 as 是 什么 ? 其 中 Qn 等 于 
二 和 十 1 BICAd Tt on/2] d)[n/2|+[n/2| 
4. 序列 {a,} 的 项 a。，al! ，as 和 as 是 什么 ? 其 中 ao 等 于 、 
a)( 一 2)” b)3 c)7 十 4 d)2" 十 (一 2)" 


5. 列 出 下 列 各 序列 的 前 10 项 。 
a) 序 列 从 2 开始 ， 后 面 每 项 都 比 前 项 多 3。 
b) 序 列 按 升序 把 每 个 正 整 数列 出 3 次 。 
c) 序 列 按 升 序 把 每 个 正 奇 数列 出 2 次 。 
d) 序 列 的 第 ”项 是 z! 一 2"。 
e) 序 列 从 3 开始 ， 后 面 每 项 都 是 前 项 的 2 倍 。 
f) 序 列 的 第 一 项 是 2， 第 二 项 是 4， 后面 每 项 都 是 前 两 项 之 和 ，。 
序列 的 第 项 是 数 n 的 二 进 制 展 开 式 的 比特 数 ( 在 4. 2 节 有 定义 )。 
h) 序 列 的 第 nn 项 是 下 标 n 的 英文 单词 中 包含 的 字母 数 。 
6. 列 出 下 列 各 序列 的 前 10 项 。 
a) 序 列 从 10 开始 ， 后 面 每 项 都 是 从 前 项 减 去 3 所 得 。 
b) 序 列 的 第 ”项 是 前 ”个 正 整数 之 和 。 
c) 序 列 的 第 ”项 是 3" 一 2"。 
dd) 序列 的 第 项 是 [Vnj。 
e) 序 列 的 前 两 项 是 1 和 5， 后 面 每 项 都 是 前 两 项 之 和 。 
f) 序 列 的 第 ”项 是 具有 7 比特 的 二 进 制 展开 式 ( 见 4. 2 节 的 定义 ) 的 最 大 整数 (用 十 进 制 数 写 出 答案 ) 。 
g) 序 列 的 各 项 以 下 列 方式 按 序 构造 : 从 1 开始， 然后 加 1， 然 后 乘 1， 然 后 加 2， 然 后 乘 2， 等 等 。 
h) 序 列 的 第 ”项 是 满足 &! <n 的 最 大 整数 。 
. 至 少 找 出 3 个 不 同 的 序列 ， 其 初始 项 都 是 1、2、4， 并 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 各 项 。 
. 至 少 找 出 3 个 不 同 的 序列 ， 其 初始 项 都 是 3、5、7， 并 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 各 项 。 
. 找 出 有 下 列 递 推 关 系 和 初始 条 件 所 定义 的 序列 的 前 五 项 。 


ao 王 62 如 一 2 ba,=a:_1, ai=2 


© m 门 


Ca,=a, 1 十 3a，， ，ao 王 1，aw 一 2 d)a, 王 na， 1 十 ?2a 。，ao 王 1，al 王 1 


C= Ps ao=1, ai=2, as=0 


10. 找 出 有 下 列 递 推 关系 和 初始 条 件 所 定义 的 序列 的 前 六 项 。 


2)a; =—2asrs 2 三 一 b)a, 一 a -一 4 ，a 一 2，ai 王 一 1 
c)a, 一 3c2_1， ao 一 1 da 三 7CT 十 02 7， ao 一 一 1， al 一 0 
ee ao 一 1， al 一 1， az 一 2 


11. 令 oa, 王 2" 十 5。3"，7z 一 0，1，2，…。 

a) 找 出 co，az，az，a 和 at。 

b) 证 明 wa = 王 5ai 一 6au ，as 王 5a 一 6a 和 waw 王 5as 一 6a， 。 

c) 证 明 对 于 所 有 整数 "之 2?， 有 a, 王 5a,-: 一 6a,-，。 
12. 证 明 序列 {a, } 是 递 推 关 系 4a, 二 一 3a,-i1 十 44,-s 的 解 ， 如 果 

a)a, 一 0 b)a,=1 C)a,=(—4)” d)a, =2( 一 4)" 十 3 
13. 序列 {a, } 是 递 推 关 系 a, 二 8a,_1 一 16a，: 的 解 吗 ? 如 果 


Links》 
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14. 


15, 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23., 


24. 


25., 





a)a, 王 0 b)a, 王 1 C)a, =2" d)a, =4" 
e)a, 一 724"” f)c, 一 2。4" 十 374" 2 ar =(—4 h)a, =n:4” 
对 于 下 列 每 个 序列 ， 寻 找 满足 该 序列 的 递 推 关系 。( 答 案 并 不 唯一 ， 因 为 存在 无 穷 多 个 满足 任 一 序列 
的 递 推 关 系 。) 

a)a, 一 3 b)a, 王 27 c)a, 一 27 十 3 d)a, 一 5"” 
e)a, 一 122 f)a, 王 ?2 十 7 四)a, 一 7 十 (一 1)” h)a;,=n! 
证 明 序列 {a,} 是 递 推 关 系 4, 二 a,-1 十 24,-z 十 2n 一 9 的 解 ， 如 果 

a)a, 一 一 ?2 十 2 Wa 一 一 人 

ec)a, 一 3( 一 1) 十 2" 一 2 十 2 du, 一 7。2" 一 7 十 2 

找 出 下 面 每 个 带 有 初始 条 件 的 递 推 关 系 的 解 。 采 用 例 10 中 所 用 的 迭代 方法 求解 。 
a)a, 一 一 Qi-1，ao 一 5 b)a; =a,-i 二 3, ao=1 

C)a, =a,_1—n, ao=4 da = 2 17—3 Uy= 一 二 
e)a,=(n 二 1)a,_1, ao=2 f)a,=2na,_1,， ao=3 





g)a, 王 一 0 -1 十 ?2 一 1，ao 一 7 


找 出 下 面 每 个 带 有 初始 条 件 的 递 推 关 系 的 解 。 采 用 例 10 中 所 用 的 迭代 方法 求解 。 
a)a 一 3a-1，ao 一 2 ba 一- 十 2，ao 王 3 
c)a, 一 -1 十 2，ao 王 1 d)a, 王 0 -1 十 22 十 3，ao 一 4 
e)a, 一 2a，! 一 1，ao 一 1 f)a,=3a, :十 1，ao 一 1 
Ean=nan-i, a0=5 h)a,=2nas_1, ao=1 

一 个 人 在 一 个 账户 中 存 人 1000 美元 ,年 利率 9% ， 按 年 计 复 利 。 


a) 为 该 账户 在 n 年 年 底 的 金额 建立 一 个 递 推 关 系 。 

b) 为 该 账户 在 n 年 年 底 的 金额 找 出 一 个 显 式 公式 。 

©) 该 账户 在 100 年 后 会 有 多 少 钱 ? 

假设 一 个 菌落 中 的 细菌 数量 每 小 时 按 3 倍增 长 。 

a) 为 经 过 nn 小 时 后 的 细菌 数量 建立 一 个 递 推 关 系 。 

b) 如 果 开 始 时 菌落 中 有 100 个 细菌 ， 那么 10 小 时 后 菌落 中 有 多 少 细菌 ? 

假设 2017 年 世界 人 口 是 76 亿 ， 而 年 增长 率 为 1. 12%。 

a) 为 2017 年 之 后 n 年 的 世界 人 口 建 立 一 个 递 推 关系 。 

b) 为 2017 年 之 后 n 年 的 世界 人 口 找 出 一 个 显 式 公 式 。 

c)2050 年 世界 人 口 会 是 多 少 ? 

一 家 工厂 以 一 个 递增 速率 为 客户 定制 运动 汽车 。 第 一 个 月 仅 生 产 一 辆 车 ， 第 二 个 月 生产 两 辆 车 ， 等 

等 ,第 nn 个 月 生产 了 nn 辆 车 。 

a) 为 该 厂家 前 n 个 月 生产 的 汽车 数量 建立 一 个 递 推 关系 。 

b) 第 一 年 生产 了 多 少 辆 车 ? \ 

©) 为 该 厂家 前 nn 个 月 生产 的 汽车 数量 找 出 一 个 显 式 公 式 。 

一 个 雇员 在 2017 年 加 入 一 家 公司 ， 起 薪 为 50 000 美元 。 每 年 该 雇员 薪水 会 提升 1000 美元 外 加 上 一 

年 薪水 的 5% 。 

a) 为 2017 年 之 后 的 nn 年 后 该 雇员 的 薪水 建立 一 个 递 推 关系 。 

b) 该 雇员 在 2025 年 的 薪水 是 多 少 ? 

ce) 为 2017 年 之 后 的 n 年 后 该 雇员 的 薪水 找 出 一 个 显 式 公 式 。 

有 一 笔 5000 美元 的 贷款 ,年 利率 7% ， 按 月 计 复 利 。 如 果 每 月 还 款 100 美元 ， 请 找 出 & 个 月 后 欠 款 

账户 余额 BCR) 的 递 推 关 系 。[ 提 示 : 用 BC 一 1) 来 表示 BCR) ， 月 利率 是 (0.07/12) BC 一 1)。] 

a) 如 果 每 月 还 贷 P， 贷 款 利率 为 r-， 找 出 个 月 后 欠 款 账户 余额 B(k) 的 递 推 关 系 。[ 提 示 : 用 BC 一 1) 
来 表示 BC(k)， 并 注意 月 利率 是 >/12。] 

b) 确 定 每 月 还 款 已 应 该 是 多 少 才能 使 得 贷款 在 工 个 月 后 还 清 。 

对 于 下 列 每 个 整数 列表 ， 给 出 简单 的 公式 或 规则 ， 以 产生 从 给 定 列 表 开 始 的 整数 序列 项 。 假定 你 给 
出 的 公式 或 规则 是 正确 的 ， 写 出 相应 序列 的 后 续 三 项 。 
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DR en Wo eo Ee ls i 

DL BD a de Ud BY 6 BY To By 

OL 0 ,O00 d, Od Oo TO Os ei 

6, Ton Dl, A 0b, LoD sie 

15, 8, 1, —6, —13, —20, —27, “ 

3, 5, 8 12; 17, 23, 30r- 98 -47 

g)2, 16, 54, 128, 250, 432，,686, … 

hy 8, 7 25 121, 721, S04L, 40 921 -tu 

对 于 下 列 每 个 整数 列表 ， 给 出 简单 的 公式 或 规则 ， 以 产生 从 给 定 列 表 开 始 的 整数 序列 项 。 假 定 你 给 
出 的 公式 或 规则 是 正确 的 ， 写 出 相应 序列 的 后 续 三 项 。 

a 6, Tl, Tg, 27, 8, 1 66 Be, L100: 

Sb Rn A 

1 10,. 11; -1005 101% Id, 1113. 1000; 1001;, 1010s 0; 
0 ,ee de a 

€)0, 2, 8, 26, 80, 242, 728, 2186, 6560, 19 682, … 

f)1, 3, 15, 105, 945, 10 395, 135 135, 2 027 025, 34 459 425, . 
Dh OE 0 Pb os et ns de 

h)2, 4, 16, 256, 65 $36, 4 294 967 296 ，… 


证 明 : 如 果 a 表示 不 是 完全 平方 数 的 第 n 个 正 整 数 ， 则 a, 三 n 十 {Vn }， 其 中 {zx} 表示 最 接近 于 实数 x 
的 整数 。 


, 设 a 表 示 序 列 1 2 2; 3; 3 35 ds.45 dr dy 5 5 Bs bs 6, 6 6 6 Br 6 6 的 第 流 项 ， 


构造 这 个 序列 的 方法 是 包含 整数 恰好 次。 证 明 : ,一 | V25+ 去 |. 


下 列 各 求 和 式 的 值 是 多 少 ? 

a) 下 好 b) yy ©) 3 d) D2m 一 2) 
下 列 各 求 和 式 的 值 是 多 少 ? 其 中 S=(1, 3, 5, 7)。 

DD by ©) D1/7 d >)1 

下 列 几何 级 数 的 项 之 和 是 多 少 ? 和 人 

» Ds 2; b) D2 © Day d S23 
求 下 列 各 和 式 的 值 0 本 

1 Dat b) D3 — 27) © V2.3 43.2) d D2 — 2) 
计算 下 列 各 双重 求 和 式 。 和 | 

a) SDGrD b) DY DY 2i+4 37) 3 d) yi 
计算 下 列 各 双重 求 和 式 。 二 a 

» DPD WD) Di+27 0 2 wD De 
证 明 De 一 ar) = a, 一 ao， 其 中 a。，ai，…，a, 是 实数 序列 。 这 种 类 型 的 求 和 式 称 为 


过 计 edcenin 

利用 恒等式 1/(k(k 十 1)) 二 1/& 一 1/(k 十 1) 和 练习 35 来 计算 YE 二 D) 

对 恒等式 有 一 (k 一 1)* 二 2k 一 1 两 边 从 k= 二 1 到 二 nn 求 和 ， 并 且 利用 练习 35 找 出 下 列 求 和 式 的 公式 。 
D2 C2k 一 1D (前 ”个 奇 自然 数 之 和 ) b) > 








* 38. 利用 练习 35 中 的 技巧 以 及 练习 37b 的 结果 ， 推 导 表 2 中 》)k 的 公式 。[ 提 示 : 在 练习 35 的 迭 进 求 
和 中 取 a 二。] 


. 利用 表 2 求 >\& 。 


. 利用 表 2 求 D)&。 


k=99 


Ww 
2 


二 
SS 


41. 利用 表 2 求 > 所 (一 3)。 


k=10 


20 
42. 利用 表 2 求 >, (一 1)(2 刀 十 1)。 


k=10 


* 43. 当 mn 是 正 整 数 时 ,， 求 > ) | VE 的 公式 。 


* 44. 当 是 正 整 数 时 , 求 > | 演 | 的 公式 。 


对 于 乘积 也 有 一 个 特殊 记号 。a,，ami1，…，a, 的 乘积 可 表示 为 [[a;， 读 作 a; 从 j 王 m 到 j 二 n 的 
乘积 。 
45. 下 列 乘积 的 值 是 多 少 ? 
10 8 100 10 
» 1; 5 I 9 了 一 D7 da) [I? 


回顾 一 下 阶 来 画 孝 在 正 整 数 风 上 的 值 ( 记 作 nl) 是 从 1 到， 的 正 整 数 的 乘积 另外 规定 01 到 在 
46, 用 乘积 记号 来 表示 n1。 


4 
47. 求 2)j1。 
j=0 


4 
48. 求 [[j!。 
j=0 


2.5 集合 的 基数 


2:5:1 引 育 

2. 1 节 的 定义 4 把 有 一 个 有 限 集合 的 基数 定义 成 该 集合 中 的 元 素 个 数 。 有 限 集合 的 基数 告 
诉 我 们 什么 时 候 两 个 有 限 集合 大 小 相同 ， 什 么 时 候 一 个 比 另 一 个 大 。 本 节 我 们 将 这 个 概念 扩展 
到 无 限 集合 ， 即 如 果 能 有 一 种 方法 来 衡量 无 限 集 的 相对 大 小 ， 我 们 就 能 定义 什么 是 两 个 无 限 集 
合 有 相同 的 基数 了 。 

我 们 最 有 兴趣 的 是 可 数 无 限 集 ， 就 是 和 正 整数 集合 具有 相同 基数 的 集合 。 我 们 会 证 明 一 
令 人 惊奇 的 结论 ， 即 有 理 数 集合 是 可 数 无 限 的 。 我 们 还 会 给 出 一 个 不 可 数 集合 的 例子 ， 养 证 明 
实数 集 是 不 可 数 的 。 

本 节 讨 论 的 概念 在 计算 机 科学 中 有 非常 重要 的 应 用 。 一 个 函数 是 不 可 计算 的 ， 如 果 没 有 计 
算 机 程序 能 够 计算 它 的 所 有 值 ， 即 使 给 它 无 限 的 时 间 和 内 存 空间 。 我 们 将 用 本 节 的 概念 来 解释 
为 什么 不 可 计算 函数 是 存在 的 。 

我 们 现在 要 定义 什么 是 两 个 集合 具有 相同 的 大 小 或 基数 。2. 1 节 讨 论 了 有 限 集 的 基数 ， 并 
定义 了 这 样 的 集合 的 大 小 或 基数 。2. 3 节 的 练习 81 中 我 们 证 明了 : 任何 两 个 元 素 个 数 相同 的 
有 限 集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 。 我 们 可 用 这 一 观察 将 基数 的 概念 推广 到 所 有 集合 ， 包 括 有 限 集 
和 无 限 集 。 
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对 于 无 限 集 ， 基 数 的 定义 提供 了 一 个 衡量 两 个 集合 相对 大 小 的 方法 ， 而 不 是 衡量 一 个 集合 
大 小 的 方法 。 我 们 还 可 以 定义 什么 叫 作 一 个 集合 的 基数 小 于 另 一 个 集合 的 基数 。 






评注 在 定义 1 和 2 中 ， 我 们 引入 记号 |A| 二 |B| 和 |A | 二 |B| 来 表示 A 和 B 具 有 相同 的 
基数 和 A 的 基数 小 于 B 的 基数 。 可 是 ， 当 A 和 B 是 任意 的 无 限 集 时 ， 这 样 的 定义 并 没有 赋予 
|A| 和 |B | 不同 的 含义 。 


2.5.2 可 数 集合 
现在 把 无 限 集 分 为 两 组 ， 一 组 与 自然 数 集合 有 相同 的 基数 ， 另 一 组 具有 不 同 的 基数 。 





下 一 个 例子 解释 了 如 何 证 明 一 个 集合 是 可 数 的 。 

证 明正 奇数 集合 是 可 数 集 。 

解 ”要 证 明正 奇数 集合 是 可 数 的 ， 就 要 给 出 这 个 集合 与 正 整数 集合 之 间 的 一 个 一 一 对 应 。 
考虑 从 Z 到 正 奇数 集合 的 函数 


fl(n) = 2n—1 b 
通过 证 明 f 既是 一 对 一 的 又 是 映 上 的 来 证 明 f 是 一 一 对 应 的 。 要 想 知道 f 是 一 对 一 的 ， 假 定 
fl 二 fl(m)。 于 是 2n 一 1 二 2m 一 1， 所 以 一 如。 要 想 知道 上 是 映 上 的 ， 假 定 上 是 正 奇数 。 于 是 
ti 比 一 个 偶数 2k 少 1， 其 中 有 是 自然 数 。 因 此 :==2k 一 1 二 f(k)。 图 1 显示 了 这 个 一 一 对 应 。 外 
| 5 6 7 8 9 19 11 二 
1 3 5 过 9 1 WO 4 ‘(A ss 
图 1 在 Z+ 和 正 奇数 集合 之 间 的 一 一 对 应 


一 个 无 限 集 是 可 数 的 当 且 仅 当 可 以 把 集合 中 的 元 素 排 列 成 序列 (下 标 是 正 整数 )。 这 是 因为 
从 正 整 数 集合 到 集合 S 的 一 一 对 应 关系 f 可 以 用 序列 a1，a;，…，a,，*… 表 示 ， 其 中 4 一 
Ta = fs “y= ns es 

希 尔 伯 特 大 饭店 我 们 现在 来 讲 一 个 悖 论 ， 它 证 明了 某 些 对 有 限 集 不 可 能 的 事情 对 无 限 集 
变 得 可 能 了 。 著 名 数学 家 大 卫 ， 希 尔 伯 特 发 明了 大 饭店 的 概念 ， 它 有 可 数 无 限 多 个 房间 ， 每 个 
房间 都 有 客人 。 当 一 个 客人 来 到 一 家 只 有 有 限 个 房间 的 饭店 ， 而 且 房 间 已 经 都 有 客人 时 ， 不 赶 
走 一 位 客人 是 容纳 不 下 新 来 的 客人 的 。 可 是 ， 在 大 饭店 我 们 总 是 能 够 容纳 一 位 新 客人 的 ， 即 使 
所 有 房间 已 都 住 了 客人 ， 证 明 如 例 2 所 示 。 练 习 5 和 8 分 别 要 求 你 证 明 在 大 饭店 住 满 的 情况 
下 ， 依 然 能 容纳 下 有 限 位 新 客人 和 可 数位 新 客人 。 


@ 辐 在 大 饭店 客 满 且 不 允许 赶 走 住 客 的 情况 下 ， 我 们 如 何 能 容纳 一 位 新 来 的 客人 ? 


解 ”因为 大 饭店 的 房间 是 可 数 的 ， 我 们 可 以 把 它们 排列 成 1 号 房间 、2 号 房间 、3 号 房间 
等 。 当 一 位 新 客人 到 来 时 ， 我 们 把 1 号 房间 的 客人 安排 到 2 号 房间 ， 把 2 号 房间 的 客人 安排 到 
3 号 房间 ,更 一 般 地 ， 对 于 所 有 整数 n， 把 n 号 房间 的 客人 安排 到 nn 十 1 号 房间 。 这 样 就 把 1 号 
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房间 腾 出 来 了 ， 把 这 个 房间 分 配给 新 来 的 客人 ， 并 且 所 有 原先 的 客人 也 都 有 房间 。 这 种 场景 的 
解释 如 图 2 所 示 。 4 






希 尔 伯 特 
大 饭店 


住 ! 号 房间 ,其 
他 客人 往 后 退 
、 一 个 房间 。 A 
经 理 


新 客人 
图 2 一 位 新 客人 到 达 希 尔 伯 特 大 饭店 


当 一 家 饭店 只 有 有 限 多 个 房间 时 ， 所 有 房间 客 满 的 概念 等 价 于 不 能 再 容纳 新 客人 的 概念 。 
可 是 ,注意 当 有 无 限 多 个 房间 时 这 种 等 价 关系 就 不 再 成 立 了 ， 这 也 可 以 用 来 解释 希 尔 伯 特 大 饭 
店 的 悖 论 了 。 

可 数 和 不 可 数 集合 的 例子 ”我 们 现在 证 明 某 些 数 的 集合 是 可 数 的 。 以 所 有 整数 的 集合 开 
始 。 注 意 我 们 可 以 通过 列举 其 元 素来 证 明 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 

@ 国 证 明 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 

解 ”我 们 可 用 序列 来 列 出 所 有 整数 ， 从 0 开头 ， 交 替 列 举 正 、 负 整数 : 0，1， 一 1，2， 
一 2,…。 或 者 ， 我 们 也 可 以 在 正 整数 集 与 整数 集 之 间 找 一 个 一 一 对 应 函数 。 函 数 f(n) 当 为 
偶数 时 取 值 n/2 而 当 ， 为 奇数 时 取 值 一 (一 1)/2 就 是 这 样 的 一 个 函数 ,证明 留 给 读者 完成 。 因 
此 ， 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 4 

奇数 集 与 整数 集 均 为 可 数 集合 并 不 奇怪 (如 例 1 和 例 3 所 示 )。 但 许多 人 对 于 有 理 数 集 也 是 
可 数 集合 的 结果 颇 为 惊讶 ， 如 例 4 所 示 。 


@ 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 。 


解 ” 正 有 理 数 集合 是 可 数 的 ,~ 这 似乎 令 人 惊讶 ， 但 下 面 将 证 明 如 何 把 正 有 理 数 排列 成 序列 
rm，rs，*…，7,，*…。 首 先 ， 注 意 每 个 下 有理 数 都 是 两 个 正 整数 之 比 2/a。 
我 们 可 以 这 样 来 排列 正 有 理 数 : 在 第 1 行列 出 分 母 9=1 的 有 理 数 ， 在 第 2 行列 出 分 母 
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大 卫 ， 希 尔 伯 特 (David Hilbert，1862 一 1943) 和希 尔 伯 特 出 生 于 以 七 座 桥 享誉 数 
学 界 的 哥 尼 斯 堡 市 ， 是 一 位 法 官 的 儿子 。1892 一 1930 年 在 哥 廷 根 大 学 任职 期 间 ， 他 
站 在 广泛 的 数学 领域 做 出 了 黄 基 性 的 贡献 :他 总 是 在 数学 的 某 个 课题 上 工作 ， 做 出 重 
“| 要 的 贡献 ， 然 后 换 一 个 新 的 数学 课题 研究 。 希 尔 伯 特 研究 过 的 领域 包括 变 分 法 、 几 
， 何 、 代 数 、 数 论 、 逻 辑 以 及 数理 物理 学 。 除 了 许多 杰出 的 原创 性 贡献 外 ， 和 硕 尔 伯 特 
0 的 贿 ” 还 以 重要 而 具有 影响 力 的 23 个 未 解 之 题 而 闻名 。 他 在 1900 年 国际 数学 家 大 会 上 提出 
OEMILIO SEGRE VISUAL 了 这 些 难 题 ， 作 为 20 世纪 诞生 时 给 数学 家 的 挑战 。 从 那 时 起 ,这 些 问题 推动 了 大 量 
INSTITUTE OF 的 研究 活动 。 尽 管 其 中 许多 问题 已 被 解决 ， 但 有 些 问 题 依 然 悬 而 未 决 ， 其 中 包括 黎 
99 曼 假设 ， 这 是 希 尔 伯 特 列表 中 第 8 个 问题 的 一 部 分 。 希 尔 伯 特 也 是 数论 和 几何 学 几 
本 重要 的 教科 书 的 作者 。 
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4 一 2 的 有 理 数 ， 等 等 ， 如 图 3 所 示 。 

把 有 理 数 排列 成 序列 的 关键 是 : 沿 着 图 3 
所 示 的 路 线 ， 先 列 出 满足 p 十 g= 二 2 的 正 有 理 数 a 
p/q， 再 列 出 满足 如 十 %=3 的 正 有 理 数 ， 然 后 ” 列 , 因为 前 
列 出 满足 p 十 q==4 的 正 有 理 数 ， 等 等 。 每 当 遇 。 面 已 经 出 现 
到 已 经 列 出 过 的 数 p/g 时 ， 就 不 再 次 列 出 了 。 过 了 
例如 ， 当 遇 到 2/2=1 时 就 不 列 出 了 ， 因 为 已 经 
列 出 过 1/1 一 1。 这 样 构 造 的 正 有 理 数 序列 的 初 
入 项 是 Ti 1/2; 2 35 1/3 1/4s ‘2/3 3/25 


4，5， 等 等 。 这 些 数 在 图 3 中 都 加 了 圆圈 ， 序 9 
列 中 没有 圆圈 的 数 是 那些 被 剔除 的 ， 因 为 它们 S : 





已 经 在 序列 中 了 。 由 于 所 有 有 理 数 都 只 列 出 一 
次 ， 读 者 可 以 验证 它 ， 所 以 我 们 证 明了 正 有 理 
数 集合 是 可 数 的 。 | 图 3 正 有 理 数 是 可 数 的 


2.5.3 不 可 数 集合 

我 们 已 经 看 到 有 理 数 集 也 是 可 数 集合 。 那 么 是 否 有 可 能 的 不 可 数 集合 呢 ? 首先 考虑 的 集合 
是 实数 集 。 在 例 5 中 我 们 使 用 一 种 很 重要 的 由 乔治 。 康 托 尔 于 1879 年 引入 的 证 明 方法 ， 即 所 
谓 的 康 托 尔 对 角 线 法 ， 来 证 明 实数 集合 是 不 可 数 的 。 在 数理 逻辑 和 计算 理论 中 大 量 地 使 用 这 个 
， 

四 证 明 实数 集合 是 不 可 数 集合 。 

要 证 明 实 数 集合 是 不 可 数 的， 我 们 假定 实数 集合 是 可 数 的 ， 然 后 试图 导出 一 下 这 
于 是 ， 所 有 落 在 0 和 1 之 间 的 实数 所 构成 的 子 集 也 是 可 数 的 (因为 可 数 集合 的 任意 子 集合 都 是 
可 数 的 ， 参 见 练习 16) 。 在 此 假设 下 ,在 0 和 1 之 间 的 实数 可 以 按照 某 种 顺序 列 出 ， 比 如 说 ， 
rr，T3，*…。 设 这 些 实数 的 十 进 制 表示 为 

ni= 0. dndidisdu™ 
7 = 0. dai dss dz3 dz4 
n= 0 ddsdsda™ 
六 一 0. dudududu" 


其 中 d5Et03 U2 3, 4.5, 6065 75 9 。( 例 如 ， 如 果 x 二 0.237 941 02…， 就 有 di = 二 2， 
dw 二 3 dw 二 7 等 等 ,) 于 是 ; 构造 新 的 实数 具有 十 进 制 展开 式 r 二 0. didzd;d,…， 其 中 十 进 制 
数字 由 下 列 规则 确定 : 
4 如 果 d; 关 4 
5 如 果 d; = 二 4 
(例如 ， 假定 ;==0. 237 941 02.…，,， zr, 二 0. 445 901 38…, r; 二 0.091 187 64*…, rx, 二 0.805 539 00…， 
等 等 。 于 是 ， 就 有 7 一 0. di ddasd… 一 0.4544…， 其 中 因为 ai 天 4， 所 以 di 二 4; 因为 d;, 一 4， 所 
以 di 二 5; 因为 4;3 关 4， 所 以 ds 二 4; 因为 dw 了 4， 所 以 d= 二 4; 等 等 。) 
每 个 实数 都 有 了 唯一 的 十 进 制 展 开 式 (排除 结尾 全 部 由 数字 9 组 成 的 展开 式 的 可 能 性 )。 所 
以 ,实数 7 不 等 于 r;，r;，… 中 的 任何 一 个 ， 因 为 对 每 个 i 来 说 , r 的 十 进 制 展开 式 与 的 十 
进 制 展开 式 在 小 数 点 右边 第 ; 位 是 不 同 的 。 
由 于 存在 不 在 列表 中 的 0 和 1 之 间 的 实数 >， 所 以 假设 可 以 列 出 在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 
就 必定 为 假 。 所 以 ,在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 不 能 一 一 列 出 ， 因 此 在 0 和 1 之 间 的 实数 集合 是 
不 可 数 的 。 任 何 含 有 不 可 数 子 集合 的 集合 都 是 不 可 数 的 (参见 练习 15)。 因 此 ， 实 数 集合 是 不 


d; = 
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可 数 的 。 4 
有 关 基 数 的 结果 ”我 们 现在 讨论 一 些 有 关 集 合 基 数 的 结果 。 首 先 ， 证 明 两 个 可 数 集合 的 并 
依然 是 可 数 集合 。 












， ee es TE 过 
证 明 假定 A 和 B 是 可 数 集合 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 A 和 B 是 不 相交 的 。( 如 果 它 
们 不 是 不 相交 的 ， 就 可 以 用 B 一 A 来 代替 B， 因 为 A (B 一 A)==B 并 且 AU(B 一 A)==AUB.) 
再 者 ,不 失 一 般 性 ， 如 果 两 个 集合 之 一 是 可 数 无 限 的 而 另 一 个 是 有 限 的 ， 则 我 们 可 以 假设 B 是 


那个 有 限 集合 。 
有 三 种 情形 需要 考虑 : (DA 和 B 均 为 有 限 的 ; (ii)A 是 无 限 的 而 B 是 有 限 的 ; ( 计 )A 和 B 
均 为 可 数 无 限 的 。 


情形 (): 注意 当 A 和 8B 均 为 有 限 的 时 ，AUB 也 是 有 限 的 ， 因 此 是 可 数 的 。 

情形 Gi)， 因为 A 是 可 数 无 限 的 ， 所 以 它 的 元 素 就 可 以 排列 成 一 个 无 限 序 列 a,，a;， 
a3，"…，a,，""“ 同 时 因为 B 是 有 限 的 ， 所 以 其 元 素 可 以 排列 成 b1，b，bs，"…，b。a，m 是 某 个 
正 整 数 。 我 们 可 以 把 AU BB 的 元 素 排 列 成 5 ，5,，63，…，bm，a1，Qz:，43，*"…“，an，""*。 这 意 
味 着 AUB 是 可 数 无 限 的 。 

情形 (ii) : 因为 A 和 B 均 为 可 数 无 限 的 ， 可 以 分 别 把 它们 的 元 素 排列 成 wa ，as，a;，…， 
Qa， "和 Bl，bs。，b:，…，b,，"…。 通 过 交替 这 两 个 序列 的 项 ， 我 们 就 可 以 把 AUB 的 元 素 排列 
成 无 限 序 列 al，61，as，b,，as;，b3，…，a,，b,，"…。 这 意味 着 AUB 是 可 数 无 限 的 。 

至 此 完成 了 证 明 ， 因 为 已 经 证 明 在 所 有 三 种 情形 下 AUB 都 是 可 数 的 。 4 

鉴于 其 重要 性 ， 我 们 现在 给 出 基数 研究 中 的 一 个 关键 定理 。 





因为 定理 2 看 起 来 相当 地 简单 明了 ， 所 以 我 们 可 能 会 期 望 它 有 一 个 简单 的 证 明 。 可 是 ， 事 
实 并 非 如 此 。 因 为 当 你 有 一 个 从 A 到 B 的 单 射 函 数 时 ， 它 不 一 定 是 映 上 的 ， 而 另 一 个 从 B 到 
A 的 单 射 函 数 也 不 一 定 是 映 上 的 ,没有 显而易见 的 方法 来 构造 一 个 从 A 到 B 的 双 射 函数 。 再 
者 ， 即 使 可 以 不 用 高 等 数学 来 证 明 它 ， 但 已 知 的 证 明 都 相当 微妙 而 曲折 ， 不 容易 解释 清楚 。 其 
中 一 个 证 明 的 展开 参见 练习 41， 要 求 读者 来 完成 细节 部 分 。 有 兴趣 的 读者 可 以 在 LAiZiHo09] 
和 [Ve06] 中 找到 证 明 。 这 个 结论 称 为 Schr6der-Bernstein 定理 ， 因 为 Ernst Schr6der 在 1898 年 
发 表 了 一 个 有 缺陷 的 证 明 ， 而 康 托 尔 的 学 生 Felix Bernstein 在 1897 年 给 出 了 一 个 证 明 。 可 是 ， 
在 Richard Dedekind 的 1887 年 的 笔记 中 也 发 现 了 该 定理 的 一 个 证 明 。Dedekind 是 一 位 德国 数 
学 家 ， 他 在 数学 基础 、 抽 象 代数 和 数论 方面 做 出 了 重要 贡献 。 

下 面 用 一 个 例子 来 解释 定理 2 的 应 用 。 

( 国 证 明 |(0,1)1=|(,1I1。 

解 ” 如何 寻找 一 个 (0，1) 和 (0，1] 之 间 的 一 一 对 应 来 证 明 | (0, 1) | = | (0，1j] | 完全 不 
是 显而易见 的 事 。 幸 运 的 是 ， 可 以 采用 Schroder-Bernstein 定理 。 寻 找 一 个 (0，1) 到 (0，1j 的 
一 对 一 函数 是 很 简单 的 。 因 为 (0，1l)C(0，1]， 所 以 f(z) 二 xz 就 是 一 个 (0，1) 到 (0，1j] 的 一 对 
一 函数 。 录 找 一 个 (0，1] 到 (0，1) 的 一 对 一 函数 也 不 难 。 函 数 g(Cz) 王 z/2 显然 是 一 对 一 的 且 将 
(0，1] 映 射 到 (0，1/2JC(0，1) 。 由 于 找到 了 从 (0,-1) 到 (0，1] 和 从 (0，1] 到 (0，1) 的 一 对 一 
函数 ， 所 以 Schr6der-Bernstein 定理 告诉 我 们 | (0, 1) | = | (0，1] | 。 4 

不 可 计算 函数 ”我 们 现在 来 描述 本 节 中 的 概念 在 计算 机 科学 中 的 一 个 重要 应 用 。 特 别 是 ， 
我 们 将 证 明 存 在 这 样 的 函数 ， 其 值 不 能 由 任何 计算 机 程序 计算 出 来 。 
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要 证 明 存在 不 可 计算 函数 ， 我 们 需要 建立 两 个 结果 。 首 先 要 证 明 用 任何 编程 语言 写 的 计算 
机 程序 的 集合 是 可 数 的 。 注 意 用 一 种 特定 语言 编写 的 一 个 计算 机 程序 可 以 看 作 由 有 限 的 字母 表 
构造 的 字符 串 就 可 以 证 明 该 结论 (参见 练习 37) 。 接 下 来 ， 我 们 证 明 从 一 个 特定 的 可 数 无 限 集 
到 自身 的 函数 有 不 可 数 无 限 多 个 。 特 别 是 ， 练 习 38 证 明了 从 正 整 数 到 自身 的 函数 集合 是 不 可 
数 的 。 这 是 0 一 1 之 间 实 数 集 的 不 可 数 性 (参见 例 5) 的 一 个 推论 。 结 合 这 两 个 结果 (参见 练习 
39) 可 以 证 明 存 在 不 可 计算 函数 。 

连续 统 假设 ”我 们 简单 讨论 一 下 有 关 基 数 的 一 个 著名 的 开放 问题 以 作为 本 节 的 结束 。 可 以 
证 明 Zi 的 寡 集 和 实数 集 R 具有 相同 的 基数 (参见 练习 38)。 换 言 之 ， 我 们 知道 | P(Z ) | = 
| R1=c， 这 里 c 表 示 实 数 集 的 基数 。 

康 托 尔 的 一 个 重要 定理 (参见 练习 40) 表 明 一 一 个 集合 的 基数 总 是 小 于 其 寡 集 的 基数 。 故 有 
1Z | 二 | PC(Z7) | 。 我们 将 这 个 结论 重 写 为 兴 。 二 2% ， 这 里 用 记号 215' 表示 集合 S 的 寡 集 
的 基数 。 还 有 ， 注 意 关 系 |P(Z ) | 二 | R | 可 以 表示 为 2 =c。 

这 就 导致 了 著名 的 连续 统 假 设 (contimuun hypothesis)， 它 阐述 了 不 存在 介 于 愉 ， 和 ec 之 间 
的 基数 XX。 换言之 ,连续 统 假设 说 明了 不 存在 集合 A 使 得 正 整 数 集合 的 基数 只。 小 于 | A |， 
而 | A | 又 小 于 实数 集 的 基数 c<。 可 以 证 明 最 小 的 无 限 基 数 形成 一 个 无 限 序 列举, 二 i 二 ;二 
…。 如 果 我 们 假定 连续 统 假设 为 真 ， 就 可 以 得 出 结论 c 二 兴 !， 故 有 2™ 二 31。 

连续 统 假设 是 由 康 托 尔 在 1877 年 提出 的 。 他 努力 尝试 证 明之 而 未 果 ， 因 而 变 得 非常 泪 丧 。 
到 了 1900 年 ， 解 决 连续 统 假设 被 认为 是 数学 中 最 重要 的 悬而未决 的 问题 。 这 是 仿 大王 希 尔 
伯 特 (David Hilbert) 列 入 他 著名 的 1900 年 数学 开放 问题 的 第 一 个 问题 。 

连续 统 假设 依然 是 一 个 开放 问题 ， 还 是 一 个 活路 的 研究 领域 。 可 是 ,已 经 证 明了 在 现代 数 
学 的 标准 集合 论 公 理 ( 即 Zermelo-Fraenkel 公理 ) 下 ,该 假设 既 不 能 被 证 明 也 不 能 被 反 驱 。 
Zermelo-Fraenkel 公理 的 制定 是 为 了 避免 朴素 集合 论 的 悖 论 ， 如 罗素 悖 论 ， 但 是 是 否 应 该 用 其 
他 的 一 组 集合 论 公 理 来 替代 还 是 有 很 大 争议 。 


练习 
1. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 有 限 的 、 可 数 无 限 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集 合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 
该 集合 之 间 的 一 一 对 应 。 
a) 负 整数 b) 偶 数 c) 小 于 100 的 整数 
d)0 和 1/2 之 间 的 实数 e) 小 于 1 000 000 000 的 正 整 数 f)7 的 整 倍数 
2. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 有 限 的 、 可 数 无 限 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 
该 集合 之 间 的 一 一 对 应 。 
a) 大 于 10 的 整数 b) 奇 负 整 数 ©) 绝 对 值 小 于 1 000 000 的 整数 
d)0 和 2 之 间 的 实数 e) 集 合 AXZH ,其 中 A= (2,，3} f)10 的 整 倍 数 
3. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 可 数 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 该 集合 之 间 的 
一 一 对 应 。 
a) 不 包含 比特 0 的 全 部 比特 串 
b) 不 能 写成 分 母 不 小 于 4 的 全 部 正 有 理 数 
c) 十 进 制 表示 中 不 包含 0 的 实数 
d) 十 进 制 表示 中 仅 包含 有 限 个 1 的 实数 
. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 可 数 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 该 集合 之 间 的 
一 一 对 应 。 
a) 不 能 被 3 整除 的 整数 
b) 能 被 5 整除 但 不 能 被 7 整除 的 整数 


~ 
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©) 十 进 制 表示 是 全 1 的 实数 
d) 十 进 制 表示 是 全 1 或 全 9 的 实数 


. 证 明 一 群 有 限 的 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特大 饭店 时 依然 可 以 在 不 赶 走 客人 的 情况 下 得 到 房间 。 
. 假设 希 尔 伯 特 大 饭店 已 客 满 ， 但 是 饭店 要 关闭 所 有 偶数 编号 的 房间 进行 维修 。 证 明 所 有 客人 依然 可 以 


住 在 饭店 里 。 


. 假设 希 伯 尔 特大 饭店 在 某 一 天 客 满 了 ,饭店 准备 扩展 到 同样 具有 可 数 无 限 个 房间 的 第 二 幢 楼 。 证 明 现 


有 的 客人 可 以 散 开 填 充满 饭店 两 幢 楼 的 每 个 房间 。 


8. 证 明 可 数 无 限 个 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特 大 饭店 时 依然 可 以 在 不 赶 走 客人 的 情况 下 得 到 房间 。 
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假设 有 可 数 无 限 辆 巴士 ， 每 辆 载 有 可 数 无 限 多 位 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特 大 饭店 。 证 明 在 不 赶 走 客人 
的 情况 下 所 有 达到 的 客人 都 可 以 住 进 希 尔 伯 特 大 饭店 。 
给 出 两 个 不 可 数 集合 A 和 B 的 例子 使 得 A 一 B 是 


a) 有 限 的 b) 可 数 无 限 的 c) 不 可 数 的 
给 出 两 个 不 可 数 集合 A 和 B 的 例子 使 得 AN 门 B 是 
a) 有 限 的 b) 可 数 无 限 的 ©) 不 可 数 的 


证 明 如 果 A 和 B 是 集合 且 ACB, 则 |A| 达 1B|。 

试 解释 为 什么 集合 A 是 可 数 的 当 且 仅 当 |A1 科 |1Z |。 

证 明 如 果 A 和 B 是 集合 并 具有 相同 的 基数 , 则 | A1 三 1B1 并 且 1B|<1A|。 
证 明 如 果 A 和 B 是 集合 ，A 是 不 可 数 的， 并且 ASB， 则 B 是 不 可 数 的 。 


证 明 可 数 集 的 子 集 也 是 可 数 的 。 

如 果 A 是 不 可 数 集合 而 B 是 可 数 集合 ， 那 么 A 一 B 一定 是 不 可 数 的 吗 ? 

证 明 如 果 A 和 B 是 集合 且 1A1==1B1, 则 |P(A)|=|1P(B)|， 

证 明 如 果 A、B、C 和 D 是 集合 且 1A1= 二 18|1 和 |Cl=1D|1, 则 | AxC|1=|1BxD|. 
证 明 如 果 |A1==1B|1 且 1B1==1C|1, 则 |A1=1C1。 


证 明 如 果 A、B 和 C 是 集合 使 得 |A|1 三 1B| 和 |BIIc|l, 则 |A|Icl. 

假设 A 是 可 数 集合 。 证 明 如 果 存 在 一 个 从 A 到 B 的 映 上 函数 /， 则 B 也 是 可 数 的 。 

证 明 如 果 A 是 一 个 无 限 集合 ， 则 它 包含 可 数 无 限 子 集 。 

证 明 不 存在 无 限 集合 A 使 得 | A | 二 | Zt+ | 一 WW,。 

证 明 如 果 有 可 能 用 (具有 有 限 个 字符 的 ) 键 盘 字符 的 有 限 串 来 标记 一 个 无 限 集 S 的 每 个 元 素 ， 且 S 中 
没有 两 个 元 素 具 有 相同 的 标记 ， 则 S 是 可 数 无 限 集 。 

利用 练习 25 给 出 一 个 不 同 于 书 上 的 方法 来 证 明 有 理 数 集 是 可 数 的 。[ 提 示 : 证 明 你 能 将 一 个 有 理 数 
表示 为 一 串 带 有 斜 杠 的 数字 外 加 可 能 的 减 号 。] 

证 明 可 数 多 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 的 。 

证 明 集 合 Z+ XZ+ 是 可 数 的 。 

证 明 所 有 有 限 比特 串 的 集合 是 可 数 的 。 

证 明 二 次 方程 cz: 十 bz 十 c=0 的 实数 解 的 集合 是 可 数 的 ， 其 中 a、b 和 c 都 是 整数 。 

通过 证 明 多 项 式 函 数 f: Zi XZ 一 ZT ，f(m, nn) 二 (mm 十 n 一 2)(m 十 n 一 1)/2 十 m 是 一 对 一 和 映 上 的 
来 证 明 Z+ XZt 是 可 数 集 。 

证 明 当 用 (3n 十 1)? 来 替换 练习 31 的 函数 f(m， nn) 右边 表 达 式 的 每 个 的 出 现时 ， 用 (3m 十 1)? 来 蔡 
换 每 个 六 的 出 现时 ， 你 会 得 到 一 个 一 对 一 的 多 项 式 函 数 ZXZ->Z。 是 否 存在 一 个 一 对 一 的 多 项 式 函 
数 QXQ~Q 是 一 个 开放 问题 。 

利用 Schr6der-Bernstein 定理 证 明 (0，1) 和 和 [0,1] 具有 相同 的 基数 。 

采用 下 列 方法 证 明 (0,1) 和 R 具有 相同 的 基数 。 


a) f(z) 一 如 于 一 是 从 (0，1) 到 RR 的 双 射 函数 。 


= 
b) 利 用 Schr6der-Bernstein 定理 。 
证 明 不 存在 从 正 整 数 集合 到 正 整数 集合 的 寡 集 的 一 一 对 应 。 [提示 : 假设 存在 这 样 的 一 一 对 应 。 将 正 
整数 集 的 一 个 子 集 表示 为 一 个 无 限 比 特 串 ， 其 中 第 i 位 为 1 如 果 ;属于 该 子 集 ， 和 否则 为 0。 假设 你 能 
将 这 些 无 限 比特 串 排 成 正 整 数 下 标的 序列 。 构 造 一 个 新 的 比特 串 ， 其 第 i 位 等 于 序列 中 第 i 个 比特 串 
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*36, 


.3 


x 38. 


# 39。 


x 40. 


* 41. 





的 第 ; 位 的 补 。 证 明 这 个 新 比特 串 不 可 能 出 现在 该 序列 中 。] 

证 明 从 正 整数 子 集 的 集合 到 0 和 1 之 间 实 数 的 集合 存在 一 个 一 一 对 应 。 利 用 这 个 结果 以 及 练习 34 和 

35 推出 结论 ,< | P(Z+ ) | = | R | 。[ 提 示 : 看 看 练习 35 提示 的 第 一 部 分 。] 

证 明 用 特定 编程 语言 编写 的 所 有 计算 机 程序 的 集合 是 可 数 的 。 [提示 : 可 以 认为 用 编程 语言 编写 的 一 

个 计算 机 程序 是 有 限 字母 表 上 的 一 个 符号 串 。] 

证 明 从 正 整数 到 集合 (0，1，2,，3，4，5，6，7，8，9} 的 函数 集合 是 不 可 数 的 。[ 提 示 : 首先 在 0 到 

1 之 间 实 数 集 与 这 些 函 数 的 子 集 之 间 建 立 一 一 对 应 。 为 此 ， 让 实数 0. dd …d,… 对 应 到 函数 f 以 

使 f(n)=d,。] 、 

一 个 函数 是 可 计算 的 (computable) 如 果 存 在 一 个 计算 机 程序 能 够 计算 函数 的 值 。 用 练习 27 和 38 证 明 

存在 不 可 计算 的 函数 。 NS 

证 明 如 果 S 是 一 个 集合 ， 则 不 存在 从 S 到 P(S)(S 的 寡 集 ) 的 映 上 函数 f。 从 而 得 出 结论 | S | 去 

| P(S) | 。 这 个 结论 称 为 康 托 尔 定理 。[ 提 示 : 假定 这 样 的 函数 f 存在 。 令 T={s€S | s& f(s)}， 

然后 证 明 不 存在 元 素 ;使 得 f(s) 二 TT.] , 

在 这 个 练习 中 ， 我 们 将 证 明 Schr6der-Bernstein 定理 。 假 设 A 和 B 是 集合 ,， 且 满 足 |A| 三 |B| 和 |B| 达 

| A|。 这 意味 着 存在 单身 函数 f/: A->B 和 g: B->A。 为 了 证 明定 理 , 我 们 必须 证 明 存 在 双 射 函数 h， 

AB， 这 蕴含 了 |A|==|B|. 

为 了 构建 h， 我 们 构造 二 个 a€ A 的 元 素 链 。 这 个 链 包含 元 素 a, f(a), g(f(a)), f(g(f(a)))， 

g(f(g(f(a)))),，…。 也 可 以 包含 更 多 a 之 前 的 元 素 ， 从 而 反 向 扩展 该 链 。 因 此 ， 如 果 存 在 5€B 使 

得 g (5b) 二 a， 则 。5 就 是 该 链 中 紧 挨 着 a 前 面 的 项 。 因 为 g 可 能 不 是 满 射 ， 可 能 不 存在 这 样 的 6， 所 以 

a 就 是 该 链 的 第 一 个 元 素 。 如 果 这 样 的 5 存在 ， 由 于 g 是 单 射 ， 它 就 是 也 中 唯一 的 元 素 ， 能 通过 g 映 

射 到 a; 我 们 把 它 记 作 g '(a) (注意 ， 这 里 定义 g ' 是 B 到 A 的 部 分 函数 )。 我 们 可 以 以 同样 的 方式 

尽 可 能 反 向 扩展 该 链 ， 即 加 上 f(g (a)), g 1(f-'(g-1(a))),，…。 为 了 构造 证 明 ， 需要 完成 下 

列 五 个 步骤 。 

a) 证 明 A 或 B 的 每 个 元 素 只 属于 一 个 链 。 

b) 证 明 存 在 四 类 链 : (第 一 类 ) 构 成 循环 的 链 ， 从 每 个 元 素 出 发 沿 着 链 往 前 ， 最 终 还 会 回 到 这 个 元 素 ; 
(第 二 类 ) 反 向 扩展 时 不 会 终止 ; (第 三 类 ) 反 向 扩展 时 终止 于 集合 A; (第 四 类 ) 反 向 扩展 时 终止 于 
集合 B。 

©) 现 在 定义 函数 h: A 一 B。 当 a 属于 第 一 、 二 、 三 类 链 时 ， 设 Ca) 王 ya)。 当 a 属于 第 四 类 链 时 ， 
证 明 我 们 能 定义 Aca)， 且 Pa) 一 gs !'(a)。 在 下 面 两 个 小 题 中 ， 我 们 将 证 明 这 个 函数 是 从 A 到 B 的 
双 射 函数 ， 以 此 作为 定理 的 证 明 。 

d) 证 明 是 一 对 一 的 (可 以 与 第 一 、 二 、 三 类 链 一 起 考虑 ， 第 四 类 链 单 独 证 明 )。 

e) 证 明 久 是 映 上 的 (可 以 与 第 一 、 二 、 三 类 链 一 起 考虑 ， 第 四 类 链 单独 证 明 )。 





2.6 和 矩阵 
2.6.1 引言 


离散 数学 中 用 和 矩阵 表示 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 在 随后 的 章节 中 ， 和 矩阵 将 用 于 各 种 不 同 的 


建 模 中 。 例 如 ， 和 矩阵 可 以 用 在 通信 网 络 和 交通 运输 系统 的 模型 中 。 许 多 算法 都 是 用 矩阵 模型 开 
发 的 。 本 节 回 顾 这 些 算 法 中 会 用 到 的 矩阵 算术 运算 。 





后 和 


矩阵 。 是 一 个 3X2 和 矩阵 。 4 
1 总 
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现在 介绍 一 些 矩 阵 术 语 。 黑 斜体 大 写字 母 用 来 表示 和 矩阵。 





2.6.2 矩阵 算术 
现在 介绍 矩阵 算术 的 基本 运算 ， 首 先是 矩阵 加 法 的 定义 。 














相同 大 小 的 两 个 矩阵 的 和 是 将 它们 对 应 位 置 上 的 元 素 相 加 得 到 的 。 不 同 大 小 的 矩阵 不 能 相 
加 ， 因 为 两 个 矩阵 在 某 些 位 置 上 不 一 定 都 有 值 。 


@ 四 我 们 有 
1 0 一 1 3 4 一 1 4 4 一 2 
| | -| -: - | 
由 而 一 1 1 5 汉 


现在 讨论 矩阵 乘积 。 两 个 矩阵 的 乘积 只 有 在 第 一 个 矩阵 的 列 数 和 第 二 个 矩阵 的 行 数 相等 时 
才 有 定义 。 












在 图 1 中 ，4 的 灰色 行 和 B 的 灰色 列 用 于 计算 AB 的 元 素 <, 。 当 第 一 个 矩阵 的 列 数 和 第 二 
个 矩阵 的 行 数 不 相 等 时 两 个 矩阵 的 乘积 无 定义 。 





图 1 4 三 [az] 和 B= 二 [bj] 之 乘积 
现在 举 几 个 矩阵 乘积 的 例子 。 
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C 国 令 
全 
4 
D3 i 
A= -E 1 
ac 
:0) 
0 2 
求 AB( 如 果 有 定义 )。 


解 ”因为 4 是 4X3 和 矩阵 而 B 是 3X2 矩阵， 所 以 A 和 B 的 乘积 有 定义 且 是 4X2 和 矩阵。 要 
计算 AB 的 元 素 ， 首 先 把 4 的 行 和 B 的 列 的 对 应 元 素 相 乘 ， 然 后 再 把 这 些 乘积 加 起 来 。 例 如 ， 
4B 的 (3，1) 位 置 的 元 素 是 4 的 第 三 行 和 B 的 第 一 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 ， 即 3。 2 十 1。 1 十 


0 .3=7。 计 算出 AB 的 所 有 元 素 后 ， 得 到 
14 永 
8 9 
| 
8 2 


虽然 矩阵 乘法 是 可 结合 的 ， 很 容易 利用 实数 加 法 和 乘法 的 结合 律 来 证 明 ， 但 是 ， 和 矩阵 乘法 
不 是 可 交换 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 A 和 B 为 矩阵 ，4B 和 BA 不 一 定 相同 。 事 实 上 可 能 这 两 个 乘 
积 中 只 有 一 个 有 定义 。 例 如 如 果 有 A 是 2X3 和 矩阵 ，B 是 3X4 和 矩阵 ， 那 么 AB 有 定义 且 是 2X4 矩 
阵 ; BA 没有 定义 ， 因 为 3X4 和 矩 了 泗 和 2X3 和 矩阵 无 法 相 乘 。 

一 般 来 说 ,假定 A 是 mXn 和 矩阵 ，B 是 r+Xs 和 矩阵 。 则 只 有 当 n==r 时 4B 才 有 定义 ， 当 s= 
m 时 BA 才 有 定义 。 不 仅 如 此 ， 即 使 AB 和 BA 均 有 定义 ， 也 不 一 定 具 有 同样 大 小 除非 m 二 n= 
r 三 s。 因 此 ， 如 果 AB 和 BA 均 有 定义 且 有 相同 大 小 ， 则 4 和 B 必定 是 方 阵 且 具 有 同样 大 小 。 
再 者 ， 即 使 A 和 B 均 为 nXn 和 矩阵 ，AB 和 BA 也 不 一 定 会 相等 ， 如 例 4 所 示 。 


GE 全 


是 否 有 AB 二 BA? 
解 经 计算 得 


所 以 ，AB 关 BA。 本 


2.6.3 矩阵 的 转 置 千 
现在 引入 一 个 元 素 为 0 和 1 的 重要 矩阵。 









一 个 矩阵 乘 以 一 个 大 小 合适 的 单位 阵 不 会 改变 该 矩阵 。 换 言 之 ， 当 4 是 一 个 mXn 和 矩阵 
时 ， 有 

AI,=1,A=A 
可 以 定义 方 阵 的 寡 次 。 当 4 是 一 个 nXn 和 矩阵 时 ， 则 有 


Extra 
Examples 


> 
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4 一 工 ，4 一 444…A 
7 
(Cr 个 相 乘 ) 


有 些 场合 中 需要 有 交换 一 个 方 阵 的 行 和 列 的 运算 。 





| 
GB kr | 。 | 的 转 置 是 矩阵 本 4 
3 6 


有 一 类 很 重要 的 矩阵 在 交换 行 和 列 之 后 依然 保持 不 变 。 







注意 一 个 矩阵 是 对 称 的 当 且 仅 当 它 是 方 阵 且 相对 于 主 对 角 线 (对 所 有 i， 由 第 i 行 第 i 列 的 
元 素 组 成 ) 是 对 称 的 。 这 一 对 称 性 如 图 2 所 示 。 


i % 
BW 和 矩阵 |1 0 1| 是 对 称 的 。 4 
0 1 0 
2.6.4 0-1 和 矩阵 


所 有 元 素 非 0 即 1 的 矩阵 称 为 0-1 矩阵 。0-1 矩阵 经 常用 来 表示 各 种 图 史 对 条 她 阵 
离散 结构 ， 在 第 9 章 和 第 10 章 将 会 看 到 。 使 用 这 些 结构 的 算法 是 基于 2 
0-1 和 矩阵 的 布尔 算术 运算 。 该 算术 运算 基于 布尔 运算 信和 V ， 作 用 在 成 对 的 比特 上 ， 定 义 如 下 : 


2 光明 及 二 W% 主 1 
三 如 果 忆 一 1 或 者 户 一 1 
0 否则 





求 0-1 矩阵 的 并 和 交 。 


| ,了 
人 
人 i 


解 A 和 B 的 并 是 
1 et 
Ee v1 ovol- i 1 
Cs 下 
| wy 风 4 





| 基本 结构 ; 集合、 还 数 、 序 列 、 求 和 与 天 阵 161 


注意 A 和 B 的 布尔 积 的 计算 方法 类 似 于 这 两 个 矩阵 的 普通 乘积 ,但 要 用 运算 V 代替 加 法 ， 
用 运算 人 代替 乘法 。 下 面 给 出 一 个 矩阵 布尔 乘法 的 例子 。 


求 A4 和 B 的 布尔 积 ， 其 中 


1 0 

和 1 0 
A 久 于 1 
了 


解 A 和 B 的 布尔 积 A4©B 由 下 式 给 出 :、 
CD NY VN OD Xl /MDP NY CN Ly RINE VOOMN IY 
AOB= | A VA A oNDVUND (oN YN 
QADVCOAOD) QADVOAD GAODYVCOAD 
WO VO QVo 1 1 
= OVOroO VL 0V1LI= 二 未 | S| 
Vo AN 0 Ye ee 
我 们 还 可 以 定义 0-1 方 阵 的 布尔 军 。 这 些 窜 将 用 于 以 后 研究 图 论 中 的 路 径 ， 它 通常 用 来 为 
诸如 计算 机 网 络 中 通信 路 径 建 立 模 型 。 








解 ”计算 可 得 
i 
A =A©OA= |0 0 1 
| 
还 可 以 计算 得 出 
Wg a 
4 一 40O4= |1 1 0|，40=40O4= |1 0 1 
en Ll 
进一步 的 计算 表明 
i 
.0 i ks 
I 
读者 现在 可 以 看 出 对 所 有 正 整 数 n, n 宝 5， 有 A" 二 4"。 4 
练习 


OD 
1. 令 4=|2 0 4 
有 


7 


3 
6 
” 
a)4 的 尺寸 是 什么 ? 
b)4 的 第 3 列 是 什么 


和 
8. 
9. 


10. 


11. 
12. 


13, 


. 求 矩 阵 A 使 得 








c)A 的 第 2 行 是 什么 ? 
d)A 在 (3，2) 位 置 上 的 元 素 是 什么 ? 


e)A” 是 什么 ? 
. 求 4 十 B， 其 中 
1 0 4 = 3 5 
a)A= | 一 1 2 ，B= 2 2 -| 
全 1 2 0 





| 0 三 6 一 名 et 
D4 一 | | B=| | 
= 30“ 一 se 


. 求 AB， 如 果 


区 0 4 
a)A= i B= 
3 2 1 3 
= 
-= 
b)A= |0 | J 
于 0 2 


3 一 3 2 一 和 2 
c) 4 一 B=| | 


0 一 2 0 一 1 4 一 3 
一 1 5 
. 求 乘积 4B， 





下 Yl 
A=| 0 -1 -1|,B=| 1 -1 0 
| 1L-1 1 56 -1 0 1 


[= 0 1 3 
b)A= |1 2 人 | B= |= 3 = 
2 也 LE ne 2 





. 求 矩 阵 么 使 得 | ,]4=|， | [提示 : 求解 4 需要 解 线性 方程 组 .] 





和 7 和 
-2 1 Wh 
下 一 1 一 3 7 


令 4 为 妈 X7 矩 阵 ，0 为 元 素 全 为 0 的 mXn 和 矩阵。 证 明 A=0 十 4 二 A 十 0。 
证 明和 矩阵 加 法 是 可 交换 的 ， 即 证 明 如 果 A 和 B 均 为 mXn 和 矩阵 ， 则 4 十 B= 二 B 十 A。 
证 明和 矩阵 加 法 是 可 结合 的 ， 即 证 明 如 果 A4、B 和 C 均 为 mx Xn 和 矩阵 ， 则 4 十 (B 十 C) 王 (4 十 B) 十 C。 





令 4 为 3X4 和 矩阵 ， 怠 为 4X5 和 矩阵 ，C 是 4X4 和 矩阵 。 判 断 下 列 哪些 乘积 有 定义 并 求 出 有 定义 的 那些 
和 矩阵 的 尺寸 。 

a)AB b)BA OAC 

d)C4 e)BC f)CB 


如 果 乘 积 AB 和 BA 均 有 定义 ， 关 于 和 矩阵 4 和 B 的 尺寸 能 知道 些 什么 ? 

本 题 要 证 明和 矩阵 乘法 对 和 矩阵 加 法 的 分 配 律 。 

a) 假 定 A4、B 均 为 m Xk 矩阵，C 为 kXn 和 矩阵 。 证明 (A 十 B)C=AC 十 BC。 

b) 假 定 C 是 mXk 和 矩 了 泗 ，A 和 B 为 &Xn 矩阵。 证明 C(4 十 B) 二 CA 十 CB。 

本 题 要 证 明和 矩阵 乘法 的 结合 律 。 假 定 A4 是 mXp 和 矩阵 ，B 是 pXk 和 矩阵 ，C 是 &Xn 和 矩阵 。 证明 
4(BC) 一 (4B)C。 
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. nXn 和 矩阵 A 二 [Las ] 称 为 对 角 和 矩阵 ， 如 果 对 所 有 i 了 有 a 一 0。 证 明 两 个 nXn 对 角 和 矩阵 的 乘积 仍 是 对 


角 和 矩阵 。 给 出 计算 这 一 乘积 的 一 个 简单 规则 。 


. 令 4=[。 找 出 计算 hv 的 公式 ， 其 中 尺 为 正 整 数 。 


. 证 明 (A')' 二 A4。 
. 令 A 和 B 为 两 个 nXn 和 矩阵 。 证 明 


a) (A 二 TB)"=A' +BT 
b) (AB)" =B'A” 


如 果 A 和 B 是 nXn 答 阵 且 AB 二 BA 一 I,， 则 B 称 为 是 A 的 北 ( 这 一 术语 是 合适 的 ， 因 为 这 样 的 BB 是 唯一 
的 ) 而 人称 为 是 可 逆 的 。 记 号 B 二 A 1: 表示 再 是 4 的 逆 。 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 
23. 
24. 


25. 


26. 


27. 全 


| ye 
证 明 | 1 2 | 区 5 - 的 逆 。 SN 
ET TO 


令 4 为 2X2 和 矩阵， 4-| 网 | 
心 





Pa 
ad—be “02 一 0c 


证 明 如 果 ad 一 zc 和 0、 则 4- 一 


= 
A=| ; | 
a) 求 4 [提示 : 利用 练习 19 的 结果 ] 。 
b) 求 A 。 
全 求 (丰富 5 
d) 用 b 和 cc 的 答案 证 明 (4 ')? 是 45 的 道 。 
令 A 为 可 道 矩 阵 。 证 明 当 nn 是正 整 数 时 就 有 (A") != 二 (A ')"。 
令 A 为 矩阵 。 证 明 44” 是 对 称 的 。[ 提 示 : 借助 于 练习 17b 来 证 明 这 一 矩阵 等 于 其 转 置 。] 
假设 A 是 nXn 和 矩阵 ， 其 中 是 正 整 数 。 证 明 4 十 47 是 对 称 的 。 
a) 证 明 以 zx ，z ，…，zn 为 变量 的 线性 方程 组 


azZl 十 alzzz 十 … 十 az 一刀 





d—bc ad 一 pc 


a2l21 十 azz2s 十 …… 十 au 一 De 


anlZl 十 Co2Z2 十 十 an 一 局 
可 以 表示 为 AX=B， 其 中 A 二 [a; ]，X 是 nX1 和 矩阵 且 zi 就 是 其 第 i 行 ，B 是 nX1 和 矩阵 且 4b; 是 其 
第 i 行 。 
b) 证 明 如 果 和 矩阵 A 二 [Las ] 是 可 逆 的 (在 练习 18 前 面 定 义 了 可 逆 )， 则 a) 中 方程 组 的 解 可 以 用 等 式 和 X= 
A 'B 得 出。 
用 练习 18 和 24 解 方程 组 


一 二 二 二 52 一 /333 二 二 3 


Ti 一 wi Ls 二 人 


| 一 二 Ss 二 5 


1 1 六 二 
人 一 一 Dy 
邻 A E | 和 上 | 求 


a)AVB bAMB AOB 


(0 | 
[pat 0 I 
0 | 


a)AVB b)AAB AOB 


28. 


29. 


30. 


3 


性 


32. 


33; 


34. 
35. 
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求 A 和 B 的 布尔 积 ， 其 中 


D1 
0 115 B= 
oe 


下 
1 
2 WE 


a) Ar’] b) Ar’] Cc)AV Ar’] V A46] 
令 4 为 0-1 和 矩阵 。 证 明 
a)AVA=A b)AAA=A 


PO ~ 
OP ”~ OO 


. 本 题 证 明 交 和 并 运算 是 可 交换 的 。 令 A 和 B 为 mXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证明 


aAVB=BVA b)BAA=AA 人 \B 

本 题 证 明 交 和 并 运算 是 可 结合 的 。 令 A、B 和 C 为 mXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证明 
a)(AVB)VC=AV( (BVO) 

b)(AAB)AC=AA(BAO) 

本 题 建 立交 对 并 运算 的 分 配 律 。 令 A、B 和 C 为 mXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证 明 

a)AV (BAO=(AVB)A(AVO) 

b)AA(BVO=(AAB)V (AAO) 

令 A 为 xXn 阶 0-1 和 矩阵 , 令 I 为 xXn 单 位 矩阵 。 证 明 A©I=1©A=A。 

本 题 证 明 0-1 矩阵 的 布尔 积 是 可 结合 的 。 假 定 A4 是 mXp 阶 0-1 和 矩阵 ，B 是 pXk 阶 0-1 和 矩阵 ，C 是 
kXn 阶 0-1 和 矩阵。 证 明 A© (BEOQ)==(A4E、B)EC,。 


关键 术语 和 结论 


术语 

集合 (set) : 一 组 不 同 对 象 的 聚集 。 

公理 (axiom) : 一 个 理论 的 基本 假设 。 

悖 论 (paradox) : 逻辑 上 不 一 致 性 。 

集合 的 元 素 、 成 员 (element，member of a set) : 集合 中 的 一 个 对 象 。 

花 名 册 方 法 (roster method) : 通过 列 出 元 素来 描述 一 个 集合 的 方法 。 

集合 构造 器 记号 (set builder notation) : 通过 氢 述 一 个 元 素 要 成 为 成 员 必 须 满足 的 性 质 来 描述 一 个 集合 的 


记号 。 


好 ( 空 集 ， empty set， null set) : 没有 成 员 的 集合 。 
全 集 (universal set) ， 包含 当前 考虑 的 所 有 对 象 的 集合 。 
文 氏 图 (Venn diagram) : 一 个 或 多 个 集合 的 一 种 图 形 表示 。 


$= 


T( 集 合 相 等 ，set equality): S 和 荆 有 相同 的 元 素 。 


SCT(S 是 T 的 子 集 ，S is a subset of T): S 的 每 个 元 素 也 是 T 的 元 素 。 

SCT(S 是 T 的 真子 集 ，S is a proper subset of T): S 是 T 的 子 集 ， 且 S 关 T。 

有 限 集 (finite set): 含 n 个 元 素 的 集合 ， 其 中 是 非 负 整 数 。 

无 限 集 (infinite set) : 不 是 有 限 集 的 集合 。 

1S | (S 的 基数 ，the cardinality of S): S 中 元 素 的 个 数 。 

P(S)(S 的 寡 集 ，the power set of S): S 的 所 有 子 集 的 集合 。 
AUB(A 和 B 的 并 集 ，the union of A and B): 包含 那些 至 少 属于 A 和 B 之 一 的 元 素 的 集合 。 
A 站 mB(A 和 B 的 交集 ，the intersection of A and B): 包含 那些 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 素 的 集合 。 
A 一 B(A 和 B 的 差 集 ，the difference of A and B): 包含 那些 属于 A 而 不 属于 B 的 元 素 的 集合 。 
A(A 的 补 集 ，the complement of A) : 全 集中 但 不 属于 A 的 元 素 的 集合 。 
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4 中 B(A 和 B 的 对 称 差 ，the symmetric difference of A and B): 包含 恰 属 于 A 和 B 之 一 的 那些 元 素 的 
集合 。 

成 员 表 (membership table) : 显示 集合 中 元 素 的 成 员 关 系 的 表格 。 

从 A 到 B 的 函数 (function from A to B): 为 A 中 每 个 元 素 指 派 恰 好 一 个 B 中 的 元 素 。 

f 的 定义 域 (domain of f): 集合 A， 这 里 f 是 从 A 到 B 的 函数 。 

f 的 陪 域 (codomain of f): 集合 B， 这 里 是 从 A 到 B 的 函数 。 

b 是 f 之 下 a 的 像 (b is the image of a under f): b= f(a)。 

a 是 f 之 下 b 的 原 像 (a is a pre-image of b under 有 ): f(a)==b。 

f 的 值 域 (range of f): f 的 像 的 集合 。 

映 上 函数 ， 满 射 Conto function，surjection): 从 A 到 B 的 函数 使 得 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 某 元 素 的 像 。 

一 对 一 函数 ， 内 射 (one-to-one function，injection) : 定义 域 中 每 个 元 素 的 像 都 不 相同 的 函数 。 

一 一 对 应 ， 双 射 (one-to-one correspondence，bijection) : 既是 一 对 一 又 是 映 上 的 函数 。 

上 的 逆 (Cinverse of P) : 〈( 当 了 是 双 射 时 ) 颠 倒 f 给 出 的 对 应 关系 所 得 的 函数 。 

JsgCF 和 8 的 组 合 ，composition of f and g): 为 + 指派 f(g(x)) 的 函数 。 

|x|( 下 取 整 函数 ，floor function) : 不 超过 z 的 最 大 整数 。 

|x 1( 上 取 整 函数 ，ceiling function) : 大 于 或 等 于 xz 的 最 小 整数 。 

部 分 函数 (partial function)。 为 定义 域 的 一 个 子 集 的 每 个 元 素 指派 唯一 一 个 陪 域 中 的 元 素 。 

序列 (sequence) : 以 整数 集 的 子 集 为 定义 域 的 函数 。 

几何 级 数 (geometric progression) : 形 如 a，ar，ar*，… 的 序列 ， 其 中 a 和 > 都 是 实数 。 

算术 级 数 (arithmetic progression) : 形 如 a，a 十 4，a 十 24，… 的 序列 ， 其 中 a 和 4 都 是 实数 。 

串 (string): 有 限 序 列 。 

空 串 (empty string) : 长 度 为 0 的 串 。 

递 推 关 系 (recurrence relation) : 对 于 所 有 大 于 某 个 整数 的 nw， 用 序列 中 先前 的 一 项 或 多 项 来 表示 序列 中 的 
第 nn 项 a, 的 一 个 等 式 。 


2 a : 求 和 式 w 十 ae 十 … 十 av。 
1 一 1 


Ila : 乘积 式 QI1Q2…Qno 


基数 (cardinality) : 两 个 集合 A 和 B 具有 相同 的 基数 ， 如 果 有 一 个 从 A 到 B 的 一 一 对 应 。 

可 数 集 (countable set): 有 限 集 或 与 正 整数 集 存在 一 一 对 应 的 集合 。 

不 可 数 集 (uncountable set) : 不 是 可 数 的 集合 。 

兴 io (阿里 夫 零 ，aleph null) ) : 可 数 集 的 基数 。 

c: 实数 集 的 基数 。 

康 托 尔 对 角 线 法 (Cantor diagonalization argument) : 用 来 证 明 实 数 集 是 不 可 数 的 一 种 证 明 技 术 。 
可 计算 函数 (computable function) : 存在 用 某 种 编程 语言 写 的 计算 机 程序 可 以 计算 其 值 的 函数 。 
不 可 计算 函数 (uncomputable function) : 不 存在 用 某 种 编程 语言 写 的 计算 机 程序 可 以 计算 其 值 的 函数 。 
连续 统 假设 (continuum hypothesis) : 一 个 命题 叙述 不 存在 集合 A 使 得 ,二 | A | 二 c。 

和 矩阵 Cmatrix) : 矩形 数组 。 

和 矩阵 加 法 (matrix addition) : 参见 2. 6. 2 节 定 义 3。 

和 矩阵 乘法 (matrix multiplication) ， 参见 2. 6. 2 节 定 义 4。 

I, ln 阶 单位 矩阵 ，identity matrix of order n): 对 角 线 元 素 为 1、 其 他 元 素 为 0 的 nXn 阶 矩 阵 。 
A"(A 的 转 置 ，transpose of A) : 交换 4 的 行 和 列 得 到 的 矩阵 。 

对 称 矩 阵 (symmetric matrix) : 一 个 矩阵 是 对 称 的 ， 如 果 它 与 其 转 置 相 等 。 

0-1 矩阵 (zero-one matrix) : 矩阵 的 元 素 非 0 即 1。 

AVB(A 和 B 的 并 ，the join of A and B): 参见 2.6.4 节 定义 8。 

AA 人 B(A 和 B 的 交 ，the meet of A and B): 参见 2.6.4 节 定义 8。 

AO、B(A 和 B 的 布尔 积 ，the Boolean product of A and B): 参见 2.6.4 节 定义 9。 








结论 

2.2 节 表 1 给 出 的 集合 恒等式 。 
2.4 节 表 2 给 出 的 求 和 公式 。 
有 理 数 集 是 可 数 的 。 
实数 集 是 不 可 数 的 。 


复习 题 
1. 试 解释 一 个 集合 是 另 一 个 集合 子 集 的 含义 。 如 何 证 明 一 个 集合 是 另 一 个 集合 的 子 集 ? 
2. 什么 是 空 集 ? 证 明 空 集 是 任何 集合 的 子 集 。 
3. a) 试 定义 | S | (集合 S 的 基数 ) 。 
b) 试 给 出 计算 | AUB | 的 公式 ， 其 中 A、B 均 为 集合 。 
4. a) 试 定义 集合 S 的 寡 集 。 
b) 什 么 时 候 空 集 在 集合 S 的 寡 集 中 ? 
c) 具 及 n 个 元素 的 集合 S 的 寡 集 含有 多 少 个 元 素 ? 
5. a) 试 定义 两 个 集合 的 并 集 、 交 集 、 差 集 以 及 对 称 差 。 
b) 正 整数 集 与 奇数 集 的 并 集 、 交 集 、 差 集 及 对 称 差 分 别 是 什么 ? 
6. a) 试 解释 两 集合 相等 的 含义 。 
b) 尽 可 能 多 地 描述 证 明 两 个 集合 相等 的 方法 。 
c) 用 至 少 两 种 不 同 的 方法 证 明 A 一 (B 门 0) 与 (A 一 B)U (A 一 0C) 是 相等 的 。 
7. 试 解释 逻辑 等 价 式 与 集合 恒等式 之 间 的 关系 。 
8. a) 试 定义 一 个 函数 的 定义 域 、 陪 域 及 值 域 。 
b) 令 f(n) 为 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 使 得 f(n)= 二 nn? 十 1。 该 函数 的 定义 域 、 陪 域 、 值 域 分 别 是 什么 ? 
9.. a) 试 解释 从 正 整数 集 到 正 整数 集 的 函数 是 一 对 一 的 含义 。 
b) 试 解释 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 函数 是 映 上 的 含义 。 
©) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 既 一 对 一 又 映 上 的 函数 的 例子 。 
d) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整数 集 的 一 对 一 而 非 映 上 的 函数 的 例子 。 
e) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 非 一 对 一 但 映 上 的 函数 的 例子 。 
全 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 既 非 一 对 一 又 非 映 上 的 函数 的 例子 。 
10. a) 试 定义 一 个 函数 的 逆 。 
b) 什 么 时 候 一 个 函数 存在 逆 ? 
c) 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f(n) 二 10 一 n 是 否 有 逆 ? 如 果 有 ， 其 逆 函 数 是 什么 ? 
11. a) 试 定义 从 实数 集 到 整数 集 的 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 。 
b) 对 于 哪些 实数 z 而 言 [ x = 二 | z | 为 真 ? 
12. 为 以 8，14，32，86，248 开头 的 序列 推测 一 个 项 的 表达 式 ， 并 找 求 出 该 序列 后 续 三 项 。 
13. 假设 a, 二 a,-1 一 5，n 二 1，2…。 为 a, 找 出 二 个 公式 。 
14. 当 r 关 1 时 ， 几 何 级 数 的 各 项 之 和 a 十 ar 十 … 十 ar" 是 多 少 ? 
15. 证 明 奇 数 集合 是 可 数 的 。 
16. 给 出 一 个 不 可 数 集合 的 例子 。 
17. 试 定义 两 个 矩阵 4 和 B 的 乘积 。 这 一 乘积 何 时 有 定义 ? 
18. 证 明和 矩阵 乘积 是 不 可 交换 的 。 


补充 练习 
1. 令 4 为 包含 字母 的 英文 单词 集合 ，B 为 包含 字母 g 的 英文 单词 集合 。 试 用 A、B 的 组 合 来 表示 下 列 
集合 : 
a) 不 包含 字母 x 的 英文 单词 集合 。 
b) 包 含 字母 x 和 9g 的 英文 单词 集合 。 
c) 包 含 字母 z 而 不 包含 字母 g 的 英文 单词 集合 。 
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d) 不 包含 字母 x 或 g 的 英文 单词 集合 。 
e) 包 含 z 或 gq 但 不 同时 包含 二 者 的 英文 单词 集合 。 
2. 证 明 如 果 A 是 B 的 子 集 ， 则 A 的 寡 集 是 避 的 寡 集 的 子 集 。 
3. 假定 A 和 B 为 集合 使 得 A 的 寡 集 是 忆 的 寡 集 的 子 集 。 是 否 一 定 有 A 是 B 的 子 集 ? 
4. 令 卫 表示 偶 整数 集合 ，O 表示 奇 整数 集合 。 令 Z 表示 整数 集合 。 确 定 下 列 每 个 集合 。 
a)EUO bENO OZ—E d)Z 一 0O 
,证明 如 果 A 和 B 为 集合 ,， 则 4A 一 (4A 一 B) 王 A 门 B。 
. 令 A 和 B 为 集合 。 证明 ASEB 当 且 仅 当 AmB=A。 
, 令 A、B、 和 C 为 集合 。 证明 (A 一 B) 一 C 不 一 定 等 于 A 一 (B 一 C)。 
. 假定 A、B、 和 C 为 集合 。 证 明 或 反驳 (A 一 B) 一 C=(A 一 0C) 一 B。 
. 假定 A、B、C 和 DD 为 集合 。 证 明 或 反 驶 (A 一 B) 一 (C 一 D)= (A 一 0C) 一 (B 一 DD)。 
10. 证 明 如 果 A 和 B 为 有 限 集合 , 则 | ANB | 三 | AUB 个 。 判 断 什么 时 候 等 号 成 立 。 
11. 令 A 和 B 为 有 限 全 集 U 的 两 个 子 集 。 按 照 递 增 顺 序列 出 下 列 各 项 : 
a Al AVUBIs ANB lV | 
Wia—Bls | APBBIS Il& | 1Biw tAUBIs ©] 
12. 令 A 和 了 为 有 限 全 集 U 的 两 个 子 集 。 证 明 | AnEI=1IUI 一 141 一 1381 二 1A4AnBI。 
13. 令 了 和 8g 分 别 为 从 {1，2，3，4} 到 {a, 5b, c，d} 和 从 {a,， b,c，d} 到 {1，2，3，4} 的 两 个 函数 ， 且 
f(D)=d, f(2)=¢, fF(8)=a, f(A4)=65, MREta)=2, g(6)=1, gt)=3, g(d)=2, 
a)f 是 否 是 一 对 一 的 ? g 是 否 是 一 对 一 的 ? 
b)f 是 否 是 映 上 的 ? g 是 否 是 映 上 的 ? 
ce)f 或 g 是 否 有 逆 ? 如 果 有 ， 求 出 其 道 函 数 。 
14. 假设 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 ,其 中 A 和 B 为 有 限 集 。 试 解释 为 什么 对 于 A 的 所 有 子 集 均 
有 | (9 寺 M Ss 
15. 假设 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 ， 其 中 A 和 BB 为 有 限 集 。 试 解释 为 什么 对 于 A 的 所 有 子 集 | f(S) | = 
| S | 成 立 当 且 仅 当 /是 一 对 一 的 。 
假定 了 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 。 我 们 按照 如 下 规则 定义 从 P(A) 到 P(B) 的 函数 S;/ : 对 于 A 的 每 个 子 
集 X 有 Sr(CX)=ACX)。 类 似 地 ， 我 们 定义 从 PP(B) 到 P(A) 的 函数 S/-! : 对 于 B 的 每 个 子 集 Y 有 
Sr-1(Y) 王 广 !(Y)。 这 里 我 们 用 到 了 2. 3 节 的 定义 4 以 及 练习 42 前 言 中 对 一 个 集合 的 逆 像 的 定义 。 
16. 假设 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 。 证 明 
a) 如 果 f 是 一 对 一 函数 ， 则 Sy 是 从 P(A) 到 PP(B) 的 一 对 一 函数 。 
b) 如 果 f 是 映 上 函数 ， 则 Sy 是 从 P(A) 到 PC(B) 的 映 上 函数 。 
c) 如 果 f 是 映 上 函数 ， 则 Sy-!1 是 从 P(B) 到 P(A) 的 一 对 一 函数 。 
d) 如 果 f 是 一 对 一 函数 ， 则 S! 是 从 P(B) 到 P(A) 的 映 上 函数 。 
e) 如 果 f 是 一 个 一 一 对 应 ， 则 Sj 是 从 P(A) 到 P(B) 的 一 一 对 应 并 且 S-! 是 从 PP(B) 到 P(A) 的 一 一 对 
应 。[ 提 示 : 利用 a) 一 d)。] 
17. 证 明 如 果 f 和 &g 均 为 从 A 到 B 的 函数 并 且 Sy 二 Ss,( 使 用 练习 16 前 言 中 的 定义 )， 则 对 于 所 有 xEA 必 
有 f(z)=g(z)。 
18. 证 明 如 果 是 一 个 整数 ， 则 n= [n/2| 十 [n/2|。 
19. 对 于 哪些 实数 z，y 有 | x 十 y | 二 | xz] 十 | yj| 为 真 ? 
20. 对 于 哪些 实数 zx，> 有 | zx 十 y= 二 |z | 十 [y | 为 真 ? 
21. 对 于 哪些 实数 xz，y 有 [zx 十 y| 二 [zx | 十 | yj 为 真 ? 
22. 证 明 对 于 所 有 整数 nn 有 |n/2|[n/2|== |[n?/4|。 
23. 证 明 如 果 m 是 整数 ， 则 有 | zj 十 |m 一 x+] 二 m 一 1 除非 工 是 整数 ， 当 z 为 整数 时 表达 式 等 于 mm。 
24. 证 明 如 果 xz 是 实数 ， 则 有 | Lz/2]/2 |=|zx/4]。 
25. 证 明 如 果 n 是 奇数 ， 则 有 [nn:/4 | 二 (x 十 3)/4。 
26. 证 明 如 果 m,n 均 为 正 整 数 ， 而 xz 为 实数 ， 则 有 
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证 明 如 果 m 是 正 整 数 ， 而 x 是 实数 ， 则 有 
[dt tt | en 


* 28. 我 们 定义 乌拉 姆 数 (Ulam number): 设 二 1 和 w= 二 2。 再 者 ， 在 判断 小 于 的 整数 是 否 是 乌拉 姆 数 
之 后 ， 如 果 n 可 以 被 唯一 地 写成 两 个 不 同 的 乌拉 姆 数 之 和 ， 则 设 n 为 下 一 个 乌拉 姆 数 。 注 意 ，us 二 3， 
US=4, us=6, us=8。 

a) 求 前 20 个 乌拉 姆 数 。 
b) 证 明 存 在 无 穷 多 个 乌拉 姆 数 。 
29. 求 ][ 和 的 值 (此 处 所 使 用 的 乘积 符号 在 2. 4 节 练习 43 前 言 有 定义 ) 。 
k=1 

x 30. 试 给 出 一 个 规则 以 产生 以 1，3，4，8，15，27，50，92，… 开 头 的 序列 项 ， 并 求 出 该 序列 的 后 续 四 项 。 

* 31. 试 给 出 一 个 规则 以 产生 以 2，3，3，5，10，13，39，43，172，177，885，891，… 开 头 的 序列 项 ， 
并 求 出 该 序列 的 后 续 四 项 。 

32. 证 明 无 理 数 集 是 不 可 数 集 。 

33. 证 明 集合 S 是 可 数 集 ， 如 果 存 在 一 个 从 S 到 正 整 数 集 的 函数 使 得 只 要 当 j 是 一 个 正 整 数 时 f ' (7) 是 
可 数 的 。 

34. 证 明正 整数 集合 的 所 有 有 限 子 集 的 集合 是 一 个 可 数 集 。 

xx 35. 证 明 | RXR| 王 | 有 R|。[ 提 示 : 利用 Schr6der-Bernstein 定理 证 明 | (0，1)X(0，1) | 王 | (0，1) | 。 

构造 一 个 从 (0，1) X (0，1) 到 (0，1) 的 单 射 函 数 ， 假设 (t+，y)E (0，1)X(0,1)。 将 (zx，y) 映 射 到 这 样 
一 个 数 ， 其 十 进 制 展 开 式 交替 取 自 x 和 y 的 十 进 制 展开 式 中 的 数字 ， 这 里 的 数 均 不 以 9 的 无 限 循环 
结尾 。] 

xx 36. 证 明 复 数 集合 C 具有 和 实数 集合 R 同样 的 基数 。 

1 
计算 A”， 如 果 4 是 | _ 1 ls 
38. 证 明 如 果 A 二 cI ， 这 里 c 是 一 个 实数 而 工 是 X7z 单 位 矩阵 ， 则 当 吕 是 一 个 zX 和 矩阵 时 有 4B 一 BA4。 
39. 证 明 如 果 A4 一 个 2X2 气 阵 使 得 当 吾 是 一 个 2X2 和 矩阵 时 有 4B=BA， 则 有 4 一 cf， 这 里 c 是 一 个 实数 
而 I 是 2X2 单位 矩阵 。 
40. 证 明 如 果 A 和 召 是 可 逆 的 矩阵 且 4B 存在 ， 则 (4B) "= 一 B 4。 
41, 令 4 是 一 个 ?zX7z 和 矩阵 ， 令 0 是 一 个 所 有 元 素 都 是 0 的 2X7 和 矩阵 。 证 明 下 列 式 子 为 真 。 
a)A©O0=0©0A=0 
b)AV0=0VA=A 
AAM0=0AA=0 
计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 给 定 含有 个 元 素 集合 的 两 个 子 集 A 和 了 3 利用 比特 串 求 出 A、4AUB、4AmnB、A 一 B、4 中 B。 


kt 


. 给 定 来 自 同一 全 集 的 两 个 多 重 集合 A 和 B, 试 求 AUB、AN 门 B、A 一 B 以 及 A 十 B( 参 见 2.2 节 练习 61 


的 前 言 ) 。 


. 给 定 模糊 集合 A 和 B， 试 求 A、AUB 以 及 A 门 B( 参 见 2. 2 节 练 习 73 的 前 言 )。 
.给 定 一 个 从 {1，2，…，n} 到 整数 集合 的 函数 f， 判 断 f 是 否 是 一 对 一 函数 。 

. 给 定 一 个 从 {(1，2，…，7 到 其 自身 的 函数 f/， 判 断 了 是 否 是 映 上 函数 。 

.给 定 一 个 从 {1，2，…， nn} 到 其 自身 的 双 射 函数 f, 求 广 '。 


给 定 一 个 mX&k& 和 矩阵 A 和 一 个 kXn 和 矩阵 B, 求 4B。 


.给 定 一 个 方 阵 4 和 一 个 正 整 数 n， 求 A”。 

. 给 定 一 个 方 阵 ， 判 断 其 是 否 对 称 。 

.给 定 两 个 mXn 布尔 矩阵 ， 求 其 交 和 并 。 

.给 定 一 个 mXk 布 尔 和 矩阵 A 和 一 个 kXn 布尔 矩阵 B， 求 A 和 B 的 布尔 积 。 
. 给 定 一 个 布尔 方 阵 A 和 一 个 正 整数 n， 求 A”。 
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计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


1 
2. 
3. 


给 定 两 个 有 限 集 ， 试 列 出 这 两 个 集合 笛 卡 儿 积 中 的 所 有 元 素 。 

给 定 一 个 有 限 集 ， 试 列 出 其 寡 集 中 的 所 有 元 素 。 

计算 从 集合 S 到 集合 T 的 一 对 一 函数 的 数量 ,其 中 S 和 了 均 为 任意 大 小 的 有 限 集 。 你 能 和 否 确定 一 个 
这 样 的 函数 数量 的 公式 ? (我 们 将 在 第 6 章 寻 找 这 样 的 公式 。) 


. 计算 从 集合 S 到 集合 T 的 映 上 函数 的 数量 ， 其 中 S 和 T 均 为 任意 大 小 的 有 限 集 。 你 能 否 确定 一 个 这 


样 的 函数 数量 的 公式 ? (我 们 将 在 第 8 章 寻 找 这 样 的 公式 。) 


. 给 定 正 整 数 n， 生 成 前 个 斐 波 那 契 数 。 查 看 这 些 项 ， 为 之 猜想 一 个 公式 (比如 查看 其 大 小 、 不 同 因子 


的 整除 性 或 不 同 项 之 间 可 能 的 恒等式 ) 。 


. 设计 一 组 用 于 生成 序列 项 的 不 同 规则 ， 并 开发 一 程序 能 随机 选取 一 个 规则 ， 以 及 由 这 些 该 规则 产生 的 


特定 序列 。 将 程序 设计 成 交互 方式 ， 通 过 提示 该 序列 的 后 续 项 ， 并 判断 解答 是 否 是 预期 的 后 续 项 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1 
2. 
3. 


讨论 开发 公理 化 集合 论 业 避免 罗素 悖 论 ( 参 见 2. 1 节 练 习 50) 。 

研究 函数 概念 最 早出 现在 什么 场合 ， 试 描述 当时 这 个 概念 是 如 何 被 运用 的 。 

试 从 几 个 不 同方 面 来 解释 《整数 序列 大 百科 》(Encyclopededia of Integer Sequences) 的 巨大 作用 。 并 描述 
该 大 百科 中 一 些 非 比 寻 常 的 序列 以 及 它们 是 如 何 出 现 的 。 


. 定义 最 新 提出 的 EKG 序列 并 描述 它 的 某 些 性 质 以 及 有 关 它 的 一 些 未 解 问题 。 


5. 查阅 超越 数 的 定义 。 解 释 如 何 证 明 这 样 的 数 存在 以 及 这 些 数 是 如 何 被 构造 出 来 的 。 哪 些 著名 的 数 可 以 


被 证 明 是 超越 数 ， 而 哪些 著名 的 数 仍然 未 知 是 否 是 超越 数 ? 


. 扩展 讨论 书本 中 的 连续 统 假设 。 
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算 法 





许多 问题 都 可 以 作为 一 般 性 问题 的 特例 来 解决 。 例 如 ， 寻 找 序列 101，12，144，212，98 
中 最 大 整数 的 问题 。 这 是 寻找 整数 序列 中 最 大 整数 问题 的 一 个 特例 。 为 解决 这 个 一 般 性 问题 ， 
我 们 必须 给 出 一 个 算法 ， 它 指定 了 一 系列 步骤 来 解决 这 个 一 般 性 问题 。 本 书 我 们 将 研究 解决 许 
多 不 同类 型 问题 的 算法 。 例 如 ， 本 章 将 介绍 计算 机 科学 中 最 重要 的 两 个 算法 : 在 一 个 列表 中 搜 
索 一 个 元 素 ; 将 一 个 列表 进行 分 类 使 得 其 元 素 按 某 种 规定 的 顺序 (如 升序 、 降 序 或 字母 序 ) 排 
序 。 后 续 章 节 将 介绍 更 多 算法 来 求解 两 个 整数 的 最 大 公约 数 、 产 生 一 个 有 限 集 的 所 有 排序 、 寻 
找 网 络 中 两 个 节点 间 的 最 短路 径 ， 以 及 其 他 许多 问题 。 

我 们 将 介绍 算法 范例 的 概念 ， 它 为 设计 算法 提供 了 通用 方法 。 特 别 是 我 们 会 讨论 蛮 力 算 
法 ， 它 不 用 任何 智慧 而 直接 用 最 简单 的 方法 来 寻求 答案 。 我 们 还 将 讨论 贪 焚 算 法 ， 这 是 一 类 用 
于 求解 最 优化 问题 的 算法 。 证 明 在 算法 研究 中 也 很 重要 。 在 本 章 中 我 们 通过 证 明 一 个 特定 的 贪 
禁 算 法 总 能 找到 最 优 解 来 进行 解释 。 

对 于 一 个 算法 ， 需 要 重点 考虑 的 是 其 计算 复杂 度 ， 它 用 来 衡量 该 算法 在 解决 一 定 规模 问题 
时 所 需要 的 处 理 时 间 和 计算 机 存储 空间 。 为 了 度量 算法 的 复杂 度 ， 我 们 使 用 大 O 和 大 @ 记号 ， 
本 章 将 介绍 这 些 记号 。 在 本 章 中 我 们 将 解释 算法 复杂 度 的 分 析 ， 侧 重 于 算法 求解 问题 时 所 需要 
的 时 间 。 另 外 还 将 讨论 就 实践 和 理论 而 言 算法 的 时 间 复 杂 度 意味 着 什么 。 


3.1T 算法 


3. 1.1 3 引言 

离散 数学 中 有 多 种 一 般 性 问题 。 例 如 ， 已 知 一 串 整 数 ， 求 最 大 的 一 个 ; 已 知 一 个 集合 ， 列 
出 其 所 有 子 集 ; 给 定 一 个 整数 集合 ， 把 这 些 整数 从 小 到 大 排序 ; 已 知 一 个 网 络 ， 找 出 两 个 顶点 
之 间 的 最 短路 径 等 。 过 到 这 样 的 问题 时 ， 首 先 要 做 的 就 是 构造 一 个 简 型 把 问题 转换 为 数学 问 
题 。 在 这 种 模型 中 用 到 的 离散 结构 包括 第 2 章 中 讨论 过 的 集合 、 序 列 和 函数 ， 以 及 后 续 章 节 将 
要 讨论 的 置换 、 关 系 、 图 、 树 、 网 络 和 有 限 状 态 机 等 概念 。 

建立 合适 的 数学 模型 只 是 解 题 的 第 一 步 。 完 整 的 解 题 还 需要 利用 这 一 模型 解决 一 般 性 问题 
的 方法 。 理 想 的 情况 是 需要 一 个 过 程 它 能 够 遵循 一 系列 步骤 导致 找到 所 求 的 答案 。 这 一 系列 
步骤 就 称 为 一 个 算法 (algorithm) 。 ~ 
算 或 解决 一 个 问题 的 精确 指令 的 有 限 序列 。 













阿布 . 贾 法 尔 。 穆 罕 默 德 . 伊 本 ， 穆 萨 . 花 刺 子 密 (Abu Ja’far Mohammed ibn 
| Musa al-khowarizmi， 大 约 公 元 780 一 850) ”人 花 刺 子 密 是 天 文学 家 和 数学 家 ， 是 巴格达 
| 一 个 科学 家 组 织 “ 智 慧 之 家 ”的 成 员 。 花 刺 子 密 这 一 名 字 的 含义 是 “来 自 花 刺 子 模 
| 《Kowarzizm) 镇 ”"， 当 时 是 波斯 的 一 部 分 ; 现 称 为 卡 瓦 (Khiva)， 是 乌兹别克 斯 坦 的 一 
”部 分 。 花 刺 子 密 著 有 关于 数学 、 天 文学 和 几何 学 的 书 。 西欧 人 最 初 从 他 的 著作 中 了 
解 代数 。 代 数 (algebra) 一 词 源 自 al-jabr， 这 是 他 的 书 《Kitab al-jabr w'al muquabala》 标 
A ” 题 的 一 部 分 。 这 本 书 曾 被 译 为 拉丁 文 并 广泛 用 做 课本 。 他 关于 印度 数字 的 书 描述 了 
eon 使 用 这 些 数字 作 算 术 运 算 的 过 程 。 欧 洲 的 作者 使 用 了 他 的 名 字 的 一 个 拉丁 话音 来 表 
示 用 印度 数字 做 算术 的 内 容 ， 后 来 演变 为 algorithm( 算 法 ) 一 词 。 


算 法 | 





术语 算法 (algorithm) 一 词 是 对 9 世纪 的 一 位 数学 家 花 拉 子 密 (al-khowarizmi) 的 名 字 的 率 
用 ,他 论述 印度 数字 ° 的 书 是 现代 十 进 制 记号 的 基础 。 起 初 algorism 一 词 用 于 表示 使 用 十 进 制 
记号 做 算术 运算 的 规则 。 到 18 世纪 时 algorism 演变 成 algorithm。 随 着 人 们 对 计算 机 器 的 兴趣 
日 益 增 长 ， 算 法 的 概念 被 赋予 更 通用 的 含义 ， 不 仅 包 含 做 算术 的 过 程 ， 而 且 包 含 所 有 用 于 解 题 
的 确定 性 的 过 程 。( 第 4 章 将 讨论 做 整数 算术 的 算法 。) 

本 书 将 讨论 解决 各 种 问题 的 算法 。 本 节 我 们 将 利用 有 限 整 数 序列 中 寻找 最 大 整数 这 一 问题 
来 解释 算法 的 概念 和 算法 具有 的 性 质 。 此 外 ， 还 会 描述 在 有 限 集合 中 寻找 一 个 特定 元 素 的 算 
法 。 以 后 各 节 将 讨论 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 过 程 ， 求 网 络 上 两 点 之 间 的 最 短路 径 的 过 程 ， 
和 矩阵 相 乘 的 过 程 等 。 

描述 在 一 个 有 限 整 数 序列 中 寻找 最 大 值 的 算法 。 

尽管 在 一 个 有 限 序 列 中 寻找 最 大 元 素 的 问题 相对 简单 ， 但 它 能 很 好 地 解释 算法 的 概念 。 另 
外 ， 在 很 多 实例 中 需要 用 到 有 限 整数 序列 中 的 最 大 整数 。 例 如 ， 大 学 可 能 要 找 出 几 千 名 学 生 参 
加 竞赛 的 最 高 分 。 或 者 一 个 体育 组 织 可 能 需要 确定 每 个 月 成 绩 最 好 的 成 员 。 我 们 要 开发 这 样 一 
个 算法 ， 每 当 需 要 在 有 限 整数 序列 中 寻找 最 大 元 素 的 问题 时 就 可 以 使 用 该 算法 。 

可 以 用 几 种 不 同 的 方式 给 出 解决 这 一 问题 的 过 程 。 一 种 方法 是 直接 用 中 文 描述 需要 用 到 一 
系列 步骤 。 下 面 给 出 这 样 一 个 解 。 

解 ” 执 行 下 面 的 步 又 。 

1) 设 临时 最 大 值 等 于 序列 中 第 一 个 整数 。( 整 个 过 程 的 每 一 阶段 ， 临 时 最 大 值 都 等 于 已 检 


查 过 的 最 大 整数 。) 
2) 将 序列 中 的 下 一 个 整数 与 临时 最 大 值 比较 ， 如 果 这 个 数 大 于 临时 最 大 值 ， 置 临时 最 大 
值 为 这 个 整数 。 , 
3) 如 果 序 列 中 还 有 其 他 整数 ， 重 复 前 一 个 步骤 。 
4) 当 序 列 中 不 再 有 其 他 整数 时 停止 。 此 刻 的 临时 最 大 值 就 是 序列 中 的 最 大 整数 。 4 


算法 也 可 以 用 计算 机 语言 来 描述 。 但 这 样 做 时 ， 只 能 使 用 这 种 语言 所 允许 的 指令 。 这 样 做 
常常 导致 算法 的 描述 既 复 杂 又 难以 理解 。 男 外 ， 许 多 程序 设计 语言 都 很 常用 的 ， 从 中 选用 特定 
的 某 种 语言 是 不 可 取 的 。 因 此 本 书 中 不 采用 任何 一 种 特定 的 计算 机 语言 描述 算法 ， 而 是 使 用 在 
附录 3 中 描述 的 伪 代 码 (pseudocode) 的 形式 。( 我 们 也 可 以 用 中 文 来 描述 算法 。) 伪 代码 提供 的 是 
在 算法 的 中 文 描述 及 该 算法 的 一 种 编程 语言 实现 之 间 的 中 间 一 步 。 算 法 步骤 用 模仿 程序 设计 语 
言 指令 的 伪 指 令 来 描述 。 不 过 在 伪 代 码 中 使 用 的 指令 可 以 包括 任何 良 定 义 的 运算 或 语句 。 以 伪 
代码 描述 为 起 点 ， 可 以 生成 用 任何 一 种 计算 机 语言 描述 的 计算 机 程序 。 

本 书 使 用 的 伪 代 码 的 设计 是 易于 理解 的 。 在 用 各 种 不 同 编程 语言 之 一 来 构造 实现 算法 的 程 
序 时 ， 可 以 用 它 作 为 一 种 中 间 步 台 。 尽 管 该 伪 代 码 并 不 遵循 Java、C、C 十 十 或 其 他 编程 语言 
的 语法 ， 但 熟悉 一 种 编程 语言 的 学 生 会 发 现 它 容 易 理 解 。 该 伪 代 码 与 编程 语言 代码 的 一 个 主要 
差别 是 我 们 可 以 使 用 任何 良 定 义 的 指令 ， 即 使 可 能 需要 用 许多 行 代码 来 实现 该 指令 。 附 录 3 给 
出 了 本 书 使 用 的 伪 代 码 的 细节 。 需 要 时 读者 应 参考 该 附录 。 

下 面 是 求 有 限 序 列 中 的 最 大 元 素 算 法 的 伪 代 码 描述 。 


算法 1 求 有 限 序列 中 的 最 大 元 素 
procedure max(al ，as，…，a,: 整数 ) 





max :一 al 
for z :一 2 ton 
if max<c, then max :=a.; 


return max{max 是 最 大 元 素 ) 














加 ”现在 通常 叫 作 阿拉 伯 数 字 。 一 一 译 者 注 
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该 算法 首先 把 序列 的 首 项 w 赋 给 变量 max。“for” 循 环 用 于 逐个 检查 序列 中 的 项 。 如 果 某 
一 项 大 于 max 的 当前 值 ， 就 将 其 赋 给 max 成 为 新 值 。 当 所 有 项 都 检查 完毕 ， 算 法 终止 。 终 止 
时 max 的 值 就 是 序列 中 的 最 大 元 素 。 

为 了 深入 了 解 算 法 的 工作 原理 ， 在 给 定 特定 输入 时 构建 一 条 显示 其 步骤 的 轨迹 是 很 有 帮助 
的 。 比 如 ， 算 法 1 给 定 输入 为 8，4，11，3，10， 轨 迹 开 始 时 设置 max 为 8， 即 初始 项 的 值 。 
然后 ， 比 较 第 二 项 4 和 max 当前 值 8。 因 为 4 委 8， 所 以 max 不 变 。 接 下 来 算法 比较 第 三 项 11 
和 max 当前 值 8。 因 为 8 二 11， 所 以 max 被 设置 为 11。 算 法 接着 比较 第 四 项 3 和 max 当前 值 
11。 因 为 3 三 11， 所 以 max 不 变 。 最 后 ， 算 法 比较 最 后 一 项 10 和 max 当前 值 11。 因 为 10 委 
11， 所 以 max 维持 不 变 。 由 于 只 有 5 项 ， 即 nn 二 5， 因 此 ， 在 检查 最 后 一 项 10 之 后 ， 算 法 终止 ， 
并 且 max 王 11。 当 算法 终止 时 ， 它 报告 11 是 序列 中 最 大 的 一 项 。 

算法 的 性 质 ”算法 一 般 都 共有 一 些 性质 。 当 描述 算法 时 牢记 这 些 性 质 是 有 益 的 。 这 些 性 
质 是 : 


输入 ， 算 法 从 一 个 指定 的 集合 得 到 输入 值 。 
给 出， 对 每 个 输入 值 集合 ， 算 法 都 要 从 一 个 指定 的 集合 中 产生 输出 值 。 输 出 值 就 是 问题 
的 解 。 
确定 性 ， 算法 的 步骤 必须 是 准确 定义 的 。 
正确 性 ， 对 每 一 组 输入 值 ， 算 法 都 应 产生 正确 的 输出 值 。 
有 限 性 ， 对 任何 输入 算法 都 应 在 有 限 ( 可 能 很 多 ) 步 之 后 产生 期 望 的 输出 。 
有 效 性 ， 算 法 的 每 一 步 都 应 能 够 准确 地 在 有 限时 间 内 完成 。 
通用 性 ， 算 法 过 程 应 该 可 以 应 用 于 期 望 形式 的 所 有 问题 ， 而 不 只 是 用 于 一 组 特定 的 输 
入 值 。 
证 明 求 有 限 整数 序列 最 大 元 素 的 算法 1 具有 上 面 列 出 的 所 有 性 质 。 

解 算法 1 的 输入 是 一 个 整数 序列 。 输 出 是 该 序列 的 最 大 整数 。 算 法 的 每 一 步 都 是 准确 
定义 的 ， 因 为 只 出 现 了 赋值 、 有 限 循环 和 条 件 语句 。 为 了 证 明 算法 是 正确 的 ， 必 须 证 明 当 算 
法 终止 时 ， 变 量 max 的 值 等 于 序列 的 最 大 项 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 max 的 初 值 是 序列 的 
第 一 项 。 随 着 不 断 检查 序列 中 的 各 项 ， 如 果 有 一 项 超过 已 检查 项 的 最 大 值 ， 就 把 max 更 新 为 
该 项 的 值 。 这 个 ( 非 形式 化 的 ) 论 证 证 明了 当 检 查 完 所 有 的 项 时 ,max 就 等 于 最 大 项 的 值 。 
(这 个 事实 的 严格 证 明 需 要 用 到 5. 1 节 介 绍 的 证 明 技 术 一 一 数学 归纳 法 。) 该 算法 只 使 用 了 有 
限 的 步骤 数 ， 因 为 在 检查 了 该 序列 中 所 有 整数 以 后 算法 就 终止 。 算法 可 以 在 有 限时 间 内 完 
成 ， 因 为 每 一 步 要 么 是 比较 ， 要么 是 赋值 ， 而 且 只 有 有 限 这 样 的 步骤 ， 所 以 这 两 个 操作 都 能 
在 有 限时 间 内 完成 。 最 后 ， 算 法 1 是 通用 的 ， 因 为 该 算法 可 用 于 求 任何 有 限 整数 序列 的 最 大 
元 素 5 \ 4 
3. 1.2 搜索 算法 


在 有 序 表 中 定位 一 个 元 素 的 问题 经 常会 出 现在 各 种 应 用 场景 。 例 如 检查 单词 拼写 的 程序 要 
在 字典 中 搜索 ， 而 字典 其 实 就 是 单词 的 有 序 表 。 这 一 类 问题 称 为 搜索 问题 。 本 节 将 讨论 几 个 搜 
索 算法 。3. 3 节 将 介绍 这 些 算法 各 自 所 需 的 步 又 数 。 

一 般 性 的 搜索 问题 可 以 描述 如 下 : 在 不 同 元 素 w ，a;，…，a, 的 列表 中 定位 元 素 x， 或 判 
定 zz 不 在 该 表 中 。 这 一 搜索 问题 的 解 就 是 列表 中 等 于 x 的 那 一 项 的 位 置 ( 即 如 果 x 二 a;， 那 么 i 
就 是 解 )， 而 当 xz 不 在 列表 中 时 为 0。 

线性 搜索 将 介绍 的 第 一 个 算法 称 为 线性 搜索 或 顺序 搜索 算法 。 线 性 搜索 算法 从 比较 zx 和 
ai 开始 。 如 果 zx 二 a, ， 那 么 解 就 是 wa 的 位 置 ， 即 1。 当 zx 关 al 时 ， 比 较 zx 和 va。 如 果 Z 王 az， 
解 就 是 w 的 位 置 ， 即 2。 当 zx 关 a; 时 ， 比 较 工 与 a3。 继续 这 一 过 程 ， 逐 一 比较 x 和 列表 中 的 每 
一 项 直到 找到 匹配 为 止 ， 这 里 解 就 是 该 项 的 位 置 除非 没有 匹配 。 如 果 已 搜索 了 整个 列表 却 不 能 


算 法 173 





定位 xz， 那么 解 是 0。 该 线性 搜索 算法 的 伪 代 码 如 算法 2 所 示 。 





算法 2 线性 搜索 算法 
procedure linear search(Zz: 整数 ，al ，a;，…，a,: 不 同 整 数 ) 
i:=] 
while(i 过 n 和 rz 关 a;) 
i :一 1 十 1 
if i<n then location :=i 
else location :=0 


return location{location 是 等 于 xz 的 项 的 下 标 , 或 者 是 0( 如 果 找 不 到 z)》 











二 分 搜索 现在 考虑 男 一 个 搜索 算法 。 当 列表 中 各 项 以 升序 出 现时 可 以 用 这 一 算法 (例如 ， unes》 
如 果 项 为 数值 ， 则 按 从 最 小 到 最 大 顺序 排列 ; 如 果 是 单词 ， 则 可 以 按 字典 序 或 字母 序 排列 )。 
这 个 算法 称 为 二 分 搜索 算法 。 它 是 通过 比较 要 搜索 的 元 素 与 列表 的 中 间 项 进行 的 。 然 后 此 列表 
就 分 成 两 个 较 小 的 长 度 相 等 的 子 列表 ,或 其 中 较 短 的 列表 比 男 一 个 少 一 项 。 根 据 与 中 间 项 的 比 
较 结果 ， 可 以 将 搜索 局 限于 一 个 合适 的 子 列表 继续 进行 。3. 3 节 将 证 明 二 分 搜索 算法 比 线性 搜 
索 算 法 的 效率 高 很 多 。 例 3 说 明 二 分 搜索 是 如 何 工作 的 。 

在 下 面 的 列表 中 搜索 19 

lod3ba B1051251319, L605 18519520522 
第 一 步 把 有 16 个 项 的 这 个 列表 分 成 各 含 8 项 的 两 个 较 小 的 列表 ， 即 
1525355，67758510 12,13,15,16, 18, 1920522 
然后 比较 19 和 第 一 个 列表 的 最 大 项 。 因 为 10 二 19， 所 以 对 19 的 搜索 可 以 局 限于 包含 原 列表 第 
9 一 16 项 的 列表 中 。 下 一 步 把 含 8 项 的 这 个 列表 分 成 两 个 含 4 项 的 小 列表 ， 即 
12,13,15,16 18,19,20,22 
因为 16 二 19( 将 19 与 第 一 个 列表 的 最 大 项 比较 )， 所 以 搜索 可 局 限于 这 两 个 列表 中 的 第 二 个 ， 
它 包 含 原 列表 的 第 13 一 16 项 。 列 表 18，19，20，22 再 分 成 两 个 ， 即 
18;19 20,22 

因为 19 不 大 于 两 个 列表 中 第 一 个 的 最 大 项 ， 这 最 大 项 也 是 19， 搜 索 可 局 限于 第 一 个 列表 : 18 
和 19， 它 包含 原 列表 的 第 13、14 项 。 下 一 步 ， 这 个 含 两 项 的 列表 被 分 成 各 含 一 项 的 两 个 列表 
18 和 19。 因 为 18 二 19， 搜索 可 局 限于 第 二 个 列表 : 该 列表 只 含 原 列表 第 14 项 ， 即 19。 现 在 搜 
索 已 经 被 局 限 了 到 一 项 上 ， 经 过 一 次 比较 ，19 定位 为 原 列表 的 第 14 项。 4 

现在 给 出 二 分 搜索 算法 的 步骤。 要 在 列表 wa ，a; ，…，a, 中 搜索 整数 工 ， 其 中 CA 
二 a,， 从 比较 xz 和 列表 的 中 间 项 a, 开始 ， 其 中 避 二 [LCn 十 1)/2」。( 回 忆 一 下 , Lz 是 不 超过 z 的 
最 大 整数 .) 如 果 zx 二 a,,， 搜 索 可 以 限定 在 列表 的 后 半 段 ， 即 411，a+。，…，a,。 如 果 工 不 大 
于 a,， 搜 索 可 限定 在 列表 的 前 半 段 ， 即 ca ，as ，…，an。 

现在 搜索 的 范围 限于 一 个 不 超过 [ n/2 | 个 元 素 的 列表 。( 回 忆 一 下 ,，「 z ] 是 大 于 等 于 z 的 最 
小 整数 .) 用 同样 的 过 程 ， 比 较 x 和 这 个 限定 列表 的 中 间 项 。 然 后 把 搜索 限于 该 限定 列表 的 前 半 
段 或 后 半 段 。 这 样 重复 直到 得 到 只 含 一 项 的 列表 。 然 后 判断 这 项 是 否 就 是 二。 二 分 搜索 算法 的 
伪 代 码 如 算法 3 所 示 。 





算法 3 二 分 搜索 算法 

procedure binary search(x: 整数 ，al，as ，…，a,: 递增 整数 ) 
i :二 1{i 是 搜索 区 间 的 左 端点 } 

7 :二 n{j 是 搜索 区 间 的 右 端点 } 








pemo》 


tinks ?> 








while 一 7 
m :一 [(z 十 7)/2] 
if x>a,, then i :=m 二 1 
else 1 :=m 
if x=a; then location :=i 
else location :=0 


return location{location 是 等 于 的 项 a; 的 下 标 i， 或 是 0 如 果 找 不 到 江 } 











算法 3 是 通过 不 断 缩小 被 搜索 的 部 分 序列 而 进行 的 。 在 任何 阶段 都 只 有 从 a; 到 aj 的 这 些 
项 需要 考虑 。 换 言 之 ,i 和 j 分 别 是 剩余 项 的 最 小 和 最 大 下 标 。 算 法 3 不 断 缩小 需 搜 索 的 序列 ， 
直到 序列 中 只 剩 下 一 项 为 止 。 此 时 ， 需 要 一 次 比较 来 看 这 一 项 是 否 等 于 x。 


3.1.3 排序 

对 一 个 列表 中 的 元 素 排 序 是 一 个 常见 问题 。 例 如 ， 为 了 制作 电话 短 ， 就 要 按 字母 顺序 排列 
用 户 姓名 。 类 似 地 ， 可 供 下 载 的 歌曲 目录 需要 将 其 曲目 名 称 按 字母 顺序 排列 。 电 子 邮件 列表 中 
的 地 址 按 序 排列 有 助 于 确定 是 否 有 重复 地 址 。 创 建 一 个 有 用 的 字典 需要 把 单词 按 字母 顺序 排 
列 。 同 样 ， 生 成 一 份 配件 表 也 需要 将 配件 按 配 件 号 升序 排列 。 

假定 有 一 个 集合 元 素 的 列表 。 再 假设 有 一 种 方式 可 以 给 集合 的 元 素 排序 。( 给 集合 元 素 排 
序 的 概念 将 在 9. 6 节 详 细 讨 论 。) 排 序 (sorting) 就 是 把 这 些 元 素 排 成 一 个 列表 ， 其 中 元 素 按照 升 
序 排列 。 例 如 ， 对 列表 7，2，1，4，5，9 的 排序 就 产生 列表 1，2，4，5，7，9。 对 列表 4， 
h，c，a， 了 的 排序 (利用 字母 序 ) 就 产生 列表 a，, c,d,，f，, hh。 

计算 资源 中 有 相当 大 的 比例 是 关注 对 各 种 事物 进行 排序 。 因 此 ， 人 们 致力 于 开发 排序 算 
法 。 采用 不 同 策略 设计 的 排序 算法 数量 多 得 惊人 ， 而 且 经 常 有 新 的 算法 产生 。 高 德 纳 。 克 努 特 
(Donald Knuth) 在 其 奠基 性 著作 《计算 机 程序 设计 艺术 》(The Art of Computer Programming) 的 第 三 
卷 中 用 了 近 400 页 篇 幅 叙 述 排序 ， 详 细 讨 论 了 大 约 15 种 不 同 的 排序 算法 ! 已 经 有 100 多 种 排序 
算法 ， 并 且 令 人 惊奇 的 是 不 久 还 会 有 新 的 排序 算法 出 现 。 在 最 新 的 排序 算法 中 最 吸引 人 的 包括 
2002 年 发 明 的 广泛 使 用 的 算法 Timsort 和 2006 年 发 明 的 图 书馆 排序 ， 也 称 为 是 空隙 插 和 人 排序 。 

计算 机 科学 家 和 数学 家 对 排序 算法 感 兴趣 有 很 多 的 原因 。 其 中 包括 : 有 些 算 法 更 容易 实现 ， 
有 些 算法 更 有 效 (在 一 般 情 况 下 ， 或 当 已 知 输入 带 有 某 种 特征 (比如 稍 有 错位 的 列表 ) 时 ) ， 有 些 算 
法 利用 特殊 的 计算 机 体系 结构 ， 有 些 算法 特别 智能 等 。 本 节 介 绍 两 种 排序 算法 : 冒 泡 排 序 和 插 
入 排序 。 本 节 的 练习 中 会 介绍 另外 两 种 排序 算法 : 选择 排序 和 二 分 插入 排序 ， 而 在 补充 练习 中 
会 介绍 剃刀 (shaker) 排 序 。5. 4 节 将 讨论 归并 排序 并 在 该 节 的 练习 中 介绍 快速 排序 ; 11.2 节 的 练 
习 中 介绍 竞赛 排序 。 我 们 之 所 以 讨论 排序 算法 是 因为 : 排序 是 一 个 重要 课题 ， 这些 算法 可 作为 
许多 重要 概念 的 例子 。 

冒 泡 排序 冒 泡 排序 (bubble sort) 是 最 简单 的 ， 但 不 是 最 有 效 的 排序 算法 之 一 。 冒 泡 排 序 
通过 连续 比较 相 邻 的 元 素 ， 如 果 相 邻 元 素 顺序 不 对 就 交换 相 邻 元 素 ， 从 而 把 一 个 列表 排列 成 升 
序 。 为 了 实现 冒 泡 排 序 ， 我们 执行 基本 操作 ， 即 交换 一 个 较 大 元 素 与 紧 跟 其 后 的 较 小 元 素 ， 从 
列表 头 开 始 完整 地 执行 一 遍 。 和 迭代 这 个 过 程 直到 排序 完成 。 算 法 4 给 出 冒 泡 排 序 的 伪 代 码 。 可 
以 想象 把 列表 中 的 元 素 排 成 一 列 。 在 冒 泡 排 序 中 ， 较 小 的 元 素 随 着 与 较 大 的 元 素 交 换 而 “ 冒 
泡 ” 到 顶端 。 较 大 的 元 素 则 “下 沉 ” 到 底部 。 该 过 程 如 例 4 所 示 。 

G@ 用 冒 泡 排序 把 3，2，4，1，5 排列 成 升序 。 

图 1 冒 泡 排 序 的 步骤 。 

解 ”这 个 算法 的 步骤 如 图 1 所 示 。 首 先 比 较 前 两 个 元 素 3 和 2。 因为 3 之 2， 交 换 3 与 2， 
产生 2，3，4，1，5。 因 为 3 二 4,， 继续 比较 4 和 1。 因 为 4 二 1， 交换 4 与 1, 产生 2, 3, 1, 4， 
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5。 因 为 4<5， 第 一 遍 就 完成 了 。 第 一 遍 保 证 了 最 大 元 素 5 在 正确 位 置 上 。 
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图 1 冒 泡 排序 的 步 又 


第 二 遍 首先 比较 2 和 3。 因 为 这 两 个 数 顺 序 正 确 ， 就 比较 3 和 1。 因 为 3 这 1， 交换 这 两 个 
数 , 产生 2，1，3，4，5。 因 为 3 二 4， 这 两 个 数 顺序 正确 。 这 一 遍 不 必 进 一 步 比 较 了 ， 因 为 5 
已 经 在 正确 位 置 上 。 第 二 遍 保证 两 个 最 大 元 素 4 和 5 都 在 正确 位 置 上 。 

第 三 遍 首 先 比 较 2 和 1。 因为 2 二 1， 交 换 这 两 个 数 ， 产 生 1，2，3，4，5。 因 为 2 二 3， 所 
以 这 两 个 数 顺序 正确 。 这 一 遍 不 必 进 一 步 比 较 了 ， 因 为 4 和 5 都 已 经 在 正确 位 置 上 。 第 三 遍 保 
证 三 个 最 大 元 素 3、4 和 5 都 在 正确 位 置 上 。 

第 四 遍 包 括 一 次 比较 ， 即 1 和 2 的 比较 。 因 为 1 二 2， 所 以 这 两 个 数 顺序 正确 。 这 样 就 完成 
了 冒 泡 排序 。 « 





算法 4 冒 泡 排 序 
procedure bubblesort(al ，…，a, : 实数 ，n 宇 2) 
for i :一 1 to n—1 
forj; :=1 to n—i 
证 aj 之 aj+1 then 交换 w 与 ai+ 
{a，…，an 按 升序 排列 } 











插入 排序 插入 排序 (insert sort) 是 一 种 简单 的 排序 算法 ,但 通常 不 是 最 有 效 的 。 为 了 给 n uney 
个 元 素 的 列表 排序 ， 插 入 排序 从 第 二 个 元 素 开始 。 插 入 排序 将 这 第 二 个 元 素 与 第 一 个 元 素 比 
较 : 如 果 它 不 大 于 第 一 个 元 素 ， 就 把 它 插 入 到 第 一 个 元 素 前 面 ; 如 果 它 大 于 第 一 个 元 素 ， 就 把 
它 插入 到 第 一 个 元 素 后 面 。 此 时 前 两 个 元 素 顺序 正确 。 然 后 第 三 个 元 素 与 第 一 个 元 素 比 较 ， 如 
果 它 大 于 第 一 个 元 素 ， 再 与 第 二 个 元 素 比 较 ; 它 将 插入 到 前 三 个 元 素 中 的 正确 位 置 上 。 

一 般 来 说 ， 在 插入 排序 第 7 步 上 ,列表 的 第 j 个 元 素 插入 到 已 经 排序 的 7 一 1 个 元 素 的 列表 
的 正确 位 置 上 。 为 了 在 列表 中 插入 第 7 个 元 素 ， 使 用 线性 搜索 技术 (参见 练习 45) 。 从 列表 头 开 
始 ， 第 7 个 元 素 依次 与 已 经 排序 的 7 一 1 个 元 素 比 较 ， 直 到 发 现 第 一 个 不 小 于 这 个 元 素 的 元 素 
为 止 ， 或 者 直到 这 个 元 素 已 经 与 所 有 7 一 1 个 元 素 都 比较 过 为 止 。 第 j 个 元 素 就 被 插入 到 正确 
位 置 上 使 得 前 7 个 元 素 排 好 顺序 。 继 续 该 算法 直到 最 后 一 个 元 素 被 放置 到 相对 于 前 n 一 1 个 元 
素 已 经 排序 的 列表 中 的 正确 位 置 上 。 插 入 排序 的 伪 代 码 描述 如 算法 5 所 示 。 

用 插入 排序 把 列表 3，2，4，1，5 排列 成 升序 。 

解 插入 排序 首先 比较 2 和 3。 因为 3 守 2， 把 2 插入 前 一 个 位 置 ， 产生 列表 2， 3， 4， 1， 9 
(列表 中 已 排序 部 分 用 黑体 表示 )。 此 时 ，2 和 3 的 顺序 正确 。 通 过 比较 4 之 2 和 4 二 3 把 第 三 个 元 
素 4 插 入 列表 的 已 排序 部 分 。 因 为 4 之 3， 把 4 保留 在 第 三 个 位 置 上 。 此 时 列表 是 2，3，4，1， 
5， 并 且 我 们 知道 前 三 个 元 素 的 顺序 是 正确 的 。 接 下 来 我 们 要 为 第 四 个 元 素 1 寻找 在 已 排序 元 素 
2，3，4 中 的 正确 位 置 。 因 为 1 二 2， 得 到 列表 1，2，3，4，5。 最 后 依次 比较 5 与 1，2，3 和 4， 








把 5 插 人 正确 位 置 。 因 为 5 这 4， 所 以 5 就 留 在 表 的 尾部 ， 产 生 整 个 列表 的 正确 顺序 。 4 
| 
算法 5 插入 排序 


procedure insertion sort(al ，as，**，a,: 实数 ，n 宇 2) 
for ; :=2 ton 
1 :一 1 
while oj 之 ww; 
i :一 1 十 1 
m=:Qy 


fork :=0 to 7 一 ;一 1 





Qj—k aj-l 





{a， C29 "9 Un 已 排序 } 








3. 1.4 字符 串 匹 配 

虽然 搜索 和 排序 是 计算 机 科学 中 最 常见 的 问题 ， 但 其 他 问题 也 会 经 常 遇见 。 其 中 之 一 是 : 
一 个 特定 的 字符 串 P( 称 为 模式 (pattern)) 出 现在 另外 一 个 字符 串 工 ( 称 为 文本 (text)) 的 什么 位 
置 上 (如 果 有 的 话 )? 比如 ， 能 否 在 串 11001011 中 找到 模式 101? 通过 检查 ， 我 们 发 现 偏 移 4 个 
字符 位 置 就 能 在 文本 11001011 中 看 到 101， 因 为 ， 文 本 中 第 5、6、7 个 字符 正好 构成 字符 串 
101。 另 一 方面 ， 模 式 111 并 没有 出 现在 文本 110110001101 中 。 

在 文本 中 寻找 一 个 模式 出 现 的 位 置 称 为 字符 串 匹 配 (string matching) 。 字 符 串 匹配 在 许多 
应 用 领域 起 着 重要 作用 : 文本 编辑 、 垃 圾 邮件 过 滤 、 计 算 机 网 络 中 的 攻击 检测 系统 、 搜 索引 
擎 、 抄 袭 检测 、 生 物 信息 学 等 。 例 如 ， 在 文本 编辑 中 ， 当 我 们 需要 用 一 个 字符 串 蔡 代 另 一 个 字 
符 串 时 ， 就 需要 找 出 该 字符 串 的 所 有 出 现 位 置 ， 这 就 是 字符 串 匹 配 。 搜 索引 擎 则 查看 搜索 关键 
词 和 网 页 中 词语 的 匹配 。 生 物 信息 学 中 的 许多 问题 是 研究 由 4 个 碱 基 一 一 胸腺 喀 啶 (T)、 腺 嗓 
聆 (A) 、 胞 喀 啶 CC) 和 鸟 味 叭 (G) 一 一 构成 的 DNA 分子 。DNA 序列 的 处 理 是 确定 4 个 碱 基 在 
DNA 中 的 顺序 ， 这 就 涉及 由 T、A、C 和 G 这 4 个 字母 构成 的 字符 中 的 匹配 问题 。 比 如 ， 我 们 
会 问 模式 CAG 是 否 出 现在 文本 CATCACAGAGA 中 ? 答案 是 肯定 的 ， 因 为 它 出 现在 移 位 5 个 
字符 的 位 置 处 。 求 解 基因 组 相关 的 问题 需要 用 到 更 为 有 效 的 字符 串 匹 配 算法 ， 因 为 表示 人 类 基 
因 组 的 字符 串 有 大 约 3X10’ 个 字符 的 长 度 。 

我 们 现在 来 描述 一 个 用 于 字符 串 匹 配 的 蛮 力 算法 一 一 算法 6， 称 为 朴素 字符 串 匹 配器 
(naive string matcher) 。 算 法 的 输入 是 我 们 希望 匹配 的 模式 P= 二 ppso…p 和 文本 本 二 itso*…*t。 
当 这 个 模式 在 文本 工 的 第 * 十 1 个 位 置 开 始 时 ， 即 当 2 三 记 ，tts 二 加，…，#m 一 加 时， 我 
们 就 说 P 出 现在 T 中 偏 移 (shift)s 处 。 为 了 寻找 所 有 有 效 偏 移 ， 朴 素 字 符 串 匹配 器 将 遍历 所 有 
可 能 的 偏 移 s， 即 从 s 二 0 到 s 二 n 一 m， 判 断 是否 是 有 效 偏 移 。 图 2 展示 了 利用 算法 6 在 文本 
TT 三 eceyeye 中 搜索 模式 也 =eye 时 的 操作 步骤 。 
算法 6 朴素 字符 串 匹 配器 
procedure string match(n，m: 正 整 数 ，m<n, to， pi，p:，"…，pmn: 字符 ) 

for s :=0 to n—m 








了 一 1 
while(j<m and t.:;=p;) 
j :=j+1 
证 7 > m then print “s is a valid shift” 


















人 






s=0 
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2 朴素 字符 串 匹 配器 在 T= eceyeye 中 搜索 已 =eye 时 的 步骤 。 用 实 线 表 
示 匹 配 ， 用 折线 表示 不 匹配 。 算 法 找到 两 个 有 效 偏 移 : * 一 2 和 一 4 


除了 朴素 字符 串 匹配 器 ， 人 们 已 经 开发 了 许多 其 他 字符 串 匹 配 算法 。 这 些 算法 利用 各 种 不 
同 的 方法 使 其 比 朴 素 字符 串 匹 配器 更 加 有 效 。 想 了 解 这 些 算法 ， 可 以 参考 [CoLeRiSt09]， 以 及 
生物 信息 学 算法 方面 的 书籍 。 


3.1.5 贪 焚 算法 

本 书 中 要 学 习 的 许多 算法 都 用 于 解决 最 优化 问题 (optimization problem) 。 这 种 问题 的 目标 
是 寻找 给 定 问 题 满足 某 个 参数 值 最 小 化 或 最 大 化 的 解 。 本 书后 续 要 研究 的 最 优化 问题 包括 : 寻 
找 两 个 城市 之 间 总 里 程 最 短 的 路 线 ;， 确定 一 种 用 尽 可 能 少 的 位 数 进行 消息 编码 的 方式 ; 以 及 寻 
找 一 组 在 网 络 节点 之 间 使 用 最 少量 光纤 的 光纤 连接 。 





令 人 惊奇 的 是 ,一 种 最 简单 的 方法 常常 能 导致 最 优化 问题 的 一 个 解 。 这 种 方法 在 每 一 步 都 “ne》 


选择 最 好 的 选项 ， 而 不 是 通盘 考虑 可 能 导致 最 优 解 的 全 部 步骤 序列 。 在 每 一 步 都 选择 看 起 来 
“最 好 的 ”选项 的 算法 称 为 贪 禁 算法 (greedy algorithm)。 一 旦 贪 禁 算法 求 出 了 一 个 可 行 解 ， 就 
要 确定 它 是 否 找到 了 一 个 最 优 解 。 为 此 ， 要 人 么 证 明 这 个 解 是 最 优 的 ， 要 么 证 明 该 算法 产生 了 一 
个 非 最 优 解 的 反例 。 为 了 更 具体 地 说 明 这 些 概 念 ， 下 面 考虑 一 个 实现 硬币 找 零钱 的 收银 员 算 法 
(cashier’s algorithm) (之 所 以 被 称 为 收银 员 算 法 ， 是 因为 在 收银 机 全 电子 化 之 前 收银 员 得 经 常 
用 该 算法 来 找 零 ) 。 

考虑 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 美 分 零钱 的 问题 ， 使 硬币 总 数 尽 
可 能 少 。 可 以 通过 在 每 一 步 都 做 局 部 最 优 的 选择 来 设计 一 个 找 n 美 分 零钱 的 贪 禁 算法 ， 即 在 每 
一 步 选 择 可 能 的 最 大 面值 硬币 使 得 加 入 到 零钱 后 其 总 额 不 超过 nn 美 分 。 例 如 ， 要 找 67 美 分 零 
钱 ， 首 先 选择 一 个 25 美 分 ( 剩 下 42 美 分 )。 接 着 选择 第 二 个 25 美 分 ( 剩 下 17 美 分 )， 随 后 选择 
一 个 10 美 分 ( 剩 下 7 美 分 )， 随 后 选择 一 个 5 美 分 ( 剩 下 2 美 分 )， 随 后 选择 一 个 1 美 分 ( 剩 下 1 
美 分 )， 最 后 选择 一 个 1 美 分 。 4 

用 任何 一 组 不 同 面值 的 硬币 找 n 美 分 零钱 的 收银 员 算 法 如 算法 7 所 示 。 








算法 7 收银 员 算 法 
procedure change(cl ，cs，*…，c,: 硬币 的 面值 ， 其 中 cl >cs 二 …>>cr; n: 正 整 数 ) 
for i: 王 1 tor 
d; :二 0{d; 统计 使 用 面值 为 c; 的 硬币 数 } 
while 7 之 c; 
d; :二 di; 十 1{ 增 加 一 个 面值 c; 的 硬币 } 
WW 
{d; 是 零钱 中 面值 为 c; 的 硬币 的 数量 ，; 王 1，2，…，7) 








我 们 描述 了 一 个 用 任意 一 组 有 限 的 面值 为 ，c;，…，c, 的 硬币 找 零 钱 的 贪 焚 算 法 一 一 收 
银 员 算法 。 在 有 四 种 面值 为 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 特例 中 ， 我 们 有 c 一 25， 
cs 二 10， cs 二 5 和 二 1。 对 于 这 种 情形 ,我们 证 明 这 个 算法 在 使 用 尽 可 能 少 硬币 的 意义 下 能 求 





permo》 





出 最 优 解 。 在 开始 证 明之 前 ， 我 们 证 明 存 在 一 组 硬币 使 得 收银 员 算 法 (算法 7) 不 一 定 得 出 使 用 
尽 可 能 少 的 硬币 找 零 方案 。 例如， 如 果 只 有 25 美 分 、10 美 分 和 1 美 分 硬币 (而 无 5 美 分 硬币 ) 
可 用 ， 则 此 收银 员 算 法 会 用 6 枚 硬币 找 30 美 分 零钱 (1 个 25 美 分 和 5 个 1 美 分 硬币 )， 而 本 来 
可 以 只 a a dt 





证 明 用 反 证 法 证 明 。 我 们 要 证 明 如 果 用 到 了 超过 指定 数目 的 各 种 类 型 的 硬币 ， 就 可 以 用 
等 值 的 数目 更 少 的 硬币 来 替换 。 注 意 如 果 有 3 个 10 美 分 硬币 ， 就 可 以 换 成 1 个 25 美 分 和 1 个 
5 美 分 硬币 ; 如 果 有 2 个 5 美 分 硬币 ， 就 可 以 换 成 1 个 10 美 分 硬币 ; 如 果 有 5 个 1 美 分 硬币 ， 
就 可 以 换 成 1 个 5 美 分 硬币 ; 如 果 有 2 个 10 美 分 和 1 个 5 美 分 硬币 ,就 可 以 换 成 1 个 25 美 分 
硬币 。 因 为 至 多 可 以 有 2 个 10 美 分 、1 个 5 美 分 和 4 个 1 美 分 硬币 ， 而 不 能 同时 有 2 个 10 美 
分 和 1 个 5 美 分 硬币 ,所 以 当 用 尽 可 能 少 的 硬币 找 n 美 分 零钱 时 ，24 美 分 就 是 用 10 美 分 、5 
dd esl 4 





证 明 用 反 证 法 证 明 。 假 设 存 在 正 整数 2， 使 得 有 办 法 将 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 
分 硬币 用 少 于 贪 梦 算 法 所 求 出 的 硬币 去 找 n 美 分 零钱 。 首先 注 意 ， 在 这 种 找 n 美 分 零钱 的 最 优 
方式 中 使 用 25 美 分 硬币 的 个 数 9 ， 一 定 等 于 贪 禁 算 法 所 用 25 美 分 硬币 的 个 数 9。 为 说 明 这 一 
点 ， 注 意 贪 禁 算 法 使 用 尽 可 能 多 的 25 美 分 硬币 ， 所 以 9 委 g。 但 是 9 也 不 能 小 于 9g。 假 如 9 小 
于 4q， 需 要 在 这 种 最 优 方式 中 用 10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 至 少 找 出 25 美 分 零钱 。 而 根据 引 
理 1， 这 是 不 可 能 的 。 

由 于 在 找 零 钱 的 这 两 种 方式 中 一 定 有 同样 多 的 25 美 分 硬币 ， 所 以 在 这 两 种 方式 中 10 美 分 、 
5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 总 值 一 定 相 等 ， 并 且 这 些 硬币 的 总 值 不 超过 24 美 分 。10 美 分 硬币 的 个 数 
一 定 相 等 ， 因 为 贪 焚 算 法 使 用 尽 可 能 多 的 10 美 分 硬币 。 而 根据 引 理 1， 当 使 用 尽 可 能 少 的 硬币 
找 零 钱 时 ， 至 多 使 用 1 个 5 分 硬币 和 4 个 1 分 硬币 ， 所 以 在 找 零钱 的 最 优 方式 中 也 使 用 尽 可 能 多 
的 10 美 分 硬币 。 类 似 地 ，5 美 分 硬币 的 个 数 相 等 ， 最终 ，1 美 分 的 个 数 相等 。 | 

贪 焚 算 法 根据 某 一 条 件 在 每 一 步 都 做 出 最 佳 选择 。 下 面 的 例子 表明 在 多 个 条 件 中 选择 哪 一 
个 也 可 能 是 难以 确定 的 。 

假设 我 们 有 一 组 讲座 ， 并 预 变 了 开始 和 结束 时 间 。 假 设 讲座 一 旦 开始 就 会 持续 到 结 
束 为 止 、 两 个 讲座 不 能 同时 进行 、 一 个 讲座 可 以 在 另 一 个 讲座 结束 时 开始 ， 请 设计 一 个 贪 禁 算 
法 能 够 在 一 个 演讲 厅 里 安排 尽 可 能 多 的 讲座 。 假 设 讲座 7 的 开始 时 间 为 ;; (这 里 是 指 开始 )， 
结束 时 间 为 e (这 里 e 是 指 结束 ) 。 

解 ”要 采用 贪 楚 算 法 来 安排 最 多 的 讲座 ， 即 一 个 最 优 调度 ， 我 们 需要 确定 在 每 一 步 如 何 选 
择 增 加 哪个 讲座 。 有 很 多 准则 可 以 用 来 在 每 一 步 选择 一 个 讲座 ， 这 里 我 们 选择 那些 与 已 选 讲座 
没有 重 公 的 讲座 。 比 如 ， 我 们 可 以 以 最 早 开 始 时 间 为 序 来 增加 讲座 ， 也 可 以 以 最 短 讲座 时 间 为 
序 来 增加 讲座 ， 也 可 以 以 最 早 结束 时 间 为 序 来 增加 讲座 ,或 者 可 以 用 其 他 的 准则 。 

我 们 选择 来 考虑 这 些 可 能 的 准则 。 假 设 我 们 增加 那个 与 已 选 讲座 相 容 的 讲座 中 开始 时 间 最 
早 的 讲座 。 我 们 可 以 构造 一 个 反例 来 证 明 这 样 的 算法 并 非 总 是 产生 最 优 调度 。 例 如 ,假定 有 三 
个 讲座 : 第 一 个 讲座 上 午 8 点 开始 中 午 12 点 结束 ， 第 二 个 讲座 上 午 9 点 开始 上 午 10 点 结束 ， 
而 第 三 个 讲座 上 午 11 点 开始 中 午 12 点 结束 。 我 们 首先 选择 第 一 个 讲座 ， 因 为 它 开始 得 最 早 。 
但 是 一 旦 我 们 选择 了 第 一 个 讲座 ， 就 不 能 选 第 二 个 或 第 三 个 讲座 了 ， 因 为 它们 和 第 一 个 讲座 有 
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重合 。 故 该 贪 禁 算法 只 选 了 一 个 讲座 。 这 不 是 最 优 的 ， 因 为 我 们 可 以 安排 第 二 个 和 第 三 个 讲 
座 ， 这 两 个 没有 重 番 。 

现在 假设 我 们 增加 那个 与 已 选 讲座 相 容 的 讲座 中 持续 时 间 最 短 的 讲座 。 我 们 依然 可 以 找到 
一 个 反例 来 证 明 这 样 的 算法 并 非 总 是 产生 最 优 调度 。 为 此 ,假定 有 三 个 讲座 : 第 一 个 讲座 上 午 
8 点 开始 上 午 9 点 15 分 结束 ， 第 二 个 讲座 上 午 9 点 开始 上 午 10 点 结束 ， 而 第 三 个 讲座 上 午 9 
点 45 分 开始 上 午 11 点 结束 。 我 们 选择 第 二 个 讲座 ， 因 为 它 是 最 短 的 只 需要 一 小 时 。 一 旦 我 们 
选择 了 第 二 个 讲座 ， 就 不 能 选 第 一 个 或 第 三 个 讲座 了 ， 因 为 没有 一 个 和 第 二 个 讲座 是 不 重 释 
的 。 故 该 贷 焚 算法 只 选 了 一 个 讲座 。 可 是 有 可 能 选择 两 个 讲座 的 ， 第 一 个 和 第 三 个 讲座 ， 这 两 
个 没有 重生 。 

然后 ， 可 以 证 明 如 果 我 们 在 每 一 步 选择 那个 与 已 选 讲座 相 容 的 讲座 中 结束 时 间 最 早 的 讲 
座 ， 我 们 就 能 安排 最 多 的 讲座 。 我 们 将 在 第 5 章 用 数学 归纳 法 来 证 明 它 。 我 们 要 做 的 第 一 步 是 
根据 结束 时 间 的 升序 来 对 讲座 进行 排序 。 排 序 后 对 讲座 重新 编号 使 得 e 二 es 三 … 二 e,。 这 样 的 
贪 焚 算法 如 算法 8 所 示 。 4 








算法 8 安排 讲座 的 贪 焚 算法 
procedure schedule(si 全 5 二 … 二 5 : 讲座 的 开始 时 间 ，el 过 es 过 … 过 e,: 讲座 的 结束 时 间 ) 
根据 结束 时 间 对 讲座 排序 、 重 新 编号 使 得 ae 委 e 委 … 委 e， 
S:=@ 
for ; :一 1] ton 
让 讲座 7 与 S 相 容 then 
S :二 S U{ 讲 座 人 
return S{S 是 已 安排 讲座 的 集合 } 











3.1.6 停机 问题 

现在 我 们 来 描述 计算 机 科学 中 非常 有 名 的 一 个 定理 的 证 明 。 我 们 将 要 证 明 存 在 这 样 一 个 问 
题 ， 它 不 能 用 任何 过 程 求解 。 即 我 们 要 证 明 存 在 不 可 解 问题 。 我 们 要 研究 的 问题 是 停机 问题 
(halting problem) 。 它 询问 是 否 存在 一 个 过 程 (procedure) 能 做 这 件 事 : 该 过 程 以 一 个 计算 机 程 
序 以 及 该 程序 的 一 个 输入 作为 输入 ， 并 判断 该 程序 在 给 定 输入 运行 时 是 否 最 终 能 停止 。 显 然 ， 
如 果真 的 存在 ， 有 这 样 一 个 过 程 是 非常 方便 的 。 在 编写 或 者 调试 程序 的 时 候 ， 能 够 判断 一 个 程 
序 是 否 进入 无 限 循环 是 非常 有 帮助 的 。 然 而 ，1936 年 图 灵 证 明 这 样 的 过 程 是 不 存在 的 (参见 
13.4 节 他 的 传记 ) 。 

在 给 出 停机 问题 是 不 可 解 的 证 明之 前 ， 首 先 要 知道 我 们 不 能 简单 地 运行 一 个 程序 并 观察 它 
在 做 什么 来 确定 是 否 能 够 结束 。 如 果 程 序 结束 ， 就 有 了 解 ; 但 是 如 果 过 了 任意 某 个 固定 长 度 的 
时 间 段 后 程序 还 在 运行 ， 我 们 就 不 知道 是 否 它 永 不 停机 ,或 者 仅仅 是 我 们 等 待 它 停 止 的 时 间 不 
够 长 。 毕 竞 ， 设计 一 个 仅 在 10 亿 年 后 才 会 终止 的 程序 并 不 难 。 

我 们 将 描述 图 灵 停 机 问题 是 不 可 解 的 证 明 ， 这 是 一 个 采用 反 证 法 的 证 明 。( 读 者 应 该 注意 
到 我 们 的 证 明 并 不 是 完全 严格 的 ， 因 为 我 们 还 没有 明确 地 定义 什么 是 一 个 过 程 。 因 此 ， 需 要 图 
灵机 的 概念 作为 补充 。 图 灵机 的 概念 会 在 13. 5 节 引 入 。) 

证 明 假设 停机 问题 有 一 个 解 ， 一 个 称 为 了 HH(P， 了 的 过 程 。 过 程 HH(P，1) 有 两 个 输入 项 ， 
一 个 是 程序 P， 另 一 个 是 程序 P 的 一 个 输入 TI。 如 果 互 判 定 忆 在 给 定 输入 工时 能 终止 ， 则 
H(P, 了 将 产生 字符 串 “ 停 机 ”作为 输出 。 反 之 ， 昌 (P,， 也 将 产生 字符 串 “ 无 限 循环 ”作为 输 
出 。 现 在 我 们 将 导出 一 个 矛盾 。 

编写 一 个 过 程 的 时 候 ， 它 本 身 就 表达 为 一 个 由 字符 构成 的 串 ， 该 串 可 以 解释 为 一 个 比特 序 
列 。 这 意味 着 一 个 程序 本 身 就 可 以 当 作 数据 使 用 。 因 此 ， 一 个 程序 可 以 作为 另 一 个 程序 的 输 
和 人 和， 甚至 是 自身 的 输入 。 这 样 ， 互 可 以 将 一 个 程序 忆 作为 它 的 两 个 输入 ， 即 一 个 程序 和 该 程 
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序 的 输入 。 互 应 该 可 以 判断 当 己 给 定 其 自身 的 副本 作为 输入 时 ， 尸 是否 会 停机 。 

为 了 证 明 不 存在 过 程 互 能 够 求解 停机 问题 ， 我 们 构造 一 个 简单 过 程 K(P)， 它 的 工作 原理 
如 下 ， 并 利用 五 (P，P) 的 输出 。 如 果 五 (P，P) 的 输出 是 “无 限 循环 ”， 即 已 在 自身 作为 输入 
时 会 无 限 循环 ， 那么 让 K(P) 停 机 。 如 果 互 (P，P) 的 输出 是 “停机 ”， 即 已 在 自身 作为 输入 时 
会 停机 ， 那 么 让 KC(P) 无 限 循 环 。 即 ，K(CP) 做 出 和 互 (P，P) 的 输出 相反 结果 (如 图 3 所 示 ) 。 


如 果 FPP) 的 输出 是 


P 作 为 程序 “停机 ”， 那 么 K(P) 琵 循环 






P 作 为 输入 如 果 FP,P) 的 输出 是 


“ 死 循环 "， 那 么 KP) 停 机 


图 3 证 明 停机 问题 不 可 解 


现在 假设 把 K 作为 K 的 输入 。 需 要 注意 ， 如 果 五 ( 开 ， 开 ) 的 输出 是 “无 限 循环 ”， 那 么 根 
据 K 的 定义 可 以 得 出 KC(K) 停 机 。 这 意味 着 由 互 的 定义 ， 甩 (K，K) 的 输出 是 “停机 ”， 这 是 
一 个 矛盾 。 否 则 ， 如 果 孔 (K，K) 的 输出 是 “停机 ”， 那 么 根据 K 的 定义 K(K) 会 无 限 循 环 ， 这 
意味 着 由 互 的 定义 ， 互 (人 ， 开 ) 的 输出 是 “无 限 循环 ”。 这 也 是 一 个 矛盾 。 这 样 ， 互 并 不 总 能 
给 出 正确 的 答案 。 因 此 ， 没 有 这 样 的 过 程 能 解决 停机 问题 。 4 


练习 
1. 列 出 算法 1 在 列表 1，8，12，9，11，2，14，5，10，4 中 找 最 大 值 的 所 有 步骤 。 
2. 判断 下 列 过 程 具 有 和 缺乏 在 正文 中 (算法 1 之 后 ) 所 描述 的 哪些 算法 特征 。 
a)procedure double(n:; 正 整 数 ) 
while n>0 
7 :一 272 
b)procedure divide(n; 正 整数 ) 
while ”之 0 
7 :一 1/7 
1. :一 7 一 1 
c)procedure sum(n: 正 整 数 ) 
sum :一 0 
while ;一 10 
sum :一 Sum 十 1; 
d)procedure choose(a,，b: 整数 ) \ 
Z: 一 4 或 0 
3. 设计 一 个 求 列表 中 所 有 整数 之 和 的 算法 。 
4. 描述 一 个 算法 ， 以 nn 个 整数 的 列表 作为 输入 ， 求 出 列表 中 相 邻 整数 后 一 个 数 减 去 前 一 个 数 的 最 大 差 值 
作为 输出 。 
5. 描述 一 个 算法 ， 以 n 个 按 非 递减 序 排列 的 整数 的 列表 作为 输入 ， 求 出 所 有 出 现 两 次 以 上 的 值 的 列表 。 
(一 列 整 数 是 非 递 减 序 的 ， 如 果 列 表 中 的 每 个 整数 至 少 和 列表 中 前 一 项 一 样 大 ) 
6. 描述 一 个 算法 ， 以 nn 个 整数 的 列表 作为 输入 ， 求 出 列表 中 负 整 数 的 个 数 。 
7. 描述 一 个 算法 ， 以 n 个 整数 的 列表 作为 输入 ， 求 出 列表 中 最 后 一 个 偶数 的 位 置 ， 或 者 如 果 列 表 中 没有 
偶数 就 返回 0。 
8. 描述 一 个 算法 ， 以 nn 个 不 同 整数 的 列表 作为 输入 ， 求 出 列表 中 最 大 偶数 的 位 置 ， 或 者 如 果 列 表 中 没有 
偶数 就 返回 0。 
9. 回 文 (palindrome) 是 从 前 向 后 读 和 从 后 向 前 读 都 一 样 的 串 。 描 述 一 个 判定 n 个 字符 的 串 是 否 为 回 文 的 
算法 。 
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10. 设计 计算 x" 的 算法 ， 其 中 z 是 实数 ，n 是 整数 。[ 提 示 : 首先 给 出 一 个 为 非 负 整数 时 从 1 开始 不 断 
乘 以 x 来 计算 x" 的 过 程 。 然 后 扩展 这 一 过 程 利用 x "= 二 1/x” 的 事实 来 计算 当 n 为 负数 时 的 zx" 。] 

11. 描述 一 个 交换 变量 zx 和 y 值 的 算法 ， 只 许 使 用 赋值 。 至 少 需要 多 少 个 赋值 语句 才能 完成 交换 ? 

12. 描述 一 个 只 使 用 赋值 语句 实现 用 三 元 组 (y，z，x) 来 代替 (zx，y，z) 的 算法 。 最 少 需 要 多 少 个 赋值 
语句 ? 


13. 列 出 在 序列 1，3，4，5，6，8, 9,-11 中 搜索 9 的 所 有 步 又 ， 使 用 的 算法 是 : 


a) 线 性 搜索 b) 二 分 搜索 
14. 给 定 练习 13 给 出 的 序列 ， 列 出 采用 线性 搜索 和 二 分 搜索 时 搜索 7 使 用 的 所 有 步 又。 
15. 描述 一 个 算法 ， 把 整数 zx 插 人 到 按 递增 序 排列 的 整数 表 ai ，ar ，…，a, 中 合适 的 位 置 。 


16. 描述 一 个 求 自然 数 的 有 限 序 列 中 最 小 整数 的 算法 。 

17, 描述 一 个 算法 ， 求 整数 的 有 限 列 表 中 最 大 元 素 首 次 出 现 的 位 置 ， 其 中 列表 中 的 整数 不 一 定 互 不 相同 。 

18. 描述 一 个 算法 ， 求 整数 的 有 限 列表 中 最 小 元 素 最 后 出 璃 的 位 置 ， 其 中 列表 中 的 整数 不 一 定 互 不 相同 。 

19. 描述 一 个 算法 ， 计 算 由 三 个 整数 构成 的 集合 的 最 大 值 、 中 间 值 、 平 均值 和 最 小 值 。( 整 数 集合 的 中 间 
值 (median) 是 把 这 些 整 数 按 增 序 排列 时 中 间 元 素 的 值 。 整 数 集合 的 平均 值 (mean) 是 这 些 整数 之 和 除 
以 整数 个 数 。) 

20. 描述 一 个 求 整数 的 有 限 序 列 中 最 大 和 最 小 整数 的 算法 。 

21. 描述 一 个 算法 ， 把 任意 长 度 整 数 序列 的 头 三 项 排 成 递增 序 。 

22. 描述 一 个 算法 ， 求 英文 句子 中 最 长 的 单词 (这 里 句子 是 指 符 号 的 序列 ， 符 号 可 以 是 一 个 字母 或 者 一 个 
空格 ， 句 子 可 以 被 分 隔 成 交替 的 单词 和 空格 ) 。 

23. 描述 一 个 算法 ， 判 断 从 一 个 整数 的 有 限 集合 到 另 一 个 整数 的 有 限 集合 的 一 个 函数 是 否 是 映 上 的 。 

24. 描述 一 个 算法 ， 判 断 从 一 个 有 限 集合 到 另 一 个 有 限 集 合 的 一 个 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 

25. 描述 一 个 算法 ， 逐 一 检查 比特 串 中 每 比特 是 否 为 1， 数 一 数 其 中 为 1 的 比特 的 个 数 。 

26. 改动 算法 3 使 得 二 分 搜索 过 程 在 算法 的 每 一 阶段 都 比较 x 和 aw， 并 且 如 果 z 一 an 则 算法 终止 。 算法 
的 这 个 版 本 有 何 优越 之 处 ? 

27. 三 分 搜索 算法 是 在 递增 序 整数 表 中 通过 连续 地 把 表 分 成 大 小 相等 (或 尽 可 能 接近 相等 ) 的 三 个 子 表 ， 
并 将 搜索 限制 在 一 个 合适 的 子 表 中 的 方法 来 定位 一 个 元 素 。 描 述 这 一 算法 的 步骤 。 

28. oO sa SO A dy 
制 在 一 个 合适 的 子 表 中 的 方法 来 定位 一 个 元 素 的 算法 步骤 。 

站 一 个 区 来 测 于 中 ， 同一 个 元 素 可 能 出 现 多 次 。 这 样 一 个 列表 的 众 数 (mode) 是 一 个 其 出 现 次 数 不 少 于 其 
他 元 素 的 元 素 。 当 有 多 个 元 素 都 出 现 最 大 次 数 时 ， 一 个 列表 就 有 多 个 众 数 。 

29. 设计 一 个 算法 ， 求 非 递 减 序 整数 表 的 一 个 众 数 。 (一列 整数 是 非 递减 序 的 ， 如 果 列 表 中 的 每 个 整数 至 
> 和 列表 中 前 一 项 一 样 大 。) 

30. 设计 一 个 算法 ， 求 非 递 减 序 整数 表 的 所 有 众 数 ( 一 列 整数 是 非 递 减 序 的 ， 如 果 列 表 中 的 每 个 整数 至 少 
和 列表 中 前 一 项 一 样 大 ) 。 

31. 两 个 字符 串 被 称 为 易 位 词 (anagram)， 如 果 这 两 个 字符 串 可 以 通过 重新 排列 其 字符 相互 转换 。 试 用 下 
列 方法 设计 一 个 算法 来 判断 两 个 字符 串 是 否 是 易 位 词 。 
a) 首 先 找 出 每 个 字符 在 字符 串 中 出 现 的 频率 。 
b) 首 先 对 两 个 字符 串 的 字符 进行 排序 。 

32. 给 定 个 实数 zx!1，zz，…，zx,， 试 用 下 列 方法 找 出 最 靠近 的 两 个 实数 。 
a) 用 蛮 力 算法 找 出 每 一 对 实数 之 间 的 距离 。 
b) 对 实数 进行 排序 ， 并 计算 最 少数 量 的 距离 来 求解 问题 。 

33. 设计 一 个 算法 ， 求 整数 序列 中 第 一 个 与 序列 中 排 在 它 前 面 的 某 项 相等 的 项 。 

34. 设计 一 个 算法 ， 找 出 整数 有 限 序 列 中 所 有 那些 大 于 它 前 面 各 项 之 和 的 项 。 

35. 设计 一 个 算法 ， 求 正 整数 序列 中 第 一 个 小 于 其 紧 挨 着 前 项 的 项 。 

36. 用 冒 泡 排序 来 排序 6，2，3，1，5，4， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 列表 。 

37. 用 冒 泡 排序 来 排序 3，1，5，7，4， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 列表 。 

38. 用 冒 泡 排序 来 排序 4，f，k，m，a，b， 说明 在 每 一 步 所 获得 的 列表 。 

* 39. 改编 冒 泡 排序 算法 使 得 当 不 再 需要 交换 时 算法 停止 。 用 伪 代码 描述 这 个 更 有 效 的 算法 版 本 。 


Links》 


Links》 
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41. 
42. 
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用 插入 排序 来 排序 练习 36 中 的 列表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 列表 。 
用 插入 排序 来 排序 练习 37 中 的 列表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 列表 。 
用 插入 排序 来 排序 练习 38 中 的 列表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 列表 。 


选择 排序 (selection sort) 首 先 找 出 列表 中 的 最 小 元 素 。 把 这 个 元 素 移 到 前 面 。 然 后 找 出 剩余 元 素 里 的 最 小 
元 素 并 且 把 它 放 到 第 二 个 位 置 。 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 整个 列表 都 已 经 排 好 序 为 止 。 


43. 


44. 
[3 45. 
46. 
47. 
48. 


用 选择 排序 来 排列 下 面 的 列表 。 

a)3, 5, 4, 1, 2 b)5, 4, 3, 2, 1 

Oly 2 Bs 4, 5 

用 伪 代 码 写 出 选择 排序 算法 。 

描述 一 个 基于 线性 搜索 的 算法 ， 确 定 在 已 经 排序 的 列表 中 插入 一 个 新 元 素 的 正确 位 置 。 
描述 一 个 基于 二 分 搜索 的 算法 ， 确 定 在 已 经 排序 的 列表 中 插 和 人 一 个 新 元 素 的 正确 位 置 。 
用 插入 排序 对 列表 1，2，…，n 排序 需要 多 少 次 比较 ? 

用 插入 排序 对 列表 n,n 一 1，…，2，1 排序 需要 多 少 次 比较 ? 


二 分 插入 排序 是 插入 排序 的 一 个 变 体 ， 使 用 二 分 搜索 技术 (参见 练习 46) 而 非 线 性 搜索 技术 ， 把 第 i 个 元 
素 插入 到 已 经 排序 的 元 素 中 的 正确 位 置 。 


49. 
50. 
51. 
52. 


53. 
54. 
55, 
56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


列 出 二 分 插入 排序 对 列表 3，2，4，5，1，6 进行 排序 时 使 用 的 所 有 步 又 。 

比较 插入 排序 和 二 分 插入 排序 对 列表 7，4，3，8，1，5，4，2 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 

用 伪 代 码 写 出 二 分 插入 排序 算法 。 

a) 设 计 插 入 排序 的 一 个 变 体 ， 用 线性 搜索 技术 把 第 7 个 元 素 插入 正确 位 置 ， 即 首先 将 它 与 第 7 一 1 个 
元 素 比 较 ， 然 后 如 有 必要 再 与 第 7 一 2 个 元 素 比 较 ， 依 次 进行 下 去 。 

b) 用 你 的 算法 来 排序 3，2，4，5，1，6。 

c) 用 这 个 算法 求解 练习 47。 

d) 用 这 个 算法 求解 练习 48 。 

当 一 个 元 素 列 表 接 近 于 正确 顺序 时 ， 采 用 插入 排序 或 者 练习 52 描述 的 变 体 ， 哪 一 种 更 好 ? 

列 出 朴素 字符 串 匹 配器 在 文本 COVFEFE 中 寻找 模式 FE 的 所 有 出 现时 的 步 又。 

列 出 朴素 字符 串 匹 配器 在 文本 TACAGACG 中 寻找 模式 ACG 的 所 有 出 现时 的 步骤 。 

采用 收银 员 算 法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 出 下 列 零 钱 : 


a)87 美 分 b)49 美 分 
c)99 美 分 d)33 美 分 
采用 收银 员 算 法 ,用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 出 下 列 零 钱 : 
a)51 美 分 b)69 美 分 
c)76 美 分 d)60 美 分 


采用 收银 员 算 法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 和 1 美 分 (但 是 无 5 美 分 ) 硬 币 找 出 练习 56 中 的 各 种 零钱 。 对 
于 哪些 零钱 数 ， 贪 禁 算 法 使 用 尽 可 能 少 的 这 些 面值 的 硬币 ? 

采用 收银 员 算 法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 和 1 美 分 (但 是 无 5 美 分 ) 硬 币 找 出 练习 57 中 的 各 种 零钱 。 对 
于 哪些 零钱 数 ， 仿 焚 算 法 使 用 尽 可 能 少 的 这 些 面值 的 硬币 ? 

证 明 如 果 有 面值 12 美 分 的 硬币 ， 则 用 25 美 分 、12 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 收银 员 算 
法 ,不 一 定 总 是 用 最 少 的 硬币 数 找 零钱 。 

用 算法 7 从 一 组 候选 演讲 中 选择 以 便 在 报告 厅 安 排 尽 可 能 多 的 演讲 。 假 设 这 些 演 讲 的 开始 和 结束 时 
间 ( 均 为 上 午 ) 是 : 9:00 和 9:45; 9:30 和 10:00; 9:50 和 10:15; 10:00 和 10:30; 10:10 和 10:25; 
10:30 和 10:55; 10:15 和 10:45; 10:30 和 11:00; 10:45 和 11:30; 10:55 和 11:25; 11:00 和 11:15。 
证 明 在 解决 报告 厅 安 排 一 组 演讲 (如 例 7 所 示 ) 的 贪 禁 算法 中 ， 如 果 在 每 一 步 都 选择 一 个 与 其 他 演讲 
冲突 最 少 的 演讲 ， 则 不 一 定 产生 最 优 解 。 


63. a) 设 计 一 个 贪 禁 算法 ,给 定 每 个 讲座 的 开始 时 间 和 结束 时 间 ， 确 定 容 纳 :个 讲座 所 需要 的 最 少 的 报 
告 厅 数 目 。 
b) 证 明 你 的 算法 是 最 优 的 。 
假设 有 ;位 男士 m1 ，ms;，*"…，ms, 和 5s 位 女士 wi，tw,，"…，w,。 我 们 希望 为 每 人 匹配 一 位 异性 。 再 者 ， 


假设 每 人 按 自己 的 偏爱 程度 对 异性 进行 排序 ， 不 允许 并 列 。 我 们 称 将 一 组 异性 结 为 夫妇 的 一 个 匹配 是 稳 
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定 的 (stable)， 如 果 不 能 找到 这 样 一 对 没有 匹配 的 男士 m 和 女士 ww， 使 得 m 喜欢 Ww 胜 过 喜欢 他 被 指派 的 

伴侣 ， 同 时 ww 喜欢 m 胜 过 喜欢 她 被 指派 的 伴侣 。 

64. 假设 有 三 位 男士 mw 、m。 和 ms， 三 位 女士 mw、rw 和 rw 。 再 者 ， 假 设 男士 对 三 位 女士 的 喜欢 程度 由 
高 到 低 的 排序 是 : za : ws 、m、rji mz :ui zz、rsi 7 ; Ws、Ww3、wi; 而 女士 对 三 位 男士 的 
喜欢 程度 由 高 到 低 的 排序 是 : rw : mi 、zz 、was ; rs ;mz、Mm、ma; as : ma、Mmz、mi。 对 于 构成 
三 对 夫妇 的 所 有 六 种 可 能 的 每 一 种 情况 ， 判 断 该 匹配 是 否 是 稳定 的 。 

延迟 接受 算法 (deferred acceptance algorithm) 也 称 为 Gale-Shapley 算法 ， 可 以 用 来 构造 稳定 的 男女 匹配 。 

在 这 个 算法 中 ， 一 种 性 别 的 人 是 求婚 者 ， 另 一 种 性 别 的 人 是 被 求婚 者 。 该 算法 使 用 了 一 系列 回合 ， 在 每 

个 回合 ， 前 一 轮 的 求婚 中 被 拒绝 的 求婚 者 向 他 (她 ) 最 喜欢 的 、 还 没有 拒绝 过 他 (她 ) 的 被 求婚 者 求婚 。 被 

求婚 者 会 拒绝 所 有 的 求婚 ， 除 了 在 这 轮 或 之 前 回合 中 来 求婚 的 所 有 求婚 者 中 排名 最 靠 前 的 那 位 之 外 。 这 

位 排名 最 前 的 求婚 者 的 求婚 维持 待定 ， 并 且 会 在 以 后 的 某 个 回合 中 被 拒绝 ， 如 果 在 那个 回合 中 有 一 位 更 

有 魅力 的 求婚 者 来 求婚 。 当 每 个 求婚 者 都 恰 有 一 个 待定 的 求婚 时 一 系列 回合 结束 ， 此 时 所 有 待定 的 求婚 

都 被 接受 。 

65. 用 伪 代 码 写 出 延迟 接受 算法 。 

66. 证 明 延 迟 接受 算法 可 终止 。 

67. 证 明 延 迟 接受 算法 终止 时 总 可 以 产生 一 个 稳定 的 匹配 。 

序列 的 一 个 元 素 如 果 重 复出 现 超过 序列 的 一 半 ， 则 称 为 多 数 元 素 (majority element) 。Boyer-Moore 多 数 投 

票 算法 (以 Robert Boyer 和 ]. Strother Moore 命名 ) 用 于 寻找 一 个 序列 中 的 多 数 元 素 ( 如 果 存 在 ) 。 算 法 维 

护 一 个 初始 值 为 0 的 计数 器 和 一 个 没有 初始 值 的 临时 候选 多 数 元 素 。 算 法 依次 处 理 序列 元 素 。 处 理 第 一 

个 元 素 时 ， 该 元 素 即 成 为 候选 多 数 元 素 ， 并 置 计 数 器 为 1。 然 后， 依次 处 理 剩 余 的 元 素 ， 如 果 计 数 器 是 

0， 则 该 元 素 成 为 候选 多 数 元 素 并 置 计 数 器 为 1， 而 当 计 数 器 非 0 时 ， 根 据 该 元 素 是 否 等 于 当前 的 候选 

值 ， 计 数 器 递增 (加 1) 或 递减 ( 减 1) 。 所 有 项 都 处 理 完 成 后 ， 候 选 值 即 为 多 数 元 素 ( 如 果 存 在 ) 。 

68. a) 试 解释 为 什么 一 个 序列 最 多 只 有 一 个 多 数 元 素 。 

b) 给 定 序列 2，1，3，3，2，3， 试 列 出 Boyer-Moore 多 数 投票 算法 的 步骤 。 
c) 用 伪 代 码 描述 Boyer-Moore 多 数 投票 算法 。 
d) 试 解释 你 如 何 确 定 Boyer-Moore 算法 产生 的 候选 多 数 元 素 确实 是 一 个 多 数 元 素 。 

* 69. a) 证 明 Boyer-Moore 多 数 投票 算法 的 输出 是 序列 的 多 数 元 素 ( 如 果 存 在 ) 。 

b) 证 明 或 反驳 即使 多 数 元 素 不 存在 ，Boyer-Moore 多 数 投票 算法 的 候选 多 数 元 素 也 是 一 个 众 数 ， 即 出 
现 次 数 最 多 的 元 素 。 
70. 证 明 判 断 一 个 程序 在 给 定 一 个 输入 时 总 会 输出 数字 “1” 这 个 问题 是 不 可 解 的 。 
71. 证 明 如 下 间 题 是 可 解 的 。 给 定 两 个 程序 以 及 它们 的 输入 ， 并 且 已 知 其 中 恰 有 一 个 会 终止 ,判断 哪 一 
个 程序 会 终止 。 
72. 证 明 判 定 一 个 特定 程序 给 定 特定 输入 时 是 否 会 停机 的 问题 是 可 解 的 。 


3.2 函数 的 增长 
3:2:1 引言 

3. 1 节 我 们 讨论 了 算法 的 概念 。 介 绍 了 解决 各 种 问题 的 算法 ， 包 括 在 列表 中 搜索 元 素 和 对 
列表 进行 排序 。 在 3. 3 节 我 们 将 研究 这 些 算 法 使 用 的 操作 步 数 。 特 别 是 ， 我 们 要 估算 线性 搜索 
和 二 分 搜索 算法 在 个 元 素 的 序列 中 搜索 元 素 时 所 要 用 的 比较 次 数 。 还 要 估算 冒 泡 排 序 和 插入 
排序 对 n 个 元 素 的 列表 进行 排序 时 所 要 用 的 比较 次 数 。 解 决 一 个 问题 所 需 的 时 间 不 仅仅 取决 于 
所 用 的 操作 步 数 。 这 个 时 间 还 取决 于 用 于 运行 实现 一 个 算法 的 程序 的 硬件 和 软件 。 但 是 ， 当 我 
们 更 改 用 于 实现 算法 的 硬件 和 软件 时 ， 可 以 通过 给 先前 估算 所 需 时 间 乘 以 一 个 常数 来 精确 地 估 
算 求解 规模 为 n 的 问题 所 需 的 时 间 。 例 如 ， 在 一 台 超 级 计算 机 上 求解 规模 为 n 的 问题 可 能 比 在 
一 台 个 人 计算 机 上 快 100 万 倍 。 而 这 100 万 的 因子 并 不 取决 于 n( 也 许 会 有 一 点 点 的 依赖 关系 )。 
使 用 本 节 介 绍 的 大 O 记 号 (big-O natation) 有 一 个 好 处 ， 就 是 可 以 估算 一 个 函数 的 增长 而 不 用 担 
心 常数 因子 或 低 阶 项 。 这 意味 着 使 用 大 O 记号 不 用 担心 实现 算法 所 用 的 硬件 和 软件 。 另 外 ， 使 
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用 大 O 记 号 时 我 们 可 以 假设 算法 中 使 用 的 不 同 操作 都 花费 相等 的 时 间 ， 这 大 大 简化 了 分 析 。 

大 O 记 号 广泛 用 于 估算 当 输 入 增长 时 一 个 算法 所 用 的 操作 的 数量 。 借 助 于 这 个 记号 ， 就 能 
够 判定 当 输 入 规模 增 大 时 用 一 个 特定 算法 来 求解 该 问题 是 否 实际 可 行 。 另外， 使 用 大 O 记号 ， 
可 以 比较 两 个 算法 以 判断 当 输 入 规模 增 大 时 哪个 算法 更 有 效 。 例 如 ， 如 果 求 解 一 个 问题 我 们 有 
两 个 法 ,一 个 使 用 100mw 十 17n 十 4 步 运 算 ， 另 一 个 使 用 ww 步 运算 ,那么 大 O 记号 可 以 帮助 我 
们 了 解 到 当 很 大 时 第 一 个 算法 所 使 用 的 运算 会 少 得 多 ， 即 使 对 于 小 的 n 值 ， 比 如 n= 二 10,， 第 

一 个 算法 使 用 的 运算 会 比较 多 。 

本 节 介 绍 大 O 记 号 以 及 相关 的 大 2 和 大 @ 记号 。 我 们 将 解释 如 何 进行 大 O、 大 Q 和 大 @ 

估算 ， 并 给 出 在 算法 分 析 中 用 到 的 一 些 重要 函数 的 估算 。 


3.2.2 大 OO 记号 
函数 的 增长 通常 可 以 用 一 种 专门 的 记号 来 描述 。 定 义 1 描述 了 这 样 一 种 记号 











评注 直觉 上 ，F(Cz) 是 O(g(z)) 的 定义 是 说 当 工 无 限 增长 时 f(x) 的 增长 慢 于 g(x) 的 菜 个 
固定 的 倍数 。 

大 O 记 号 定义 中 的 常数 C 和 称 为 f(x) 是 O(g(zx)) 的 关系 的 凭证 (witness)。 为 了 建立 
f(z) 是 Ol(g(x))， 我 们 只 需要 这 一 关系 的 一 对 凭证 。 即 要 证 明 f(z) 是 OC(g(x)) 的 ,我 们 需要 
找 出 一 对 常数 C 和 &， 即 凭证 ， 使 得 只 要 当 x>k 时 就 有 |f (zx) | 三 Clg (zx)|。 

注意 当 有 f(x) 是 OCg(Cz)) 的 关系 的 一 对 凭证 时 ， 就 会 有 无 限 多 对 和 凭证。 要 明白 这 一 点 ， 
注意 如 果 C 和 & 是 一 对 赁 证， 那么 任意 一 对 C 和 有 (其 中 CC' 和 <") 也 是 一 对 凭证 ， 因 为 
只 要 当 zx 之 久之 时 就 有 |FCz)| 和 及 Clg(Cz)| 过 Cg(Cz) | 。 

大 O 记 号 的 历史 大 O 记 号 在 数学 中 已 经 使 用 了 一 个 多 世纪 了 。 在 计算 机 科学 中 则 广泛 
用 于 算法 分 析 ， 如 3. 3 节 将 会 看 到 的 。1892 年 德国 数学 家 保罗 ， 巴赫 曼 (Paul Bachmann) 在 一 
本 重要 的 数论 书 中 首次 引入 大 O 记 号。 大 O 符号 有 时 候 也 称 为 兰 道 符号 ， 因 为 德国 数学 家 埃 
德 蒙 ， 兰 道 (Edmund Landau) 在 他 的 著作 中 始终 使 用 这 个 记号 。 大 O 记 号 在 计算 机 科学 界 的 普 
遍 使 用 则 归功 于 高 德 纳 (Donald Knuth) ， 他 还 引入 了 本 节 稍 后 要 定义 的 大 0Q 和 大 8 记号 。 

利用 大 O 记号 的 定义 ” 求 一 对 凭证 的 一 种 有 用 方法 是 先 选择 & 的 值 使 得 当 z 之 & 时 容易 估 
算 |f(z) | 的 大 小 ， 再 看 看 能 否 用 这 个 估算 找 出 C 的 值 使 得 对 于 zx 之 & 时 有 |F(z)|<Clg(Cz) |。 
这 个 方法 如 例 1 所 示 。 ™ 

证 明 f(z)=xz 十 2x 十 1 是 OCz) 的 。 

解 ” 观 察 到 当 x 二 1 时 可 以 容易 估算 f(x) 的 大 小 ， 因 为 当 x>1 时 x<x 有 上 且 1<x*。 所 以 当 
ZX 之 1 时 就 有 

过 区 十 2T 十 1 壹 十 27: 十 x = 二 zr? 
如 图 1 所 示 。 因 此 ， re 4 和 二 1 作为 凭证 以 证 明 f(z) 是 OCLCzx’)。 即 只 要 当 z>1 时 就 
有 f(x) 二 十 2x 十 1 二 4x*。( 注 意 这 里 不 必用 绝对 值 ， 因 为 当 之 为 正 数 时 等 式 中 所 有 函数 都 是 
正 的 。) 

换 一 种 方式 ， 当 z 二 2 时 我 们 可 以 估算 f(z) 的 大 小 。 省 
如 果 zx 之 2， 就 有 

之 石 十 2X 十 1 声 z 十 xX 十 x = 二 3X? 
所 以 C=3 和 有 二 2 也 是 Woy O(Cz) 关 系 的 凭证 。 





4x2 2+2x+1 x2 


灰 线 表示 f(x)=x?+2x+1 
满足 f(x) < 4x? 的 那 部 分 图 形 
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图 1 函数 xz 十 2x 十 1 是 O(z?) 





全 


观察 在 “f(zx) 是 O(x*)” 关 系 中 ，x? 可 以 被 函数 值 大 于 之 的 任何 函数 替代 。 例 如 ，f(z) 
是 OCz)，F(z) 是 O(z 十 2z 十 7)， 等 等 。 

另外 ，z? 是 Ol 十 2z 十 1) 也 成 立 ， 因 为 只 要 当 z>1 时 就 有 字 天 之 十 2z 十 1。 这 意味 着 C=1 
和 k==1 是 是 OC(z 十 2z 十 1) 关 系 的 凭证 。 . < 

注意 在 例 1 中 我 们 有 两 个 函数 ，f(x)==x 十 2x 十 1 和 g(x) 二 x*， 使 得 f(x) 是 OCg(Cz)) 而 
且 g(z) 是 O(f(x)) 一 一 后 一 事实 可 以 从 不 等 式 zx 二 x 十 2x 十 1 得 到 ， 这 个 不 等 式 对 所 有 非 负 
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保罗 ， 上 古 斯 塔 夫 … 海 因 里 斯 * 巴赫 曼 (Paul Gustav Heinrich Bachmann，1837 一 1920) 

是 路 德 教 牧师 的 儿子 ， 继承 了 他 父亲 虑 诚 的 生活 方式 和 对 音乐 的 热爱 。 尽管 巴赫 曼 
早期 的 数学 学 习 并 不 顺利 ， 但 他 的 一 位 老师 还 是 发 现 了 他 的 数学 才能 。 在 瑞士 从 肺 结 
核 的 病痛 中 康复 以 后 ， 巴 赫 曼 开始 研究 数学 ， 首 先 在 柏林 大 学 ， 随 后 又 到 哥 廷 根 大 学 ， 
| 那里 他 听 了 著名 数论 家 狄 利克 雷 (Dirichlet) 的 课程 。1862 年 在 德国 数论 家 库 默 尔 
” (Kummer) 指 导 下 他 获得 博士 学 位 ， 他 的 论文 是 关于 群 论 的 。 巴 赫 曼 先后 担任 布 来 斯 劳 
Source: Bacmann Pau 《Breslau) 大 学 和 明 斯 特 (Miinster) 大 学 的 教授 。 从 教授 位 置 退休 后 ， 他 继续 数学 写作 、 
Die Arithmetik Der 弹 钢琴 并 且 为 报纸 撰写 音乐 评论 。 巴 赫 曼 的 数学 论著 包括 五 卷 本 的 数论 结论 与 方法 综 


Quadratischen Formen. 


Verlag nd Druckvon BG ” 述 、 两 卷 本 的 初等 数论 、 一 本 关于 无 理 数 的 书 和 一 本 关于 费 马 最 后 定理 的 著名 猜想 的 


Teubner. Leipzig. Berlin. 


1923 书 。 他 在 1892 年 的 书 《 解 析 数 论 》(Analytische Zahlentheorie) 中 引入 了 大 O 记 号 。 









埃 德 蒙 * 兰 道 (Edmund Landau，1877 一 1938) 是 一 位 柏林 妇科 医生 的 儿子 ,在 
柏林 完成 高 中 和 大 学 教育 。1899 年 在 Frobenius 的 指导 下 他 获得 博士 学 位 。 兰 道 首先 
在 柏林 大 学 任教 ， 后 搬 到 哥 廷 根 大 学 ， 那 里 任 全 职 教授 直到 纳粹 迫使 他 停止 教学 。 
兰 道 对 数学 的 贡献 主要 在 解析 数论 领域 。 特 别 是 他 建立 了 关于 素数 分 布 的 一 些 重要 
结论 。 他 撰写 了 三 卷 本 的 数论 评注 ， 以 及 关于 数论 和 数学 分 析 的 一 些 书 籍 。 


Source: Smith Collection, 
Rare Book & Manuscript 
Library, Columbia 
University in the City of 
New York 
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实数 z 都 成 立 。 我 们 把 满足 上 述 这 两 个 大 O 关 系 的 两 个 函数 f(x) 和 g(x) 称 为 同 阶 的 (same 
order) 。 本 节 后 面 还 要 讨论 这 个 概念 。 
评注 f(z) 是 Ol(g(x)) 的 事实 有 时 写作 f(x) 二 Ol(g(x))。 不 过 这 一 写法 中 的 等 号 并 不 代 
表 真 正 的 相等 ， 而 是 告诉 我 们 对 于 这 些 函 数 定 义 域 中 足够 大 的 数 而 言 ， 函 数 了 和 8 的 值 之 间 有 
不 等 式 成 立 。 然 而 ，f(X)EOlg(Xx)) 这 样 的 写法 也 是 可 接受 的 ， 因 为 Ol(g(Xx)) 可 以 表示 那些 是 
OCsg(Cz) ) 函 数 的 集合 。 
当 f(z) 是 Ol(g(zx)) 的 ,并且 对 于 足够 大 的 x 有 函数 h(xz) 的 绝对 值 大 于 g(x)， 则 有 f(x) 
是 OC(h(z)) 的 。 换 言 之 ,在 f(x) 是 O(g(zx)) 的 这 一 关系 中 的 函数 g(x) 可 以 替换 为 具有 更 大 绝 
对 值 的 函数 。 要 看 清 这 一 点 ， 注 意 如 果 
LF(ay| 妆 Clglz)| 加 果 宅 沽 
并 且 如 果 对 所 有 zx 二 > 有 |h(z) | 二 |g(zx)|， 那 么 
|flz)| 委 Clh(z)| 如 果 痉 万 


故 ，f(z) 是 O(h(z)) 的 。 
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高 德 纳 E. 克 努 特 (Donald E. Knuth，1938 一 ) ”高 德 纳 在 密尔沃基 长 大 。 他 父亲 
在 那里 的 路 德 高 中 教授 笑 记 ， 并 拥有 一 家 小 型 的 印刷 三。 高 德 纳 是 个 优秀 的 学 生 ， 
多 次 获得 学 业 成 就 奖 。 他 以 非 传 统 的 方式 运用 其 才智 ， 在 八 年 级 时 参加 拼 字 比赛 ， 
只 用 “Ziegler's Giant Bar” 中 的 字母 组 合 拼 出 4500 个 单词 而 赢得 比赛 。 这 为 他 的 母 

” 校 赢得 一 台电 视 机 ， 并 为 班 上 每 位 同学 赢得 一 根 棒 棒 糖 。 

月 高 德 纳 在 开 思 理工 学 院 (Case Institute of Technology) 选 择 专业 时 做 出 了 艰难 的 
yy OF Sian ”抉择 : 放弃 音乐 而 主 修 物 理 。 然 后 他 又 从 物理 转 为 数学 ， 并 在 1960 年 获 学 士 学 位 ， 

Ver 同时 由 于 教师 们 认可 他 的 杰出 成 果 ， 以 特别 奖 的 形式 授予 他 硕士 学 位 。 在 开 思 ， 他 

管理 篮球 队 ， 并 用 他 的 才能 发 明了 一 个 估价 每 位 球员 价值 的 公式 。 这 一 新 奇 的 方法 被 《新 闻 周 刊 》 

(Newsweek) 和 CBS 电视 网 的 Walter Cronkite 报道 。 从 1960 年 开始 ， 高 德 纳 在 加 州 理工 学 院 做 研究 生 ， 

并 于 1963 年 获 博士 学 位 。 在 这 期 间 他 还 担任 顾问 ， 为 不 同 的 计算 机 写 编译 程序 。 

1963 年 高 德 纳 加 入 了 加 州 理工 学 院 的 教师 队伍 ， 一 直到 1968 年 他 担任 斯 坦 福 大 学 全 职 教授 。 他 在 
1992 年 作为 荣誉 教授 退休 以 便 集中 精力 写作 。 他 特别 感 兴趣 的 是 为 他 的 《计算 机 程序 设计 艺术 》CThe Art 
of Computer Programming) 丛 书 更 新 旧 卷 并 完成 新 卷 撰写 ， 该 丛书 是 1962 年 他 还 是 研究 生 时 关注 编译 程 
序 而 开始 写作 的 ， 至 今 已 对 计算 机 科学 的 发 展 产生 了 意义 深远 的 影响 。 在 行 话 中 , “高 德 纳 ”就 是 指 《 计 
算 机 程序 设计 艺术 》， 也 就 意味 着 诸如 数据 结构 和 算法 这 一 类 问题 的 参考 答案 。 

高 德 纳 是 现代 计算 复杂 度 研究 的 葛 基 和 人 。 他 对 编译 程序 做 出 了 奠基 性 的 贡献 。 对 数学 印刷 的 不 满 激 
发 他 发 明了 现在 广泛 使 用 的 TeX 和 Metafont 系统 。TeX 已 经 成 为 计算 机 排 印 的 一 个 标准 语言 。 高 德 纳 的 
众多 奖项 中 的 两 项 是 1974 年 的 图 灵 奖 和 卡特 总 统 授 给 他 的 1979 年 国家 技术 奖 。 

高 德 纳 为 计算 机 科学 和 数学 领域 的 众多 专业 期 刊 撰写 文章 。 不 过 他 的 头 一 篇 作品 是 1957 年 还 是 一 年 
级 新 生 时 写 的 ,“ 度 量 衡 的 Potrzebie 9 系统 ”(The Potrzebie Systems of Weights and Measures) ， 是 一 个 
对 计量 系统 的 模仿 小 品 。 该 文 发 表 在 (MAD 杂志 》， 并 多 次 重印 。 他 与 父亲 一 样 是 一 位 教堂 管风琴 手 。 他 
还 为 管风琴 作曲 。 高 德 纳 相 信和 编写 计算 机 程序 也 可 以 有 审美 体验 ， 就 像 写 诗 或 作曲 一 样 。 

对 第 一 个 发 现 他 书 中 的 每 一 处 错误 的 人 ， 高 德 纳 会 支付 2. 56 美元 ， 对 每 个 有 意义 的 建议 ,他 会 支付 
0. 32 美元 。 如 果 你 寄 给 他 一 封 信 指 出 一 个 错误 (你 只 能 寄 普 通信 件 ， 因 为 他 已 放弃 阅读 电子 邮件 )， 他 最 终 会 通 
知 你 ， 你 是 否 是 第 一 个 告诉 他 这 一 错误 的 人 。 需 要 长 久 的 耐心 等 待 ， 因 为 他 收 到 的 邮件 太 多 。( 作 者 寄 给 高 德 
纳 一 封 报告 错误 的 信 ， 几 年 以 后 才 收 到 回信 ， 告 知 我 的 报告 比 首先 报告 这 一 错误 的 信 晚 到 了 好 几 个 月 。) 








加 ”Potrzebie 一 词 是 波兰 语 ， 意 为 “需要 ”。 这 里 高 德 纳 将 (MAD 杂志 ;第 26 卷 的 厚度 定义 为 一 个 Potrzebie 基 
本 单位 ， 它 等 于 2. 263 348 517 438 173 216 473 毫米 ， 并 以 此 开发 一 套 度量 衡 系 统 。 一 一 译 者 注 





当 使 用 大 O 记号 时 ， 在 f(x) 是 Ol(g(x)) 这 一 关系 中 函数 g 的 选择 应 该 尽 可 能 的 小 。( 有 时 
可 以 从 一 个 参考 函数 集合 中 选取 ， 例 如 形 为 x" 的 函数 集 ， 其 中 为 正 整 数 。) 
在 随后 的 讨论 中 ， 我 们 几乎 总 是 涉及 只 有 正 值 的 函数 。 在 用 大 O 对 这 样 的 函数 做 估算 时 可 


以 不 必 涉 及 绝对 值 。 图 2 说 明 f(x) 是 Cg(x) 
O(Cg(Cz)) 的 关系 。 

例 2 说 明 如 何 用 大 O 记号 来 估算 函数 J 
的 增长 。 

人 a ia 灰 线 表示 /(9 满 足 






解 注意 当 z>7 时 ， 有 ?7 < 之 zx'。 
(可 以 在 x7 两 边 乘 以 x* 得 出 这 个 不 等 
式 ,) 因 此 ， 可 以 取 C=1 和 k==7 做 凭证 以 
证 明 7x 是 O(z ) 这 一 关系 。 也 可 以 换 一 
种 方法 ， 当 zx 二 >1 时 ， 有 7z 二 7x， 于 是 C 
=7 和 k= 二 1 也 可 以 作为 7 是 OC(x’) 这 一 k 
关系 的 凭证 。 本 图 2 函数 f(z) 是 O(g(z)) 

评注 在 例 2 中 ， 我们 在 大 O 估算 中 
没有 选择 工 的 款 次 的 最 小 可 能 值 。 注 意 到 7x? 也 是 大 Ox*， 而 x? 的 增长 要 比 x 慢 很 多 。 事 实 
上 ， zx? 是 最 适合 用 作 大 O 〇 估算 函数 的 工 的 最 小 可 能 需 次 。 

例 3 说 明 如 何 证 明 大 O 关 系 并 不 成 立 。 

证 明 xn 不 是 O(n) 的。 

解 ” 要 证 明 ww 不 是 O(n) 的， 必须 证 明 并 不 存在 凭证 C 和 k 使 得 当 n 二 >k 时 有 n 三 Cn。 我 
们 用 矛盾 证 明 法 来 证 明之 。 

假设 存在 常数 C 和 k 使 得 当 n 二 k 时 有 nn 三 Cn。 观 察 一 下 ， 当 nn 之 0 时 ， 可 以 在 不 等 式 xw 壹 
Cn 两 边 同时 除 以 n 而 得 到 新 的 不 等 式 n 达 C。 可 是 ， 无论 C 和 k 取 何 值 ， 不等式 nC 并 不 能 对 
所 有 nn 二 & 的 n 都 成 立 。 特 别 是 ， 一旦 设 定 值 后 ， 可 以 得 出 即使 在 wn 二 kk 时 ， 当 mn 大 于 k 和 C 
的 最 大 值 时 ，” 委 C 不 能 成 立 。 这 个 矛盾 证 明了 xn 不 是 O(n) 的 。 a 

例 2 证 明了 7z 是 OC(z3) 的 。z’ 也 是 OC(7z?) 的 吗 ? 

解 ” 要 判定 x 是 否 是 0O(7z?) 的 ,需要 判断 是 否 存 在 凭证 C 和 上， 使 得 当 x 二 >k 时 有 
Zz 人 C(7z*)。 我 们 用 矛盾 证 明 法 来 证 明 不 存在 这 样 的 凭证 。 

如 果 C 和 & 是 凭证 ， 则 不 等 式 x 二 C(7z ) 对 于 所 有 x 之 k 成立。 观察 一 下 ， 不 等 式 x 二 C(7z) 
等 价 于 不 等 式 zx 和 7C， 这 由 两 边 除 以 一 个 正 的 数量 x 而 得 到 。 可 是 ， 无 论 C 怎么 取 值 ， 无 论 & 是 什 
么 ，z<7C 不 会 对 所 有 zx 二 > 成立 ， 因 为 xz 可 以 任意 大 。 于 是 x 不 是 007 字 ) 的 。 S| 


3.2.3 一 些 重要 函数 的 大 O 估算 
通常 用 多 项 式 来 估算 函数 的 增长 。 与 其 每 当 多 项 式 出 现时 都 要 分 析 其 增长 ， 不 如 找 一 个 总 
是 可 以 估算 多 项 式 增长 的 结论 。 定 理 1 就 给 出 这 种 结论 。 它 通过 断言 n 次 及 低 次 多 项 式 是 
0O(zx") 的 ， 从 而 证 明 多 项 式 的 首 项 支配 着 其 增长 。 
定理 


g(x) f(x) < Cg(x) 的 那 部 分 图 像 


f(x) < Cg(x), x >k 






证 明 用 三 角 不 等 式 ( 参 见 1. 8 节 练 习 9)， 如 果 zx 二 1， 就 有 
[|f(72)|= |ar' Ta zx™ 十 … 十 aix 十 ao | 
<|alz’t |ai|zr™ t+.… |a |z+ |ao | 
一 2(|a,| 十 |a |Vz 十 … 十 |a|/z 十 |a|/z") 


和 受 习 (|a| 十 |a | 十 … 十 la 十 ol) 


这 说 明 只 要 当 zx 二 1 时 就 有 

[C2 | Co 
其 中 C=|a,| 十 |asi | 十 … 十 |ao|。 故 凭证 C= |a, | 十 |aii | 十 … 十 |ao| 和 =1 可 以 证 明 
f(x) 是 OC(x") 的 。 4 


现在 举 几 个 与 定义 域 为 正 整 数 集 的 函数 有 关 的 例子 。 
怎样 用 大 O 记 号 估算 前 个 正 整 数 之 和 ? 
解 ” 由 于 前 nn 个 正 整 数 之 和 中 的 每 个 整数 都 不 超过 n， 所 以 
1 十 2 十 十 n 声 nn 十 nn 十 十 n= 二 w 
由 此 不 等 式 可 知 1 十 2 十 3 十 … 十 n 是 Ol(mw),， 取 C=1 和 二 1 作为 凭证 即 可 。( 本 例 中 大 O 关系 
中 的 函数 定义 域 为 正 整数 集合 。) S| 
在 例 6 中 用 大 O 估算 阶乘 函数 及 其 对 数 函 数 。 这 些 估算 对 分 析 排 序 过 程 中 使 用 的 步 数 有 重 
要 作用 。 
给 出 阶乘 函数 和 阶乘 函数 的 对 数 函 数 的 大 O 估算 ， 其 中 阶乘 函数 jz 一 24 的 定义 
为 : 只 要 当 n 是 正 整数 时 ， 
nl 二].，2. on 
而 0! 三 1。 例 如 ， 
1!=1, 2!=1.2=2, 3!==1.2.3=6, 4!=1.*2.3.4=24 
注意 函数 n! 增长 非常 迅速 。 例 如 
201 = 2 432 902 008 176 640 000 
解 ， 注 意 到 乘积 中 的 每 一 项 都 不 超过 ) 就 能 得 到 ”4! 的 大 O 估算。 故 ， 
N= a 
nenene。n 
=n" 
这 一 不 等 式 说 明 n! 是 OC(m") 的 ,， 取 C=1 和 k 二 1 作为 凭证 即 可 。 对 用 于 估算 n! 的 不 等 式 两 边 
同时 取 对 数 ， 可 得 
logn! logn’ = nlogn 
这 蕴含 着 log n! 是 O(nlog n) 的 ,同样 取 C= 二 1 和 二 1 作为 凭证 即 可 。 q 
G@ 在 5.1 池 我 们 要 证 明 对 于 任 一 正 整数 n 有 nn 二 2"。 试 证 明 该 不 等 式 蕴 含 n 是 O(2") 的 ， 
并 且 用 这 个 不 等 式 来 证 明 log n 是 OC(w) 的 。 
解 ”利用 不 等 式 z*<2"， 可 以 取 &=C=1 作为 凭证 ， 很 容易 得 出 ?是 0O(2") 的 结论 。 注 意 
对 数 函 数 是 递增 函数 ， 只 要 在 这 一 不 等 式 两 边 取 (以 2 为 底 ) 对 数 ， 可 得 
logn=n 
于 是 可 得 
logn 是 O(n) 的 
( 仍 取 = 二 C==1 作为 凭证 。) 
如 果 取 以 5 为 底 取 对 数 ， 这 里 5 不 等 于 2， 我 们 同样 有 logsn 是 O(n) 的 ， 因 为 


一 logz 一 2 

jg 一 logb ~ logb 
只 要 nn 是 一 个 正 整数 。 可 以 取 C=1/log b 和 二 作为 凭证 。( 这 里 用 了 附录 二 定理 3 的 结论 
logsn = log n/log 0。) 本 


正如 前 面 提 到 的 ， 大 O 符号 可 以 用 来 估算 用 一 个 特定 的 计算 机 过 程 或 算法 解 题 时 所 需要 的 
操作 步 数 。 用 于 估算 的 常用 函数 包括 ; 





1 ,log nn,nlog nn: ,2” ,nl 

用 微 积分 可 以 证 明 列表 中 的 每 个 函数 都 小 于 
随后 的 函数 ， 这 里 小 于 的 含义 是 指 一 个 函数 
与 随后 的 函数 的 比值 在 ”无 限 增长 时 趋向 于 
0。 图 3 展示 了 这 些 函 数 的 图 像 ， 图 中 函数 
值 的 每 个 刻度 都 是 前 面 刻 度 的 两 倍 。 即 这 个 
图 中 的 纵 坐 标 是 对 数 坐 标 。 

涉及 对 数 、 窜 、 指 数 函 数 的 大 O 估算 
我 们 现在 给 出 一 些 有 用 的 事实 ， 当 函数 是 对 
数 函 数 的 宕 、 需 函数 或 形 如 b"( 这 里 5 二 1) 的 
指数 函数 时 ， 可 以 帮助 我 们 判定 这 样 一 对 函 
数 之 间 的 大 O 关系 是 否 成 立 。 其 证 明 留 作 练 
习 57 一 62 由 具有 微 积分 知识 的 读者 来 完成 。 

定理 1 证 明了 如 果 f(n) 是 a 次 或 小 于 a 
次 的 多 项 式 ， 则 f(nw) 是 Ol(m) 的 。 应 用 这 个 
定理 ,我 们 可 以 看 到 如 果 dc 二 1,， 则 wn 是 
O(m) 的 。 我们 留 给 读者 来 证 明 其 道 关 系 不 2 3 4 5 6 7 8 
成 立 。 把 这 些 事实 合 在 一 起 ， 我们 可 以 看 到 图 3 大 OO 估算 中 常用 函数 的 增长 图 
如 果 4d 放 cc 二 1， 则 





n 是 Ol(m) 的 ,但 是 mn 不 是 Oln) 的 
在 例 7 中 我 们 证 明了 当 2 之 1 时 logsn 是 O(n) 的 。 更 一 般 性 地 ， 当 6b 二 1 且 c 和 4 为 正 数 时 ,我 
们 有 
(logson) 是 OCln*) 的 ,但 是 mw 不 是 Ol((logsn)“) 的 
这 告诉 我 们 当 0 之 1 时 以 0 为 底 的 对 数 的 正 数 究 次 是 大 O(n 的 正 数 究 次 ), 但 反之 则 一 定 不 
成 立 。 
例 7 中 我 们 还 证 明了 nn 是 O(2") 的 。 更 一 般 性 地 ， 当 4d 是 正 数 且 2 之 1 时 我 们 有 
mn" 是 OC(b") 的 ,但 是 6" 不 是 Olm*) 的 
这 告诉 我 们 的 每 个 窜 次 是 大 O 底数 大 于 1 的 nn 次 指数 函数 ， 反 之 则 不 然 。 再 者 ， 当 cb1 
时 我 们 有 
6" 是 Olc") 的 ,但 是 c" 不 是 Ol(b") 的 
这 告诉 我 们 如 果 两 个 指数 函数 的 不 同 底数 均 大 于 1， 则 一 个 函数 是 大 O 另 一 个 函数 当 且 仅 当 它 
的 底数 小 于 等 于 另 一 个 函数 的 底数 。 
最 后 ， 注 意 到 如 果 c 之 1， 则 有 
c"” 是 Olnl) 的 ,但 是 nl 不 是 Ole") 的 
可 以 用 这 里 讨论 的 大 O 估算 来 帮 有 我 们 为 不 同 函 数 的 增长 排序 ， 如 例 8 所 示 。 
将 函数 fi (n) = 8 Vn、 filn)=(log n):、 fn)=2n log n, fi(n)=n!l,、 fs (n)= 
(1.1)" 和 fs(n) 二 mw 排 成 一 列 ， 使 得 每 个 函数 是 大 O 下 一 个 函数 。 
解 ” 从 本 节 讨 论 的 大 O 估算 可 知 ， 户 (=(log n)* 是 这 些 函 数 中 增长 最 慢 的 (因为 log nn 
比 n 的 任何 正 寡 次 的 增长 都 要 慢 ) 。 接 下 来 的 三 个 函数 依次 是 fi (nn) 二 8Vn、fi(n) 二 2n log n 和 
fo(n) 二 We( 因 为 用 (nn) 二 8n“，fs(n) 二 2n log nn 是 比 n 增长 快 但 比 n'( 对 每 个 c 二 1) 慢 的 函数 ， 
而 fo (nn) 二 rw 具有 nw 这 个 形式 ， 其 中 c 二 2。) 列 表 中 接 下 来 的 函数 是 f;(n) 二 (1.1)”"， 因 为 这 是 
一 个 以 1. 1 为 底 的 指数 函数 。 最 后 ，f, (nn) 二 nl! 是 列表 中 增长 最 快 的 函数 ， 因 为 f(n) 二 nl 比 
n 的 任意 指数 函数 增长 都 要 快 。 4 


3.2.4 函数 组 合 的 增长 

许多 算法 都 由 两 个 或 多 个 独立 的 子 过 程 组 成 。 计 算 机 使 用 这 样 的 算法 来 求解 一 定 输入 规模 
的 问题 时 所 需要 的 步 数 是 这 些 过 程 所 使 用 的 步 数 之 和 。 要 用 大 O 估算 所 需要 的 步 数 ， 就 需要 找 
出 每 个 子 过 程 所 用 步 数 的 大 O 估算 ， 然 后 再 把 这 些 估 算 组 合 起 来 。 

只 要 在 组 合 不 同 的 大 O 估算 时 细心 一 点 ， 就 能 给 出 函数 组 合 的 大 O 估算。 特别 是 ， 通 常 
需要 估算 两 个 函数 之 和 与 之 积 的 增长 。 如 果 已 知 两 个 函数 各 自 的 大 O 估算 ， 那 么 能 得 到 什么 结 
论 呢 ? 假定 f(z) 是 OCg1(zx)) 的 而 户 (z) 是 O(Cg(Cz)) 的 ， 我 们 来 看 看 两 个 函数 之 和 与 之 积 会 
有 什么 样 的 估算 。 

由 大 O 记 号 的 定义 可 知 ， 存 在 常数 C1 、C, 、k! 和 上 , 使 得 当 zx 之 己 时 有 

(AC SG a>| 
而 当 zx 之 时 有 
| GC | | 
要 估算 f(x) 与 Flr) 请 注意 
[Cit f(z)|= | f(z) + f(z) | 
| 有 i(z)| 十 |fi(z)| 利用 三 角 不 等 式 |a 十 b| 志 |al 十 16| 
当 并 同时 大 于 A 和 ks 时， 从 | 有 (zx) | 和 |f;(x) | 的 不 等 式 可 得 : 
rey | |G et lt Clty) 
委 CGlsg(Cz)| 十 Cg(z)| 
三 (GG) gC) 
= Clg(x)| 
其 中 C=C 十 C; 且 g(z) 二 max(|gi(zx)|，|gs(x)|)。[ 这 里 max(a,， 5b) 表示 a 和 4。 的 最 大 值 ， 
即 a 和 2 中 较 大 的 一 个 。] 

这 一 不 等 式 表 明 | (fi 十 f)(z) 达 Clg (zx) | 在 x 二 >k 时 成 立 ， 其 中 二 max(k!，k,)。 我 们 把 

这 一 有 用 的 结果 表述 为 定理 2。 





有 


我 们 经 常会 用 同一 个 函数 g 来 给 出 f 和 户 的 大 O 估算。 在 此 情况 下 ， 因 为 max(gi (z)， 
gz(z)) 王 g(Cz)， 利 用 定理 2 可 证 明 ( 太 十 f)(x) 也 是 OCg(Cz)) 的 。 这 一 结论 可 表述 为 推论 1。 









用 类 似 的 方法 可 以 推导 出 fi 和 f, 乘积 的 大 OO 估算 。 当 xz 大 于 max(&， 刀 ) 时 ， 可 得 出 
| (ffi) (x)|= |fiC2) | | fC2)| 
| 
< CC Cap 
CI (ss) C1 
其 中 C= CC;。 从 这 一 不 等 式 可 知 f(z) f(z) 是 .O(gigs) 的 ， 因 为 存在 常数 C 和， 即 
C=CC, 和 二 max(k,，)， 使 得 只 要 z+ 之 时 就 有 | (ff,)(z) | 过 Clg1i(z)gs(zx) |。 这 一 结果 


可 表述 为 定理 3。 






有 区 3 J Ce a ee ea Ee A 
用 大 O 记 号 来 估算 函数 的 目的 是 选 一 个 相对 增长 较 慢 且 尽 可 能 简单 的 函数 g(x)， 使 得 
f(z) 是 OCg(z)) 的 。 例 9 和 例 10 说 明了 怎样 利用 定理 2 和 定理 3 来 实现 这 一 目标 。 这 些 例子 
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中 的 这 类 分 析 常 用 于 分 析 用 计算 机 程序 解 题 时 所 需 的 时 间 。 

试 给 出 f(n) = 二 3n log(n1) 十 Gx 十 3)log n 的 大 O 估算 ， 其 中 小 是 一 个 正 整 数 。 

解 ”首先 估算 乘积 3n log(n!)。 从 例 6 知道 log(n!) 是 Oln log n) 的 。 由 这 一 估算 及 3n 是 
O(nn) 的 事实 ， 定 理 3 给 出 的 估算 为 3nlog(n!) 是 O(log nn) 的 。 

下 一 步 估算 乘积 (x 十 3)log 2。 因 为 当 x 福 2 时 (x 十 3) 二 2n? 成 立 ， 则 有 zw 十 3 是 OC) 的 。 
因此 ， 由 定理 3 可知 (xw 十 3)log n 是 Ol(n*log n) 的 。 用 定理 2 把 两 个 乘积 的 大 O 估算 组 合 起 来 
得 f(n) 二 3n log(n1) 十 (十 3)log n 是 Onlog nn) 的 。 本 

试 给 出 f(x) 二 (zx 十 1)log(z? 十 1) 十 3x* 的 大 O 估 算 。 

解 ” 首 先 找 (z 和 十 1)logC 世 十 1 的 大 口 估算 注意 (xz 十 1) 是 O(z)。 另外 当 w 二 1 时 
区 十 1 基 2% 于 是 ;如 果 z>2, 有 N 

log(z’ 十 1) < log(27x’) = log 2 log x = log2++2log x 寺 3log zx 
这 说 明了 log(z: 十 1) 是 O(log x) 的 。 

从 定理 3 可知 (z 十 1)log(z? 十 1) 是 OCz log zx) 的 。 由 于 3x? 是 Ol(z’) 的 ， 所 以 定理 2 说 明 

f(x) 是 Ol(max(xz log x，x)) 的 。 当 x 之 1 时， 由 于 x log x 二 x*， 所 以 有 f(zx) 是 Ol(x:) 的 。 可 


3.2.5 大 2 与 大 @ 记号 
大 O 记 号 广泛 用 于 描述 函数 的 增长 ,但 它 也 有 局 限 性 。 特 别 是 ， 当 f(z) 是 Ol(g(z)) 时 ， 
我 们 只 有 用 g(x) 来 估算 对 于 大 工 值 的 f(z) 大 小 的 一 个 上 限 。 可 是 ， 大 O 记 号 不 能 提供 对 大 
值 的 f(x) 之 大 小 的 一 个 下 限 。 为 此 ， 我 们 使 用 大 Q 记号。 当 和 希望 给 出 函数 f(x) 的 相对 于 参照 
函数 g(x) 的 上 限 和 下 限时 ， 我 们 使 用 大 @ 符号 。 大 2 和 大 9 符号 都 是 由 高 德 纳 在 1970 年 引入 
的 。 他 引入 这 两 个 符号 的 动机 是 纠正 人 们 需要 用 到 函数 的 上 限 和 下 限时 对 大 O 符 号 的 误 用 。 
现在 定义 大 0 符号 并 解释 其 用 法 。 然 后 ， 再 定义 大 9 并 解释 其 用 法 。 


BE 













在 大 O 和 大 0Q 记号 之 间 有 很 强 的 关联 。 特 别 是 f(x) 是 Q(g (x)) 的 当 且 仅 当 g(x) 是 
OC(f(z)) 的 。 这 一 事实 的 证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 

函数 f(x) 二 8z 十 5z* 十 7 是 Qlg(zx)) 的 ， 其 中 g(x) 是 函数 g(x)= 二 x *。 由 于 f(x)= 
8z’ 十 5z 十 7 宇 8zx? 对 所 有 正 实数 都 成 立 ， 所 以 上 述说 法 容易 证 明 。 这 等 价 于 g(x)= 二 xz 是 
OC8z 十 5z* 十 7) 的 ， 只 需 把 不 等 式 颠 倒 过 来 写 就 可 以 直接 得 到 这 一 结论 。 4 

通常 ， 重 要 的 是 需要 知道 用 诸如 x"( 其 中 是正 整数 ) 或 (其 中 cc 二 1) 这 样 一 个 相对 简单 的 
参照 函数 来 描述 一 个 函数 增长 的 阶 。 要 想 知道 函数 增长 的 阶 ， 就 需要 了 解 该 函数 大 小 的 上 界 和 
下 界 。 即 给 定 一 个 函数 f(x)， 我 们 需要 一 个 参照 函数 g(z) 使 得 f(z) 是 Ol(g(z)) 的 且 f(z) 是 
Ql(g(7x)) 的 。 下 面 定 义 的 大 9 记号 就 是 用 来 表达 这 两 个 关系 ， 提 供 函 数 大 小 的 一 个 上 界 和 一 个 
下 界 。 



















(z) 的 ,， 即 f(z) 是 glz) 阶 的 ,或 f(z) 和 glz) 是 同 阶 的 。 
当 f(z) 是 (g(x)) 的 ， 同样 会 有 g(x) 也 是 8(f(x)) 的 。 注 意 F(z) 是 9(g(Cz)) 当 且 仅 当 
f(z) 是 Ol(g(zx)) 的 ，g(z) 是 OC(f(xz)) 的 ( 见 练习 31)。 再 者 ， 注 意 f(x) 是 Bl(g(x)) 的 当 且 仅 当 
存在 实数 C 和 C; 以 及 一 个 正 实数 & 使 得 当 z 盖 & 时 有 
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Crigtz) | | FC) |E Cel gd) | 
常量 C, 、Cs 及 上 的 存在 分 别 告 诉 我 们 f(z) 是 QCg(z)) 的 和 f(z) 是 Ol(g(x)) 的 。 

通常 ， 当 采用 大 8 记号 时 ，OB(g(zx)) 中 的 函数 g(z) 是 一 个 相对 简单 的 参照 函数 ， 诸 如 之 、 
c、logz 并 等 ， 而 f(z) 则 相对 复杂 。 

(在 例 5 中 ) 已 证 明 前 个 正 整数 的 和 式 是 OC(w)。 不 借助 于 该 和 式 的 求 和 公式 ， 试 
确定 这 个 和 式 是 否 是 nw 阶 的 。 

解 令 f(n)==1 十 2 十 3 十 … 十 n。 由 于 已 知 /是 OCr?) 的 ， 为 证 明 fln) 是 mw 阶 的 ， 只 需 
找到 正 整数 C 使 得 对 足够 大 的 站 有 jz) 之 Ce 。 为 获得 这 一 和 式 的 下 界 ， 可 以 忽略 这 些 项 中 的 
前 一 半 。 只 把 大 于 [ n/2 ] 的 项 加 起 来 ， 得 

1 十 2 十 十 n 宇 Tn/2 1 十 (nA2 1 十 DD 十 … 十 n 
和 | YZ 1 二 | ny3 | 二 ww 十 [m121 
= (nm—[n/2 |+1)[n/2|1 
宇 (n/2)(n/2) 
一 到 /4。 
这 说 明 /是 260 的。 我们 得 出 结论 f(n) 是 mw 阶 的 ， 或 用 符号 写 为 f() 是 B(xw) 的 。 4 


评注 我们 也 可 以 利用 2.4 节 的 表 2 以 及 练习 37b 推导 出 的 闭合 公式 》)nCn 十 1)/2 来 证 明 





n 


f(n) 二 2》)i 是 8B(m) 的 。 


证 明 3zx: 十 8x logzx 是 (x’)。 

解 ” 因为 0 二 8xlogx 志 8x*， 所 以 对 x 这 1 有 3x: 十 8zxlogx 三 11x*。 因 此 ，3x’ 十 8zxlogz 是 
O(z’) 的 。 显然，z* 是 OC(3z* 十 8zxlogz) 的 。 因 此 ，3x’ 十 8zlogz 是 8(x’) 的 。 4 

一 个 有 用 的 事实 是 多 项 式 的 首 项 决定 其 阶 。 例 如 ， 如 果 f(x) 二 3z 十 x 十 17x 十 2， 那 么 
f(z) 是 x* 阶 的 。 这 一 事实 表述 为 定理 4， 其 证 明 留 作 练 习 50。 








多 项 式 3zx 十 10z' 十 221x? 十 1444，x” 一 18x' 一 10 112 和 一 x” 十 40 001x” 十 100 003zx 
分 别 是 x*"、x” 和 x” 阶 的 。 S| 

不 幸 的 是 ， 正 如 高 德 纳 观察 到 的 那样 ， 大 O 记 号 常 被 粗心 的 作者 和 演讲 者 误 以 为 其 含义 与 
大 @ 相同 。 当 你 见 到 使 用 大 站 近来 的 趋势 是 当 需 要 一 个 函数 大 小 的 上 
界 和 下 界 时 就 采用 大 8 记号 。 


练习 
在 练习 1 一 14 中 ， 要 建立 大 O 关系 ， 找 出 凭 
1. 判断 下 列 各 函数 是 否 为 O(z) 的 。 


I 野山 


















































a) f(x)=10 b) FCz) 王 3z 十 7 
ec) jz) 一 22 十 z 十 1 d)f(zx)=5 1log xz 
e) f(x)=| xz] f) f(z)=| z/2 | 

2. 判断 下 列 各 函数 是 否 为 OC(x? ) 的 。 
a)FCz) 一 17z 十 11 b) f(zx)=x’ 二 1000 
f(x)=zr logx dD f(z) =P /2 
时 二 全 fDFz)= 王 Lz [zl 


3. 用 “f(zx) 是 Ol(g(zx)) 的 ”定义 证 明 x 十 9z? 十 4z 十 7 是 O(z!) 的 。 
4. 用 “f(z) 是 Ol(g(zx)) 的 ”定义 证 明 2* 十 17 是 O(37) 的 。 





25. 


26. 


27. 


28. 
29. 
30. 








. 证 明 (z: 十 1)/(Cz 十 1) 是 O(z) 的 。 
.证明 (zs 十 2z)/(2z 十 1) 是 OCz: ) 。 
. 对 下 列 每 个 函数 求 最 小 的 整数 nn 使 得 f(z) 是 OCz") 的 。 


a) F(z) 王 2z3 十 ze log zx b) f(zx)=3zx’+ (log z)’ 
fr)= Ct 二 二 1)/(z 二 1) 0 f(z)=(r’+5 log 2)/C 十 二 


， 对 下 列 每 个 函数 求 最 小 的 整数 nn 使 得 (x) 是 O(x") 的 。 


a) F(z) 一 2z2 十 za log zx 
b)f(z)=3z’ (log x)’ 
OFCz)=C 和 /Cz 1) 
D(z) log wx)/(z’t1) 


,证明 z: 十 4z 十 17 是 OC(x’) 的 , 但 x’ 不 是 Ol(z? 十 4zx 十 17) 的 。 
. 证 明 xz? 是 OC(z*) 的 , 但 zt 不 是 Ol(z'’) 的 。 

。 证明 3 过 十 1 是 OCz*/2) 的 , 而且 x/2 也 是 OC3x' 十 1) 的 。 
. 证 明 xzlogz 是 Ol(z?) 的 , 但 zx? 不 是 Ol(z log xz) 的 。 


. 证 明 2" 是 OC(3") 的 , 但 3" 不 是 O(2") 的 。 
.对 于 下 列 每 个 函数 g(x)， 判 断 zx? 是 否 是 Ol(g(x)) 的 。 
a)g(z)= zx’ b)g(z) 一 2 
c)g(Cz) 一 z2 十 Ts d)g(z)=zx: 二 zt 
e)g(z) 一 37 f)g(Cz) 一 zs/2 
. 试 解释 一 个 函数 是 O(1) 的 含义 。 
. 证 明 如 果 f(z) 是 O(z) 的 ， 那么 f(z) 是 Ol(z?) 的 。 
.假定 f(x)、g(z) 和 有 h(xz) 为 函数 ， 使 得 f(x) 是 Ol(g(x)) 的 ，g(x) 是 O(h(zx)) 的 。 证明 f(x) 是 
OC(h(zx)) 的 。 


. 令 & 为 正 整数 。 证 明 1 十 2: 十 … 十 ww* 是 OCm+1) 的 。 
.判断 函数 2"+! 和 2” 是 否 是 O(2") 的 。 
. 判断 函数 log(n 十 1) 和 log(n 十 1) 是 否 是 O(log n) 的 。 


. 将 函数 /nx、1000log n、n log n、2n1、2”"、3” 和 n?/1 000 000 排 成 一 列 使 得 每 个 函数 是 大 O 下 一 个 


函数 。 


. 将 函数 (1.5)"、nm”、(log n)?、Vn log n、10"、(n1)* 和 n” 十 n” 排 成 一 列 使 得 每 个 函数 是 大 O 下 一 


个 函数 。 


. 假设 你 有 解决 同一 个 问题 的 两 个 不 同 的 算法 。 要 解决 大 小 为 n 的 问题 ， 第 一 个 算法 恰好 使 用 了 n(log n) 


步 运算 ,而 第 二 个 算法 恰好 使 用 了 mw“ 步 运算 。 随 着 的 增长 ， 哪 个 算法 使 用 较 少 步 运 算 ? 


. 假设 你 有 解决 同一 个 问题 的 两 个 不 同 的 算法 。 要 解决 大 小 为 n 的 问题 ,第 一 个 算法 恰好 使 用 了 n*2” 


步 运算 ， 而 第 二 个 算法 恰好 使 用 了 n! 步 运 算 。 随 着 n 的 增长 ， 哪 个 算法 使 用 较 少 步 运 算 ? 

对 下 列 各 函数 给 出 一 个 尽 可 能 好 的 大 O 估算 。 

a) (nn 十 8)(n 十 1) b)(n log nn ) (n+2) 

c) (2 十 2")(23 十 log(22 十 1)) 

给 出 下 列 各 函数 的 大 O 估算 。 在 你 估算 f(z) 是 OCg(Cz)) 的 时 候 使 用 一 个 阶 最 小 的 简单 函数 g。 
a) (nm 十 72 log n)(lognt1)+(17 log nt+19) (m++2) 

Dt 

e) Cn -tin2 0" (mE 

给 下 列 各 函数 一 个 大 O 估算 ， 在 你 估算 f(z) 是 OC(g(x)) 的 时 候 使 用 一 个 阶 最 小 的 简单 函数 g。 
a)n log(n’: 二 1)+n’: logn b)(n log ?十 1)2 十 (log 2 十 1)(22 十 1) 

on” 十 2 

对 练习 1 中 的 各 函数 ,判断 它 是否 为 Q(x) 的 和 8B(zx) 的 。 

对 练习 2 中 的 各 函数 ， 判 断 它 是 否 为 Q(x ) 的 和 B(x?) 的 。 

证 明 下 列 函 数 对 具有 相同 的 阶 。 
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下 多 二 小 有 半 多 天 有 
e 六 L 交 十 172 」， z d)log(z2 十 1) ，log?z 


e)logio xz, logszx 


. 证 明 f(z) 是 Bl(g(z)) 的 当 且 仅 当 f(x) 是 Ol(g(z)) 的 且 g(x) 是 O(f(zx)) 的 。 
. 证 明 如 果 f(x) 和 g(x) 是 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 ， 则 f(x) 是 O(g (zx)) 的 当 且 仅 当 g(x) 是 


CFG2)) 的 。 


. 证 明 如 果 f(x) 和 g(x) 是 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 ， 则 f(z) 是 @(g(zx)) 的 当 且 仅 当 存在 正常 数 &k、Ci 


和 Cs 使 得 当 zx> 之 & 时 有 Ci |g(Cz)| 委 | f(x)| 志 C: |g(Cz) | 。 


,a) 找 出 练习 33 中 要 求 的 &、C 和 C; 来 直接 证 明 3x’ 十 x 十 1 是 8(3x’) 的 。 


b) 用 图 像 表 示 (a) 中 的 关系 ， 展 示 函 数 3z? 十 + 十 1，Ci1。 3zx? 和 C。，3x? 的 图 像 ， 并 在 工 轴 上 标 出 A， 
其 中 &，Ci ，C: 是 (a) 中 你 用 来 证 明 3zx? 十 x 十 1 是 8(3z) 的 时 找到 的 常数 。 


. 用 图 像 表 示 f(x) 是 BC(g(x)) 的 这 一 关系 。 画 出 f(x)、Ci | g(x) | 、Ci | g(xz) | 的 图 像 ， 并 在 z 轴 上 标 


出 常数 。 


. 解释 函数 为 0(1) 的 含义 。 

. 解释 函数 为 9(1) 的 含义 。 

. 给 出 前 n 个 奇 正 整 数 之 乘积 的 一 个 大 O 估算 。 

. 证 明 如 果 f 和 gg 为 实数 值 函数 使 得 f(x) 是 O(g(x)) 的 ， 则 对 每 个 正 整 数 n 有 f"(z) 是 O(g"(zx)) 的 。 


[注意 户 (z)=(f(zx))"。] 


. 证 明 对 于 所 有 实数 a 和 6b 且 a 这 1 及 5 汪 >1， 如果 f(z) 是 O(logsz) 的 ， 则 f(z) 是 O(logsz) 的 。 

. 假设 f(z) 是 OC(g(zx)) 的 ， 其 中 f 和 g 是 无 限 增长 函数 。 证 明 1log| f(z)| 是 Oldog|g(z)|) 的 。 

. 假定 f(z) 是 OL(g(zx)) 的 。 能 否 推断 出 2 是 O(2s"? ) 的 ? 

. 令 有 (zx) 和 fi(z) 为 从 实数 集合 到 正 实数 集合 的 函数 。 证 明 如 果 户 (z) 和 f(z) 均 为 6(g(z)) 的 ,其 


中 g(x) 是 从 实数 集 到 正 实数 集 的 一 个 函数 ， 则 及 (zx) 十 f(x) 是 BC(g(x)) 的 。 如 果 (xz) 和 f(z) 能 


” 取 负 值 ， 这 一 结论 还 成 立 吗 ? 


. 假定 f(x)、g (xz) 和 h(xz) 是 函数 使 得 f(z) 是 Bl(g(z)) 的 ，g (zx) 是 Bl(h(zx)) 的 。 证 明 f(x) 是 


9(CACz)) 的 。 


. 如 果 户 (z)、 户 (z) 为 从 正 整 数 集合 到 正 实数 集合 的 函数 ， 且 f(x) 和 f(z) 都 是 Bl(g(z)) 的 ，( 有 一 


户 )(z) 是 否 也 是 9(Cg(Cz)) 的 ? 或 证 明 它 成 立 或 给 出 一 个 反例 。 


. 证 明 如 果 f(x) 和 户 (z) 为 从 正 整 数 集合 到 实数 集合 的 函数 , 且 户 (z) 是 BCgrCz)) 的 ， 户 (Cz) 是 


9(sgz(Cz)) 的 ， 则 (万 户 )(z) 是 BCCsiss)Cz)) 的 。 


. 找 出 从 正 整 数 集合 到 实数 集合 的 函数 上 和 8 使 得 f(n) 不 是 OCg(n)) 的 ， 且 g(n) 也 不 是 O(f(n)) 的 。 
. 用 图 像 表 示 f(x) 是 Q(g(x)) 的 关系 。 男 出 函数 fCz) 和 Csg(z) 的 图 ， 并 在 工 轴 上 标 出 常数 &。 
. 证 明 如 果 (zx) 是 6(g1(x)) 的 ， fz() 是 B(gs(ZX)) 的 ， 且 对 所 有 实数 z 盖 0， 户 (z) 天 0，gz (ZX) 关 0， 


则 (Cfi/fi)(z) 是 BC((gi/g2)(7z)) 的 。 下 


。 证 明 如 果 jz) 三 az 十 az 1 十 十 zz 十 ao， 其 中 ao，a，…，a1 为 实数 ， 且 天 0， 则 f(z) 
是 9(z") 的 。 
O、 大 日 和 大 (2 记号 可 以 推广 到 多 元 函数 。 例 如 ， 语 名 f(xX，y) 是 O(g(z，y)) 的 含义 是 存在 常数 C、 


和 ks， 使 得 当 x>>h 和 y>>ks 时 有 |fl(z, y)| 寺 Cig(z, y)|。 


。 试 定义 语句 f(x，y) 是 Bl(g(zx，y)) 的 。 

. 试 定义 语句 f(x，y) 是 QA(g(zx，y)) 的 。 

. 证 明 (zx? 十 Xxy 十 x log y) 是 Ol(z'yi) 的 。 

。 证明 恋 十 zy 十 是 Q(z yi)。 

. 证 明 | zy | 是 O(Czy)。 

证 明 | zy | 是 Q(zry)。 

. (需要 微 积分 知识 ) 证 明 如 果 c>>d>0， 则 六 是 OGx) 的 ,但 天 不 是 OC2) 的 。 

. (需要 微 积分 知识 ) 证 明 如 果 b>>1 且 c 和 @& 是 正 的 , 则 (logsn)* 是 Ol) 的 , 但 mr 不 是 DC(logsz)) 的 。 
.( 需 要 微 积分 知识 ) 证 明 如 果 4 是 正 的 且 0>>1,， 则 妈 是 O(b) 的 ,但 大 不 是 DC ) 的 。 
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60. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 c 二 b>1, 则 如 是 Ole") 的 , 但 c* 不 是 O(5") 的 。 

61. (需要 微 积分 知识 ) 证 明 如 果 cc 二 1， 则 ce 是 O(n1) 的 , 但 n! 不 是 Ole") 的 。 

62. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 或 反驳 (2")! 是 O(n1) 的 。 

以 下 的 问题 涉及 另 一 类 渐 近 记号 ， 称 为 小 o 记 号 。 由 于 小 o 记 号 以 极限 概念 为 基础 的 ， 所 以 微 积 分 知识 


6 


3， 


是 必要 的 。 当 
jy = 
时 ， 我 们 说 f(X) 是 ol(g(Zx)) 的 [ 读 作 f(x) 是 “小 o”g(Zx) 的 ]。 
(需要 微 积分 知识 ) 证 明 ， 
a)x 是 o(zs) 的 。 b)z log 工 是 o(Cz:) 的 。 
c)z2z 是 o(2z) 的 。 d)xz2: 十 z 十 1 不 是 o(Cz) 的 。 
(需要 微 积 分 知识 ) \ 
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6 


6 


*6 


#6 


6 


et 


7 


7 


3 


六 


76. 


77。 


4. 


5, 


6. 
7 
8. 
有 


0. 


二 


2. 


S。 


人 


v 


a) 证 明 如 果 函 数 f(z) 和 g(x) 使 得 f(z) 是 ol(g(z)) 的 ， 了 且 c 为 常数 ， 则 cf(z) 是 ol(g(x)) 的 ,其 中 
(GEA) (rx) =ef (7) 

b) 证 明 如 果 用 (xz)、fz (zx) 和 g(xz) 是 函数 使 得 f(z) 是 ol(g(z)) 的 ，fs (xz) 是 olg(z)) 的 ， 则 
(及 十 fo)(z) 是 olg(z)) 的 ， 其 中 (fi 十 f2)(z)==fi(z) 十 f(z)。 

(需要 微 积 分 知识 ) 通 过 画 出 x log x、x? 及 x log z/zz 的 图 来 表示 x log zx 是 ol(x’) 的 。 试 解释 该 图 是 

如 何 证 明 z log x 是 ox) 的。 

(需要 微 积 分 知识 ) 用 图 来 表示 f(x) 是 oC(g(x)) 的 关系 。 男 出 f(x)、g(zx) 和 f(zx)/g(x) 的 图 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 假 定 f(z) 是 oC(g(zx)) 的 。 能 否 由 此 推出 2 是 ol(2s”) 的 ? 

(需要 微 积分 知识 ) 假 定 f(x) 是 oCg(zx)) 的 。 能 否 由 此 推出 log | f(x) | 是 ollog|g(zx) |) 的 ? 

(需要 微 积 分 知识 ) 本 练习 中 的 两 部 分 描述 了 小 o。 和 大 O 记号 之 间 的 关系 。 

a) 证 明 如 果 函 数 f(x) 和 g(xz) 使 得 f(z) 是 olg(z)) 的 ， 则 f(z) 是 Ol(g(z)) 的 。 

b) 证 明 如 果 函 数 f(z) 和 g(x) 使 得 f(x) 是 O(g(x))， 那 么 不 一 定 能 推出 f(x) 是 ol(g(xz)) 的 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 f(z) 是 n 阶 多 项 式 , 而 g(x) 是 m 阶 多 项 式 , 且 m 室 n， 则 f(x) 是 

oCg(Cz)) 的 。 


.( 需 要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 fi (x) 是 Ol(g(zx)) 的 ，fz (xz) 是 ol(g(z)) 的 ， 那么 PCz) 十 户 (Cz) 是 


Ol(g(X)) 的 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 令 也 , 为 第 n 项 调和 数 


ln 
i 


证 明 瓦 , 是 O(log n) 的 。[ 提 示 : 首先 通过 证 明 对 7 一 2，3，…，7?m， 以 7 一 1 到 7 为 底 ， 以 1/j 为 高 的 
所 有 这 些 长 方形 的 面积 之 和 小 于 曲线 y 王 1/z 下 面 从 2 到 的 这 一 面积 来 建立 不 等 式 


证 明 n logn 是 O(log nl) 的 。 

判断 log n! 是 否 是 9(n log n) 的 。 给 出 理由 。 

证 明 : 对 所 有 n 记 4 的 数 ， 有 log n! 大 于 (n log n)/4。[ 提 示 :; 从 不 等 式 n! 之 n(n 一 1)(n 一 2)…| n/21 
开始 。] 

令 f(z) 和 g(x) 为 从 实数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 如 果 lim,. (f(z)/g(zx) 二 1， 我 们 说 f(x) 和 g(x) 
是 渐 近 的 ， 并 写作 f(x)~g(zx)。 

(需要 微 积 分 知识 ) 对 下 列 每 对 函数 ， 判 断 f 和 g 是 否 渐 近 的 。 

a) F(z) 一 Z2 十 3z 十 7，g(Cz) 一 妇 2 十 10 

b) f(x)=zx’ log 工 ，g(Z) 一 并 

ce) F(z) 一 24 十 log(3z8 十 7)，g(CZz) 一 (zz 十 17 并 十 3)1 

OAC)= Cr 十 民 十 式 二 1) g(2)= 二 (zw 十 w 十 zx 十 志 二 1) 

(需要 微 积分 知识 ) 对 下 列 每 对 函数 ， 判 断 f 和 g 是否 渐 近 的 。 

a) f(z)=log(z’+1), g(x)=log zx 
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b) F(z) 一 2z+3 ，g(z) 一 2z+7 
c) F(z) 一 225 ，g(z) 一 2 
d) f(x)=27 tt, g(x)=2" +2 


3.3 算法 的 复杂 度 
3.3.1 引言 
什么 情况 下 算法 能 给 一 个 问题 提供 令 人 满意 的 解 ? 首先 ， 算 法 必须 总 是 能 给 出 正确 的 答案 。 
第 5 章 将 讨论 如 何 说 明 算 法 的 正确 性 。 其 次 ， 算 法 必须 是 有 效率 的 。 本 节 讨 论 算法 的 效率 。 
算法 的 效率 如 何 分 析 呢 ? 一 种 度量 方式 是 当 输 入 值 具 有 一 定 规模 时 ， 计 算 机 按 此 算法 解 题 
所 花 的 时 间 。 第 二 种 度量 方式 是 输入 值 具有 一 定 规模 时 ， 实 现 这 一 算法 计算 机 需要 多 大 内 存 。 
这 些 问 题 都 涉及 算法 的 计算 复杂 度 (computational complexity) 。 解 决 特定 规模 的 问题 所 需 
时 间 的 分 析 就 是 算法 的 时 间 复 杂 度 。 所 需 计算 机 内 存 的 分 析 就 是 算法 的 空间 复杂 度 。 在 实现 算 
法 时 ， 时 间 和 空间 复杂 度 的 考虑 都 是 最 本 质 的 。 显 然 ， 了 解 算法 是 否 能 在 1 微 秒 、1 分 钟 、 还 
是 10 亿 年 给 出 答案 是 很 重要 的 。 类 似 地 ， 必 须 能 提供 所 需 的 内 存 才能 解决 问题 ， 所 以 空间 复 
杂 度 也 必须 加 以 考虑 。 
空间 复杂 度 的 考虑 与 实现 算法 时 使 用 的 特定 数据 结构 紧密 相关 。 由 于 本 书 对 数据 结构 不 做 
详细 讨论 ， 所 以 不 考虑 空间 复杂 度 。 我 们 将 注意 力 集中 在 时 间 复 杂 度 上 。 


3.3.2 时 间 复 杂 度 

在 输入 具有 一 定 规模 时 ， 算 法 的 时 间 复 杂 度 可 以 用 算法 所 需 的 运算 次 数 来 表示 。 用 于 度量 
时 间 复 杂 度 的 运算 可 以 是 整数 比较 、 整 数 加 法 、 整 数 乘法 、 整 数 除 法 或 任何 其 他 基本 运算 。 

时 间 复 杂 度 用 所 需 运 算 次 数 而 不 是 用 计算 机 实际 使 用 的 时 间 来 表示 ， 因 为 在 执行 基本 运算 
时 不 同 的 计算 机 需要 的 时 间 不 同 。 再 者 ， 把 所 有 运算 分 解 成 计算 机 使 用 的 基本 位 运算 是 相当 复 
杂 的 。 而 且 ， 现 存 最 快 的 计算 机 执行 基本 的 位 运算 (例如 两 比特 的 加 、 乘 、 比 较 或 交换 ) 的 时 间 是 
10 汪 秒 (10 皮 秒 ) ， 但 个 人 计算 机 可 能 需要 10 习 秒 (10 纳 秒 )， 做 同样 的 运算 时 间 相差 1000 倍 。 

我 们 用 3. 1 节 求 整数 有 限 集合 中 最 大 值 的 算法 1 来 说 明 怎 样 分 析 一 个 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

描述 3. 1 节 求 整数 有 限 集合 中 最 大 元 素 的 算法 1 的 时 间 复 杂 度 。 

解 ” 由 于 比较 是 该 算法 使 用 的 基本 运算 ， 所 以 以 比较 的 次 数 作为 其 时 间 复 杂 度 的 度量 。 

要 在 以 任意 顺序 列 出 的 ”个 元 素 的 集合 中 寻找 最 大 元 素 ， 首 先 设置 临时 最 大 值 等 于 列表 中 
的 起 始 项 。 然 后 在 一 次 比较 i<n 后 判断 还 未 到 达 列 表 的 结尾 ， 临 时 最 大 值 与 第 二 项 比较 ， 如 
果 第 二 项 大 ， 就 用 第 二 项 的 值 更 新 临时 最 大 值 。 这 一 过 程 继续 下 去 ， 对 列表 中 的 每 一 项 都 进行 
两 次 比较 : 一 次 i<n 判断 是 否 未 到 达 列 表 结 尾 ， 男 一 次 max<a; 判断 是 否 需 要 更 新 临时 最 大 
值 。 由 于 对 从 第 二 个 到 第 n 个 元 素 的 每 一 个 都 用 两 次 比较 ， 再 加 上 一 次 在 i 二 n 十 1 时 退出 循环 
的 比较 ， 所 以 当 使 用 该 算法 时 恰好 需要 2(n 一 1) 十 1 二 2n 一 1 次 比较 。 因 此 ， 在 一 个 元 素 的 集 
合 中 寻找 最 大 值 算法 的 时 间 复 杂 度 用 算法 使 用 的 比较 次 数 来 度量 时 为 96(n)。 注 意 对 该 算法 而 
言 比较 的 次 数 和 特定 的 个 输入 无 关 。 4 

下 面 我 们 分 析 搜 索 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

CG 也 出 述 线性 搜索 算法 (3.1 节 算 法 2 所 描述 ) 的 时 间 复 杂 度 。 

解 3.1 节 算法 2 所 使 用 的 比较 次 数 将 用 来 度量 时 间 复 杂 度 。 该 算法 中 循环 的 每 一 步 都 要 做 
两 次 比较 一 一 一 次 i<n 判断 是 否 已 到 达 列 表 的 结尾 ， 一 次 x 过 a; 比较 元 素 zx 和 列表 中 的 一 项 。 
最 后 ， 还 要 在 循环 外 再 做 一 次 i<n 比较。 因此， 如果- 二 a;， 则 最 多 需要 做 2i 二 1 次 比较 。 当 元 
素 不 在 列表 中 时 ， 最 多 需要 2n 十 2 次 比较 。 在 这 种 情况 下 ，2n 次 比较 用 来 判定 工 不 是 w，i 一 1， 
2，…，7， 再 加 上 一 次 比较 用 于 退出 循环 和 一 次 循环 外 的 比较 。 所 以 当 z 不 在 列表 中 时 ， 共 需 用 
2n 十 2 次 比较 。 从 而 ， 在 最 坏 情 况 下 线性 搜索 需要 B(n) 次 比较 ， 因 为 2n 十 2 是 96(m) 的 。 4 





最 坏 情形 复杂 度 例 2 中 做 的 这 类 复杂 度 分 析 是 最 坏 情形 分 析 。 所 谓 一 个 算法 的 最 坏 情形 
性 能 ， 指 的 是 该 算法 用 于 具有 一 定 输入 规模 的 问题 时 所 需要 的 最 多 的 运算 次 数 。 最 坏 情 形 分 析 
告诉 我 们 一 个 算法 需要 多 少 次 运算 就 能 保证 给 出 问题 的 解答 。 

以 所 需 的 比较 次 数 来 描述 二 分 搜索 算法 (3. 1 节 算 法 3 所 描述 ) 的 时 间 复 杂 度 (忽略 算 
法 循环 中 每 次 迭代 计算 m= 二 [|(i 十 站 /2 所 需 的 时 间 ) 。 

解 ” 为 简化 描述 ， 假 定 列表 wa ，a;，…，a, 中 有 7 一 2 个 元 素 ， 其 中 & 是 非 负 整数 。 注 意 
& 一 log 2。 (如果 列表 中 元 素 个 数 ”不 是 2 的 寡 次 ， 那 么 该 列表 可 以 看 作 一 个 有 2 和 所 :个 元 素 的 大 
列表 的 一 部 分 ， 其 中 2: 二 n 二 2”"”! 。 这 里 2*"! 是 大 于 nn 的 2 的 最 小 寡 次 。) 

在 算法 的 每 一 阶段 ， 都 要 比较 i 和 j( 分 别 是 当前 待 搜索 列表 的 第 一 项 和 最 后 项 的 位 置 ) 来 
判断 待 搜索 列表 是 否 包含 一 个 以 上 的 元 素 。 如 果 i<x。 则 要 做 一 次 比较 来 判断 xz 是 否 大 于 待 搜 
索 列表 的 中 间 元 素 。 

在 第 一 阶段 搜索 限于 含 2 于 :个 元 素 的 列表 。 至 此 已 使 用 了 两 次 比较 。 这 一 过 程 继 续 下 去 ， 
每 一 阶段 都 用 两 次 比较 把 搜索 限制 在 长 度 减 半 的 列表 中 。 换 言 之 ， 在 算法 的 第 一 阶段 当 列 表 中 
含 2 个 元 素 时 使 用 两 次 ， 当 搜索 限于 含有 2 所: 个 元 素 的 列表 时 再 用 两 次 比较 ， 当 搜索 限于 含 
有 2 所 :个 元 素 的 列表 时 再 用 两 次 比较 ， 等 等 ， 直 到 搜索 局 限于 含有 2 = 二 2 个 元 素 的 列表 时 使 用 
两 次 比较 。 最 后 ， 当 列表 中 只 剩 一 个 元 素 时 ， 一 次 比较 告诉 我 们 列表 中 没有 其 他 元 素 ， 再 一 次 
比较 用 于 判断 这 一 项 是 否 为 z。 

因此 ， 当 待 搜 索 列表 中 有 2* 个 元 素 时 ， 执 行 一 次 二 分 搜索 最 多 需要 2k 十 2 二 2 log n 十 2 次 
比较 。( 如 果 nn 不 是 2 的 宕 次 ， 原始 的 列表 可 以 扩展 为 含 2 所 :个 项 的 列表 ， 其 中 &=Llog n」， 而 
搜索 最 多 需要 最 多 2L log nJ] 十 2 次 比较 。) 因 此 可 以 得 出 在 最 坏 情形 下 二 分 搜索 需要 O(log n) 次 
比较 。 注 意 在 最 坏 情形 下 二 分 搜索 需要 用 到 2log n 十 2 次 比较 。 故 二 分 搜索 在 最 坏 情 形 下 需要 
O(log n) 次 比较 ， 因 为 2log n 十 2 二 Bl(log n)。 由 此 分 析 可 知 在 最 坏 的 情况 下 ， 二 分 搜索 算法 比 
线性 搜索 效率 高 ， 因 为 由 例 2 我 们 知道 线性 搜索 算法 最 坏 情形 的 时 间 复 杂 度 是 8(z) 。 4 

平均 情形 复杂 度 ” 除 最 坏 情 形 分 析 以 外 ， 还 有 另 一 类 重要 的 复杂 度 分 析 称 为 平均 情形 分 
析 。 在 这 类 分 析 中 就 是 要 找 出 求解 针对 一 定 规模 的 问题 的 所 有 可 能 的 输入 所 用 到 的 运算 的 平均 
数 。 平 均 情形 时 间 复 杂 度 分 析 一 般 比 最 坏 情 形 分 析 复 杂 得 多 。 不 过 ， 线 性 搜索 算法 的 平均 情形 
分 析 不 难 完成 ， 如 例 4 所 示 。 

@ 以 用 到 的 平均 比较 次 数 来 描述 线性 搜索 算法 的 平均 情形 执行 性 能 ， 假 定 元 素 z 在 列 
表 中 并 且 z 出 现在 任何 位 置 的 可 能 性 相等 。 

解 ” 由 假设 整数 zz 是 列表 中 的 整数 a1,a;，…，a, 之 一 。 如 果 工 是 列表 的 第 一 项 < ， 需 要 3 
次 比较 : 一 次 i<n 判断 是 否 已 到 列表 结尾 ， 一 次 zx 关 a; 比较 x 和 第 一 项 ， 再 一 次 在 循环 外 的 比 
较 in。 如 果 xz 是 列表 的 第 二 项 a,， 再 需要 2 次 比较 ， 所 以 总 共 要 5 次 比较 。 一 般 来 说 ， 如 果 
工 是 列表 的 第 i 项 a;， 第 i 次 循环 的 每 一 次 都 要 做 2 次 比较 ， 外 加 循环 外 一 次 ， 所 以 共 需 要 
2i 十 1 次 比较 。 故 ， 用 到 的 平均 比较 次 数 等 于 : 

3 十 5 十 7 十 … 十 (2 十 1) 2(1 十 2 十 3 十 … 十 四 十 z 


n n 


用 2.4 节 表 2 中 第 二 行 的 公式 (参见 2. 4 节 练 习 37b)， 








1+2+3 十 十 n= 于 
所 以 ,线性 搜索 算法 使 用 的 平均 比较 次 数 ( 当 已 知 zx 在 列表 中 时 ) 是 
cn DAN 
即 9(m) 。 。 


评注 例 4 的 分 析 假 定 工 在 被 搜索 的 列表 中 。 当 工 可 能 不 在 列表 中 时 ， 也 可 以 对 该 算法 做 


Unks》 








平均 情形 分 析 ( 参 见 练习 23) 。 

评注 尽管 我 们 把 判断 是 否 到 达 循 环 结尾 所 需 的 比较 也 计算 进来 ， 但 通常 这 些 比较 是 可 以 
不 算 的 。 从 现在 起 我 们 将 忽略 这 些 比较 。 

ee 例 5 和 例 6 分 析 冒 泡 排序 和 插入 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 。 

昌 用 所 需 比 较 次 数 来 衡量 冒 泡 排序 的 最 坏 情 形 复杂 度 是 多 少 ? 

解 ” 之 前 在 3.1 节 例 4 中 描述 的 冒 泡 排序 通过 一 人 遍 遍 处 理 列表 对 该 列表 进行 排序 。 在 每 一 
遍 冒 泡 排 序 都 连续 比较 相 邻 元 素 ， 必 要 时 交换 相 邻 元 素 。 当 第 i 遍 开始 时 ，i 一 1 个 最 大 的 元 素 
保证 在 正确 位 置 上 。 在 这 一 遍 ， 使 用 了 ”一 ;次 比较 。 因 此 ， 利 用 2.4 节 表 2 第 二 行 的 求 和 公式 
可 得 ， 冒 泡 排 序 对 nn 个 元 素 的 列表 进行 排序 时 所 需 使 用 的 总 的 比较 次 数 是 


(0 “= 


注意 冒 泡 排序 总 是 使 用 这 人 么 多 次 的 比较 ， 因 为 即使 在 某 个 中 间 步 又 列表 已 经 完全 排 好 了 ， 冒 泡 
排序 仍 会 继续 进行 。 因 此 ， 用 比较 次 数 来 衡量 时 ， 冒 泡 排序 使 用 zz 一 1)/2 次 比较 ， 所 以 它 的 
最 坏 情 形 复杂 度 是 BC ) 。 4 

用 比较 次 数 来 衡量 插入 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 是 多 少 ? 

解 ”插入 排序 (其 描述 在 3.1 节 ) 把 第 j 个 元 素 插入 到 前 ;一 1 个 已 排 好 顺序 的 元 素 中 的 正确 
位 置 上 。 插 入 排序 用 线性 搜索 技术 来 做 到 这 一 点 ， 依 次 比较 第 7 个 元 素 与 后 续 各 项 ， 直 到 找到 
大 于 或 等 于 这 个 元 素 的 一 项 或 者 比较 w 与 它 自身 为 止 ， 因为 w 不 小 于 它 自身 。 于 是 ， 在 最 坏 
情形 下 ， 把 第 j 个 元 素 插入 正确 位 置 需要 j 次 比较 。 所 以 ， 用 插入 排序 对 n 个 元 素 的 列表 排序 
时 所 使 用 总 的 比较 次 数 是 





2 1) 


2 一 


以 上 利用 了 2.4 节 表 2 en 2.4 节 练 习 37b)， 并 且 注 意 这 
个 和 式 中 缺少 第 一 注意 ， 如 果 较 小 的 元 素 起 初 是 在 列表 的 尾部 ， 则 插入 排序 可 能 使 用 相 
当 少 的 比较 次 数 。 结 论 是 插入 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 是 BC ) 。 4 
在 例 5 和 例 6 | 冒 泡 排 序 和 插入 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 均 为 6(xw )。 可 是 ， 最 
有 效 的 排序 算法 能 在 O(n log n) 时 间 内 对 个 元 素 进行 排序 ， 我们 将 用 在 8.3 节 和 11. 1 节 中 的 
技术 来 证 明之 。 从 现在 起 我 们 假设 对 个 元 素 进行 排序 可 以 在 O(n log 时 间 内 完成 。 
你 可 以 从 很 多 网 站 上 找到 算法 的 动画 演示 ， 并 能 对 列表 同时 运行 不 同 的 排序 算法 ， 进 而 直 
观 地 理解 不 同 排序 算法 的 效率 。 能 够 找到 的 排序 算法 包括 冒 泡 排 序 、 插 入 排序 、 希 尔 排序 、 合 
并 排序 、 快 速 排序 。 有 些 动画 演示 允许 你 在 针对 随机 列表 、 几 乎 已 排 好 序 的 列表 、 倒 序列 表 进 
行 排序 时 ， 测 试 这 些 排序 算法 的 相对 性 能 。 
3.3.3 矩阵 乘法 的 复杂 度 


两 个 矩阵 乘积 的 定义 可 以 表达 为 计算 两 个 矩阵 乘积 的 算法 。 假 定 mXn 和 矩阵 C=Lcsj 是 mXk 
矩阵 4 二 [aj ] 和 kXn 和 矩阵 B 二 [6b; ] 的 乘积 。 算 法 1 是 用 伪 代码 表示 的 矩阵 乘积 算法 。 





算法 1 和 矩阵 乘法 
procedure matrix multiplication(4，B: 和 矩阵 ) 
fori :一 ] tom 
for 7 :=1] ton 
cy :一 0 
forg :=1 tok 
ci :=05 Tanby 

return C{C 二 [ci ] 是 A 和 B 的 乘积 } 
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我 们 可 以 用 算法 中 使 用 的 加 法 和 乘法 的 次 数 来 确定 这 一 算法 的 复杂 度 。 

用 算法 1 计算 两 个 >? 整数 矩阵 的 乘积 需要 用 到 多 少 次 整数 加 法 和 整数 乘法 ? 

解 在 A 和 B 的 乘积 中 有 mn 个 元 素 。 计 算 每 个 元 素 要 做 次 乘法 和 nn 一 1 次 加 法 。 所 以 ， 
一 共 需 要 n 次 乘法 和 n(n 一 1) 次 加 法 。 4 

令 人 吃惊 的 是 ， 有 比 算法 1 效率 高 的 矩阵 乘法 算法 。 例 7 说 明 直 接 根据 定义 计算 两 个 nXn 
矩阵 的 乘积 需要 OC ) 次 乘法 和 加 法 。 而 用 其 他 算法 计算 两 个 nXn 和 矩阵 的 乘积 只 需 OCn7) 次 
乘法 和 加 法 。( 在 [CoLeRiSt09] 中 可 找到 这 种 算法 的 细节 。) 

我 们 也 可 以 分 析 第 2 章 描述 的 计算 两 个 矩阵 布尔 积 的 算法 复杂 度 ， 如 算法 2 所 示 .。 





算法 2 0-1 和 矩阵 的 布尔 积 
procedure Boolean product of Zero-One Matrices(A，B : 0- 下 矩阵) 
fori :=1 tom 
for 7 :一 1 ton 
| 
forg :=1]1 tok 
Cy :=cy V (aw MN by) 

return C{C 二 [ci ] 是 A 和 BB 的 布尔 积 } 











很 容易 确定 计算 两 个 nXn 和 矩阵 的 布尔 积 所 需要 的 比特 运算 次 数 。 

人 @ 国 计算 4@B 需要 做 多 少 次 比特 运算 ， 其 中 A 和 B 为 nXn 阶 0-1 答 阵 ? 

解 4OB 中 有 n’ 个 元 素 。 用 算法 2， 需 要 ?次 V 和 ?次 人 来 计算 4@OB 的 一 个 元 素 。 因 
此 ， 每 求 一 个 元 素 需 要 2n 次 比特 运算 。 所 以 ， 用 算法 2 计算 4@OB 需要 2n’ 次 比特 运算 。 4 

矩阵 链 乘 法 ”涉及 矩阵 乘法 复杂 度 的 还 有 另 一 个 重要 问题 。 怎 样 用 最 少 的 整数 乘法 来 计算 uns> 
和 矩阵 链 4, A,…A,， 其 中 Al,， A,,， …，A, 分 别 为 mr mas We KMS “ey m, Xi 阶 的 整数 和 矩 
阵 。( 因 为 矩阵 乘法 是 可 结合 的 ， 如 2. 6 节 练 习 13 所 示 ， 所 以 计算 乘法 的 次 序 不 影响 乘积 。) 注 
意 ， 用 算法 1 把 一 个 和 X ms 和 矩阵 和 一 个 ms X ms 矩阵 相 乘 时 需要 做 mmsms 次 整数 乘法 。 例 9 
解释 该 问题 。 

@ 图 4 、4, 和 4: 分 别 是 30X20、20X40 及 40X10 的 整数 矩阵 ， 应 该 用 什么 次 序 计算 
A! 、A, 和 A, 的 乘积 使 得 所 用 的 整数 乘法 次 数 最 少 ? 

解 有 两 种 方法 计算 4,4,4;, 的 次 序 ， 即 A1 (4,A;) 和 (A,A,)A;。 

如 果 A, 和 A 首先 相 乘 ， 需 要 做 20。40. 10=8000 次 整数 乘法 来 计算 20X10 矩阵 A,A;。 
然后 ， 计 算 A! 和 4,4; 的 乘积 需要 30。20。10=6000 次 乘法 。 因 此 ， 总 共 需 要 使 用 

8000 十 6000 = 14 000 
次 乘法 。 另 一 方面 ， 如 果 4, 和 A; 首先 相 乘 ， 需 要 做 30X20X40 一 24 000 次 乘法 来 计算 30 X40 
矩阵 4,4, 。 然 后 ， 计 算 4,4,， 和 A 的 乘积 需要 30X40X10 王 12 000 次 乘法 。 因 此 ， 总 共 需 要 
使 用 
24 000 十 12 000 = 36 000 

次 乘法 。 

显然 ， 第 一 种 计算 顺序 更 有 效 。 4 

我 们 将 在 8. 1 节 练 习 57 再 回 到 这 个 问题 。[CoLeRiSt09] 中 讨论 了 确定 计算 矩阵 链 相 乘 最 
有 效 方式 的 算法 。 


3. 3.4 算法 范 型 
3. 1 节 介 绍 了 算法 的 基本 概念 。 我 们 给 出 了 许多 不 同 算法 的 例子 ， 包 括 搜索 和 排序 算法 。 
我 们 也 介绍 了 贪 禁 算法 的 概念 ， 给 出 了 可 以 用 贪 禁 算法 求解 的 一 些 例 子 。 贪 禁 算 法 就 是 一 种 算 








法 范 型 (algorithmic paradigm) 的 示例 ， 所 谓 算法 范 型 就 是 基于 一 种 特定 概念 的 通用 方法 ， 可 以 
用 来 构造 求解 一 类 广泛 问题 的 算法 。 

本 书 中 我 们 会 基于 不 同 的 算法 范 型 一 一 包括 最 常用 的 算法 范 型 来 构造 求解 许多 不 同 问题 的 
算法 。 可 以 将 这 些 范 型 作为 基础 用 来 构造 解决 一 类 广泛 问题 的 有 效 算法 。 

我 们 已 经 学 过 的 一 些 算 法 就 是 基于 一 种 本 小 节 要 描述 的 称 为 蛮 力 的 算法 范 型 。 本 书后 续 要 
学 习 的 算法 范 型 包括 第 8 章 的 分 而 治之 算法 和 动态 规划 、 第 10 章 的 回 湖 ， 以 及 第 7 章 的 随机 
算法 。 除 了 本 书 描述 的 以 外 还 有 许多 重要 的 算法 范 型 。 想 了 解 更 多 请 参考 算法 设计 书籍 ， 如 
LKITa06]。 

蛮 力 算法 ” 蛮 力 是 一 个 基本 的 但 又 重要 的 算法 范 型 。 在 蛮 力 算法 (brute-force algorithm) 
中 ， 问 题 是 通过 基于 对 问题 的 描述 和 术语 的 定义 以 最 直接 的 方式 解决 的 。 设 计 蛮 力 算法 来 解决 
那些 不 太 在 意 所 需 计算 资源 的 问题 。 例 如 ， 在 某 些 蛮 力 算 法 中 ， 一 个 问题 的 求解 是 通过 检查 每 
一 种 可 能 的 解 ， 然 后 找 出 最 可 能 的 解 。 一 般 情 况 下 ， 蛮 力 算 法 是 朴素 的 问题 求解 方法 ， 而 不 需 
要 利用 问题 的 任何 特殊 结构 或 聪明 的 点 子 。 

注意 3. 1 节 寻 找 一 个 序列 中 的 最 大 元 素 的 算法 1 就 是 一 个 蛮 力 算法 ， 因 为 它 检查 序列 的 ? 
个 元 素 的 每 一 个 以 找到 最 大 项 。 通 过 每 次 加 一 个 数 来 寻找 个 数 之 和 的 算法 也 是 蛮 力 算法 ， 还 
有 基于 定义 的 矩阵 乘法 算法 (算法 1)。 冒 泡 排 序 、 插 入 排序 、 选 择 排序 (分 别 在 3. 1 节 算法 4 和 
算法 5 以 及 练习 43 的 前 导 文 中 描述 的 ) 也 可 以 认为 是 蛮 力 算法 ， 所 有 这 三 个 排序 算法 都 是 最 直 
接 的 方法 ， 其 效率 也 远 比 第 5 章 和 第 8 章 要 讨论 的 合并 排序 和 快速 排序 这 类 排序 算法 低 。 

虽然 蛮 力 算法 通常 比较 低 效 ， 但 通常 却 非常 有 用 。 蛮 力 算 法 是 能 够 解决 实际 问题 的 ， 特 别 
是 当 输 入 规模 不 是 很 大 时 ， 即 使 对 于 大 规模 的 输入 会 变 得 不 切实 际 。 再 者 ， 当 设计 新 算法 来 解 
决 一 个 问题 时 ， 目 标 通常 是 寻找 一 个 比 蛮 力 算法 更 有 效 的 算法 。 这 类 问题 的 一 个 实例 如 例 10 
所 示 。 

构造 一 个 蛮 力 算法 ,寻找 平面 上 nn 个 点 的 集合 中 的 最 近 点 对 (closest pair of points)， 
并 给 出 最 坏 情 形 下 算法 用 到 的 位 运算 次 数 的 大 O 估算 。 

解 假设 给 定 输入 点 (zi， y1)s (zz， yz)， 7 a 回顾 一 下 ， Css Cys yj;) 
之 间 的 距离 是 Vz 一 ”十 (yy 一 y)”。 导 找 这 些 点 的 最 近 点 对 的 蛮 力 算法 可 以 通过 计算 ”个 
点 的 所 有 点 对 的 距离 然后 确定 最 小 距离 来 实现 。( 我 们 可 以 做 一 个 简化 使 得 计算 变 得 更 容易 一 
些 ， 我 们 计算 点 对 之 间距 离 的 平方 而 非 距离 来 寻找 最 近 的 点 对 。 之 所 以 可 以 这 样 做 是 因为 点 对 
之 间 的 距离 最 小 时 该 点 对 之 间距 离 的 平方 也 是 最 小 的 。) 





算法 3 寻找 最 近 点 对 的 蛮 力 算法 局 
procedure closestrpair((zl ，y )，(z，y)，…，(z，y): 实数 对 ) 
min 一 co 
for zi :一 2 ton 
for 7 :=1 to ;一 1 
让 (zi 一 zi) (yj;— yi):<min then 

min := (zx;— Zi)’ 二 (yO—y)’ 

closest pair :=((zi, yi), (zx;, y;)) 
return closest pair 














要 估算 算法 用 到 的 操作 步 数 ， 首 先 注意 循环 要 经 过 n(n 一 1)/2 个 点 对 ((Zzi，y;)，(z)，y;)) 
(读者 可 以 自行 验证 )。 对 于 每 个 这 样 的 点 对 ,计算 (zj 一 zx;)* 十 (yj 一 y)*， 与 min 的 当前 值 比较 ， 
如 果 它 小 于 min 就 用 这 个 新 值 蔡 换 min 的 当前 值 。 按 算术 运算 和 比较 的 次 数 来 衡量 ， 可 以 得 出 该 
算法 使 用 B(x ) 次 操作 。 
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第 8 章 将 推导 一 个 确定 最 近 点 对 的 算法 ， 在 给 定 平面 中 个 点 作为 输入 时 ， 其 最 坏 情形 复 
杂 度 为 O(n log n) 。 最 初 发 现 这 样 一 个 效率 远 高 于 蛮 力 方法 的 算法 被 认为 是 相当 称奇 的 。 “十 


3. 3.5 理解 算法 的 复杂 度 

表 1 中 给 出 了 描述 算法 时 间 复 杂 度 的 几 个 常用 术语 。 例 如 ， 一 个 求 n 个 元 素 列 表 前 100 项 
中 最 大 项 的 算法 可 以 通过 对 前 100 项 的 序列 应 用 算法 1 得 到 ， 其 中 是 满足 n 宇 100 的 整数 ， 
具有 常量 复杂 度 (constant complexity) ， 因 为 无 论 是 什么 值 ， 这 个 算法 都 使 用 99 次 比较 (读者 
可 以 验证 )。 线 性 搜索 算法 具有 线性 (linear) (最 坏 情 形 或 平均 情形 ) 复 杂 度 ， 而 二 分 搜索 算法 具 
有 对 数 (logarithmic) (最 坏 情 形 ) 复 杂 度 。 许 多 重要 的 算法 都 具有 n log nn 或 者 线性 对 数 
(linearithmic) (最 坏 情 形 ) 复 杂 度 ， 例 如 将 在 第 4 章 学 习 的 归并 排序 。( 线 性 对 数 (linearithmic) 
是 词语 线性 (linear) 和 对 数 (logarithmic) 的 复合 词 。) 





表 1 算法 复杂 度 常 用 术语 
复杂 度 术语 复杂 度 术语 
9(1) 常量 复杂 度 @(n) 多 项 式 复杂 度 
O(log n) 对 数 复杂 度 @(b"), b>1 指数 复杂 度 
O(n) 线性 复杂 度 O(n!) 阶乘 复杂 度 
Qn log n) 线性 对 数 复杂 度 














一 个 算法 具有 多 项 式 复杂 度 (polynomial complexity) 如 果 它 的 复杂 度 是 86(w)， 其 中 5 是 满 
足 5 宇 1 的 整数 。 例 如 ， 冒 泡 排序 算法 是 多 项 式 时 间 算 法 ， 因 为 它 在 最 坏 情 形 下 使 用 9(z2) 次 比 
较 。 一 个 算法 有 指数 复杂 度 (exponential complexity) 如 果 它 的 时 间 复 杂 度 为 86( 灵 ) ， 其 中 0 盖 1。 
通过 检查 变量 的 所 有 可 能 的 真 值 赋值 来 判定 n 个 变量 的 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 算法 是 一 个 指 
数 复杂 度 算法 ， 因 为 它 用 6(2") 次 运算 。 最 后 ,一 个 算法 具有 阶乘 复杂 度 (factorial complexity) 
如 果 它 的 时 间 复 杂 度 是 9(z!) 。 寻 找 一 个 推销 员 可 以 用 来 访问 n 个 城市 的 所 有 顺序 的 算法 具有 
阶乘 复杂 度 ， 我 们 将 在 第 9 章 讨论 这 个 算法 。 

易 解 性 (tractability) ”一 个 能 用 多 项 式 最 坏 情形 复杂 度 ( 或 更 优 ) 的 算法 求解 的 问题 称 为 易 
解 的 (tractable) ， 因 为 针对 问题 在 合理 规模 的 输入 下 ， 可 期 望 算法 在 相对 短 的 时 间 内 给 出 解答 。 
不 过 ， 如 果 在 大 @ 估算 中 的 多 项 式 次 数 过 高 (如 100 次 ) 或 者 如 果 多 项 式 的 系数 非常 大 ， 则 算法 
都 可 能 会 花 特 别 长 的 时 间 来 解 题 。 所 以 ， 一 个 能 用 多 项 式 最 坏 情 形 复杂 度 的 算法 来 解决 的 问题 
也 不 能 保证 能 在 合理 时 间 内 得 到 解答 ， 即 使 是 对 于 相对 较 小 的 输入 值 。 幸 运 的 是 ， 实 践 中 这 种 
估算 中 用 到 的 多 项 式 的 次 数 和 系数 都 不 大 。 

对 于 那些 不 能 用 最 坏 情 形 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 解决 的 问题 情况 要 糟 得 多 。 这 种 问题 称 
为 难 解 的 (intractable) 。 虽 然 并 不 总 是 ， 但 通常 即使 对 于 小 规模 的 输入 在 最 坏 情形 下 也 需要 特 
别 大 量 的 时 间 来 解决 问题 。 不 过 ， 实 践 中 会 有 这 样 的 情形 ， 具 有 某 种 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 算 
法 在 大 多 数 情况 下 都 能 够 比 在 最 坏 情形 下 更 快 地 解决 问题 。 如 果 允 许 少 量 情况 下 问题 不 能 在 合 
理 的 时 间 内 得 到 解答 ， 那 么 平均 情形 时 间 复 杂 度 就 是 对 算法 解 题 所 需 时 间 的 一 个 更 好 的 度量 方 
式 。 业 界 许多 重要 的 问题 都 被 认为 是 难 解 的 ， 但 在 实践 中 对 于 日 常生 活 中 出 现 的 所 有 输入 基本 
上 都 能 得 到 解决 。 另 一 种 处 理 实践 中 出 现 的 难 解 问题 的 方法 是 寻求 问题 的 近似 解 而 非 精 确 解 。 
也 许 存在 求 近似 解 的 快速 算法 ， 甚 至 还 能 保证 这 些 近似 解 和 精确 解 相差 不 太 大 。 

甚至 存在 这 样 一 些 问 题 ， 可 以 被 证 明 是 没有 算法 能 够 求解 它们 的 。 这 种 问题 称 为 不 可 解 的 
(Cunsolvable)( 相 对 于 可 以 用 一 个 算法 求解 的 可 解 的 (solvable) 问 题 而 言 ) 。 第 一 个 证 明 存 在 不 可 
解 问题 的 是 伟大 的 英国 数学 家 和 计算 机 科学 家 阿兰 图 灵 (Alan Turing)， 当 时 他 证 明了 停机 问 
题 是 不 可 解 的 。 我 们 在 3. 1 节 证 明了 停机 问题 是 不 可 解 的 。( 在 第 13 章 有 图 灵 小 传 以 及 对 他 在 
某 些 其 他 方面 的 工作 介绍 。) 
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P 与 NP 算法 复杂 度 的 研究 远 超 出 这 里 所 能 介绍 的 。 可 是 ， 注 意 人 们 相信 许多 可 解 的 问 
题 具 有 这 样 的 性 质 ， 即 没有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 算法 能 求解 ， 但 是 一 旦 有 了 一 个 解 
答 ， 却 可 以 用 多 项 式 时 间 内 来 验证 。 能 以 多 项 式 时 间 内 验证 解 的 问题 称 为 属于 NP 类 ( 易 解 的 
问题 属于 了 类 )。 缩 写 NP 是 指 非 确定 性 多 项 式 (nondeterministic polynomial) 时 间 。3. 1 节 讨 论 
的 可 满足 性 问题 就 是 一 个 NP 问题 的 例子 一 一 可 以 快速 地 验证 复合 命题 的 一 组 变量 的 真 值 赋值 
让 这 个 命题 成 真 ， 但 是 至 今 没 有 发 现 找 出 这 种 真 值 赋值 的 多 项 式 时 间 算 法 。( 例 如 ， 穷 举 搜索 
所 有 可 能 的 真 值 赋值 需要 2(2") 次 位 运算 ， 其 中 是 复合 命题 的 变量 数 。) 

还 有 一 类 重要 的 问题 ， 称 为 NP 完全 问题 (NP-complete problem) ， 具 有 这 样 的 性 质 即 只 要 
其 中 任何 一 个 问题 能 用 一 个 多 项 式 时 间 最 坏 情 形 算法 来 求解 ， 那么 NP 类 的 所 有 问题 都 能 用 多 
项 式 时 间 最 坏 情 形 算法 来 求解 。 可 满足 性 问题 也 是 NP 完全 问题 的 一 个 例子 。 它 是 一 个 NP 问 
题 ， 并 且 如 果 知 道 了 一 个 求解 它 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 那么 所 有 已 知 在 该 问题 类 中 的 所 有 问题 就 
都 有 多 项 式 时 间 算 法 (在 这 个 类 中 有 许多 重要 问题 )。 最 后 这 个 叙述 基于 这 样 一 个 事实 ， 即 NP 
中 的 每 个 问题 可 在 多 项 式 时 间 内 归 约 为 可 满足 性 问题 。 尽 管 已 经 发 现 有 3000 多 个 NP 完全 问 
题 了 ， 但 可 满足 性 问题 是 第 一 个 被 证 明 是 NP 完全 的 问题 。Stephen Cook 和 Leonid Levin 在 20 
世纪 70 年 代 独 立 证 明了 该 结论 ， 因 而 阐述 该 结论 的 定理 称 为 是 Cook-Levin 定理 。 

P 与 NP 问题 (P versus NP problem) 是 问 NP( 有 可 能 在 多 项 式 时 间 内 检验 其 解 的 一 类 问题 ) 
是 否 等 于 了 (一 类 易 解 的 问题 ) 。 如 果 P 取 NP， 则 存在 这 样 一 些 不 能 在 多 项 式 时 间 内 求解 但 其 解 
可 以 在 多 项 式 时 间 内 验证 的 问题 。NP 完全 性 的 概念 有 助 于 研究 解决 P 与 NP 问题 ,， 因 为 NP 完 
全 问题 是 那些 在 NP 类 中 被 认为 最 不 可 能 是 P 类 中 的 问题 ， 由 于 NP 中 的 每 个 问题 可 以 在 多 项 
式 时 间 内 归 约 为 一 个 NP 完全 问题 。 绝 大 多 数理 论 计算 机 科学 家 相信 P 取 NP， 这 意味 着 没有 
NP 完全 问题 能 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 该 信念 的 一 个 理由 是 尽管 做 了 广泛 的 研究 ， 但 没有 人 成 
功 地 证 明 P=NP。 特 别 是 ， 没 有 人 找到 一 个 最 坏 情形 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 能 够 解决 任何 
NP 完全 问题 。P 与 NP 问题 是 数学 科学 (包括 理论 计算 机 科学 ) 中 最 著名 的 悬而未决 的 问题 之 
一 。 它 是 7 个 著名 的 千 禧 年 大 奖 问题 之 一 ， 其 中 6 个 依然 未 解 。 克 雷 数学 研究 所 提供 100 万 美 
元 奖金 悬赏 求解 该 问题 。 

要 更 多 了 解 算法 复杂 度 的 信息 ， 参 阅 本 书 最 后 为 本 节 列 出 的 文献 ， 包 括 LCoLeRiSt09 ] 。 
〈 另 外， 关于 以 图 灵机 来 定义 的 计算 复杂 度 的 正式 讨论 可 参见 13.5 节 。) 

实际 的 考虑 ”注意 一 个 算法 时 间 复 杂 度 的 大 9 估算 表达 了 解 题 所 需要 的 时 间 如 何 随 输 入 规 
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斯 蒂 芬 。 库 克 (Stephen Cook，1939 一 ) ” 库 克 出 生 在 布 法 罗 ， 他 的 父亲 是 一 名 工 
业 化 学 家 并 教授 大 学 课程 。 他 的 母亲 在 一 所 社区 学 院 教授 英语 课程 。 在 高 中 时 ， 他 
曾 和 当地 一 位 发 明了 第 一 个 植 人 式 心 脏 起 搏 器 的 著名 发 明 家 一 起 工作 ， 并 从 此 对 电 
子 产品 产生 了 极 大 兴趣 。 

库 克 在 密歇根 大 学 主 修 数 学 专业 ，1961 年 毕业 。 之 后 在 哈佛 大 学 读 研 究 生 ， 并 

、 | 在 1962 年 获得 硕士 学 位 ，1966 年 获得 博士 学 位 。1966 年 库 克 被 任命 为 加 州 大 学 伯 克 
io DD 利 分 校 数 学 系 的 助理 教授 。 他 没有 被 聘 为 终身 教 职 可 能 是 因为 数学 系 教员 对 他 的 工 
作 没 有 太 大 的 兴趣 ， 而 他 的 工作 现在 被 认为 是 理论 计算 机 科学 最 重要 的 领域 之 一 。 
1970 年 他 加 入 了 多 伦 多 大 学 ， 任 计算 机 科学 系 和 数学 系 的 助理 教授 。 他 一 直 在 多 伦 多 大 学 工作 ，1985 年 
被 任命 为 教授 。 

库 克 被 认为 是 计算 复杂 度 理 论 的 创始 人 之 一 。1971 年 他 的 论文 “定理 证 明 过 程 的 复杂 度 ”(The 
Complexity of Theorem Proving Procedures) 形 式 化 了 NP 完全 和 多 项 式 时 间 简 化 的 概念 ， 通 过 证 明 可 满足 
性 问题 就 是 这 样 一 个 NP 完全 问题 从 而 证 明了 NP 完全 问题 的 存在 性 ， 并 引入 了 PP 与 NP 问题 。 

库 克 获 得 过 许多 奖项 ， 包 括 1982 年 的 图 灵 奖 。 他 已 婚 并 有 两 个 儿子 。 他 的 业余 爱好 包括 演奏 小 提 夷 
和 参加 帆船 比赛 。 
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模 的 增长 而 增长 。 在 实践 中 使 用 被 证 明 是 最 好 的 估算 ( 即 参 照 函 数 最 小 )。 不 过 ， 时 间 复 杂 度 的 
大 9 估算 不 能 直接 翻译 成 计算 机 实际 使 用 的 时 间 量 。 一 个 原因 是 大 @ 估算 f(n) 是 8(g(n)) 的 ， 
这 里 f(n) 是 算法 的 时 间 复 杂 度 而 g(n) 是 参照 函数 ,意味 着 存在 常数 C, 、C, 和 上 使 得 当 n 二 k 
时 有 Cig() 过 (nw) 过 Cg(n)。 所 以 在 不 知道 不 等 式 中 的 常数 Cl 、C, 和 时， 就 不 能 用 这 一 估 
算 来 判定 最 坏 情 形 下 所 使 用 的 运算 次 数 的 上 界 和 下 界 。 正 如 前 文 说 过 ， 一 次 运算 所 需要 的 时 间 
还 取决 于 运算 类 型 和 使 用 的 计算 机 。 通 常 ， 算 法 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 只 采用 大 O 估算 ， 而 不 
是 大 9 估算。 注意 算法 时 间 复 杂 度 的 大 O 估算 只 能 对 算法 在 最 坏 情 形 所 需 时 间 以 输入 值 规模 
的 函数 的 形式 提供 上 界 ， 而 不 提供 下 界 。 尽 管 如 此 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 在 讨论 算法 时 间 复 杂 
度 时 经 常会 用 大 O 估算 ， 同 时 要 懂得 大 9 估算 能 提供 更 多 的 信息 。 

表 2 给 出 用 算法 求解 各 种 输入 规模 问题 所 需 的 时 间 ， 这 里 用 位 运算 的 位 数 nn 表示， 并 假定 
每 次 位 运算 需要 的 时 间 是 10 “ 秒 ， 这 是 以 2018 年 最 快 的 计算 机 做 位 运算 所 需 时 间 的 一 种 合理 
估算 。 需 要 的 时 间 超 过 10” 年 的 在 表 中 用 星 号 表示 。 将 来 ， 这 些 时 间 会 随 着 更 快 的 计算 机 的 开 
发 而 减少 。 我们 可 以 用 表 2 所 列 时 间 来 看 看 当 我 们 在 现代 计算 机 上 运行 一 个 已 知 最 坏 情 形 时 间 
复杂 度 的 算法 时 ， 是 否 可 以 期 望 得 到 针对 给 定 输入 规模 问题 的 一 个 解 。 注 意 我 们 不 能 确定 一 台 
计算 机 解决 一 个 特定 输入 规模 问题 所 需 的 确切 时 间 ， 因 为 这 涉及 计算 机 硬件 和 实现 算法 的 特定 
软件 的 许多 方面 的 问题 。 


表 2 算法 所 用 的 计算 机 时 间 


问题 规模 使 用 的 位 运算 














n logn n nlogn n? 27 nl 

10 SX10 Ms TS 3X10 ss LO Ss OO 3X10 1s 
102 Y 区 项 45 10 8 7X10™?s TO 4X1011yr 关 “ 

103 TOXO-5Ss OO=SS 1XK10°%s 10S x x 

104 1. 3 10 ms 10°"s 1X10 <s l10 3s x 关 

105 TCD 10-6s 2X10-58 0. 1s x % 

TOs 2X 10 ms 10-5s 2 0 0. 17min % 关 


对 于 一 台 计 算 机 求解 一 个 问题 需要 多 长 时 间 有 一 个 的 合理 估算 是 很 重要 。 例 如 ， 如 果 一 个 
算法 大 约 需 要 10 小 时 ， 也 许 值得 花费 这 些 机 时 (和 人 金钱) 求解 该 问题 。 但 是 ， 如 果 算 法 需要 数 
百 亿 年 来 求解 一 个 问题 ， 就 没有 理由 消耗 资源 来 实现 这 一 算法 。 现 代 技 术 最 有 趣 的 现象 之 一 是 
计算 机 在 速度 和 内 存 空 间 的 迅速 增长 。 减 少 计算 机 解 题 时 间 的 另 一 重要 因素 是 并 行 处 理 ， 这 是 
一 种 同时 执行 多 个 运算 序列 的 技术 。 

有 效 算法 ， 包 括 大 多 数 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 ， 都 能 从 重大 技术 进步 中 得 到 最 大 的 好 
处 。 可 是 ， 这 些 技术 进步 对 于 克服 指数 或 阶乘 时 间 复 杂 度 算法 的 复杂 度 方面 似乎 没有 什么 帮 
助 。 由 于 计算 速度 的 增加 ， 计 算 机 内 存 的 增加 ， 再 加 上 采用 得 益 于 并 行 处 理 的 算法 ， 五 年 前 被 
认为 是 不 可 解 的 问题 现在 可 以 当 作 例 行 事务 求解 了 ， 而 且 可 以 肯定 这 句 话 在 五 年 以 后 仍然 成 
立 。 当 采用 的 算法 是 难 解 的 时 候 更 是 如 此 。 


练习 
1. 试 给 出 下 面 算 法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 O 估算 (这 里 运算 是 指 加 法 或 乘法 ) 。 
t :=0 


fo0r 713=1 603 
for 7 :一 1 to 4 
t :一 上 1 十 ?7 


2. 试 给 出 下 面 算法 片断 用 到 的 加 法 次 数 的 大 O 估算 。 
t=0 


9. 


* 10; 


11., 


12. 


for z :一 1 ton 
for ; :=1 to 7 
t :二 t 十 i 十 7 


. 试 给 出 下 面 算 法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 OO 估算， 这 里 运算 是 指 比较 或 乘法 (忽略 在 for 循环 中 测试 条 


件 所 需 的 比较 ， 其 中 ca ，a ，…，a, 是 正 实数 ) 。 
m :一 0 
fori:=1] ton 

for 7 :一 ;十 1 ton 


m :一 max(QiQji ，772) 


. 试 给 出 下 面 算法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 O 估算 ， 这 里 运算 是 指 加 法 或 乘法 (忽略 在 while 循环 中 测试 


条 件 所 需 的 比较 ) 。 
1 一] 
$=0 
while i<n 
t :二 t+i 


2 一 2 


.3.1 节 练 习 16 给 出 的 在 nn 个 自然 数 的 序列 中 寻找 最 小 自然 数 的 算法 需要 使 用 多 少 次 比较 ? 
. a) 用 伪 代 码 写 一 个 算法 ， 使 用 插入 排序 将 任意 长 度 的 实数 列表 中 前 4 项 排列 成 递增 序 。 


b) 证 明 以 比较 次 数 度 量 算法 的 时 间 复 杂 度 是 O(1)。 


. 假定 已 知 一 个 元 素 是 一 个 有 32 个 元 素 的 列表 的 前 4 个 元 素 中 。 线 性 搜索 或 二 分 搜索 哪个 会 更 快 地 定 


位 到 该 元 素 ? 


. 给 定 实数 x 和 正 整 数 &， 试 给 出 计算 zx” 使 用 的 乘法 次 数 ， 计 算 方法 是 从 zx 开始 连续 取 平 方 ( 求 z*、 工 


等 ) 。 这 样 是 否 比 通过 在 工 乘 上 适当 次 数 的 自身 来 计算 x” 更 高 效 ? 

给 出 下 述 算 法 所 使 用 的 比较 次 数 的 大 O 估算 ， 通 过 检查 串 的 每 比特 是 否 为 1 来 计算 比特 串 中 1 的 个 数 

(参见 3. 1 节 练 习 25) 。 

a) 证 明 下 面 的 算法 给 出 的 是 比特 串 S 中 1 的 个 数 。 
procedure bit count(S: 比特 串 ) 
count :一 0 
while S 关 0 

count :一 count 十 1 

SS 一 9 人 AS 一 1 
return count{ count 是 S 中 1 的 个 数 } 
其 中 5S 一 1 是 把 S 中 最 右边 的 比特 `1 改 为 比特 0， 同 时 把 这 一 比特 右边 的 所 有 比特 0 均 改 为 比特 1 
得 到 的 比特 串 。[ 回 忆 一 下 ，SA(S1) 是 S 和 S 一 1 的 按 位 合 取 运 算 。] 

b) 用 a) 中 的 算法 计算 比特 串 S 中 1 的 个 数 需要 做 多 少 次 按 位 合 取 运 算 ? 

a) 假 设 有 集合 {1，2，…，nn}) 的 nn 个 子 集 Sr，S ，…，S,。 试 写 出 一 个 蛮 力 算法 来 判定 是 否 有 一 对 子 
集 是 不 相交 的 。[ 提 示 : 算法 应 该 针对 子 集 进行 循环 ; 对 于 每 个 子 集 S; ， 需 要 对 所 有 其 他 子 集 进行 
循环 ; 而 对 其 他 子 集中 的 每 个 S;， 需 要 针对 S; 中 所 有 元 素 & 做 循环 以 判定 & 是 否 也 属于 Si 。] 

b) 试 给 出 算法 用 于 判定 一 个 整数 是 否 在 其 中 一 个 子 集中 的 次 数 的 大 O 估算 。 

考虑 下 面 的 算法 ， 以 nn 个 整数 al，as，…，a 的 序列 作为 输入 ， 生 成 一 个 矩阵 M= (zu } 作 为 输出 ， 

其 中 对 于 j 宇 i 时 mi 是 整数 序列 a;，ai+1，…，a; 中 的 最 小 项 ， 否则 ww 二 0。 

初始 化 M 使 得 当 j 宇 i 时 mi; 二 ai 否则 ms 二 0 

fori:=1] ton 
fory*=itl ton 

for & :一 :十 1 toj 
mi :=min(m;, ax) 


return M 二 {mj }{m;y 是 a;，aii1，…，aj; 中 的 最 小 项 ) 
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区 


1s. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


a) 证 明 这 个 算法 使 用 O(n ) 次 比较 来 计算 和 矩阵 M。 
b) 证 明 这 个 算法 使 用 Qn ) 次 比较 来 计算 矩阵 M。 利 用 该 事实 以 及 a) 得 出 结论 该 算法 使 用 Bln) 次 比 
较 。[ 提 示 : 在 算法 的 两 层 外 循环 中 只 考虑 当 in/4 和 j 宇 3n/4 的 情形 。] 
计算 多 项 式 a,x" 十 a,-1x”! 十 … 十 a1x 十 ao 在 x 二 c 处 的 值 的 传统 算法 可 以 用 伪 代 码 表示 为 : 
procedure polynomial(c，ao ，al1，*……，a,: 实数 ) 
power :一 1 
y :二 ao 
for :一 1 ton 
power :一 power * c 
y :一 y 十 ai xx power 
return y{(y 一 arc" 十 aic 十 … 十 aic 十 oo) 
其 中 y 的 最 终 值 即 是 该 多 项 式 在 z=c 处 的 值 。 人 
a) 按 上 述 算法 步骤 计算 3z? 十 zx 十 1 在 x==2 处 的 值 并 给 出 每 步 赋值 语句 所 赋 的 值 。 
b) 准 确 地 说 计算 n 阶 多 项 式 在 x 二 c 处 的 值 需 要 使 用 多 少 次 乘法 和 加 法 ? (不 要 计算 增加 循环 变量 的 
值 所 做 的 加 法 。) 


. 有 比 上 一 题 中 给 出 的 传统 算法 更 有 效 的 计算 多 项 式 值 的 算法 (以 使 用 的 乘法 和 加 法 次 数 来 度量 ) 。 这 个 


算法 称 为 霍 纳 法 (Horners method)。 下 面 的 伪 代 码 说 明 怎 样 用 这 一 方法 计算 wz" 十 az 十 … 十 
az 十 ao 在 z 一 c 处 的 值 。 
procedure Horner(c，ao，a，az ，…，awr: 实数 ) 

MEA 

for i=1 ton 

y :一 yxc 十 an; 

return y{(y 一 anc" 十 ac 十 … 十 aic 十 ao》 
a) 按 上 述 算法 步骤 计算 3x’ 十 x 十 1 在 z=2 的 值 并 给 出 每 步 赋 值 语句 所 赋 的 值 。 
b) 准 确 地 说 此 算法 计算 n 阶 多 项 式 在 x 二 c 处 的 值 需要 使 用 多 少 次 乘法 和 加 法 ? (不 要 计算 增加 循环 

变量 的 值 所 做 的 加 法 。) 

使 用 需要 f(n) 次 比特 运算 的 算法 解决 规模 为 的 问题 时 在 1 秒 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 nn 是 多 少 ? 
这 里 每 次 比特 运算 能 够 在 10“， 秒 完成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)。 
a)logn b)n cn logn 
d)72 e)2” f)n! 
使 用 需要 f(n) 次 比特 运算 的 算法 解决 规模 为 n 的 问题 时 在 1 天 时 间 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 ”是 
多 少 ? 这 里 每 次 比特 运算 能 够 在 10 " 秒 完 成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)。 


a)log 7 b)1000n eH 
d) 1000n en 2 
g) 2” 2” 


使 用 需要 f(n) 次 比特 运算 的 算法 解决 规模 为 n 的 问题 时 在 1 分钟 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 n 是 多 
少 ? 这 里 每 次 比特 运算 能 够 在 10 “ 秒 完成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)。 


a)log log n b)log n ©) (log n)’ 
d)1 000 000n e)722 £02° 
g)2" 


如 果 算 法 求解 规模 为 n 的 问题 需 2w 十 2" 次 运算 ,每 次 运算 需 10“ 秒 ， 对 于 下 面 给 出 的 nn 值 ， 请 问 算 
法 解 题 需要 多 少时 间 ? 


a)10 b)20 c)50 
d)100 

如 果 每 次 运算 需要 使 用 下 列 时 间 ， 请 问 使 用 2” 次 运算 的 算法 需要 多 少时 间 ? 
a)10“ 秒 b)10 习 秒 c)10 2 秒 


当 你 将 问题 的 输入 规模 从 n 翻 倍 到 2n 时 对 解 题 所 需 时 间 有 什么 影响 ?假定 算法 解决 输入 规模 为 n 的 
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问题 时 所 需 的 毫秒 数 为 如 下 函数 。[ 尽 可 能 将 答案 表达 得 简单 些 ,， 或 者 一 个 比值 或 者 一 个 差 值 。 你 的 

答案 可 以 是 nn 的 函数 或 常量 .] 

a)log logn b)log n c)1007 

d)m log 7 e)722 fn 

2 2" 

当 你 将 问题 的 输入 规模 从 增长 到 nn 十 1 时 对 解 题 所 需 时 间 有 什么 影响 ? 假定 算法 解决 输入 规模 为 n 

的 问题 时 所 需 的 毫秒 数 为 如 下 函数 。[ 尽 可 能 将 答案 表达 得 简单 些 , 或 者 一 个 比值 或 者 一 个 差 值 。 你 

的 答案 可 以 是 nn 的 函数 或 常量 。] 

a)log n b)100n On 

dn €)2" D2" 

gnl! 

判定 下 述 情况 需要 的 最 少 比 较 次 数 ， 即 最 好 情况 性 能 。 

a) 用 3. 1 节 算 法 1 寻找 个 整数 的 序列 的 最 大 值 。 

b) 用 线性 搜索 在 n 个 元 素 的 列表 中 定位 一 个 元 素 。 

c) 用 二 分 搜索 在 n 个 元 素 的 列表 中 定位 一 个 元 素 。 

试 分 析 线 性 搜索 的 平均 情形 性 能 ， 如 果 恰 有 一 半 的 情况 z 不 在 列表 中 ; 而 且 当 zz 在 列表 中 时 它 出 现 

在 列表 中 任何 位 置 的 可 能 性 都 一 样 。 

一 个 算法 解 题 时 相对 于 某 一 运算 来 说 是 最 优 的 ， 如 果 不 存在 其 他 算法 在 解 此 题 时 使 用 更 少 的 此 种 

运算 。 

a) 证 明 3. 1 节 算 法 1 相对 于 整数 比较 的 次 数 而 言 是 最 优 的 。[ 注 意 : 这 里 不 考虑 用 于 循环 管理 中 的 
比较 。] 

b) 线 性 搜索 相对 于 整数 比较 次 数 是 最 优 的 吗 ? (不 计 循 环 管理 中 用 到 的 比较 。) 


.描述 3. 1 节 练 习 27 给 出 的 三 分 搜索 算法 用 比较 次 数 度 量 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 


描述 3. 1 节 练 习 28 中 给 出 的 搜索 算法 用 比较 次 数 度量 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 29 设计 的 在 非 递 减 序 整数 表 中 定位 一 个 众 数 的 算法 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练习 30 设计 的 在 非 递减 序 整 数 表 中 定位 所 有 众 数 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 33 设计 的 在 整数 序列 中 寻找 第 一 个 与 它 前 面 某 项 相等 的 项 的 算法 的 最 坏 情形 时 
间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 34 设计 的 求 序列 中 所 有 那些 大 于 其 前 面 各 项 之 和 的 项 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 
杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 35 设计 的 求 序列 中 第 一 个 小 于 前 一 项 的 项 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

用 比较 次 数 作为 度量 来 确定 3. 1 节 练 习 5 的 在 整数 排序 表 中 寻找 所 有 多 次 出 现 的 值 的 算法 的 最 坏 情 
形 时 间 复 杂 度 。 

用 比较 次 数 作 为 度量 来 确定 3. 1 节 练 习 9 的 判断 一 个 ”个 字符 的 串 是 否 是 回 文 的 算法 的 最 坏 情 形 时 间 
复杂 度 。 

选择 排序 (参见 3. 1 节 练 习 41 的 前 导 文 ) 给 n 个 项 排序 要 用 多 少 次 比较 ?基于 你 的 答案 ， 试 给 出 以 选 
择 排序 中 的 比较 次 数 作为 度量 选择 排序 复杂 度 的 大 O 估算 。 

对 于 在 3.1 节 练习 49 前 的 说 明 中 描述 的 二 分 插入 排序 ， 以 所 使 用 的 比较 次 数 和 所 交换 的 项 数 来 度 
量 ， 找 出 其 最 坏 情形 复杂 度 的 大 O 估算 。 


. 采用 朴素 字符 串 匹 配器 在 ”个 字符 的 文本 中 查询 m 个 字符 的 模式 时 ， 如 果 模 式 的 第 一 个 字符 没有 出 


现在 文本 中 ， 试 确定 需要 多 少 次 字符 比较 。 

采用 朴素 字符 串 匹 配器 在 :个 字符 的 文本 中 查询 m 个 字符 的 模式 的 所 有 出 现 ， 试 以 m 和 nn 为 参数 确 
定 字符 比较 次 数 的 大 O 估算 。 

试 确定 3. 1 节 练 习 31a 和 b 中 判定 两 个 字符 串 是 否 为 易 位 词 的 算法 的 大 O 估算 。 

试 确定 3. 1 节 练 习 32a 和 b 中 寻找 个 实数 中 最 靠近 的 两 个 实数 的 算法 的 大 OO 估算 。 

证 明 以 比较 次 数 作为 度量 时 采用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找寻 美 分 零钱 的 贪 禁 算法 具 
有 O(Cz) 复 杂 度 。 
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练习 41 和 42 涉及 给 定 nn 个 讲座 的 开始 和 结束 时 间 时 尽 可 能 多 地 安排 讲座 的 问题 。 

试 找 出 通过 检查 讲座 的 所 有 可 能 子 集 的 方式 来 安排 讲座 的 蛮 力 算法 的 复杂 度 。[ 提 示 : 利用 nn 个 元 素 
的 集合 有 2" 个 子 集 的 这 一 事实 。] 

找 出 通过 在 每 一 步 加 入 一 个 和 那些 已 安排 讲座 兼容 的 结束 时 间 最 早 的 讲座 的 方式 安排 最 多 讲座 的 贪 
禁 算法 的 复杂 度 (3. 1 节 算法 7)。 假 设 讲座 还 没有 按 最 早 结束 时 间 排 序 ， 并且 假设 排序 的 最 坏 情 形 时 
间 复 杂 度 是 O(n log nn)。 

试 描述 当 列 表 规 模 从 翻 倍 到 2n 时 ， 其 中 是正 整数 ， 采 用 这 些 算法 在 一 个 列表 中 搜索 一 个 元 素 在 
最 坏 情 形 下 所 用 的 比较 次 数 是 如 何 变 化 的 。 

a) 线 性 搜索 b) 二 分 搜索 

试 描述 当 待 排 序 的 列表 规模 从 n 翻 倍 到 2n 时 ， 其 中 n 是 正 整 数 ， 采 用 这 些 排序 算法 在 最 坏 情形 下 所 
用 的 比较 次 数 是 如 何 变 化 的 。 

a) 冒 泡 排 序 b) 插 入 排序 

ec) 选择 排序 ( 见 3. 1 节 练 习 41 的 前 导 文 ) ”qd) 二 分 插入 排序 ( 见 3. 1 节 练 习 47 的 前 导 文 ) 

一 个 X72 和 矩阵 称 为 是 上 三 角 和 矩阵 (upper triangular) 如 果 当 ;7 时 ax 一 0。 

参考 矩阵 乘积 的 定义 ， 用 汉语 描述 计算 两 个 上 三 角 和 矩阵 乘积 的 算法 ， 它 忽略 在 计算 中 自动 等 于 零 的 
乘积 项 。 

给 出 练习 45 中 计算 两 个 上 三 角 和 矩阵 乘积 算法 的 伪 代 码 描 述 。 

练习 45 中 计算 两 个 zx?2 上 三 角 矩 阵 乘积 算法 需要 用 到 多 少 次 元 素 乘 法 ? 


在 练习 48 一 49 中 假设 用 于 pXg 矩阵 和 ggXr 答 阵 相 乘 所 需 的 元 素 乘 法 次 数 是 pqr。 


48. 
49. 


计算 乘积 ABC 的 最 佳 次 序 是 什么 ， 如 果 和 A、B 和 C 分 别 是 3X9、9X4 和 4X2 和 矩阵 ? 
计算 乘积 ABCD 的 最 佳 次 序 是 什么 ， 如 果 A4、B、C 和 D 分 别 是 30X10、10X40、40X50 和 50X30 
和 矩阵? 


关键 术语 和 结论 


术语 

算法 (algorithm) : 一 组 用 于 执行 一 个 计算 或 求解 一 个 问题 的 精确 指令 的 有 限 序列 。 

搜索 算法 (searching algorithm) : 在 一 个 列表 中 定位 一 个 元 素 的 问题 。 

线性 搜索 算法 (linear search algorithm) : 逐个 元 素 搜索 列表 的 过 程 。 

二 分 搜索 算法 (binary search algorithm) : 在 有 序列 表 中 通过 不 断 将 列表 分 半 进 行 搜索 的 过 程 。 

排序 (sorting) : 按 既 定 的 顺序 重新 排列 一 个 列表 中 元 素 的 次 序 。 

字符 串 搜索 (string searching) : 给 定 一 个 字符 串 ， 确 定 其 在 另 一 个 更 长 的 字符 串 中 所 有 出 现 的 位 置 。 
f(x) 是 Olg(x)) 的 (f(x)is O(g(x))): 给 定常 数 C 和 &， 对 所 有 zx 有 |f(z) | 过 Clg(z) | 的 事实 。 
fx) 是 O(g(x)) 的 这 一 关系 的 凭证 (witness to the relationship f(x)is O(g(x))): 一 对 C 和 A 使 得 只 要 


zx>k 就 有 |f(z) | 二 Clg(z)|。 


f(x) 是 Q(g(x)) 的 (f(x)is Q(g(x))): 给 定 正常 数 C 和 k， 对 所 有 x 家 有 |f(z) | 宇 Clg(z) | 的 事实 。 
f(x) 是 @(g(x)) 的 (f(x)is @(g(x)):): f(z) 是 Ol(g(z)) 和 f(z) 是 Ql(g(x)) 的 事实 。 

时 间 复 杂 度 (time complexity:): 算法 解 题 需要 的 时 间 量 。 

空间 复杂 度 (space complexity:) : 算法 解 题 需要 的 计算 机 存储 空间 量 。 

最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 (worst- case time complexity) : 算法 求解 给 定 大 小 的 问题 时 需要 的 最 天 时 间 量 。 
平均 情形 时 间 复 杂 度 (average- case time complexity) : 算法 求解 给 定 大 小 的 问题 时 需要 的 平均 时 间 量 。 
算法 范 型 (algorithmic paradigm) : 基于 某 个 特定 的 概念 构造 算法 的 通用 方法 。 

蛮 力 算法 (brute force) : 从 问题 和 定义 出 发 以 最 朴素 的 方式 构造 求解 问题 的 算法 这 样 一 种 算法 范 型 。 
贪 禁 算法 (greedy algorithm) : 根据 指定 条 件 在 每 一 步 都 做 最 好 选择 的 算法 。 

易 解 问题 (tractable problem) : 存在 最 坏 情 形 多 项 式 时 间 算 法 可 以 求解 的 问题 。 

难 解 问题 (intractable problem) : 不 存在 最 坏 情形 多 项 式 时间 算 法 可 以 求解 的 问题 。 

可 解 问题 (solvable problem) : 可 以 由 算法 求解 的 问题 。 

不 可 解 问 题 (unsolvable problem) : 不 能 由 算法 求解 的 问题 。 





结论 

线性 和 二 分 搜索 算法 (linear and binary search algorithms) : (参见 3.1 节 。) 

冒 泡 排序 (bubble sort) : 采用 在 每 一 遍 都 交换 错位 的 相 邻 元 素 的 排序 方法 。 

插入 排序 (insertion sort): 当 列 表 的 前 7 一 1 个 元 素 已 排 好 序 时 ， 在 第 7/ 步 把 第 7 个 元 素 插入 列表 中 正确 
的 位 置 上 的 排序 方法 。 

线性 搜索 具有 O(n) 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

二 分 搜索 具有 O(log n) 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

冒 泡 和 插入 排序 具有 OCn? ) 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

log n! 是 O(nlog nn) 的 。 

如 果 有 (xz) 是 Olg1(zx)) 的 且 f(x) 是 OCg2s(z)) 的 ， 则 (用 十 fo)(z) 是 O(max(g1(zx)，g2: (Xz))) 的 且 
(所 fz2)(z) 是 Ol((gigs(x)) 的 。 

如 果 a。，al ，…，a, 都 是 实数 且 ea 天 0， 则 az" 十 aviz 十 … 十 qx 十 ao 是 B(x”) 的 ， 因 而 也 是 O(n) 的 
和 QCn) 的 。 


复习 题 
1. a) 定 义 术语 算法 。 
b) 有 哪些 不 同方 式 可 以 描述 算法 ? 
©) 求 解 问题 的 一 个 算法 和 求解 该 问题 的 一 个 计算 机 程序 有 什么 不 同 ? 
2. a) 用 中 文 描述 在 一 个 ”个 整数 的 列表 中 寻找 最 大 整数 的 算法 。 
b) 用 伪 代 码 表 达 这 一 算法 。 
c) 该 算法 使 用 多 少 次 比较 ? 
3. a) 叙 述 f(n) 是 O(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 ， 其 中 f(n) 和 g(n) 是 从 正 整 数 集 到 实数 集 的 函数 。 
b) 利 用 f(n) 是 Ol(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 直接 证 明 或 反 驶 x 十 18n 十 107 是 Om) 的 。 
©) 利用 f(n) 是 Ol(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 直接 证 明 或 反驳 mw 是 OCw 十 18n 十 107) 的 。 
4. 排列 下 列 函 数 使 得 每 个 函数 是 大 O 列表 中 下 一 个 函数 的 : (log n)?、n/1 000 000、Vn、100n 十 101、 
3 
5. a) 如 何 得 出 对 一 个 函数 的 大 O 估算 ， 该 函数 是 一 些 不 同 项 之 和 ， 而 其 中 每 个 项 又 是 多 个 函数 之 积 ? 
b) 给 出 函数 fn)= 二 (nl 十 1) (2" 十 1) 十 (mn" 十 8n")(n 十 2") 的 大 OO 估算 a 对 于 f(z) 是 Ol(g(zx)) 的 估 
算 中 的 函数 g， 采 用 一 个 最 低 次 数 的 简单 函数 。 
6. a) 对 于 在 一 个 ”个 整数 的 列表 中 寻找 最 小 整数 的 算法 ， 试 定义 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 、 平 均 情 形 时 间 复 
杂 度 和 最 好 情形 时 间 复 杂 度 的 含义 (用 比较 次 数 来 度量 ) 。 
b) 通 过 比较 每 个 整数 和 当前 已 找到 的 最 小 整数 的 方式 来 寻找 nn 个 整数 的 列表 中 最 小 整数 的 算法 ， 用 比 
较 次 数 来 度量 时 ， 其 最 坏 情形 、 平 均 情形 和 最 好 情形 时 间 复 杂 度 是 多 少 ? 
7. a) 试 描述 在 以 递增 序 排列 的 整数 列表 中 寻找 一 个 整数 的 线性 搜索 和 二 分 搜索 算法 。 
b) 比 较 这 两 个 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 
c) (用 比较 次 数 来 度量 ) 两 个 算法 之 一 是 否 总 是 比 另 一 个 快 ? 
8. 3a) 试 描述 冒 泡 排序 算法 。 
b) 用 冒 泡 排 序 算法 对 列表 5，2，4，1，3 进行 排序 。 
c) 给 出 冒 泡 排序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 估算 。 
9. a) 试 描述 插入 排序 算法 。 
b) 用 插入 排序 算法 对 列表 2，5，1，4，3 进行 排序 。 
c) 给 出 插入 排序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 估算 。 
10. a) 试 解释 贪 禁 算法 的 概念 。 
b) 试 给 出 一 个 能 生成 最 优 解 的 贪 禁 算法 的 例子 ， 并 解释 它 为 什么 生成 最 优 解 。 
©) 试 给 出 一 个 并 不 总 是 生成 最 优 解 的 贪 禁 算法 的 例子 ， 并 解释 它 为 什么 不 能 生成 最 优 解 。 
11. 试 定义 一 个 问题 是 易 解 的 含义 和 一 个 问题 是 可 解 的 含义 。 
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补充 练习 


1, 


mw 


8. 
9. 


10. 


a) 描 述 在 一 整数 列表 中 定位 最 大 整数 的 最 后 一 次 出 现 的 算法 。 
b) 估 算 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 


. a) 描 述 在 一 整数 列表 中 寻找 最 大 整数 和 次 大 整数 的 算法 。 


b) 估 算 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 


. 3) 给 出 一 个 判断 一 个 比特 串 中 是 否 含 两 个 相 邻 的 0 的 算法 。 


b) 这 个 算法 会 用 到 多 少 次 比较 ? 


a) 假定 一 整数 列表 按 从 大 到 小 的 次 序 排列 ， 而 且 整 数 可 以 重复 出 现 。 设 计 一 个 寻找 整数 x 在 该 整数 列 


表 中 的 所 有 出 现 位 置 的 算法 。 
b) 估 算 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 


， a) 修改 3. 1 节 算 法 1 以 寻找 一 个 对 个 元 素 序 列 中 的 最 大 元 素 和 最 小 元 素 ， 采 用 的 方法 在 连续 检查 每 个 


元 素 时 更 新 临时 最 大 元 素 和 临时 最 小 元 素 。 
b) 用 伪 代 码 描述 a) 中 算法 。 
c) 这 个 算法 要 执行 多 少 次 序列 中 元 素 的 比较 ? (不 计 和 人 那些 用 来 判断 是 否 到 达 序 列 结尾 的 比较 。) 


， a) 用 汉语 详细 描述 一 个 算法 的 步骤 ， 该 算法 在 一 个 n 个 元 素 的 列表 中 寻找 最 大 元 素 和 最 小 元 素 ， 采 用 


的 方法 是 检查 相 邻 元 素 对 并 记录 下 临时 最 大 和 临时 最 小 元 素 。 如 果 nn 是 奇数 ， 则 临时 最 大 元 素 和 临 
时 最 小 元 素 的 初始 值 都 等 于 第 一 个 元 素 ; 如 果 是 偶数 ， 则 通过 比较 两 个 起 始 元 素来 找到 临时 最 大 
元 素 和 临时 最 小 元 素 。 临 时 最 大 元 素 和 临时 最 小 元 素 通 过 与 所 检查 的 元 素 对 中 的 最 大 元 素 和 最 小 元 
素 相 比较 而 获得 更 新 。 

b) 用 伪 代码 描述 a) 中 算法 。 

c) 这 个 算法 要 执行 多 少 次 序列 中 元 素 的 比较 ? (不 计 入 那些 用 来 判断 是 否 到 达 序 列 结尾 的 比较 。) 这 与 
练习 5 中 的 比较 次 数 相 比 有 何 区 别 ? 


, 证 明 就 比较 次 数 而 言 在 n 个 元 素 列表 中 寻找 最 大 元 素 和 最 小 元 素 的 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 至 少 


是 [ 3n/2 六 

设计 一 个 有 效 算法 在 一 个 nn 个 元 素 列 表 中 寻找 第 二 大 元 素 并 确定 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 

设计 一 个 算法 在 个 数 的 序列 中 寻找 所 有 两 项 之 和 相等 的 数 对 ， 并 确定 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 
设计 一 个 算法 在 一 个 ”个 整数 的 序列 中 寻找 最 近 的 整数 对 ， 并 确定 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 。[ 提 示 : 
将 序列 排序 。 利 用 排序 能 在 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 OCz log n) 内 完成 的 事实 。] 


剃 须 刀 排序 (shaker sort)( 或 双向 冒 泡 排序 ) 依 次 比较 相 邻 的 元 素 对 ， 如 有 逆序 就 交换 它们 ， 交 和 替 地 从 头 
到 尾 和 从 尾 到 头 一 遍 遍 扫描 表 ， 直 到 不 需要 交换 为 止 。 


11. 
12， 
. 证 明 以 比较 次 数 来 度量 时 剃 须 刀 排 序 具 有 O(n ) 复 杂 度 。 

. 试 解释 为 什么 对 于 接近 正确 顺序 的 列表 进行 排序 时 剃 须 刀 排序 是 很 有 效 的 。 
. 证 明 (n log n 十 mw) 是 O(n’)。 

. 证 明 8x? 十 12zx 十 100 log x 是 OCz’)。 

,第 出 (十 zll6eg zr (2 十) 的 大 人 估算 。 


. 找 出 >)j(j 十 1) 的 大 OO 估算 。 


. 证 明 n! 不 是 0(2") 的 。 
. 证 明 mw" 不 是 O(n1) 的 。 
. 在 这 个 函数 列表 中 找 出 所 有 同 阶 的 函数 对 : 姑 十 (logma): ， 姑 十 2， 姑 十 log22 十 1，(z2 十 1)3 一 (2 一 1)3 


说 明 剃 须 刀 排序 为 列表 3，5，1，4，6，2 排序 时 所 用 的 步骤 。 
用 伪 代 码 描述 剃 须 刀 排序 。 


和 (n 十 logn)?。 


。 在 这 个 函数 列表 中 找 出 所 有 同 阶 的 函数 对 ; 妇 十 2 ， 寻 十 200 ， 认 十 2 ， 庆 十 04，72 十 3” 和 (2 十 1)2 。 
. 找 出 整数 n(n 二 2) 使 得 n2?” 一 2"。 
. 找 出 整数 n(n 这 2) 使 得 (logn)*” 二 Vn。 





* 25. 


*.26. 


27, 


28. 


将 函数 rr，(log n)?，nr% ，(1.0001)"，2 Veez" 和 n(log n)'" 排 成 列表 使 得 每 个 函数 是 大 O 下 一 个 
函数 。[ 提 示 : 可 以 用 算法 来 判断 其 中 某 些 函 数 的 相对 大 小 。] 

将 函数 21”， 2 2 Dal, 92 ,losn, nlog nlog log n,n ，n(log 2)32 和 73 (log n)* 排 成 列表 使 得 每 
个 函数 是 大 O 后 面 的 函数 。[ 提 示 : 可 以 用 算法 来 判断 其 中 某 些 函数 的 相对 大 小 。] 

试 给 出 一 个 例子 ， 两 个 从 正 整数 集合 到 正 整数 集合 的 递增 函数 f(n) 和 g(n) 使 得 Fnz) 不 是 OC8(Cz)) 
的 ， 同 时 g(n) 也 不 是 O(f(n)) 的 。 

证 明 如 果 硬 币 的 面值 是 ，c ，…， co ， 其 中 是 一 个 正 整 数 且 c 是 一 个 正 整 数 ， 则 贪 禁 算 法 总 是 使 
用 最 少 的 硬币 找 零 钱 。 


. a) 用 伪 代 码 描 述 一 个 蛮 力 算法 ， 当 给 定 nn 个 正 整数 的 序列 作为 输入 时 ， 该 算法 判定 序列 中 是 否 存在 


两 个 不 同 的 项 其 和 是 第 三 项 。 算 法 应 该 对 序列 项 的 所 有 三 元 组 作 循环 ， 检 查 前 两 项 之 和 是 否 等 于 
第 三 项 。 
b) 试 给 出 a) 中 蛮 力 算法 复杂 度 的 大 O 估算 。 


. a) 设 计 一 个 更 有 效 的 算法 求解 练习 29 所 描述 的 问题 ， 首 先 对 输入 序列 进行 排序 ， 然 后 针对 每 个 项 对 


检查 其 差 值 是 否 也 在 序列 中 。 
b) 试 给 出 该 算法 复杂 度 的 大 O 估算 。 它 是 否 比 练习 29 中 的 蛮 力 算法 更 有 效 ? 


如 3.1 节 练习 60 的 前 导 文 所 描述 ， 假设 有 s 位 男士 和 s 位 女士 ， 每 位 都 有 一 个 对 异性 成 员 的 喜好 列表 。 
我 们 说 一 位 女士 也是 一 位 男士 ia 的 合法 伴侣 (valid partner) 如 果 存 在 某 个 稳定 的 匹配 使 他 们 结 为 夫妇 。 
同样 ， 一 位 男士 m 是 一 位 女士 ww 的 合法 伴侣 如 果 存 在 某 个 稳定 的 匹配 使 他 们 结 为 夫妇 。 一 个 匹配 称 为 是 
男性 最 优 的 (male optimal)， 如 果 每 位 男士 都 被 指派 了 他 的 喜好 列表 中 最 高 阶 的 合法 伴 但 。 一 个 匹配 称 为 
是 女性 最 差 的 (female pessimal) ， 如 果 每 位 女士 都 被 指派 了 她 的 喜好 列表 中 最 低 阶 的 合法 伴侣 。 


31. 


x 32. 
33. 
x 34. 


试 找 出 每 位 男士 和 每 位 女士 的 所 有 合法 伴侣 ， 假 设 有 三 位 男士 mw 、mz 和 ms， 以 及 三 位 女士 w 、 了 om 
和 rw ， 男 士 对 女士 的 喜好 列表 从 高 到 低 为 : oy、wa、 www、wa; ma、 wa、 we、 Wi; ia 、a 、s、 
wi; 女士 对 男士 的 喜好 列表 从 高 到 低 为 : ww、 ma、 ma、 ms; ro 、7al 、7123 、7112 和 wa、 ms、mz、mi。 
证 明 在 3. 1 节 练 习 61 的 前 导 文 中 给 出 的 延迟 接受 算法 总 是 产生 一 个 男性 最 优 女性 最 差 的 匹配 。 

试 定义 一 个 女性 最 优 的 匹配 和 一 个 男性 最 差 的 匹配 的 含义 。 

证 明 在 延迟 接受 算法 中 ， 当 采用 女士 求婚 方式 时 ， 产 生 的 匹配 是 女性 最 优 男性 最 差 的 。 


在 练习 35 和 36 中 ,考虑 3.1 节 练习 61 的 前 导 文 中 描述 的 寻找 男士 和 女士 匹配 问题 的 变 体 。 


5 


* 36. 


在 这 个 练习 中 我 们 考虑 匹配 问题 ， 其 中 男士 和 女士 数量 可 以 不 一 样 ， 因 此 不 可 能 为 每 个 人 匹配 一 位 异性 。 

a) 扩 展 3. 1 节 练 习 60 前 导 文 中 给 出 的 稳定 匹配 的 定义 ,使 其 涵盖 男士 和 女士 数量 不 等 的 情形 。 要 避 
兔 所 有 这 样 的 情况 其 中 一 位 男士 和 一 位 女士 更 喜欢 对 方 而 不 是 当前 匹配 中 的 伴 但， 包括 那些 未 被 
匹配 的 人 。 (假设 一 位 未 匹配 的 人 更 喜欢 和 一 位 异性 成 员 匹 配 ， 而 不 是 剩余 未 匹配 的 人 。) 

b) 当 男士 和 女士 数量 不 一 臻 时， 基于 a 中 稳定 匹配 的 定义 改编 延迟 接受 算法 以 寻找 稳定 匹配 。 

中 证 明 根 据 a 的 定义 ， 由 b 给 出 的 算法 产生 的 所 有 匹配 都 是 稳定 的 。 

在 这 个 练习 中 我 们 考虑 这 样 的 匹配 问题 ,\ 其 中 某 些 男士 -女士 配对 是 不 允许 的 。 

a) 扩 展 稳 定 匹 配 的 定义 ,使 其 涵盖 男士 和 女士 数量 相等 但 某 些 男 士 - 女 士 配对 被 禁止 的 情形 。 要 避免 
所 有 这 样 的 情况 其 中 一 位 男士 和 一 位 女士 更 喜欢 对 方 而 不 是 当前 匹配 中 的 伴 倡 ， 包 括 那些 未 被 匹 
配 的 人 。 

b) 当 男士 和 女士 数量 一 致 但 某 些 男 士 、 女 士 配对 被 禁止 的 情形 下 ， 改 编 延迟 接受 算法 以 寻找 稳定 匹 
配 。( 假 设 一 位 未 匹配 的 人 更 喜欢 和 一 位 非 禁 配 伴侣 的 异性 成 员 匹 配 ， 而 不 是 剩余 未 匹配 的 人 。) 

c 证 明 根据 a 的 定义 ， 由 b 给 出 的 算法 产生 的 所 有 匹配 都 是 稳定 的 。 


练习 37 一 40 涉及 在 单 处 理 器 上 调度 nn 个 作业 的 问题 。 要 完成 作业 j， 处 理 器 必须 不 间断 地 用 t 时 间 来 运 
行 作业 j 。 每 个 作业 有 一 个 截止 时 刻 d;。 如 果 在 时 刻 5; 开始 作业 7 ， 则 它 会 在 ej 二 5j 十 ty 时 刻 完成 。 作 业 
的 拖延 (lateness) 衡 量 作 业 是 在 其 截止 时 刻 后 多 少时 间 内 完成 ， 即 作业 j 的 拖延 是 max(0，ej 一 dj;)。 项 望 
设计 一 个 贪 禁 算法 使 得 nn 个 作业 中 的 最 大 作业 拖延 最 小 化 。 


37 





假设 有 五 个 作业 ， 其 所 需 运 行 时 间 和 截止 时 刻 为 : = 二 25, di 二 50; 志 二 15,， ds 二 60; ts 二 20，d; 二 
60; 二 5,， ds 二 55; 二 二 10，ds 二 75。 当 作业 调度 的 顺序 为 作业 3、 作 业 1、 作 业 4、 作 业 2、 作 业 5 
(从 时 刻 0 开始 ) 时 找 出 任意 作业 的 最 大 拖延 。 对 于 调度 顺序 为 作业 5、 作业 3、 作业 3、 作业 1、 作业 





38. 


39. 


41. 


条 法 | 


2 时 回答 同样 的 问题 。 

一 个 运行 上 时 间 且 截止 时 刻 为 & 的 作业 的 宽松 度 (slackness) 是 4 一 :， 其 截止 时 刻 和 所 需 运行 时 间 的 差 。 
找 出 一 个 实例 证 明 通 过 增加 宽松 度 来 调度 作业 并 不 一 定 能 产生 一 个 具有 尽 可 能 最 小 的 最 大 拖延 的 调度 。 
找 出 一 个 实例 证 明 以 作业 所 需 时 间 递 增 序 来 调度 作业 并 不 一 定 能 产生 一 个 具有 尽 可 能 最 小 的 最 大 拖 
延 的 调度 。 


. 证 明 以 截止 时 刻 的 递增 序 来 调度 作业 总 是 产生 一 个 作业 最 大 拖延 最 小 化 的 调度 。[ 提 示 : 首先 证 明 一 


个 调度 要 是 最 优 的 ， 被 调度 的 作业 之 间 必 须 没 有 空闲 时 间 ， 这 样 一 个 具有 较 早 的 截止 时 刻 的 作业 之 
前 不 会 安排 其 他 作业 。] 

假设 有 一 个 总 容量 为 Wkg 的 背包 。 我 们 有 nn 件 物品 ， 第 j 件 物 品 的 质量 是 wj 。 背 包 问题 (knapsack 
problem) 寻 求 这 件 物品 的 一 个 子 集 使 得 其 具有 不 超过 W 的 尽 可 能 最 大 的 总 质量 。 

a) 设 计 一 个 蛮 力 算法 求解 背包 问题 。 

b) 当 背包 容量 为 18kg 且 有 五 件 物品 : 一 个 5kg 的 睡袋 、\ 一 个 8kg 的 帐篷 、 一 个 7kg 的 食品 包 、 一 个 
4kg 的 盛 水 容器 和 一 个 11kg 的 便携 式 炉 灶 时 ， 求 解 背 包 问 题 。 


在 练习 42 一 46 中 我 们 研究 负载 均衡 问题 。 问 题 的 输入 是 一 组 pp 个 处 理 器 和 n 个 作业 ，t 是 运行 作业 j 所 
需 时 间 ， 作 业 在 结束 前 必须 不 间断 地 在 单独 的 机 器 上 运行 ， 一 个 处 理 器 一 次 只 能 运行 一 个 作业 。 处 理 器 
上 的 负载 Li 是 指派 给 处 理 器 k 的 所 有 作业 的 运行 时 间 的 总 和 。 跨 度 (makespan) 是 所 有 处 理 器 的 最 大 负 


载 


42. 


43. 


44. 
45. 


。 负 载 均衡 问题 寻求 一 种 作业 到 处 理 器 的 指派 使 得 跨度 最 小 化 。 


假设 我 们 有 三 个 处 理 器 种 五 个 作业 ， 其 运行 时 间 为 二 3, ts 二 5, 4 二 4, 4 二 7， 和 如 二 8。 针 对 该 输 
和 人 求解 负载 均衡 问题 以 找 出 五 个 作业 到 三 个 处 理 器 的 指派 使 得 跨度 最 小 化 。 

当 pp 个 处 理 器 来 运行 n 个 作业 时 ， 其 中 运行 作业 ; 所 需 时 间 为 1t; ,假设 L" 是 最 小 跨度 。 

a) 证 明 L* 之 maxj=1,2,.…,ntj。 


b) 证 明 工 * > S30 
i=!1 


用 伪 代 码 写 出 贪 禁 算 法 ， 按 序 遍 历 作 业 并 将 每 个 作业 指派 到 算法 运行 至 此 时 具有 最 小 负载 的 处 理 器 。 
针对 练习 42 给 出 的 输入 运行 练习 44 中 的 算法 。 


最 优化 问题 的 渐 近 算法 (approximation algorithm) 生 成 的 解 保 证 接近 于 最 优 解 。 更 确切 地 说 ， 假 设 最 优化 
问题 针对 输入 S 寻求 最 小 化 下 (X)， 这 里 下 是 输入 X 的 函数 。 如 果 一 个 算法 总 能 找到 有 具有 F(T) 寺 cF(S) 
性 质 的 输入 工 ， 这 里 c 是 一 个 固定 的 正 实 数 ， 则 该 算法 称 为 该 问题 的 一 个 < 渐 近 算法 。 


水 


46. 


证 明 练习 44 中 的 算法 是 求解 负载 均衡 问题 的 一 个 2 渐 近 算法 。[ 提 示 : 利用 练习 43 的 结论 。] 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 与 输出 写 程序 。 


© oo mi 一 


11. 


:给 定 nn 个 整数 的 列表 ， 找 出 列表 中 的 最 大 整数 。 

. 给 定 个 整数 的 列表 ， 找 出 最 大 整数 在 列表 中 的 首次 和 末次 出 现 。 

. 给 定 个 不 同 整数 的 列表 ， 用 线性 搜索 确定 一 个 整数 在 列表 中 的 位 置 。 

. 给 定 n 个 不 同 整数 的 有 序列 表 ， 用 二 分 搜索 确定 一 个 整数 在 列表 中 的 位 置 。 

. 给 定 n 个 整数 的 列表 ， 用 冒 泡 排序 对 其 排序 。 

, 给 定 n 个 整数 的 列表 ， 用 插入 排序 对 其 排序 。 

. 给 定 两 个 字符 串 ， 利 用 朴素 字符 串 匹配 算法 判定 较 短 的 字符 串 是 否 出 现在 较 长 的 字符 串 中 。 
. 给 定 一 个 整数 >， 用 收银 员 算 法 以 25、10、5 和 1 美 分 硬币 找 n 美 分 零钱 。 

,给 定 n 个 讲座 的 开始 和 结束 时 间 ， 利 用 适当 的 贪 禁 算法 在 一 个 报告 厅 安 排 尽 可 能 多 的 讲座 。 
10, 


给 定 nn 个 整数 的 有 序列 表 和 列表 中 的 一 个 整数 z， 找 出 使 用 线性 搜索 和 二 分 搜索 确定 zx 在 列表 中 的 位 
置 时 所 用 的 比较 次 数 。 
给 定 一 个 整数 列表 ， 确 定 使 用 冒 泡 排序 和 揪 和 人 排序 对 该 列表 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


起 





当 b 和 4 是 正 整数 且 d 宇 2 时 ,我们 知道 ww 是 OC(q") 的 。 对 于 这 几 组 值 : 5 王 10 和 d=2、0 一 20 和 4= 


2. 


3: 


4. 


¥ 5 
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3、5 二 1000 和 4 二 7， 请 给 出 常量 C 和 A& 的 值 使 得 只 要 z 之 上 时 就 有 将 委 Ca" 。 

利用 收银 员 算 法 以 不 同 面值 硬币 给 不 同 的 ” 值 找 零钱 ， 并 确定 是 否 用 了 最 少量 的 硬币 。 你 能 否 找 出 保 
证 收银 员 算 法 用 尽 可 能 少 硬币 的 条 件 ? 

利用 整数 1，2，…， nn 的 随机 序 发 生 器 ， 找 出 冒 泡 排 序 、 插 入 排序 、 二 分 插入 排序 和 选择 排序 对 这 些 
整数 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 

当 使 用 问题 3 中 的 算法 对 只 有 一 小 部 分 数据 是 错 序 的 序列 进行 排序 时 ， 收 集 与 这 些 算法 的 比较 次 数 相 
关 的 实验 证 据 。 

写 一 个 动画 演示 程序 ， 给 定 随机 排列 的 数字 1 到 100， 使 得 程序 能 演示 问题 3 中 所 有 算法 进行 排序 时 
的 过 程 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1. 
.查找 一 下 巴赫 曼 (Bachmann) 关 于 大 O 记号 的 最 初 引 入 。 试 解释 他 和 其 他 人 如 何 使 用 这 个 记号 的 。 

. 试 解释 如 何 根据 排序 算法 所 依赖 的 基础 原理 来 对 排序 算法 进行 分 类 。 

. 试 描述 基数 (radix) 排 序 算法 。 

. 试 描述 字符 串 匹 配 的 一 些 不 同 算法 。 

. 试 描述 字符 串 匹 配 在 生物 信息 学 中 的 一 些 不 同 应 用 。 

. 试 描述 处 理 器 能 以 多 快 的 速度 执行 运算 的 历史 趋势 ， 并 用 这 些 趋势 来 估算 将 来 20 年 后 处 理 器 又 能 以 


人 人 mn 上 mw h 


oo 


查 一 查 算法 一 词 的 历史 ， 试 描述 早期 作品 中 这 一 词 的 用 法 。 


多 快 的 速度 执行 运算 。 


. 设计 一 个 关于 算法 范 型 的 详细 列表 ， 并 用 每 种 范 型 提供 一 些 实例 。 


9. 试 解释 图 灵 奖 是 什么 ， 并 描述 用 来 选择 获奖 者 的 标准 。 列 出 六 位 以 往 的 获奖 者 ， 以 及 他 们 获奖 的 


原因 。 


10. 试 描述 并 行 算法 的 含义 。 试 解释 怎样 扩展 本 书 中 使 用 的 伪 代 码 以 描述 并 行 算法 。 
11. 试 解释 怎样 度量 并 行 算法 的 复杂 度 。 给 出 一 些 例子 说 明 这 一 概念 ， 并 说 明 并 行 算法 如 何 比 没有 并 行 


操作 的 算法 更 快 完 成 任务 。 


12. 试 描述 六 个 不 同 的 NP 完全 问题 。 
13. 试 证 明 许多 不 同 的 NP 完全 问题 之 一 如 何 能 够 规约 到 可 满足 性 问题 的 。 
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数学 中 专门 研究 整数 集合 及 其 性 质 的 分 支 称 为 数论 。 本 章 我 们 将 讲解 数论 中 的 一 些 重要 概 
念 ， 其 中 许多 会 在 计算 机 科学 中 用 到 。 在 我 们 讲解 数论 时 会 使 用 第 一 章 讲 到 的 证 明 方法 来 证 明 
许多 定理 。 

我 们 首先 介绍 整数 整除 性 的 概念 ， 并 用 来 介绍 模 算 术 ， 或 时 钟 算 术 。 模 算术 计算 一 个 整数 
被 一 个 固定 的 正 整数 ( 称 为 模 ) 除 时 所 得 的 余数 。 我 们 要 证 明 许 多 模 算术 相关 的 重要 结论 都 会 在 
本 章 中 得 到 广泛 应 用 。 

整数 可 以 用 任何 一 个 大 于 1 的 整数 2 作为 基数 来 表示 。 本 章 中 我 们 讨论 以 2 为 基数 的 整数 
表示 ， 并 给 出 寻找 其 表示 的 一 个 算法 。 特 别 是 ,我 们 要 讨论 二 进 制 、 八 进 制 和 十 六 进 制 ( 以 2、 
8 和 16 为 基数 ) 表 示 。 我 们 将 描述 用 这 些 表示 法 执行 算术 运算 的 算法 ， 并 研究 其 复杂 度 。 这 些 
算法 就 是 最 初 被 称 为 算法 的 过 程 。 

我 们 将 会 讨论 素数 ， 即 那些 只 有 1 和 其 自身 作为 其 正 因子 的 正 整数 。 我 们 会 证 明 存 在 无 限 
多 的 素数 ， 我 们 给 出 的 证 明 被 认为 是 数学 中 最 漂亮 的 证 明之 一 。 还 会 讨论 素数 的 分 布 以 及 涉及 
素数 的 许多 著名 的 开放 问题 。 我 们 将 引入 最 大 公约 数 的 概念 并 研究 计算 它们 的 欧 几 里 得 算法 。 
该 算法 最 初 在 几 千 年 前 就 有 描述 。 我 们 还 将 介绍 算术 基本 定理 ， 这 个 核心 结论 告诉 我 们 每 个 正 
整数 具有 唯一 的 素 因 子 分 解 式 。 

我 们 会 解释 如 何 求解 线性 同 余 方程 ， 以 及 用 著名 的 中 国 余数 定理 来 求解 线性 同 余 方 程 
组 。 还 将 引入 伪 素 数 的 概念 ， 即 伪装 成 素数 的 合 数 ， 并 说 明 这 个 概念 如 何 帮 助 我 们 快速 产生 
素数 。 

本 章 还 将 介绍 数论 的 许多 重要 应 用 。 特 别 是 ， 利 用 数论 来 产生 伪 随 机 数 、 为 计算 机 文件 分 
配 内 存 地 址 ， 以 及 找 出 在 各 种 识别 码 中 检 错 用 的 校 验 位 。 我 们 还 将 介绍 密码 学 学 科 。 数 论 无 论 
是 在 数 千年 前 最 早 使 用 的 古典 密码 学 还 是 在 电子 通信 中 扮演 重要 角色 的 现代 密码 学 中 都 起 着 最 
根本 的 作用 。 我 们 将 说 明 所 讲 的 这 些 概念 如 何 用 在 密码 协议 中 ， 为 共享 密 钥 和 发 送 签名 消息 而 
引入 的 协议 。 曾 经 被 认为 是 最 纯粹 数学 学 科 的 数论 已 经 成 了 为 计算 机 和 因特网 提供 安全 的 一 个 
基本 工具 。 

最 后 需要 注意 的 是 ， 本 章 的 目的 是 介绍 数论 中 某 些 关键 方面 。 就 像 本 书 所 涵盖 的 其 他 主题 
一 样 ， 还 有 更 多 的 东西 需要 学 习 。 有 兴趣 的 学 生 可 以 参考 [Roll1j， 这 是 本 书 作 者 关于 数论 的 教 
科 书 ， 其 中 更 全 面 地 探索 了 这 个 有 趣 的 主题 。 


4.1 整除 性 和 模 算术 
4.1.1 引言 - 

本 节 将 要 展开 的 内 容 是 基于 整除 性 的 概念 。 一 个 整数 被 一 个 正 整数 除 ， 得 到 一 个 商 和 一 个 
余数 。 与 这 些 余数 打交道 导致 模 算术 ， 它 在 数学 中 起 着 重要 的 作用 并 广泛 应 用 于 计算 机 科学 领 
域 中 。 本 章 稍 后 还 将 讨论 模 算 术 的 一 些 重要 应 用 ， 包 括 生 成 伪 随 机 数 、 为 文件 分 配 内 存 地 址 、 
构造 校 验 位 以 及 为 信息 加 密 。 

4.1.2 除法 


当 一 个 整数 除 以 第 二 个 非 零 整数 除 的 时 候 ， 商 可 能 是 也 可 能 不 是 一 个 整数 。 例 如 ，12/3= 
4 是 整数 ， 而 11/4==2.75 不 是 。 这 引出 了 定义 1。 
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评注 可 以 用 量词 把 a|b 表示 成 ( 了 cCac 一 b)， 其 中 论 域 是 整数 集合 。 
在 图 1 中 ， 数 轴 显 示 的 是 哪些 整数 能 被 正 整数 4 整除 。 


-3d -24 =d 0 d 2d 3d 
图 1 能 被 正 整数 d 整除 的 整数 


@ 判断 是 否 有 3|7 和 3|12。 
解 ”可 以 看 出 3 /7， 因 为 7/3 不 是 整数 。 另 一 方面 ，3 | 12 成 立 ， 因 为 12/3 王 4。 4 
EompiesY 6 令 ， 和 < 为 正 整 数 。 不 超过 的 正 整 数 中 有 多 少 个 能 被 d 整除 ? 
解 ” 能 被 a 整除 的 正 整 数 都 是 具有 ak 形式 的 整数 ， 其 中 是 正 整 数 。 因 此 ， 不 超过 nn 的 
正 整 数 中 能 被 4 整除 的 正 整数 的 个 数 等 于 满足 0 二 dk 过 n 或 0 二 k 志 n/4 的 整数 & 的 个 数 。 所 以 ， 
存在 | n/d | 个 正 整数 既 不 超过 n 又 能 被 4 整除 。 司 
定理 1 给 出 了 整数 整除 性 的 一 些 基本 性 质 。 





证 明 下 面 给 出 (iD 的 一 个 直接 证 明 。 假 定 |5 和 a|c。 则 从 整除 性 定义 可 知 ， 存 在 整数 
和 上 满足 6 二 as 和 c= 二 at。 因 此 


b 十 c= 二 as 十 at = a(s 十 2) 
于 是 ，a 整除 6 十 c。 这 就 证 明了 定理 中 的 (i)。(ii) 和 (ii) 的 证 明 留 作 练习 3 和 练习 4。 二 
定理 1 有 一 个 有 用 的 推论 。 






证 明 采用 直接 证 明 法 。 由 定理 1 中 的 () 可 知 ， 当 mn 入 是 整数 时 有 a |mb 和 a | nc。 再 
由 定理 1 中 的 (可 得 a|mb 十 nc。 \ < 


4. 1.3 除法 算法 


当 一 个 整数 被 一 个 正 整数 除 时 ， 会 得 到 一 个 商 和 一 个 余数 ， 如 下 面 除法 算法 所 示 。 









我 们 将 除法 算法 的 证 明 放 到 5. 2 节 。( 参 见 例 5 和 练习 37。) 
评注 定理 2 并 不 是 一 个 真正 的 算法 。( 为 什么 不 是 呢 ?) 尽 管 如 此 ， 我 们 还 是 使 用 它 传统 
的 名 称 。 
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评注 ”注意 对 于 固定 的 d 而 言 ，g 二 a div 4 和 rr 二 a mod d 两 者 均 为 整数 集合 上 的 函数 。 再 者 ， 
当 4a 是 一 个 整数 而 d 是 一 个 正 整 数 时 ,我 们 有 a div d 二 | a/d | 和 a mod d 二 a 一 4。( 参 见 练 习 24。) 

例 3 和 4 解释 除法 算法 。 

当 101 除 以 11 时 商 和 余数 是 多 少 ? 


解 ” 我 们 知道 
101 二 1]1。9 十 2 
因此 ， 当 101 除 以 11 时 商 为 9 二 101 div 11， 而 余数 为 2 二 101 mod 11。 本 
GY 当 一 11 除 以 3 时 商 和 余数 是 多 少 ? 
解 ”我 们 知道 


一 11 一 3( 一 4 十 1 
因此 ， 当 一 11 除 以 3 时 商 为 一 4 二 一 11 div 3， 而 余数 为 1 一 一 11 mod 3。 
注意 余数 不 能 是 负数 。 因 此 ， 余 数 不 是 一 2， 即 使 
一 11 王 3( 一 3) 一 2 
因为 > 一 一 2 不 满足 0<r<3。 4 
注意 整数 a 可 被 整数 4 整除 当 且 仅 当 a 被 4 除 时 余数 为 0。 
评注 一 种 编程 语言 可 能 有 一 两 个 模 算 术 的 运算 符 ， 记 作 mod (在 BASIC、Maple、 
Mathematica、EXCEL 和 SQL 中 ) 、% (在 C、C 十 十 、Java 和 Python 中 ) 、rem( 在 Ada 和 Lisp 
中 )， 或 其 他 什么 符号 。 在 使 用 时 要 小 心 ， 因 为 对 于 4 二 0， 这 些 运算 中 有 的 会 返回 a 一 m[a/m ] 
而 不 是 a mod m 二 a 一 mLa/mj( 如 练习 24 所 示 )。 还 有 ,与 a mod m 不 同 ， 这 些 运算 中 有 些 对 
于 当 mm<0 时， 甚至 当 m= 二 0 时 也 有 定义 。 | 


4. 1.4 模 算术 

在 某 些 场合 我 们 只 关心 当 一 个 整数 除 以 一 个 正 整 数 时 所 得 的 余数 。 比 如 ， 当 我 们 问 从 现在 
开始 再 过 50 小 时 后 (在 24 小 时 制 的 钟表 上 ) 是 几 点 时 ， 我们 只 想 知道 当 50 加 上 当前 时 间 后 除 
以 24 所 得 的 余数 。 因 为 我 们 经 常 只 对 余数 感 兴趣 ， 所 以 我 们 有 一 个 特殊 的 记号 。 我 们 已 经 引 
人 了 记号 a mod m 表示 当 整 数 a 除 以 正 整 数 m 时 的 余数 。 我 们 现在 引入 一 个 不 同 的 但 又 相关 的 
记号 来 表示 当 两 个 整数 除 以 正 整 数 m 时 具有 同样 的 余数 。 


Links > 








卡尔 。 弗 里 德里 希 。 高 斯 (Karl Friedrich Gauss，1777 一 1855) ”高 斯 是 一 位 泥 瓦 
匠 的 儿子 ， 是 一 个 神童 。10 岁 时 即 展现 了 非凡 的 潜力 ， 当 时 他 迅速 解答 了 老师 为 了 
让 班级 找 点 事 而 出 的 难题 。 老 师 要 求学 生 找 出 前 100 个 正 整数 的 和 。 高 斯 发 现 可 以 通 
过 将 这 100 个 数 分 成 50 对 来 求 和 和， 每 一 对 的 和 都 是 101 : 100 十 1，99 十 2，…，50 十 
51。 这 个 智慧 的 火花 引起 了 包括 布朗 斯 威 克 的 费迪南德 公 事 在 内 的 资助 人 的 注意 ， 
是 他 们 的 资助 高 斯 才 得 以 在 卡 洛 林 学 院 和 哥 廷 根 大 学 学 习 。 还 学 生 时 期 ， 他 就 发 明 
Os rh 了 最 小 平方 法 用 于 估计 从 实验 结果 得 到 的 变量 的 最 可 能 的 值 。1796 年 高 斯 在 几何 学 

做 出 了 黄 基 性 的 发 现 ， 推 动 了 自古 以 来 已 停滞 不 前 的 这 一 学 科 的 发 展 。 他 证 明了 只 
用 圆规 和 直 尺 可 以 画 出 正 17 边 形 。 

1799 年 高 斯 给 出 了 代数 基本 定理 第 一 个 严格 的 证 明 ， 该 定理 指出 n 次 多 项 式 在 复数 域 中 恰 有 nn 个 根 
( 重 根 以 重 数 计算 )。 当 他 成 功 地 用 不 充分 的 数据 计算 出 人 类 首次 发 现 的 小 行星 谷 神 星 的 轨道 时 ， 高 斯 赢 
得 了 世界 声誉 。 

高 斯 被 他 同时 代 的 数学 家 称 为 数学 王子 。 尽 管 高 斯 以 其 在 几何 学 、 代 数学 、 数 学 分 析 、 天 文学 和 物 
理学 上 的 许多 发 现 而 知名 ， 他 对 数论 也 有 着 特别 的 兴趣 ， 这 从 他 的 名 言 可 见 一 斑 :“ 数 学 是 科学 的 皇后 ， 
而 数论 则 是 数学 的 皇后 .”1801 年 高 斯 出 版 的 《算术 研究 》(Disquisitiones Arithmeticae) 一 书 为 现代 数论 葛 
定 了 基础 。 
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尽管 两 个 记号 4 二 b(mod m) 和 a mod mm 一 5 都 包含 “mod>， 但 它们 表示 本 质 上 不 同 的 概念 。 
第 一 个 表示 两 个 整数 间 的 关系 ， 而 第 二 个 表示 一 个 函数 。 可 是 ， 关 系 式 a=b(mod m) 和 mod mm 
函数 又 紧密 地 相关 ， 正 如 定理 3 所 描述 的 。 





定理 3 的 证 明 留 作 练习 21 和 22。 回 顾 一 下 ，a mod m 和 4 mod m 分 别 是 当 a 和 65 除 以 mr 时 所 
得 的 余数 。 因 此 ， 定 理 3 也 就 是 说 a 三 b(mod m) 当 上 且 仅 当 a 和 6。 在 被 m 除 时 具有 相同 的 余数 。 

判断 17 是 否 模 6 同 余 5，24 是 否 模 6 同 余 14。 

解 ” 由 于 6 整除 17 一 5 二 12， 所 以 17 寺 5(mod 6)。 可 是 ， 因 为 24 一 14 二 10 不 能 被 6 整除 ， 
所 以 24 关 14(mod 6) 。 4 

伟大 的 德国 数学 家 卡尔 ， 弗 里 德里 希 ，。 高 斯 在 18 世纪 末 创 造 了 同 余 的 概念 。 同 余 的 概念 
在 数论 的 发 展 中 起 着 重要 的 作用 。 

定理 4 提供 了 一 个 很 有 用 的 方法 来 处 理 同 余 。 





证 明 如果 a 三 b(mod m)， 由 同 余 的 定义 (定义 3)， 可 得 m| (a 一 5b)。 这 表示 存在 整数 使 
得 a 一 6 二 km， 于 是 a 二 6 十 km。 反 之 ， 如 果 存 在 整数 上 使 得 a 二 6 十 km， 则 km 二 a 一 6b。 故 ，m 
整除 a 一 5，， 所 以 a 三 b(mod m)。 4 

所 有 和 a 模 m 同 余 的 整数 集合 称 为 a 模 m 的 同 余 类 。 在 第 9 章 中 将 证 明 有 m 个 互 不 相交 
的 模 m 等 价 类 ， 而 这 些 等 价 类 的 并 就 是 整数 集 。 

定理 5 说 明 加 法 和 乘法 是 保 同 余 的 。 





证 明 采用 直接 证 明 法 。 因 为 a 三 b(mod mm) 上 且 c 寺 d(mod m)， 由 定理 4 可知 存在 整数 s 和 t 
使 得 6 二 a 十 sm 和 d= 二 cc 十 tm。 于 是 ， 
bd 二 《a 二 sm) 十 (c 十 wm) 二 (a 十 惧 十 (5 十 用 
及 > 
Wd = i 二 ac 十 Mm(at 十 cs 十 stm) 
因此 
ep Re 4 
由 于 7 三 2(mod 5) 和 11 圭 1(mod 5)， 所 以 从 定理 5 可 知 
18 = 一 7 十 11 三 2 二 1 一 -3(Cmaod 5》 


77=7.11=2.1= 2(mod5) 4 

在 处 理 同 余 时 必须 小 心 。 有 些 我 们 可 能 期 待 为 真 的 性 质 其 实 不 然 。 例 如 ， 如 果 ac 寺 bc 

(mod m) ， 同 余 式 a 圭 b6(mod m) 可 能 是 假 的 。 类 似 地 ， 如 果 a 圭 b(mod m) 而 c 三 4d(mod m)， 同 
余 式 a 三 (mod m) 也 可 以 是 假 的 。( 参 见 练习 43 。) 


推论 2 给 出 了 如 何 利用 每 个 整数 的 mod m 函数 值 找 出 两 个 整数 的 和 与 积 的 该 函数 的 值 。 在 
5.4 节 需要 用 到 该 结论 。 
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证 明 根据 mod m 和 模 m 同 余 的 定义 ,可 得 4a 寺 (a mod m) (mod mm) 并且 b 二 (5b mod m) 
(mod m) 。 因 此 ， 由 定理 5 可 得 
4 十 0 三 (Ca mod m)+T (b mod m) (mod m) 


和 
ab = (a mod m)(b mod m) (mod m), 
这 个 推论 中 的 等 式 是 从 定理 3 的 最 后 两 个 同 余 式 得 来 的 。 4 
在 4.6 节 研究 密码 学 时 ， 我 们 会 采用 mod 函数 进行 大 量 的 计算 。 例 7 解释 了 我 们 会 遇 到 的 
涉及 mod 函数 的 计算 。 | 
试 计算 (19: mod 31): mod 23。 
解 ”为 了 计算 (19:” mod 31)” mod 23， 我 们 需要 先 计 算 19: mod 31。 因 为 19: 一 6859 且 6859 一 
221。31 十 8， 我 们 有 193 mod 31 一 6859 mod 31 一 8。 因 此 ，(19: mod 31) mod 23 二 8' mod 23。 


接 下 来 ， 注 意 到 8: 王 4096， 因 为 4096 王 178。23 十 2， 我 们 有 4096 mod 23 一 2。 故 (193 mod 
31)* mod 23 一 2 。 本 


4.1.5 模 m 算 术 

我 们 可 以 在 Z,， 即 小 于 m 的 非 负 整数 的 集合 {0，1，…，m 一 1) 上 定义 算术 运算 。 特 别 
是 ,我 们 定义 这 些 整 数 的 加 法 (用 十 ,, 表示) 如 下 

a,b = (a+b)modm 
这 里 等 式 右边 的 加 法 是 普通 的 整数 加 法 ,我们 定义 这 些 整数 的 乘法 (。,) 如 下 
a*nb = (a bmodm 

这 里 等 式 右边 的 乘法 是 普通 的 整数 乘法 。 运 算 十 。 和 “，, 称 为 模 m 加 法 和 乘法 ， 当 使 用 到 这 些 
运算 时 ， 我们 说 是 在 进行 模 m 算术 。 

利用 Z 中 加 法 和 乘法 的 定义 , 计算 7 十 ,9 及 7 119。 

解 ” 利 用 模 11 加 法 和 乘法 的 定义 ， 可 以 得 到 

7 二 9 一 (7 十 9)mod 11 = 16 mod 11l1 王 5 
和 
7 .9 一 (7.9)mod1ll 一 63 mod1l1l 一 8 

故 7 十 u9 一 5，7。，u 9 一 8 4 

运算 十 , 和 。…， 满足 普通 整数 加 法 和 乘法 的 许多 同样 的 性 质 。 特 别 是 ， 满 足 这 些 性 质 : 

封闭 性 : 如 果 a 和 6 属于 Z,， 则 a 十 ,5 和 a， ,5b 也 属于 2,。 

结合 律 : 如 果 a, 5 和 c 属 于 ZZ， 则 有 (a 十 , 6) 十 ,c= 二 a 十 , (5 十, c) 和 (a* ,60)*， ,c= 二 a* ,(b* ,Cc)。 

交换 律 : 如 果 a 和 65 属于 Z， 则 a 十 ,5 二 6 十 ,a 和 4。,0 一 0。。a。 

单位 元 : 元 素 0 和 1 分别 是 模 m 加 法 和 乘法 的 单位 元 。 即 ， 如 果 a 属于 Zz， 则 a 十 , 0 二 
0 十 wa 一 4 和 aw。,。1 王 1。,。a 一 4。 

加 法 逆 元 : 如 果 天 0 属于 Z,， 则 mm 一 a 是 a 的 模 m 加 法 逆 元 ， 而 0 是 其 自身 的 加 法 道 元。 
即 a 十 (mm 一 a)==0 且 0 十 ,0 二 0。 

分 配 律 : 如 果 a, 5 和 c 属于 ZZ,， 则 a (6 十 ,c)= 二 (a*.0) 十 , (amc) 和 (a 十 ,6)。,c 二 
1 ed 

这 些 性 质 是 在 整数 性 质 的 基础 上 通过 模 m 同 余 式 和 余数 的 性 质 得 出 的 ， 其 证 明 留 作 练 习 





48 一 50。 注 意 这 里 列 出 了 Z, 中 的 每 个 元 素 都 有 一 个 加 法 逆 元 的 性 质 ， 但 是 没有 包括 类 似 乘法 
逆 元 的 性 质 。 这 是 因为 模 冯 乘法 闭 元 并 不 一 定 存在 。 例 如 ，2 的 模 6 乘法 逆 元 就 不 存在 ， 读 者 
可 以 自行 验证 。 在 本 章 稍 后 我 们 会 讨论 什么 时 候 一 个 整数 会 有 模 m 乘法 逆 元 。 

评注 ”因为 带 有 模 m 加 法 和 乘法 运算 的 ZZ 满足 上 面 所 列 的 性 质 ， 所 以 Z, 连同 模 加 法 被 称 
为 一 个 交换 群 ， 而 Z, 连同 这 两 个 运算 被 称 为 一 个 交换 环 。 注 意 整 数 集合 加 上 普通 的 加 法 和 乘法 
也 构成 一 个 交换 环 。 群 和 环 是 有 关 抽 象 代数 课程 所 研究 的 对 象 。 

评注 在 练习 36 及 后 续 章 节 中 ， 当 涉及 Z,, 时 我 们 会 用 不 带 下 标 m 的 十 和 “。 记 号 来 代表 运 
算 符 号 十 。 和 “。。。 


练习 
1. 17 能 整除 下 列 各 数 吗 ? 

a)68 b)84 ©)357 d)1001 
2. 证 明 如 果 a 是 不 为 0 的 整数 ， 则 

a)1 整除 a。 b)a 整除 0。 


3. 证 明定 理 1 的 第 (iD 部 分 成 立 。 

4. 证 明定 理 1 的 第 (iii) 部 分 成 立 。 

5. 证 明 如 果 alb 且 51a， 其 中 a 和 6。 为 整数 ， 则 < 一 0 或 一 一 5。 

6. 证 明 如 果 a，b，c 和 4 为 整数 且 a 关 0 使 得 alc 及 5|1d4， 则 ab|cd。 
7. 证 明 如 果 a， 5b，c 为 整数 ， 其 中 天 0 且 c 关 0, 使 得 ac|bc， 则 al|b。 
8. 证 明 或 反驳 如 果 a|bc ;这 里 a,，5，c 均 为 正 整数 且 a 关 0， 则 a16b 或 者 a |c。 
9. 证 明 如 果 a 和 2 是 整数 且 a 整除 5， 则 a 是 奇数 或 5 是 偶数 。 

10. 证 明 如 果 a 和 6。 是 非 0 整数 ，a 整除 且 a 十 b 是 奇数 ， 则 a 是 奇数 。 
11. 证 明 如 果 a 是 整数 且 不 能 被 3 整除 ， 则 (a 十 1) (a 十 2) 能 被 3 整除 。 
12. 证 明 如 果 a 是 正 整 数 ， 则 4 不 能 整除 a 十 2。 

13. 下 列 各 式 的 商 和 余数 是 多 少 ? 


a)19 除 以 7 b) 一 111 除 以 11 c)789 除 以 23 d)1001 除 以 13 
e)0 除 以 19 f)3 除 以 5 g) 一 1 除 以 3 h)4 除 以 1 

14. 下 列 各 式 的 商 和 余数 是 多 少 ? 
a)44 除 以 8 b)777 除 以 21 ce) 一 123 除 以 19 d) 一 1 除 以 23 
e) 一 2002 除 以 87 f)0 除 以 17 g)1 234 567 除 以 1001 h) 一 100 除 以 101 


15. 12 小 时 制 的 钟表 上 显示 的 时 间 是 几 点 ? 

a)11 点 之 后 的 80 小 时 b)12 点 之 前 的 40 小 时 ”6 点 之 后 的 100 小 时 

16. 24 小 时 制 的 钟表 上 显示 的 时 间 是 几 点 ? 

a)2 点 之 后 的 100 小 时 b)12 点 之 前 的 45 小 时 ”QQ19 点 之 后 的 168 小 时 

17. 假设 a 和 2 是 整数 ，4a 寺 4(mod 13) 且 6 二 9(mod 13)。 试 找 出 满足 0 二 c 志 12 的 整数 c 使 得 
a)c=9a(mod 13) b)c==11b(mod 13) Cc)c=aTb(mod 13) d)c 三 2a 十 3b(mod 13) 
e)c=a 二 (mod13) fc=a’—b (mod 13) 

18. 假设 a 和 2 是 整数 ，4a 寺 11(mod 19) 且 6 二 3(mod 19)。 试 找 出 满足 0 三 c 志 18 的 整数 c 使 得 
a)c 二 13a(mod 19) b)c=8b(mod 19) C¢)c=a—b(mod 19) d)c 三 74 十 3b(mod 19) 
e)c=2a’ 二 30 (mod 19) f) ca’ 二 46 (mod 19) 

19. 证 明 如 果 a 和 6。 是 正 整数 ， 则 (一 a) div d= 二 一 a div d 当 且 仅 当 4 整除 a。 

20. 证 明 或 反驳 如 果 a、&b 和 4d 是 整数 ， 且 d>>0， 则 (Ca 十 po) div d=a div d 二 +b div d。 

21. 令 和 为 正 整数 。 证 明 如 果 a mod m= 二 b mod m， 则 a 夺 b(mod m)。 

22. 令 mm 为 正 整 数 。 证 明 如 果 a 圭 b(mod m)， 则 a mod m= 二 5 mod m。 

23. 证 明 如 果 交 和 A& 均 为 正 整 数 ， 则 有 [ xz ]=L(z 一 1) 人 二 1。 

24. 证 明 如 果 a 为 整数 而 d 是 大 于 1 的 正 整数 ， 则 a 除 以 a 的 商 和 余数 分 别 是 La/d j 和 a 一 4La/dz |]。 

25. 试 找 出 与 整数 a 模 m 同 余 的 绝对 值 最 小 的 整数 的 计算 公式 ， 这 里 mm 为 一 正 整 数 。 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32, 


33. 


34. 


35. 


36. 


37, 


38. 


39. 


40. 


41. 
[5 42. 
43. 


44. 
45. 


46. 
47. 
48. 
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计算 下 列 各 量 : 

a) 一 17 mod 2 b)144 mod 7 
计算 下 列 各 量 

a)13 mod 3 b) 一 97 mod 11 


找 出 a divm 和 a mod m 
a)C 一 一 111，7z 一 99。 

c)a 一 10 299,m 二 999。 

找 出 a divm 和 a mod m 
a)a=228, m= 二 119。 
c)a=—10101, m= 333。 

找 出 整数 a 使 得 

a)a 三 43(mod 23) 且 一 22 委 < 委 0。 


c) 一 101 mod 13 d)199 mod 19 


c)155 mod 19 d) 一 221 mod 23 


b)a= —9999, m= 二 101。 
d)a=123 456, m= 二 1001。 


b)a=9009，m 二 223。 
d)a=—765 432, m= 二 38 271。 


b)a 寺 17(mod 29) 且 一 14<a<14。 


c)a=—1l(mod 21) 且 90<a<110, 
找 出 整数 a 使 得 

8a)a 三 一 15(mod 27) 且 一 26 委 < 委 0。 
Cc)a==99(mod 41) 且 100 和 c 委 140。 
列 出 5 个 模 12 同 余 于 4 的 整数 。 
列 出 在 一 100 到 100 之 间 所 有 模 25 同 余 于 一 1 的 整数 。 
判断 下 列 各 整数 是 否 模 7 同 余 于 3。 


b)a=24(mod 31) 且 一 15 秋 < 秋 15。 


a)37 b)66 O17 d) 一 67 
判断 下 列 各 整数 是 否 模 17 同 余 于 5。 

a)80 b)103 c= 6)—122 
找 出 下 列 值 

a) (177 mod 31 十 270 mod 31)mod 31 b) (177 mod 31 + 270 mod 31)mod 31 
找 出 下 列 值 

a)( 一 133 mod 23 十 261 mod 23)mod 23 b)(457 mod 23。182 mod 23)mod 23 
找 出 下 列 值 


b)(32: mod 13): mod 11 
d) (21° mod 15) mod 22 


a) (19? mod 41)mod 9 

c)(73 mod 23)’ mod 31 

找 出 下 列 值 

a)(992 mod 32)’ mod 15 b)(34 mod 17): mod 11 

c)(193 mod 23)’ mod 31 d) (89 mod 79)* mod 26 

证 明 : 如 果 a 大 b6(mod m), cc 三 d (mod m),， 其 中 a, pb，c，a 和 和 为 整数 ， 且 冯 过 2， 

则 a 一 c 圭 6 一 d(mod m)。 

证 明 : 如 果 n|m，n 和 wm 为 大 于 1 的 整数 ， 并 且 如 果 a 三 b(mod m)， 其 中 a, 5 为 整数 ， 则 a 二 b(mod nn)。 

证 明 : 如 果 a，2，c 和 mm 为 整数 使 得 mw 宇 2，c 二 0， 且 a 圭 b(mod m)， 则 ac 志 bc(mod mc)。 

试 举 出 下 列 关 于 同 余 描述 的 反例 。 

a) 如 果 ac 夺 bc(mod m)， 其 中 4a,， 5, c 和 m 为 整数 ， 且 mm 过 2， 则 ac 三 xmod m)。 

b) 如 果 a 圭 b(mod m)，c 硅 d(mod m)， 其 中 a, b,c，d，m 均 为 整数 ， 有 是 c，d 为 正 整 数 ，m 宇 2， 则 
a‘ 三 b* (mod m)。 

证 明 : 如 果 nn 是 一 个 整数 ， 则 好 = 三 0 或 1(Cmod 4)。 

利用 练习 44 证 明 : 如 果 m 是 一 个 形 如 4k 十 3 的 正 整 数 (& 为 非 负 整数 )， 则 m 就 不 是 两 个 整数 的 平 

方 和 。 

证 明 : 如 果 nn 是 一 个 奇 正 整 数 ， 则 nn? 夺 1(mod 8) 。 

证 明 : 如 果 a，b， 上 六，m 为 整数 使 得 & 宇 1，m 宇 2， 并 且 a 三 b(mod m)， 则 a* 寺 (mod m)。 

证 明 带 有 模 m 加 法 的 Z, 满足 封闭 性 、 结 合 律 、 交 换 律 ，0 是 加 法 单位 元 ， 并 且 对 于 任意 非 零 a 有 

m 一 a 是 a 的 模 m 逆 元 ， 其 中 mm 过 2 是 一 个 整数 。 
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49. 证 明 带 有 模 m 乘法 的 Z 满足 封闭 性 、 结 合 律 、 交 换 律 ，1 是 乘法 单位 元 ， 其 中 mm 之 2 是 一 个 整数 。 

50. 证 明 在 Z 上 乘法 对 加 法 满足 分 配 律 ， 其 中 m 宇 2 是 一 个 整数 。 

51. 试 写 出 Z; 的 加 法 和 乘法 表 ( 这 里 的 加 法 和 乘法 是 指 十 ; 和 …;)。 

52. 试 写 出 的 加 法 和 乘法 表 ( 这 里 的 加 法 和 乘法 是 指 十 和 “。*)。 

53. 试 判 定 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(a) 二 a div d 和 g (a) 二 a mod & 是 否 是 一 对 一 的 ， 试 判断 这 些 函 数 
是 否 是 映 上 的 ， 其 中 4 是 一 个 固定 的 正 整数 。 


4.2 整数 表示 和 算法 
4.2.1 引言 

整数 的 表示 可 以 采用 任意 大 于 1 的 整数 为 基数 来 表示 ， 如 本 节 所 要 介绍 的 。 尽 管 我 们 常用 
十 进 制 ( 以 10 为 基数 ) 表 示 ， 但 是 二 进 制 (以 2 为 基数 ) 、 八 进 制 ( 以 8 为 基数 ) 和 十 六 进 制 ( 以 16 
为 基数 ) 的 表示 法 也 是 很 常用 的 ， 尤 其 是 在 计算 机 科学 中 。 给 定 基数 5 和 整数 n， 我 们 要 给 出 如 
何 构 建 这 个 整数 以 5 为 基数 的 表示 法 。 我 们 还 将 解释 如 何在 二 进 制 和 八进制 之 间 以 及 二 进 制 和 
十 六 进 制 之 间 进 行 表示 法 的 快速 转换 。 

正如 3.1 节 所 提 到 的 ， 术 语 算法 最 初 指 的 是 用 整数 的 十 进 制 表示 来 进行 算术 运算 的 过 程 。 
这 些 算法 经 修改 后 能 处 理 二 进 制 表示 ， 它 是 计算 机 算术 的 基础 。 同 时 它 为 算法 及 算法 复杂 度 概 
念 提供 了 很 好 的 解释 。 因 此 ， 本 节 将 讨论 这 些 算 法 。 

我 们 将 介绍 计算 a div d 和 a mod dz 的 算法 ,其 中 a 和 4 是 整数 且 4 之 1。 最 后 还 将 描述 一 
个 高 效 算法 来 计算 指数 的 模 运 算 ， 这 在 密码 学 中 是 一 个 特别 重要 的 算法 ， 如 4. 6 小 节 所 述 。 


4.2.2 整数 表示 

在 日 常生 活 中 都 用 十 进 制 记 号 来 表示 整数 。 在 十 进 制 记号 中 ， 整 数 n 可 写成 和 式 ww10' 十 
ax_110 下 十 … 十 a1° 十 a。， 这 里 w 是 一 个 整数 ， 满 足 0 壹 a 三 9,，j 二 0，1，…，k。 例 如 ，965 用 
来 表示 9. 10 十 6。10 十 5。 不 过 ， 有 时 用 10 以 外 的 数 为 基数 更 方便 。 特 别 是 计算 机 通常 用 二 进 
制 记 号 (以 2 为 基数 ) 来 做 算术 和 运算， 而 用 八进制 (基数 为 8) 或 十 六 进 制 (基数 为 16) 记 号 来 表示 字 
符 ， 如 字母 或 数字 。 事 实 上 ， 可 以 用 任何 大 于 1 的 整数 为 基数 来 表示 整数 。 这 可 表述 为 定理 1。 











这 个 定理 的 证 明 可 以 使 用 数学 归纳 法 来 构造 ， 该 方法 将 在 5.1 节 讨 论 。 证 明 也 可 以 在 
[Rolo] 中 找到 。 定 理 1 中 给 出 的 的 表示 称 为 n 的 b 进 制 展 开 式 。n 的 5 进 制 展开 式 可 记 为 
(aa 1aiao)s。 例 如，(245)s 表示 2. 名 十 4，8 十 5 二 165。 典 型 地 ， 整 数 的 十 进 制 展 开 式 的 
下 标 10 可 以 省 略 ， 因 为 以 10 为 基数 或 十 进 制 展 开 式 通常 就 是 用 来 表示 整数 的 。 

二 进 制 展开 式 ” 选择 2 为 基数 就 得 到 整数 的 二 进 制 展开 式 。 在 二 进 制 记号 中 每 位 数字 或 者 
是 0 或 者 是 1。 换言之 ， 一 个 整数 的 二 进 制 展开 式 就 是 一 个 比特 串 。 计 算 机 中 采用 二 进 制 展开 
式 ( 及 相关 的 从 二 进 制 展开 式 变化 而 来 的 其 他 展开 式 ) 来 表示 整数 并 做 整数 算术 运算 。 

以 (1 0101 1111), 为 二 进 制 展开 式 的 整数 的 十 进 制 展开 式 是 什么 ? 

解 ”我 们 有 

杂交 0T 1111) 二 1 总 生 08 和 二 10 人 半 05 半 于 1 2 
HH1。23 十 1。2-+1。2 十 1。2" 二 351。 本 

八进制 和 十 六 进 制 展开 式 ”计算 机 科学 中 最 重要 的 基数 有 2、8 和 16。 基 数 8 的 展开 式 称 
为 八进制 展开 式 ， 而 基数 16 的 展开 式 称 为 十 六 进 制 展开 式 。 

八进制 展开 式 (7016)。 的 十 进 制 展开 式 是 什么 ? 
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解 ” 利用 65 进 制 展开 式 的 定义 ， 以 及 5 二 8， 可 以 得 到 
(7016)。 一 7。8: 十 0.8 十 1.8 十 6 一 3598 4 
十 六 进 制 展开 式 需 要 用 到 16 个 不 同 的 数字 。 通 常 ， 所 使 用 的 十 六 进 制 数字 是 0，1，2，3， 
4，5，6，7，8，9，A，B，C，D, EE 和 下 ， 其 中 字母 A 到 下 表示 相当 于 (十 进 制 表示 的 )10 到 
15 的 数字 。 
十 六 进 制 展开 式 (2AE0B),。 的 十 进 制 展开 式 是 什么 ? 
解 ”利用 0 进 制 展开 式 的 定义 ， 以 及 2 一 8， 可 以 得 到 
(2AE0B),。 王 2。164 十 10.。16# 十 14。16: 十 0。16 十 11 = 175 627 q 
每 个 十 六 进 制 数字 可 以 用 4 位 来 表示 。 例 如 可 以 看 出 (1110 0101), 二 (E5)i;， 因 为 (1110); 二 
(Eis 而 (0101), 二 (5)1。。 字 节 是 长 度 为 8 的 比特 串 ， 可 以 用 两 位 十 六 进 制 数字 来 表示 。 


进 制 转换 ”现在 介绍 一 个 算法 以 构造 一 个 整数 的 5 进 制 展开 式 。 首先 ， 用 5 除 nn 得 到 商 和 
余数 ， 即 


元 一 bd 十 站 0@w 6 
余数 a。 就 是 nn 的 5 进 制 展开 式 中 最 右边 的 数字 。 下 一 步 用 2 除 qu 得 
gy =bqr ta 0 
可 以 看 出 w 是 n 的 5 进 制 展开 式 中 从 右边 第 二 位 数字 。 继 续 这 一 过 程 ， 连 续 用 商 数 除 以 2 并 以 
余数 为 新 的 8 进 制 数字 。 这 一 过 程 在 商 为 0 时 终止 。 该 过 程 从 右 向 左 产生 nn 的 5 进 制 数字 。 
求 (12 345)w, 的 八进制 展开 式 。 
解 ”首先 用 8 除 12 345 得 到 





12 345 = 8。1543 十 1] 


连续 用 8 除 商 数 得 到 
1543 二 8。192 十 7 
192 一 8. 24 十 0 
24 一 8。3 十 0 
3 一 8 .0 十 3 
由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ，1，7，0，0 和 3 就 是 12 345 的 八进制 展开 式 中 从 右 向 左 的 数字 。 于 是 ， 
(12 345)。 一 (30 071)， 4 


求 (177 130) 的 十 六 进 制 展开 。 
解 ”首先 用 16 除 177 130 得 到 
177 130 = 16。11 070 十 10 
连续 用 16 除 商 数 得 到 
11070= 16. 691 十 14 
691 一 16.43 十 3 
43 二 16。2 十 11 
2= 16。0 十 2 
由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ，10，14，3，11，2 就 是 (177 130)w 的 十 六 进 制 (基数 16) 展 开 式 中 从 
右 向 左 的 数字 。 从 而 得 到 
CA 
(回忆 一 下 整数 10、11 和 14 分 别 对 应 于 十 六 进 制 数字 A、B 和 下 。) 所 
求 (241)io 的 二 进 制 展开 。 
解 首先 用 2 除 241 得 到 
241 一 2.120 十 1 
连续 用 2 除 商 数 得 到 


Extra 
Exampies 
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120 王 2。60 十 0 


60 一 2。30 十 0 
30 一 2。15 十 0 
1]15 一 2。7 十 1 
7 一 2。3 十 1 
3=261+1 
1 一 2。0 十 1] 


由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ， le Or Dsds Ls ly ds 1 就 是 (241)1, 的 二 进 制 ( 基 数 2) 展 开 式 中 从 右 
向 左 的 数字 。 于 是 
(241)1, = (1111 0001)， 4 
算法 1 中 给 出 的 伪 代 码 计 算 整 数 的 5 进 制 展开 式 (as-1*…alao),。 











算法 1 构造 2 进 制 展开 式 
procedure base b expansion(n, 6b: 正 整数 日 6b 放 1) 
C 
& :一 0 
while o 尖 0 
ak :二 gq mod 2 
qd: 一 qdiv 2 
k :二 k 十 1 


return《(a_1…aiao){《ar-1…alao)s 就 是 n 的 5 进 制 展开 式 》 








在 算法 1 中 ，g 表示 通过 连续 用 2 去 除 时 所 得 到 的 商 ， 初始 值 9 二 n。6。 进 制 展开 式 中 的 数 
字 就 是 做 这 些 除法 时 得 到 的 余数 ， 即 由 g mod 5 得 出 。 当 得 到 的 商 9 二 0 时 ， 该 算法 结束 。 

评注 注意 算法 1 可 认为 是 一 个 贪 林 算法 ， 因 为 在 每 一 步 都 是 取 尽 可 能 大 的 0 进 制 数字 。 

二 进 制 、 八 进 制 和 十 六 进 制 展开 式 之 间 的 转换 ”二进制 与 八进制 之 间 以 及 二 进 制 与 十 六 进 
制 之 间 的 转换 是 非常 容易 的 ， 因 为 每 个 八进制 数字 对 应 一 组 三 位 二 进 制 数字 ， 而 每 个 十 六 进 制 
数字 对 应 着 一 组 四 位 二 进 制 数 字 ， 这 种 对 应 关系 如 表 1 所 示 ( 未 表示 开头 的 0) 。( 这 些 对 应 关系 
的 证 明 留 作 练习 13 一 16。) 这 种 转换 的 解释 如 例 7 所 示 。 


表 1 整数 0 到 15 的 十 六 进 制 、 八 进 制 和 二 进 制 表示 
ST Boer 
士 六 进 制 | 0 | 2 | 3 | | cn 
ew 1 | 1 
oiioln fool lnol Wa io00 T1007 | i010 | 1011 | 1100 | rio1 | 1110] 

求 (11 1110 1011 1100), 的 八进制 和 十 六 进 制 展开 式 以 及 (765)。 和 (A8D)is 的 二 进 制 展开 。 

解 为 了 把 (11 1110 1011 1100), 转化 成 八进制 记号 ， 可 以 把 数字 分 成 3 个 一 组 ， 必 要 时 
在 最 左 一 组 的 开头 加 一 些 0。 这 些 组 从 左 至 右 为 011、111、010、111 和 100， 分别 对 应 八进制 
数字 3、7、2、7 和 4。 于 是 ，(11 1110 1011 1100); 二 (37274)。。 为 了 把 (11 1110 1011 1100)， 
转化 成 十 六 进 制 记号 ， 可 以 把 数字 分 成 4 个 一 组 ， 必 要 时 在 最 左 一 组 的 开头 加 一 些 0。 这 些 组 
从 左 至 右 为 0011、1110、1011 和 1100, 分 别 对 应 十 六 进 制 数字 3、E、B 和 C。 于 
是 ，(11 1110 1011 1100), = 二 (3EBO),。 

为 了 把 (765)s 转化 成 二 进 制 记 号 ， 把 每 个 八进制 数字 换 成 一 组 3 个 二 进 制 数 字 。 这 些 分 组 
是 111、110 和 101。 于 是 ，(765),=(1 1111 0101),。 为 了 把 (A8D),。 转 化 成 二 进 制 记 号 ， 把 每 
个 十 六 进 制 数字 换 成 一 组 4 个 二 进 制 数字 。 这 些 分 组 是 1010、1000 和 1101。 于 是 ，(A8D),, 王 
(1010 1000 1101)，,。 4 
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4.2.3 整数 运算 算法 
对 用 二 进 制 展 开 式 表示 的 整数 做 运算 的 算法 在 计算 机 算术 中 格外 重要 。 我 们 将 介绍 对 两 个 
二 进 制 展开 式 表示 的 整数 做 加 法 和 乘法 的 算法 。 还 将 以 实际 使 用 的 位 运算 次 数 来 分 析 这 些 算法 
的 计算 复杂 度 。 在 整个 讨论 中 假定 a 和 2 的 二 进 制 展开 式 为 
a= (ca -1Q aadiad0)s, b= (bi1b,2"bbo), 
这 样 a 和 6 各 有 nn 比特 (必要 时 让 其 中 一 个 的 开头 加 上 几 比 特 0)。 
我 们 用 这 些 整数 中 的 位 数 来 衡量 整数 算术 算法 的 复杂 度 。 
加 法 算法 ”考虑 以 二 进 制 记号 表示 的 两 个 整数 相 加 的 问题 。 做 加 法 的 过 程 可 以 基于 通常 借 
助 纸 笔 做 加 法 的 方法 。 该 方法 就 是 通过 把 对 应 位 的 二 进 制 数 字 相 加 ， 当 产生 进位 时 再 加 上 进 
位 ， 从 而 计算 两 个 整数 的 和 。 现 在 来 详细 描述 这 个 过 程 。 
要 把 a 和 6 相 加 ， 首 先 把 最 右边 的 位 相 加 。 这 样 可 得 
而 十 而 王 而 二 2 十 训 
其 中 s。 是 a 十 的 二 进 制 展开 式 中 最 右边 的 一 位 数字 ， 而 cs 是 进位 ，c 为 0 或 1。 然 后 把 下 一 
对 二 进 制 位 及 进位 相 加 ， 
ee en re i 
其 中 s, 是 a 十 6b 的 二 进 制 展开 中 的 下 一 位 (从 右 算 起 ) 数 字 ，c, 是 进位 。 继 续 这 一 过 程 ， 把 两 个 
二 进 制 展开 式 中 对 应 的 二 进 制 位 及 进位 相 加 ， 给 出 a 十 5b 的 二 进 制 展开 式 中 从 右 算 起 的 下 一 位 
数字 。 最 后 ， 把 a,_! 、6,_!1 和 c,_; 相 加 得 c,_;*。 2 十 s,_!。 和 的 首位 数字 是 s, 二 c,_! 。 这 一 过 程 产 
生 4a 与 6b 之 和 的 二 进 制 展开 式 ， 即 a 十 6 二 (s,s,_15,_2***5150)z。 
把 4a 二 (1110), 和 6 二 (1011), 相 加 。 
解 按照 算法 中 规定 的 步 又， 首先 注意 到 
ao 十 pb 一 0 十 1 二 0。2 十 1 
所 以 cc=0， 而 % 王 1。 然 后 ， 因 为 
oe a i i 
从 而 c= 二 1， 而 5 = 二 0。 继 续 ， 
o 好 十 刀 十 页 一 工 十 0 十 二 三 1 2 十 0 
所 以 =1， 而 %= 王 0。 最 后 ， 由 于 
pe te i sl i A 
从 而 c = 二 1 且 s; ==1。 这 表明 s, = 二 c= 二 1。 因 此 ,，s = 二 a 十 6== 
(1 1001), 。 相 加 的 过 程 如 图 1 所 示 ， 其 中 进位 用 斜体 表示 。 < 图 1 (1110): 和 (1011), 相 如 
加 法 算法 可 用 伪 代 码 描述 如 下 。 











算法 2 整数 相 加 
procedure add(a,， 6b: 正 整 数 ) 
{a 和 6。 的 二 进 制 展开 式 分 别 是 (a,-14,-，***alao) 和 (Cb,-16,-2***b1 bo )2} 
(od) 
for 7 :=0 to n—1 
d :=|(aj;+b;+c)/2] 
5 1=aj;Tbj 二 +c—2d 
c=d 
Sn :=C 


return(s,s。-1…so)s{ 和 的 二 进 制 展 开 是 (s,s,-1…so)2》 








下 面 分 析 算 法 2 使 用 的 二 进 制 位 相 加 的 次 数 。 





@@ 四 使 用 算法 2 将 两 个 二 进 制 表示 中 具有 mx 或 少 于 站 位 二 进 制 位 的 整数 相 加 时 需要 用 多 
少 次 二 进 制 位 加 法 ? 

解 ” 两 个 整数 相 加 是 通过 连续 对 一 对 二 进 制 位 相 加 ， 当 有 进位 产生 时 再 加 上 进位 来 完成 
的 。 把 两 个 二 进 制 位 及 进位 相 加 需要 2 次 二 进 制 位 加 法 。 因 此 ， 需 要 用 到 的 二 进 制 位 加 法 总 数 
少 于 二 进 制 展开 式 中 位 数 的 两 倍 。 从 而 ， 算 法 2 把 两 个 位 整数 相 加 需要 的 二 进 制 位 加 法 次 数 
是 O(n)。 4 

乘法 算法 “下面 考虑 两 个 ”位 整数 和 2 的 乘法 。 传 统 的 算法 (用 纸 笔 做 乘法 ) 如 下 。 利 用 
分 配 律 ， 可 以 看 出 








ab 二 albo2 十 页 2 十 …… 十 2) 
= (2) ta(b tab 12" ) 
可 以 用 这 一 等 式 来 计算 ab。 首 先 注意 到 当 6b 二 1 时 ab 一 a， 而 当 b, 二 0 时 ab; 二 0。 每 当 用 2 乘 
一 项 时 ， 可 以 把 该 项 的 二 进 制 展开 式 向 左 移 一 位 并 在 尾部 加 上 一 个 0。 因 而 ， 可 以 通过 把 ab 
的 二 进 制 展开 式 向 左 移 位 ) 位 ， 再 在 尾部 加 上 7 个 0 来 获得 (ab;)2’。 最 后 ， 把 nn 个 整数 ab;2’， 
j 二 0，1，2,，…，n 一 ]， 相 加 就 得 到 ab。 
算法 3 展示 了 乘法 的 这 一 过 程 。 





算法 3 整数 相 乘 
procedure multiply(a, 6b: 正 整 数 ) 
{a 和 6。 的 二 进 制 展开 式 分 别 是 (4a,-14,-2…aiao)。 和 (6,-16,-2***b1b0)2} 
for ; :=0 to n—1 
fb 二 1 then c; :二 a 移动 j 位 
else cj :一 0 
人 cs-1 是 部 分 乘积 } 
p:=0 
for ; :=0 to n—1 
p*=pTe 
return p{p 是 ab 的 值 } 











例 10 解释 了 该 算法 的 应 用 。 
求 a==(110), 和 0 一 (101), 的 乘积 。 
解 ” 首先 注意 到 
obi 2 CT 的 和 
abi .2 一 (io)， .0.21 一 (0000)， 
及 
hiv 011000% 
为 计算 乘积 ， 把 (110), 、(0000)， 和 (11000)。 相 加 。 完 成 这 些 
加 法 (利用 算法 2， 必 要 时 首位 加 0) 即 得 ab 二 (11110);。 这 一 过 
程 如 图 2 所 示 。 | 4 
下 面 来 确定 算法 3 做 乘法 时 用 到 的 二 进 制 位 加 法 和 移 位 
次 数 。 
用 算法 3 计算 a 和 2 的 乘积 需 用 多 少 次 二 进 制 位 加 
法 和 移 位 ? 图 2 (110), 和 (101)， 相 乘 
解 算法 3 通过 把 部 分 乘积 c。，c,，cs，…，c,-1 相 加 来 计算 a 和 2 的 乘积 。 当 已 三 1 时 ， 
通过 把 a 的 二 进 制 展开 式 移 7 位 来 计算 部 分 积 c;。 当 6b, 二 0 时 ， 因 为 c 三 0 而 不 需要 移 位 。 因 
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此 ， 为 求 出 所 有 ?个 整数 a2 ，7 王 0，1，2，…，7 一 1， 最 多 需要 
0 十 1 十 2 十 … 十 ?一 1 

次 移 位 。 因 此 ， 由 3. 2 节 例 5 可 知 所 需 移 位 的 次 数 是 O( ) 。 

要 把 ab; 从 j= 二 0 到 j= 二 n 一 1 加 起 来 ,需要 做 一 次 n 位 整数 加 法 一 次 (n 十 1) 位 整数 加 法 …… 
和 一 次 2n 位 整数 加 法 。 由 例 9 可 知 这 些 加 法 都 需要 O(n) 次 二 进 制 位 加 法 。 因 此 ， 全 部 nn 个 数 
相 加 总 共 需 要 OC ) 次 二 进 制 位 加 法 本 

令 人 惊讶 的 是 ， 有 比 传统 整数 乘法 算法 更 有 效 的 算法 。8.3 节 将 描述 一 个 算法 ， 它 使 用 
O(n ) 次 比特 运算 来 完成 位 数 的 乘法 。 

div 和 mod 算法 ”给 定 整数 a 和 d，d 二 0， 可 以 用 算法 4 来 计算 g=a divd 和 r= 二 a mod d。 在 这 
个 蛮 力 算法 中 ， 当 a 为 正 时 ， 就 从 a 中 尽 可 能 多 次 减 去 4， 直 到 剩 下 的 值 小 于 4 为止 。 所 做 减法 的 
次 数 就 是 商 而 最 后 减 剩 下 的 值 就 是 余数 。 算 法 4 也 能 处 理 a 为 负 的 情况 。 算 法 先 求 出 当 |a| 除 以 d 
时 的 商 g 和 余数 ~。 然 后 ， 当 a<0 且 全 0 时 , 算法 就 用 这 些 结果 来 计算 当 a 除 以 d 时 的 商 一 (q 十 1) 
和 余数 d 一 r。 留 给 读者 证 明 (练习 65) 假 设 a>>d 时 该 算法 用 Olg log a) 次 比特 运算 。 


p= 





算法 4 计算 div 和 mod 
procedure division algorithm(a: 整数 ，4d; 正 整 数 ) 
=0 
1 la | 
while r 宇 d 
r:=r—d 
ggTtl 
if a<0 Br>0 then 
7 :一 Q 一 7 
q :一 一 (q 十 1) 
return(g，7)(g 二 a diy d 是 商 ,，r 二 a mod 4 是 余数 ) 











当 正 整数 a 除 以 正 整 数 d 时 ， 还 有 比 算法 4 更 有 效 的 算法 能 确定 商 9 二 a div d 和 余数 一 
a mod d( 细 节 参 见 LKn98]) 。 这 些 算法 需要 O(log a，log d) 次 比特 运算 。 如 果 a 和 4 的 二 进 制 
展开 式 都 不 超过 n 位 ， 则 我 们 可 以 用 ne 来 替代 log a log d。 这 意味 着 当 a 除 以 d 时 需要 O(n’) 
次 比特 运算 来 计算 商 和 余数 。 


4.2.4 模 指数 运算 

在 密码 学 中 不 使 用 过 量 内 存 而 能 够 有 效 地 计算 六 mod m 是 很 重要 的 ， 其 中 5、n、m 是 大 
整数 。 先 计算 wr" 然后 再 求 6" 除 以 mx 的 余数 的 方法 是 不 可 行 的 ， 因 为 "会 是 一 个 非常 大 的 数 ， 
而 且 需 要 用 大 量 内 存 来 存储 这 样 的 数 。 取 而 代 之 ,我 们 使 用 一 种 用 指数 n 的 二 进 制 展 开 式 的 算 
法 来 避免 时 间 和 内 存 的 问题 。 

在 给 出 这 个 基于 指数 的 二 进 制 展开 式 的 快速 模 指 数 算法 之 前 ， 首 先 观察 到 采用 下 面 的 方法 
可 以 避免 使 用 大 量 内 存 ， 即 利用 (4. 1 节 定 理 5 的 推论 2 给 出 的 ) 事 实 多 mod 元 二 久久 mod m) 
mod m， 通 过 连续 计算 六 mod m， k& 二 1，2，…，n 来 计算 5 mod m( 回 顾 一 下 ，1 志 5 二 m)。 可 
是 ， 这 样 的 方法 也 有 不 实际 的 一 面 ， 因 为 需要 n 一 1 次 乘法 ， 且 n 可 能 是 非常 大 的 数 。 

为 了 促成 快速 模 指 数 算法 ， 我们 解释 一 下 其 基本 思想 。 我 们 来 解释 如 何 利 用 的 二 进 制 展 
开 式 ， 比 如 n= 二 (a_1…aiao),， 来 计算 "。 首 先 ， 注 意 到 

pe bei*2 +ta, 2ta Ee De 2 。 be 
这 说 明 为 了 计算 wr 的 值 ， 只 需要 计算 5, 玉 ，(6)? 二 8，(5:)? 二 WW ，…，6 的 值 。 一 旦 有 了 
这 些 值 ， 把 列表 中 w =1 的 那些 项 8 相 乘 。( 为 了 提高 效率 并 减少 空间 需求 ， 每 乘 一 项 后 ， 都 
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做 一 次 模 m 运算 以 缩小 结果 值 .) 

这 就 可 以 得 到 ww 的 值 。 例 如 ， 要 计算 32 ， 由 于 11==(1011);， 因 此 3" 二 3*3?3' 。 通 过 连续 取 
平方 ， 可 以 得 到 3: 天 9，34 一 9% 一 81 和 3: 二 81 二 6561。 因 此 , 3! 二 3:3:3! 二 6561]1 ，9。3= 
177 147, 

该 算法 依次 求 出 5 mod m5 mod m，0b: mod m，…，b ”mod m， 并 把 其 中 a 二 1 的 那些 
项 大 mod m 相 乘 ， 在 每 次 乘法 后 求 乘积 除 以 m 所 得 的 余数 。 注 意 我 们 只 需要 执行 O(log; (n)) 
次 乘法 运算 。 这 个 算法 的 伪 代 码 如 算法 5 所 示 。 注 意 在 算法 5 中 ,我 们 可 以 使 用 最 有 效 的 算法 
来 计算 mod 函数 的 值 ， 而 并 非 一 定 要 使 用 算法 4。 











| 算法 5 快速 模 指数 运算 
procedure modular exponentiation(b: 整数 ，n 二 (a4_1a4-2…aiao)。，m: 正 整 数 ) 
z:=] 
power :=b mod m 
for i :=0 to k—1 
if a;=1 then x := (zx* power’mod m 
power := (power* power)mod m 
return x{xz 等 于 6b” mod m} 














我 们 用 例 12 说 明 算法 5 是 如 何 工作 的 。 
用 算法 5 求 3%% mod 645。 
解 ”算法 5 首先 令 X=1 和 power 二 3 mod 645 二 3。 在 计算 3 mod 645 的 过 程 中 ， 这 个 算 
法 通过 连续 取 平 方 并 做 模 645 运算 来 减 小 结果 值 的 方法 计算 3” mod 645，j 二 1，2,，…，9。 如 
果 w=1( 其 中 w 是 644 二 进 制 展 开 式 (1010000100), 中 的 第 j 位 )， 就 在 x 当前 值 上 乘 以 3* 
mod 645 并 做 模 645 来 减 小 结果 值 。 下 面 是 所 用 到 的 步骤 : 
i 二 0: 因为 a,= 二 0， 所 以 有 x= 二 1 和 power 王 3 mod 645 一 9 mod 645 一 9; 
i 二 1]: 因为 a 二 0， 所 以 有 z==1 和 power= 二 9* mod 645 一 81 mod 645 一 81; 
一 2: 因为 4a, 二 1， 所 以 有 x= 二 1，81 mod 645 二 81 和 power 王 81: mod 645 一 6561 mod 645 一 111; 
1 一 3: 因为 a;= 二 0， 所 以 有 x==81 和 power 二 111* mod 645 王 12 321 mod 645 一 66， 
4: 因为 a,= 二 0， 所 以 有 x= 二 81 和 power 二 66* mod 645 二 4356 mod 645 一 486 ; 
i 二 5: 因为 a; = 二 0， 所 以 有 x= 二 81 和 power 二 486* mod 645 一 236 196 mod 645 二 126; 
6 
7 








;因为 a 二 0， 所 以 有 zx 二 81 和 power 一 126: mod 645 一 15 876 mod 645 二 396; 
; 因为 ==1， 所 以 有 z= (81。396) mod 645 二 471 和 power 二 396: mod 645 一 
156 816 mod 645=81; 
i 二 8: 因为 as 二 0， 所 以 有 z=471 和 power 二 81 mod 645 一 6561 mod 645 一 111; 
; 因为 a,= 二 1]， 所 以 有 z==(471* 111)mod 645 王 36 。 
这 展示 了 遵循 算法 5 的 步骤 得 出 结果 3”“ mod 645 二 36。 | 
算法 5 是 非常 高 效 的 ， 它 用 OC(log m)* log n) 次 比特 运算 就 能 求 得 六 mod m( 参 见 练习 64) 。 


练习 
1. 把 下 列 整数 从 十 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

a)231 b)4532 c)97 644 
2. 把 下 列 整数 从 十 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

a)321 b)1023 c)100 632 
3. 把 下 列 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 进 制 表示 。 











[Ny 
fk 


14. 


15, 


16. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
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a) (1 1111)， b)(10 0000 0001)。 © (1 0101 0101)， d) (110 1001 0001 0000)， 
, 把 下 列 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 进 制 表示 。 

a) (1 1011)， b) (10 1011 0101)。 “© (11 1011 1110)。 d) (111 1100 0001 1111)， 
, 把 下 列 整数 从 八进制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

a) (572)s b) (1604)s ©) (423)s d) (2417)s 
,把 下 列 整 数 从 二 进 制 表 示 转 换 为 八进制 表示 。 

a) (1111 0111); b) (1010 1010 1010)。 © (111 0111 0111 0111),d) (101 0101 0101 0101)。 
. 把 下 列 整数 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 、 

a)(80E)is b)(135AB)i ©) (ABBA)'s d) (DEFACED)' 


, 把 (BADFACED)is 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

. 把 (ABCDEF)is 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

, 把 练习 6 中 的 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。、 

, 把 (1011 0111 1011)。 从 二 进 制 表示 转 换 为 十 六 进 制 表示 。 

. 把 (1 1000 0110 0011)。 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 

. 证 明 一 个 正 整 数 的 十 六 进 制 展 开 式 可 以 从 其 二 进 制 展 开 式 求 得 ， 方 法 是 每 四 位 二 进 制 数字 组 成 一 组 ， 


必要 时 在 开头 加 一 些 0， 把 每 组 四 个 二 进 制 数字 转换 成 一 个 十 六 进 制 数字 。 

证 明 一 个 正 整 数 的 二 进 制 展开 式 可 以 从 其 十 六 进 制 展开 式 求 得 ， 方 法 是 把 每 个 十 六 进 制 数字 转换 成 
一 组 四 个 二 进 制 数字 。 

证 明 一 个 正 整 数 的 八进制 展开 式 可 以 从 其 二 进 制 展 开 式 求 得 ， 方 法 是 每 三 位 二 进 制 数 字 组 成 一 组 ， 
必要 时 在 开头 加 一 些 0， 把 每 组 三 个 二 进 制 数字 转换 成 一 个 八进制 数字 。 

证 明 一 个 正 整数 的 二 进 制 展 开 式 可 以 从 其 八进制 展开 式 求 得 ， 方 法 是 把 每 个 八进制 数字 转换 成 一 组 
三 个 二 进 制 数字 。 


. 把 (7345321)s 转换 为 二 进 制 表示 ， 把 (10 1011 1011)s 转换 为 八进制 表示 。 
. 给 出 一 个 将 整数 的 十 六 进 制 表 示 转 换 为 八进制 表示 的 过 程 ， 用 二 进 制 表示 作为 中 间 步 又 。 
. 给 出 一 个 将 整数 的 八进制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 的 过 程 ， 用 二 进 制 表示 作为 中 间 步 骤 。 


. 试 解释 如 何 从 二 进 制 转换 为 64 进 制 ， 从 64 进 制 转换 为 二 进 制 ， 从 八进制 转换 为 64 进 制 ， 以 及 从 64 
进 制 转换 为 八进制 。 
, 找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 二 进 制 表示 。 
a) (100 0111): ，(111 0111); b) (1110 1111),, (1011 1101), 
c)(10 1010 1010)», (1 1111 0000)， d) (10 0000 0001)s, (11 1111 1111), 
找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 三 进 制 表示 。 
a) (112)s, (210); b) (2112)s, (12021); 
©) (20001)3, (1111); d) (120021)s, (2002); 
找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答案 用 八进制 表示 。 
a) (763)s, (147)s b) (6001)s, (272)s 
e111 C777 d) (54321)s , (3456)s 
找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答案 用 十 六 进 制 表示 。 
a) (1AE)1。, (BBC)'s b)(20CBA)is ，(A01)is 
© (ABCDE)1s, (1111)'s d) (E0000E)1s, (BAAA)'s 


用 算法 5 求 7% mod 645。 
用 算法 5 求 11%* mod 645 。 
用 算法 5 求 32003 mod 99 。 
用 算法 5 求 123'%! mod 101。 
证 明 每 个 正 整 数 都 可 以 唯一 地 表示 为 2 的 不 同 次 寡 的 和 。[ 提 示 : 考虑 整数 的 二 进 制 展 开 式 。] 
可 以 证 明 每 个 整数 都 能 表示 为 
et3 十 erl3 和 十 … 十 el3 十 eo 
的 形式 ， 其 中 6 二 一 1, 0 或 1,j 二 0，1，2,，…, k。 这 一 类 展开 称 为 平衡 三 进 制 展开 式 。 求 下 列 整 
数 的 平衡 三 进 制 展 开 式 。 


31.。 
32, 


一 


33, 


34. 


35; 


ua 


36, 


37; 
38. 
39. 
式 。 
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a)5 b)13 c)37 d)79 

证 明 一 个 正 整数 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 十 进 制 数字 之 和 能 被 3 整除 。 

证 明 一 个 正 整数 能 被 11 整除 当 且 仅 当 它 的 偶数 位 十 进 制 数字 之 和 与 奇数 位 十 进 制 数字 之 和 的 差 能 被 
11 整除 。 

求证 一 个 正 整数 能 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 偶数 位 二 进 制 数字 之 和 与 奇数 位 二 进 制 数字 之 和 的 差 能 被 3 
整除 。 

如 何 利 用 整数 n 的 十 进 制 展 开 式 来 判定 能 否 被 下 面 的 数 整 除 ? 

a)2 b)5 c)10 

如 何 利 用 整数 ”的 十 进 制 展开 式 来 判定 能 和 否 被 下 面 的 数 整除 ? 

a)4 b)25 c)20 

假设 n 和 6。 是 正 整 数 且 5b 宇 2，n 的 5b 进 制 展开 式 为 n= 二 (awam-1'…aiao)。。 求 下 列 数 的 5 进 制 展 开 式 。 
a) bn bb’n Ln/b] d)L n/b | 

证 明 如 果 n 和 6 是 正 整 数 且 5 宇 2， 则 n 的 5 进 制 表示 有 | logb n | 十 1 位 数字 。 

试 找 出 nn 位 7 进 制 展 开 式 (111…111);(n 个 1) 的 十 进 制 展 开 式 。[ 提 示 : 使 用 几何 级 数 求 和 公式 。] 
试 找 出 3n 位 二 进 制 展开 式 (101101…101101); (这 个 二 进 制 展 开 式 包含 n 份 101 的 拷贝 ) 的 十 进 制 展 开 
[提示 : 使 用 几何 级 数 求 和 公式 。] 


整数 的 1 的 补 码 表示 法 可 以 简化 计算 机 算术 。 为 了 表示 绝对 值 小 于 2"”' 的 正 负 整 数 ， 共 需要 nn 比特 。 最 
左边 一 比特 用 来 表示 符号 。 该 位 置 上 的 比特 0 表示 正 整数 ， 比 特 1 表示 负 整数 。 对 正 整数 来 说 ， 其 余 比 
特 正 好 等 同 于 该 整数 的 二 进 制 展开 式 。 对 负 整 数 来 说 ， 其 余 比 特 可 用 通过 先 找 出 该 整数 绝对 值 的 二 进 制 
展开 式 然后 对 其 各 比特 求 补 得 到 ， 其 中 1 的 补 码 是 0， 而 0 的 补 码 是 1。 


40. 
41. 
42， 
43. 


44. 
45. 


用 长 度 为 六 的 比特 串 找 出 下 列 整数 的 1 的 补 码 表示 。 

a)22 b)31 =—=7 Cs lee 
下 列 长 度 为 五 的 1 的 补 码 所 表示 的 是 什么 整数 ? 

a)11001 b)01101 c)10001 d)11111 


如 果 m 是 一 个 小 于 2”' 的 正 整 数 ， 当 用 长 度 为 n 的 比特 串 时 ,怎样 从 m 的 1 的 补 码 表示 求 出 一 m 的 
1 的 补 码 表示 ? 

怎样 从 两 个 整数 的 1 的 补 码 表示 得 到 其 和 的 1 的 补 码 表示 ? 

怎样 从 两 个 整数 的 1 的 补 码 表示 得 到 其 差 的 1 的 补 码 表示 ? 

证 明 1 的 补 码 表示 为 (a,-14,-，…aiao) 的 整数 m 可 以 通过 等 式 m 二 一 Qi=1 《2 一 1) 十 a,-22” 十 … 十 
a1，2 十 ao 计算 而 得 。 


整数 的 2 的 补 码 表示 也 可 以 用 来 简化 计算 机 算术 ， 而且 上 比 1 的 补 码 表 示 更 常用 。 对 给 定 的 正 整 数 n， 要 表 
示 满 足 一 2”' 全 XS<2"”! 一 1 的 整数 ， 共 需要 几 n 比 特 。 最 左边 一 比特 用 来 表示 符号 。 与 1 的 补 码 展示 式 一 


样 ， 


该 位 置 上 的 比特 0 表示 正 整 数 ， 比 特 1 表示 负 整 数 。 对 正 整数 来 说 ， 其 余 比 特等 同 于 该 整数 的 二 进 


制 展开 式 。 对 负 整 数 而 言 ， 其 余 比 特 是 2" :ss_ | 并 | 的 二 进 制 展开 式 中 。 计 算 机 中 常用 整数 的 2 的 补 码 表 
示 ， 因 为 不 论 整数 是 正 是 负 ， 都 很 容易 用 这 种 表示 来 做 整数 的 加 法 和 减法 。 


46. 
47. 
48. 
49. 
S0. 
Sl. 


52. 
53, 


解答 练习 40， 这 次 使 用 2 的 补 码 表示 并 用 长 度 为 六 的 比特 串 。 

解答 练习 41， 如 果 每 个 表示 都 是 长 度 为 五 的 2 的 补 码 表示 。 

用 2 的 补 码 表示 解答 练习 42 。 

用 2 的 补 码 表示 解答 练习 43。 

用 2 的 补 码 表示 解答 练习 44。 

证 明 2 的 补 码 表示 为 (a,-14a,-，…aiao) 的 整数 m 可 以 通过 等 式 m 二 一 as-1，2” :十 ao 。2" 十 … 十 
ai。2 十 ao 计算 而 得 。 

试 给 出 一 个 简单 的 算法 从 整数 的 1 的 补 码 表示 构成 其 2 的 补 码 表 示 。 

有 时 通过 用 四 位 二 进 制 展开 式 表示 每 个 十 进 制 数字 来 为 整数 编码 。 这 就 产生 了 整数 的 二 进 制 编码 的 
十 进 制 形式 。 例 如 ， 用 这 种 方式 为 791 编码 得 011110010001。 采 用 这 种 编码 方式 表示 一 个 n 位 的 十 
进 制 数 需要 多 少 比 特 ? 


康 托 尔 展 开 式 是 这 种 形式 的 和 式 
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CC 二 
其 中 ai 为 整数 且 0 委 Qw 委 ;1，i 一 1，2，…，715 
54. 求 下 列 各 数 的 康 托 尔 展开 式 。 
a)2 b)7 c)19 d)87 
e)1000 f)1 000 000 
* 55. 试 描述 找 出 整数 的 康 托 尔 展开 式 的 算法 。 
* 56. 试 描述 将 两 个 整数 的 康 托 尔 展开 式 相 加 的 算法 。 
57. 按照 书 中 给 出 的 加 法 算法 步骤 ， 一 步 一 步 把 (10111)。 和 (11010); 相 加 。 
58. 按照 书 中 给 出 的 乘法 算法 步骤 ， 一 步 一 步 把 (1110)。 和 (1010)。 相 乘 。 
59. 试 描述 计算 两 个 二 进 制 展开 式 之 差 的 算法 。 
60. 试 估算 两 个 二 进 制 展 开 式 的 减法 所 需 比 特 运算 的 次 数 。 
61. 设计 一 个 算法 ， 给 定 整 数 a 和 6 的 二 进 制 展开 ， 判断 是 否 有 &>>0，24 一 0， 或 者 a<b。 
62. 当 整 数 a 和 2 中 较 大 的 数 的 二 进 制 展开 式 有 ?7 位 时 ， 练 习 61 中 的 比较 算法 需要 要 做 多 少 次 比特 运算 ? 
63. 采用 所 需 除法 次 数 来 衡量 ， 试 估算 求 整 数 n 的 5b 进 制 展开 式 的 算法 1 的 复杂 度 。 
* 64. 证 明 算 法 5 使 用 O((log m)’log nn) 次 二 进 制 位 运算 来 计算 六 mod m。 
65. 证 明 算 法 4 使 用 Olg log |a|) 次 二 进 制 位 运算 ,假设 a 之 d。 


4.3 素数 和 最 大 公约 数 
4.3.1 引言 

4.1 节 研究 了 整数 整除 性 的 概念 。 基 于 整除 性 的 一 个 重要 概念 就 是 素数 。 素 数 是 大 于 1 的 且 
不 能 被 1 和 它 自 身 以 外 的 正 整数 整除 的 整数 。 对 素数 的 研究 可 以 追溯 到 远古 时 代 。 几 千年 前 人 们 
就 知道 素数 有 无 限 多 个 ， 在 欧 几 里 得 的 著作 中 所 发 现 的 该 事实 的 证 明 也 以 其 优雅 和 漂亮 而 闻名 。 

我 们 将 讨论 整数 中 素数 的 分 布 。 我 们 还 将 描述 一 部 分 近 400 年 来 数学 家 所 发 现 的 有 关 素 数 
的 结论 。 特别 是 ， 我 们 要 介绍 一 个 重要 的 定理 一 一 算术 基本 定理 。 该 定理 断言 每 个 正 整数 都 可 
以 唯一 表示 为 按 非 递减 排序 的 素数 乘积 ， 它 具有 很 多 有 趣 的 推论 。 我 们 还 将 讨论 一 些 有 关 素数 
的 古老 且 至 今 仍然 悬而未决 的 猜想 。 

素数 已 经 成 为 现代 密码 系统 中 必 不 可 缺少 的 一 部 分 ， 我们 将 阐述 其 在 密码 学 中 的 一 些 重要 
性 质 。 比 如 ， 寻 找 大 素数 在 现代 密码 学 中 是 一 个 基本 课题 。 对 大 整数 进行 素 因子 分 解 所 需 的 时 
间 尺 度 是 一 些 重要 的 现代 密码 系统 中 密码 强度 的 基础 。 

本 节 还 将 介绍 两 个 整数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 。 我 们 还 将 讨论 一 个 重要 算法 ， 即 欧 几 
里 得 算法 来 计算 最 大 公约 数 。 


4.3.2 素数 


每 个 大 于 1 的 整数 至 少 能 被 两 个 整数 整除 ， 因 为 一 个 正 整数 可 以 被 1 和 它 自 己 整除 。 恰 有 
两 个 不 同 的 正 整数 因子 的 整数 称 为 素数 。 









评注 ”整数 1 不 是 素数 ， 因 为 它 只 有 一 个 正 因子 。 还 要 注意 整数 nn 是 合 数 当 且 仅 当 存 在 整 
数 a 使 得 a |n 并 且 1 二 a 二 n。 

@ 整数 7 是 素数 ， 因 为 它 仅 有 的 正 因 子 是 1 和 7。 而 整数 9 是 合 数 ， 因 为 它 能 被 3 
整除 。 4 

正如 算术 基本 定理 所 阐述 的 ， 素数 是 正 整数 的 基本 构件 。 证 明 将 在 5. 2 节 给 出 












例 2 给 出 了 一 些 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 


Bsa 100、641、999 和 1024 的 素 因子 分 解 式 如 下 
100 2 05 
641= 641 
999 二 3.3.3.37 二 33.37 
1024= 2 202462020262 2 6202= 2 
4.3.3 试 除法 


证 明 一 个 给 定 的 整数 是 素数 是 很 重要 的 。 例 如 ， 在 密码 学 中 大 素数 就 用 在 为 信息 加 密 的 某 
些 方法 中 。 一 个 证 明 整 数 为 素数 的 过 程 就 是 基于 下 面 的 观察 。 
















证 明 ”如果 是 合 数 ， 由 合 数 的 定义 ， 可 知 它 有 一 个 满足 1 二 a 二 n 的 因子 a。 故 ， 由 正 整 





数 的 因子 的 定义 ， 可 知 n= 二 ab6， 其 中 5 是 大 于 1 的 正 整数 。 我 们 证 明 a 三 Yn 或 5 过 Vn。 如 果 a 二 
Vn 且 b>>Vn， 则 ab>>Yn， Yn 二 n， 了 矛盾。 因此， 有 a 二 Vn 或 6 三 Yn。 因为 a 和 2 都 是 ”的 因子 ， 
我 们 已 经 看 到 了 n 有 一 个 不 超过 Vn 的 正 因子 。 这 个 因子 或 者 是 素数 ,或 者 (由 算术 基本 定理 ) 有 
比 它 小 的 素 因子 。 无 论 哪 种 情况 ，n 有 一 个 素 因子 小 于 或 等 于 Vn。 4 

从 定理 2 可 知 ， 如 果 一 个 整数 不 能 被 小 于 或 等 于 其 平方 根 的 素数 整除 ， 则 它 就 是 素数 。 这 一 
结论 导致 了 称 为 试 除法 的 蛮 力 算法 。 要 用 试 除 法 ,我 们 把 nn 除 以 所 有 不 超过 Vn 的 素数 ， 如 果 不 能 
被 其 中 任意 一 个 素数 整除 就 可 以 得 出 结论 ”是 素数 。 例 3 就 是 用 试 除法 来 证 明 101 是 素数 。 

证 明 101 是 素数 。 

解 ” 不 超过 V101 的 素数 仅 有 2，3，5 和 7。 因 为 101 不 能 被 2，3，5 和 7 整除 (101 被 这 些 
数 除 的 商都 不 是 整数 )， 所 以 101 是 素数 。 4 

由 于 每 个 整数 都 有 素 因子 分 解 式 ， 所 以 有 一 个 寻找 素 因 子 分 解 式 的 算法 将 会 很 有 有 用。 考虑 
寻找 整数 ”的 素 因 子 分 解 式 的 问题 。 从 最 小 素数 2 开始 ， 依 次 用 素数 去 除 n。 如 果 n 有 素 因子 ， 
则 由 定理 2 可知， 可 以 找到 一 个 不 超过 Vn 的 素 因子 p。 所 以 ， 如 果 找 不 到 不 超过 Yn 的 素 因子 ， 
则 ”为 素数 。 否 则 ， 如 果 找 到 一 个 素 因 子 p， 则 可 以 继续 对 n/p 做 因子 分 解 。 注 意 n/p 没有 小 
于 p 的 素 因 子 。 同 样 的 道理 ， 如 果 n/p 没有 大 于 等 于 p 且 不 超过 它 的 平方 根 的 素 因子 ， 则 它 为 
素数 。 否 则 ， 如 果 它 有 素 因 子 9， 则 可 以 继续 对 n/(pgq) 做 因子 分 解 。 这 一 过 程 一 直 继 续 直 到 因 
子 分 解 只 剩 一 个 素数 为 止 。 例 4 解释 了 这 一 过 程 。 

找 出 7007 的 素 因 子 分 解 式 。 

解 ” 要 找 出 7007 的 素 因 子 分 解 式 ， 首 先 不 断 地 用 素数 去 除 7007， 从 2 开始 。2、3 和 5 都 
除 不 尽 7007。 但 是 ，7 除 尽 7007，7007/7=1001。 下 一 步 ， 从 7 开始 不 断 地 用 素数 去 除 1001。 
立刻 发 现 7 还 能 整除 1001， 因 为 1001/7= 二 143。 继 续 从 7 开始 不 断 用 素数 去 除 143。 虽 然 7 不 


Links > 





埃 拉 托 斯 特 尼 ( 公 元 前 276 一 公元 前 194) 他 出 生 在 昔 兰 尼 ( 埃 及 以 西 的 一 个 希腊 
殖民 地 ) 并 在 雅典 的 柏拉图 学 院 学 习 。 我 们 知道 当时 国王 托 勤 密 二 世 邀 请 埃 拉 托 斯 特 
希 | 尼 到 亚历山大 来 教 他 的 儿子 ， 后 来 埃 拉 托 斯 特 尼 成 为 亚历山大 最 著名 的 图 书馆 (一 个 

古代 智慧 资料 库 ) 的 馆 长 。 埃 拉 托 斯 特 尼 是 一 个 知识 面 极 宽 的 学 者 ， 著 作 论 及 数学 、 
地 理学 、 天 文学 、 历 史学 、 哲 学 和 文学 批评 。 除 了 在 数学 领域 的 工作 外 ， 他 还 以 古 
代 历 史 编 年 表 和 著名 的 测量 地 球 大 小 而 闻名 。 





Source: Math Tutor Archive 
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能 整除 143, 但 11 整除 143， 得 143/11=13。 由 于 13 为 素数 ， 这 一 过 程 完 成 。 由 此 得 出 
7007 二 7。1001 二 7。7。143 二 7。7。11。，13。 因 此 ，7007 的 素 因 子 分 解 式 是 7。7。11。13 三 
人 本 

素数 的 研究 在 古代 是 为 了 探究 原理 。 今天， 其 研究 已 经 有 了 很 实用 的 目的 。 特 别 是 ， 大 素 
数 在 密码 学 中 起 着 关键 作用 ， 在 4. 6 节 将 会 看 到 。 


4.3.4 埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 

注意 ， 不 超过 100 的 合 数 必定 有 一 个 不 超过 10 的 素 因子 。 因 为 小 于 10 的 素数 仅 有 2、3、 
5 和 7， 所 以 不 超过 100 的 素数 就 是 这 四 个 素数 以 及 那些 大 于 1 且 不 超过 100 同时 不 能 被 2、3、 
5 和 7 之 一 整除 的 正 整 数 。 

埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 (sieve of Eratosthenes) 就 是 用 来 寻找 不 超过 一 个 给 定 整 数 的 所 有 素数 。 
例如 ， 下 列 过 程 就 是 寻找 不 超过 100 的 素数 。 首 先 构造 1 一 100 全 部 整数 的 列表 。 和 第 法 开始 过 
程 ， 除 了 2 以 外 ， 删 除 那 些 能 被 2 整除 的 整数 。 因 为 3 是 保留 下 来 的 第 一 个 大 于 2 的 整数 ， 所 
以 除了 3 以 外 ， 删 除 所 有 那些 能 被 3 整除 的 整数 。 因 为 5 是 3 之 后 保留 下 来 的 下 一 个 整数 ， 所 
以 除了 5 以 外 ， 删 除 那些 能 被 5 整除 的 整数 。 保 留 下 来 的 下 一 个 数 是 7， 所 以 ， 除 了 7 以 外 ， 
删除 那些 能 被 7 整除 的 整数 。 因 为 所 有 不 超过 100 的 合 数 能 被 2、3、5 或 7 整除 ， 所 以 除了 1 
以 外 ， 所 有 保留 下 来 的 整数 都 是 素数 。 在 表 1 中 展示 了 每 个 阶段 被 删除 的 整数 ， 其 中 第 一 个 区 
域 中 能 被 2 整除 的 每 个 整数 (2 除外 ) 加 一 条 下 划 线 ， 第 二 个 区 域 能 被 3 整除 的 每 个 整数 (3 除 
外 ) 加 一 条 下 划 线 ， 第 三 个 区 域 中 能 被 5 整除 的 每 个 整数 (5 除外 ) 加 一 条 下 划 线 ， 第 四 个 区 域 
中 能 被 7 整除 的 每 个 整数 (7 除外 ) 加 一 条 下 划 线 。 没 有 下 划 线 的 整数 就 是 不 超过 100 的 素数 。 
我 们 得 出 结论 : 不 超过 100 的 整数 是 2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41， 
9 dT 03 9 01 675 713 735 79, S35. B05 07. 


表 1 埃 拉 托 斯 特 尼 惫 法 








2 以 外 能 被 2 整除 的 整数 加 一 条 下 划 线 3 以 外 能 被 3 整除 的 整数 加 一 条 下 划 线 
人 人 
2 I ns 1 9 0 
2 D2 3 6 7 A 9 30 21 2 23 24 25 26 27 28 29 30 
3 032 ‘33 34 35 96 37 38 -39 .40 31 -至 3 5 36 3 39 各 
41424344447 4 49 50 41422434 和 44 和 47 449 50 
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
61 62 63 64 65 66 67 6 69 70 61 62 63 64 65 66 67 68 6 7 
nh 2 4 5 76777 WO 9 如 N23 7 9 80 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 看 旬 0 
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 

i 7 以 外 能 被 7 整除 的 整数 加 一 条 下 划 线 ; 

5 以 外 能 被 5 整除 的 整数 加 一 条 下 划 线 斜体 表示 的 整数 是 素数 





OO TS 
2 1 121231415 17 1 2 
2 BME52622829 30 442323245%5472 a 
31 32 33 34 35 36 37 38 39 4 31 32 33 34 35 36 37 38 39 细 
4 和 444447 4 4 50 14 和 4243484j17 和 4 和 0 
$1 4 55 536, 57 58 59 60 51 52 533 54 55 56 57 58 59 60 
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 61 62 63 64 65 66 67 68 6 20 
he ee 7 12 7 MMX 1 7 80 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 % 81 82 83 84 85 86 87 88 5 9 
91 93 94 95 96 97 98 99 100 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 
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素数 的 无 限 性 人 们 长 期 以 来 就 已 经 知道 有 无 限 多 个 素数 。 这 意味 着 当 pl， ps;,，…，p， 
是 ”个 最 小 的 素数 时 ， 我 们 知道 就 有 一 个 更 大 的 素数 不 在 其 中 。 我 们 将 用 欧 几 里 得 在 其 著名 的 
数学 教科 书 《 几何 原本 》(The Elements) 中 给 出 的 证 明 来 证 明 这 个 事实 。 这 个 简单 优雅 的 证 明 被 
许多 数学 家 认为 是 数学 中 最 漂亮 的 证 明 。 它 是 《天 书 中 的 证 明 》(Proofs from THE BOOK) 一 书 
中 位 列 第 一 的 证 明 ， 这 里 天 书 是 指 想象 中 完美 证 明 的 集 册 ， 这 些 证 明 被 著名 数学 家 保罗 ，。 埃 德 
斯 声称 是 由 上 帝 维 护 的 。 顺 便 提 一 下 ， 存 在 数量 巨大 的 不 同 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 素数 ， 
并 且 新 的 证 明 还 在 以 惊人 的 速度 频繁 地 发 表 出 来 。 
证 明 用 反 证 法 证 明 这 个 定理 。 假 设 只 有 有 限 多 个 素数 pl ，p;，…，p,。 令 

Q= 和 a 

根据 算术 基本 定理 ，Q 要 么 是 素数 ， 要 么 能 被 写成 两 个 或 多 个 素数 之 积 。 但 是 ， 没 有 一 个 素数 
p; 能 整除 Q， 因 为 如 果 p; |1Q， 则 p; 整除 Q 一 pp,…p, 二 1。 因 此 ， 存 在 一 个 不 在 pl，p,，…， 
p, 中 的 素数 。 这 个 素数 要 么 是 Q( 如 果 Q 是 素数 ) ， 要 么 是 Q 的 一 个 素 因 子 。 这 就 是 一 个 矛盾 ， 
因为 我 们 假设 列 出 了 所 有 的 素数 。 因 此 ， 存 在 无 限 多 个 素数 。 4 

评注 注意 在 这 个 证 明 中 我 们 没有 说 Q 是 素数 ! 而 有 全 ， 在 这 个 证 明 中 ， 我 们 给 出 的 是 非 构 
造 性 的 存在 性 证 明 : 给 定 n 个 素数 ， 存在 一 个 不 在 表 中 的 素数 。 对 于 构造 性 的 证 明 ， 就 必须 显 
式 地 给 出 一 个 不 在 初始 的 nn 个 素数 列表 中 的 素数 。 

由 于 存在 无 限 多 个 素数 ， 所 以 给 定 任意 正 整数 都 存在 大 于 这 个 整数 的 素数 。 人 们 不 断 追 求 
去 发 现 越 来 越 大 的 素数 。 近 300 年 来 ， 已 知 最 大 的 素数 几乎 都 是 特殊 形式 2 一 1 的 整数 ， 其 中 
p 也 是 素数 。( 注 意 当 nn 不 是 素数 时 2 一 1 不 可 能 是 素数 。 参 见 练习 9。) 这 种 素数 称 为 梅森 素 
数 ， 这 是 以 法 国 修 道士 马兰 ,梅森 的 名 字 命名 的 ， 他 在 17 世纪 就 研究 这 些 素数 。 之 所 以 已 知 
最 大 素数 通常 都 是 梅森 素数 ， 是 因为 有 一 个 特别 有 效 的 称 为 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 (Lucas-Lehmer) 测 
试 的 测试 方法 可 以 判断 2* 一 1 是 否 为 素数 。 而 且 ， 当 前 还 不 可 能 以 差不多 同样 快 的 速度 判断 一 
个 不 是 这 种 或 其 他 特殊 形式 的 整数 是 否 为 素数 。 


















整数 2: 一 1 二 3，2; 一 1 二 7 和 2 一 1 二 31 都 是 梅森 素数 ， 而 22 一 1 二 2047 不 是 梅森 素 
数 ， 因 为 2047 一 23。89 。 | 
自从 发 明了 计算 机 以 后 ， 寻 找 梅森 素数 的 进展 一 直 稳 步 向 前 。 截 至 2018 年 早 些 时 候 ， 已 
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马兰 . 梅森 (Marin Mersenne，1588 一 1648) ”梅森 生 在 法 国 的 缅 因 省 (现今 为 萨 
尔 特 省 ) 的 一 个 农民 家 庭 ， 在 勒 芒 学 院 (College of Mans) 和 位 于 La Flache 的 基督 学 院 
上 过 学 。1609~1611 年 他 在 索 邦 大 学 继续 学 业 ， 学 习 神 学 。1611 年 他 加 入 米 尼 玛 
(Minims) 宗 教 团体 ， 米 尼 玛 的 名 字 来 自 Minimi 一 词 ( 这 个 组 织 的 成 员 都 极为 谦逊 ， 
自 认为 是 所 有 宗教 团体 中 最 为 卑微 的 ) 。 除 了 祈祷 外 ， 这 个 团体 的 成 员 献 身 于 学 术 和 
国生 研究 .1612 年 他 在 巴黎 的 皇家 广场 任 牧师 ，1614 一 1618 年 他 在 内 维尔 (Nevers) 的 米 
@M4piwGerty Images 尼 玛 修道 院 教授 哲学 。1619 年 他 回 到 巴黎 ， 而 他 位 于 Annociade 的 米 尼 玛 宿舍 却 成 
了 包括 费 马 和 帕斯卡 在 内 的 法 国 科学 家 -哲学 家 和 数学 家 的 聚会 场所 。 梅 森 与 全 欧 
洲 的 学 者 频繁 通信 ， 担 当 数 学 和 科学 知识 交流 中 心 的 角色 ， 如 同 后 来 的 数学 学 术 期 刊 ( 及 今日 之 互联 网 ) 
的 作用 。 梅 森 撰 写 的 书籍 涵盖 力学 、 数 学 物理 、 数 学 、 音 乐 和 声学 。 他 研究 素数 并 尝试 构造 一 个 能 表示 
所 有 素数 的 公式 ,但 没有 成 功 。1644 年 梅森 声称 ， 当 p= 二 2,，3,，5, 7,，13, 17, 19,，31, 67,127,，257 
时 ，2* 一 1 是 素数 ; 而 对 于 小 于 257 的 所 有 其 他 素数 p，2? 一 1 是 合 数 。 人 们 花 了 300 多 年 的 时 间 在 梅森 
的 上 述 论断 中 找到 5 个 错误 。 特 别 是 当 p= 二 67 和 p= 二 257 时 ，22 一 1 不 是 素数 ， 而 当 p= 二 61, p= 二 87 和 p 
三 107 时 ，2? 一 1 是 素数 。 值 得 一 提 的 是 ， 梅 森 还 为 两 位 当时 最 有 名 的 人 物 笛 卡 儿 和 伽利略 受到 宗教 批评 
而 辩护 。 他 还 协助 揭露 炼丹 术士 和 占星 术士 的 骗术 。 
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有 50 个 梅森 素数 被 发 现 ， 其 中 19 个 是 1990 年 以 来 找到 的 。 已 知 最 大 的 梅森 素数 (时 至 2018 
年 早 些 时 候 ) 是 27225 一 1， 这 是 一 个 有 .23 249 425 位 的 十 进 制 数 ， 在 2017 年 12 月 被 证 明 是 素 
数 S。 互 联网 梅森 素数 大 搜索 (GIMPS) 作 为 一 个 共同 体 致 力 于 寻找 新 的 梅森 素数 。 你 可 以 加 入 
这 个 大 搜索 ， 如 果 幸 运 的 话 ， 寻 找到 一 个 新 的 梅森 素数 ， 甚 至 有 可 能 赢得 现金 大 奖 。 顺 便 说 一 
句 ， 寻 找 梅 森 素数 本 身 就 是 有 实际 意义 的 。 对 超级 计算 机 的 一 种 质量 控制 检验 就 是 复制 了 用 来 
判定 一 个 大 梅森 素数 是 素数 的 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 测 试 。 

素数 的 分 布 “ 定 理 3 告诉 我 们 存在 无 限 多 个 素数 。 可 是 ， 小 于 一 个 正 整数 的 素数 有 多 少 
个 呢 ? 这 个 问题 吸引 了 数学 家 很 多 年 。 在 18 世纪 晚期 ， 数 学 家 编制 了 很 大 的 素数 表 来 收集 有 
关 素数 分 布 的 证 据 。 利 用 这 些 证 据 ， 当 时 的 大 数学 家 包括 高 斯 和 勒 让 德 ， 都 猜想 有 但 没 能 证 明 





法 国 数 学 家 雅克 。 阿 达 马 (Jacques Hadamard) 和 比利时 数学 家 瓦 列 。 普 金 (Charles-Jean- 
Gustave-Nicholas de la Valleé-Poussin) 利 用 复 变 函数 论 在 1896 年 首次 证 明了 素数 定理 。 虽 然 已 
经 有 了 不 用 复 变 函数 论 的 证 明 ， 但 是 素数 定理 所 有 已 知 的 证 明 都 非常 复杂 。 

目前 已 经 证 明了 素数 定理 的 诸多 改进 ， 其 中 有 许多 是 论述 当 利 用 z/ln xz 或 其 他 函数 来 估 
算 x(Zz) 时 产生 的 误差 问题 。 该 研究 领域 依然 有 许多 未 解决 的 问题 。 

表 2 展示 了 r(Cz) 和 <z/lnz 以 及 二 者 的 比值 。 这 里 z 王 10"，3 委 ”和 10。 针 对 非常 大 的 二 值 ， 
人 们 付出 了 极 大 的 努力 来 计算 x(z)。 截 至 2017 年 晚 些 时 候 ， 对 于 所 有 z” 委 26 的 正 整 数 2， 小 
于 等 于 10" 的 素数 个 数 已 经 被 确认 。 特 别 是 ， 已 知 

r(102) 一 1699246750872 437 141 327 603 
差 值 整数 为 


x(10”)— (10” /ln 105) = 28 883 358 936 853 188 823 261 
六 位 有 效 数字 的 比值 为 
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查尔斯 * 让 ， 上 古 斯 塔 夫 ，. 尼 库 拉 斯 * 德 . 拉 ， 瓦 列 . 普 金 (Charles-Jean-Gustave- 
Nicholas De La Vallée-Poussin，1866 一 1962) 他 出 生 于 比利时 鲁 汶 ， 是 一 位 地 理学 教授 
的 儿子 。 他 就 学 于 蒙 斯 的 耶稣 会 学 院 ， 起 先 学 习 哲 学 ， 后 转向 工程 学 。 毕 业 后 ， 他 致 
力 于 数学 而 非 工程 学 。 他 对 数学 最 重要 的 贡献 是 他 的 素数 定理 证 明 。 他 在 算术 级 数 中 
的 素数 分 布 方面 也 有 贡献 ， 改 进 了 素数 定理 以 包含 误差 估算 。 此 外 ， 他 在 微分 方程 、 

分 析 学 和 逼近 理论 方面 都 有 重要 贡献 。 他 还 撰写 了 《分 析 教 程 》 这 本 教科 书 ， 该 书 对 20 
@Paul Fear/Alamy Stock ”世纪 上 半 叶 的 数学 思想 产生 了 重大 影响 。 
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雅克 。 阿达 马 (Jacques Hadamard，1865 一 1963) ”他 出 生 于 法 国 凡尔赛 ,父亲 是 
一 位 拉丁 语 老 师 ， 和 母亲 是 一 位 杰出 的 钢琴 教师 。 大 学 毕业 后 ， 他 在 巴黎 的 一 所 中 学 
任教 。1892 年 获得 博士 学 位 后 ， 他 在 波尔多 理学 院 担任 讲师 。 之 后 ， 他 曾 在 索 邦 大 
学 、 法 兰 西 公 学 院 、 巴 黎 综合 理工 学 院 和 中 央 艺 术 与 制造 学 院 任教 。 阿 达 马 为 复 分 
析 、 泛 函 分 析 和 数学 物理 做 出 了 重要 贡献 。 他 被 认为 是 一 位 富有 创新 精神 的 老师 ， 
撰写 了 法 国学 校 基础 数学 相关 的 许多 文章 ,以 及 一 本 广 为 使 用 的 基本 几何 学 的 教 
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加 截至 2018 年 12 月 ,已 知 的 梅森 素数 共有 51 个 。 已 知 最 大 的 梅森 素数 是 282589933 一 1， 一 共 24 862 048 
位 。 一 一 译 者 注 
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x(10%)/(10” /ln (10”*)) = 1. 017 29 
你 可 以 在 Web 上 找到 大 量 计算 x(x) 的 数据 和 估算 x(x) 的 函数 。 


表 2 由 x/Inx 融 近 x(x) 





Ep x(x) x/ln x x(x)/ (x /lnx) 
10 168 144.8 1. .161 
104 1229 1085.7 L132 
I 9592 8685.9 1. 104 
10é 78 498 72 382. 4 1. 084 
107 664 579 620 420. 7 1. 071 
108 5 761 455 5 428 681.0 1. 061 
人? 50 847 534 48 254 942. 4 1. 054 
T1019 455 052 512 434 294 481.9 1.048 


我 们 可 以 用 素数 定理 来 估算 随机 选择 的 一 个 数 是 素数 的 可 能 性 。( 概 率 论 基础 参见 第 7 
章 。.) 素 数 定 理 告诉 我 们 不 超过 z 的 素数 个 数 可 以 用 z/ln z 来 和 逼近。 因此， 一 个 随机 选择 的 正 整 
数 n 是 素数 的 可 能 性 大 约 是 (n/ln n)/n==1/ln n。 有 时 候 我 们 需要 寻找 一 个 具有 特定 位 数 的 素 
数 。 我 们 要 估算 需要 选择 多 少 个 特定 位 数 的 整数 才 有 可 能 遇 到 一 个 素数 。 利 用 素数 定理 和 微 积 
分 ， 可 以 证 明 一 个 整数 是 素数 的 概率 也 大 约 是 1/lnn。 例 如 ， 一 个 靠近 10” 附近 的 一 个 整数 
是 素数 的 可 能 性 大 约 是 1/ln 10'”， 即 大 约 1/2300。( 当 然 了 ， 如 果 只 选择 奇数 ， 可 以 使 找到 素 
数 的 机 会 增加 一 倍 。) 

定理 2 的 试 除 法 给 出 了 因子 分 解 和 素数 测试 的 过 程 。 可 是 ， 这 些 过 程 不 是 很 有 效 的 算法 ， 
人 们 已 经 开发 了 许多 切实 有 效 的 算法 来 做 这 些 事情 。 因 子 分 解 和 素数 测试 对 于 数论 在 密码 学 中 
的 应 用 已 变 得 很 重要 。 这 引起 了 人 们 极 大 的 兴趣 来 开发 完成 这 两 个 任务 的 有 效 算 法 。 在 过 去 的 
30 年 中 已 经 研究 设计 了 一 些 巧妙 的 过 程 来 有 效 地 生成 大 素数 。 再 者 ，2002 年 Manindra 
Agrawal、Neeraj Kayal 和 Nitin Saxena 做 出 了 一 个 重要 的 理论 发 现 。 他 们 证 明 存 在 以 整数 二 进 
制 展 开 式 中 位 数 来 衡量 的 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 可 以 判定 一 个 正 整 数 是 否 是 素数 。 基 于 他 们 工 
作 的 算法 使 用 OC((log xz ) 次 比特 运算 可 以 判定 一 个 正 整 数 ” 是 否 是 素数 。 

可 是 ， 尽 管 在 同一 时 期 已 开发 了 强 有 力 的 因子 分 解 新 方法 ， 但 大 整数 的 因子 分 解 仍 然 要 比 
素数 测试 更 加 耗 时 。 整 数 因子 分 解 尚未 有 多 项 式 时 间 的 算法 。 尽 管 如 此 ， 大 整数 分 解 的 挑战 引 
起 了 许多 人 的 兴趣 。 互 联网 上 有 一 个 共同 体 致力 于 分 解 大 整数 ， 特 别 是 形 如 名士 1 的 大 数 ， 其 
中 四 是 个 小 正 整数 而 ”是 个 大 正 整 数 ( 这 样 的 数 称 为 卡 宁 汉 数 ) 。 在 任何 时 候 ， 总 有 一 个 “十 大 
热门 ”的 这 种 大 数列 表 等 待 分 解 。 \ 

素数 和 算术 级 数 ”每 个 奇 整数 都 出 现在 下 面 两 种 算术 级 数 中 : 4& 十 1 或 者 4& 十 3，& 一 1， 
2，…。 因 为 我 们 知道 存在 无 限 多 个 素数 ， 所 以 我 们 会 问 是 否 在 这 两 种 算术 级 数 中 都 有 无 限 多 
个 素数 。 素 数 5，13，17，29，37，41，… 在 算术 级 数 4 十 3 中 ;而 素数 3，7，11，19，23， 
31，43，… 则 在 算术 级 数 4 十 1 中 。 这 些 暗示 在 两 个 级 数 都 可 能 存在 无 限 多 个 素数 。 那 么 其 他 
如 ak 十 6,，k& 二 1，2，…( 这 里 不 存在 比 1 大 的 整数 能 同时 整除 a 和 465) 的 算术 级 数 呢 ?这 里 会 包 
含 无 限 多 个 素数 吗 ? 答案 由 德国 数学 家 古 ， 勤 热 纳 。 狄 利克 雷 给 出 ， 他 证 明了 每 个 这 样 的 级 数 
都 包含 有 无 限 多 个 素数 。 他 的 证 明 以 及 后 来 所 有 的 证 明 超 出 本 书 的 范围 。 可 是 ， 用 本 书 中 的 概 
念 是 有 可 能 证 明 狄 利克 雷 定理 的 一 些 特例 的 。 例 如 ， 练 习 54 和 55 要 求证 明 在 3k 十 2 和 3& 十 3， 
& 王 1，2，… 算 术 级 数 中 存在 无 限 多 个 素数 。( 每 个 练习 的 提示 提供 了 证 明 所 需 的 基本 概念 。) 

我 们 解释 了 每 个 wR 十 2，A 王 1，2，… 的 算术 级 数 包含 无 限 多 个 素数 ， 这 里 a 和 4 没有 大 于 
1 的 公 因子 。 但 是 是 否 存在 仅 由 素数 构成 的 较 长 的 算术 级 数 呢 ? 例如 ， 一 些 探索 可 知 5，11， 
17，23，29 是 由 五 个 素数 构成 的 算术 级 数 ， 而 199，409，619，829，1039，1249，1459， 
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1669，1879，2089 是 由 十 个 素数 构成 的 算术 级 数 。 在 20 世纪 30 年 代 ， 多 产 而 富有 传奇 色彩 的 
数学 家 保罗 埃 德 斯 猜测 对 于 任意 大 于 2 的 正 整数 2， 存在 完全 由 素数 构成 的 长 度 为 ”的 算术 
级 数 。2006 年 ，Ben Green 和 陶 哲 轩 已 经 能 够 证 明 该 猜想 了 。 他 们 的 证 明 堪 称 数学 中 的 “ 环 
法 ”， 是 结合 了 高 级 数学 若干 领域 中 的 概念 而 得 出 的 一 个 非 构造 性 证 明 。 


4.3.5 关于 素数 的 猜想 和 开放 问题 

数论 是 一 门 可 以 从 中 很 容易 地 提出 猜想 的 学 科 ， 其 中 一 些 问 题 很 难 证 明 ， 还 有 一 些 开 放 问 
题 多 年 来 一 直 悬 而 未 决 。 例 6 一 9 将 介绍 数论 中 的 一 些 猜想 并 讨论 其 现状 。 

@ 国 有 这 样 一 个 函数 f(n) 是 十 分 有 用 的 : 对 所 有 的 正 整 数 n 有 f(n) 是 素数 。 如 果 我 们 有 
这 样 一 个 函数 ， 我 们 就 可 以 找到 大 的 素数 用 于 密码 学 或 者 其 他 应 用 中 。 要 寻找 这 样 一 个 函数 ， 
需要 测试 不 同 的 多 项 式 函 数 ， 就 像 几 百 年 前 数学 家 所 做 的 那样 。 经 过 大 量 的 计算 我 们 可 以 找到 
多 项 式 f(n) 二 wr 一 n 十 41。 这 个 多 项 式 具 有 一 个 有 趣 的 特点 : 对 于 不 超过 40 的 正 整数 ，f(n) 是 
素数 。[ 我 们 有 f(1) 二 41，f(2)= 二 43，f(3) 二 47，f(4) 二 53 等 ,J 这 就 导致 我 们 猜想 是 否 对 于 所 
有 的 正 整数 n， 都 有 fn) 是 素数 。 我 们 能 解决 这 个 猜想 吗 ? 

解 ” 也 许 结果 是 意料 之 中 的 ， 那 个 猜想 的 结果 是 假 的 ， 我 们 并 不 需要 看 得 太 远 就 可 以 找到 
一 个 正 整 数 n 使 得 f(n) 为 合 数 ， 因 为 f(41) 一 41: 一 41 十 41 一 41: 。 因 为 对 于 满足 1 过 n 过 40 的 所 
有 正 整数 都 有 f(n) 二 wr 一 n 十 41 为 素数 ， 我 们 或 许 想 找到 另外 一 个 多 项 式 具 有 性 质 : 对 于 所 有 
的 正 整数 >， 都 有 F(z) 为 素数 。 然 而 ， 这 个 多 项 式 并 不 存在 。 可 以 证 明 对 于 每 一 个 整数 系数 多 
项 式 f(n)， 存 在 一 个 正 整 数 y 使 得 f(y) 是 合 数 。( 参 见 补充 练习 23。) 4 

关于 素数 的 很 多 重要 问题 仍然 期 待 着 聪明 人 能 给 出 最 终 的 解 。 在 例 7 一 9 中 我 们 描述 其 中 
一 些 最 容易 理解 的 且 耳 熟 能 详 的 开放 问题 。 数 论 以 其 拥有 大 量 非常 容易 理解 的 猜想 而 著称 ， 这 
些 猜想 抵御 了 最 复杂 技术 的 攻克 ， 或 者 简单 地 说 抵御 了 所 有 攻克 。 我 们 列 出 这 些 猜想 是 想 要 说 
明 很 多 看 上 去 相对 简单 的 问题 即使 到 了 21 世纪 还 是 悬而未决 。 

@ 时 哥 德 巴赫 猜想 ”1742 年 ， 克 里 斯 蒂 安 ， 哥 德 巴赫 在 给 莱 晶 哈 德 ， 欧 拉 的 一 封 信 中 提 
出 一 个 猜想 : 每 个 大 于 5 的 奇数 ”都 是 三 个 素数 之 和 。 欧 拉 在 回信 中 答复 此 猜想 等 价 于 另 一 猜 
想 : 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 (参见 补充 练习 21) 。 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 
的 这 个 猜想 现在 称 为 哥 德 巴赫 猜想 。 对 于 小 的 偶数 可 以 验证 这 个 猜想 。 例 如 ，4 王 2 十 2， 
6 二 3 十 3，8 二 5 十 3，10 二 7 十 3，12 王 7 十 5 等 。 在 计算 机 出 现 之 前 ， 人 们 通过 手工 计算 对 上 至 
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陶 哲 轩 (1975 一 ) 陶 哲 轩 出 生 在 澳大利亚 。 他 的 父亲 是 一 名 儿科 医生 而 母亲 在 
香港 的 中 学 教 数学 。 陶 哲 轩 是 一 个 神童 ， 两 岁 时 就 自学 算术 。10 岁 时 ， 他 成 为 最 年 
。 轻 的 国际 数学 奥林匹克 (IMO) 选 手 ，13 岁 时 他 赢得 了 IMO 金牌 。17 岁 时 陶 哲 轩 获得 
他 的 学 士 学 位 和 硕士 学 位 ， 并 在 普林斯顿 大 学 开始 研究 生 学 习 ， 三 年 后 获得 博士 学 
位 。1996 年 他 成 为 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 的 一 名 教员 ， 并 继续 在 那里 工作 。 
FL 陶 哲 轩 知识 面 极 宽 ， 他 喜欢 在 不 同 的 领域 研究 问题 ， 包 括 调和 分 析 、 偏 微分 方 
Gare of Recd 程 、 数 论 和 组 合 数学 。 他 在 博客 上 讨论 各 种 问题 的 研究 进展 ， 你 可 以 通过 阅读 博客 

来 了 解 他 的 工作 。 他 最 著名 的 结论 是 Green-Tao 定理 : 存在 任意 长 的 素数 算术 级 数 。 
陶 哲 轩 对 数学 的 应 用 做 出 了 重要 贡献 ， 如 开发 了 一 种 使 用 尽 可 能 少 的 信息 进行 数字 图 像 重建 的 方法 。 

陶 哲 轩 在 数学 家 中 间 具 有 神奇 的 口碑 ， 他 成 了 数学 研究 员 圈 里 的 搞定 先生 (Mr. Fix-It) 。 本 身 也 是 神 
童 的 知名 数学 家 查尔斯 . 费 弗 曼 曾经 说 过 :“ 如 果 你 在 一 个 问题 上 卡 住 了 ,那么 出 路 之 一 是 让 陶 哲 轩 也 感 
兴趣 。” 陶 哲 轩 还 维护 着 一 个 热门 的 博客 ， 详 细 描 述 了 他 的 研究 工作 和 许多 数学 问题 。2006 年 陶 哲 轩 被 
授予 非 尔 获奖 ， 这 是 授 子 40 岁 以 下 数学 家 的 最 负 盛 名 的 奖项 。2006 年 他 被 授予 了 麦克 阿 瑟 奖 金 ， 并 于 
2008 年 他 获得 了 Allan T. Waterman 奖 ， 其 中 50 万 美元 的 现金 奖励 为 支持 科学 家 在 其 早期 职业 生涯 中 的 
研究 工作 。 陶 哲 轩 的 妻子 劳 拉 是 在 喷气 推进 实验 室 的 一 名 工程 师 。 
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百 万 的 数 验证 了 哥 德 巴赫 猜想 。 使 用 计算 机 可 以 对 更 大 的 数 进行 验证 。 截 至 2018 年 年 初 ， 对 
上 至 4X10” 的 所 有 正 偶数 都 验证 了 猜想 。 

虽然 哥 德 巴赫 猜想 的 证 明 至 今 仍 未 发 现 ， 但 大 多 数 数 学 家 都 认为 此 猜想 是 正确 的 。 使 用 解 
析 数 论 ( 远 超出 本 书 范 围 ) 的 一 些 复杂 方法 已 经 证 明了 一 些 定理 ， 可 以 建立 比 哥 德 巴赫 猜想 弱 一 
些 的 结论 。 其 中 就 包括 每 个 大 于 2 的 偶数 都 是 至 多 6 个 素数 之 和 (O. Ramare 在 1995 年 证 明 ) 以 
及 每 个 充分 大 的 正 偶数 都 可 以 写成 一 个 素数 以 及 另 一 个 或 者 素数 或 者 两 个 素数 乘积 之 和 ( 陈 景 
润 在 1996 年 证 明 ) 。 也 许 哥 德 巴赫 猜想 会 在 不 太 久 的 将 来 得 到 证 明 。 4 

有 很 多 猜想 都 断言 存在 无 限 多 个 具有 某 种 特殊 形式 的 素数 。 一 种 猜想 就 认为 存在 无 
限 多 个 可 以 写成 到 十 1 形式 的 素数 ， 其 中 ”为 正 整 数 。 例 如 ，5 王 2 十 1，17 王 全 十 1，37 王 全 十 
1 等。 目前 所 知 的 最 好 结果 就 是 存在 无 限 多 个 正 整 数 n 使 得 n* 十 1 或 者 是 素数 ,或 者 是 至 多 两 
个 素数 之 积 (Henryk Iwaniec 在 1973 年 证 明 ， 需 要 用 到 远 超 出 本 书 范围 的 解析 数论 中 的 高 级 
技术 )。 4 

挛 生 素数 猜想 ” 挛 生 素数 是 指 相差 2 的 一 对 素数 ， 诸 如 3 和 5、5 和 7、11 和 13、17 
和 19、4967 和 4969。 挛 生 素数 猜想 断定 存在 无 限 多 对 挛 生 素数 。 关 于 挛 生 素数 已 被 证 明 的 最 
好 结果 是 有 无 限 多 对 p 和 pp 十 2， 其 中 p 是 素数 ，p 十 2 是 素数 或 者 是 两 个 素数 乘积 (陈景润 在 
1966 年 证 明 )。 

截至 2018 年 年 初 ， 挛 生 素数 的 世界 纪录 是 2996 863 034895。2!”%% 士 ]， 是 388 342 位 数 。 

设 P(n) 为 命题 ,存在 无 限 多 对 差 值 恰 为 n 的 素数 对 。 杰 生 素数 猜想 就 是 命 es 
研究 挛 生 素数 猜想 的 数学 家 设计 了 一 个 稍微 弱 一 点 的 猜想 ， 称 为 有 界 间隔 猜想 ， 声 称 存在 一 
N 使 得 PCN) 为 真 。2013 年 当 张 益 唐 证 明了 有 界 间隔 猜想 时 ， 整 个 数学 界 为 之 震惊 。 .4 
新 罕 布什 尔 大 学 一 位 50 岁 的 教授 ， 自 2001 年 以 来 就 没 再 发 表 过 论文 。 特 别 是 ， 他 证 明了 存在 
一 个 整数 N，N<70 000 000， 使 得 P(N) 为 真 。 一 个 包括 陶 哲 轩 在 内 的 数学 家 团队 又 下 降 了 张 
益 唐 的 上 界 ， 证 明了 存在 整数 N246 使 得 PCN) 为 真 。 再 后 来 ， 他 们 又 证 明了 如 果 猜 想 为 真 ， 
则 可 以 证 明 N 和 过 6， 并 且 这 是 用 张 益 唐 的 方法 所 能 证 明 的 最 好 可 能 的 估算 值 。 4 


4.3.6 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 
能 整除 两 个 整数 的 最 大 整数 称 为 这 两 个 整数 的 最 大 公约 数 。 








两 个 不 全 为 0 的 整数 的 最 大 公约 数 是 存在 的 ， 因 为 这 两 个 整数 的 公约 数 集合 是 非 空 且 有 限 
的 。 寻 找 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 一 个 方法 是 找 出 两 个 整数 的 所 有 正 公 约 数 ， 然 后 取 其 中 最 大 
者 。 如 例 10 和 11 所 示 。 稍 后 会 给 出 一 个 更 有 效 的 寻找 最 大 公约 数 的 方法 。 

24 和 36 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 


解 24 和 36 的 正 公 约 数 是 1、2、3、 人 4 6 和 12。 因 此 ，gcd(24，36) 王 12。 4 
17 和 22 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
解 17 和 22 除 了 1 以 外 没有 正 公 约 数 ， 所 以 gcd(17，22) 王 1。 4 





ed di 点 很 重要 ; 所 以 我 们 有 定义 3。 
， .a 和 忆 是 互 素 的 如 果 它 们 的 最 大 公约 数 是 1。 | 
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> 克里斯蒂 安 . 哥 德 巴赫 (1690 一 1764) ee ein 
(将 在 10. 5 节 进 行 研究 ) 而 闻名 于 世 。1725 年 ， 他 成 为 彼得 堡 科学 院 的 数学 1728 年 ， 哥 德 巴赫 前 
往 莫斯科 教授 沙皇 之 子 。1742 年 ， 他 进入 政坛 ， 成 为 俄罗斯 外 交 部 的 一 sy 哥 德 巴赫 以 其 与 欧 拉 和 
伯 努 利 等 著名 数学 家 的 书信 往来 、 在 数论 中 的 著名 猜想 ， 以 及 分 析 学 中 的 贡献 而 闻名 于 世 。 
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从 例 11 可 知 整数 17 和 22 是 互 素 的 ， 因 为 gcd(17，22) 王 1 。 本 
因为 需要 说 明 一 一 个 整数 集合 中 没有 两 个 整数 具有 大 于 1 的 正 公约 数 ， 所 以 我 们 给 出 定义 4。 


是 两 两 互 素 的 ， 如 果 当 1 a 





判断 整数 10、17 和 21 是 否 两 两 互 素 ， 整 数 10、19 和 24 是 否 两 两 互 素 。 

由 于 gcd(10，17) 王 1，gcd(10，21) 王 1 和 gcd(17，21) 王 1， 所 以 结论 是 10，17 和 21 是 
两 两 互 素 的 。 

因为 gcd(10，24) 王 2 过 1， 可 见 10，19 和 24 不 是 两 两 互 素 的 。 4 

另外 一 个 寻找 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 方法 是 利用 这 两 个 整数 的 素 因子 分 解 式 。 假 定 两 个 
正 整数 a 和 5。 的 素 因 子 分 解 式 为 . 

a 三 克扣 一 庆 ，b 二 如 
其 中 每 个 指数 都 是 非 负 整数 ， 而 且 出 现在 “或 2 的 素 因 子 分 解 式 中 的 所 有 素数 都 出 现在 这 两 个 分 
解 式 中 ， 必 要 时 以 0 指数 出 现 。 则 gcdCa， 刀 由 下 式 给 出 
gcd(a,b) = pe Wi oo Prinen eb,) 

其 中 min(Cz，J) 代 表 两 个 数 工 和 y 的 最 小 值 。 为 证 明 这 一 计算 gcd(a,，b) 的 公式 是 有 效 的 ， 必 须 
证 明 等 式 右 边 的 整数 同时 能 整除 a 和 5， 而 且 没 有 更 大 的 整数 能 整除 a 和 64。 该 整数 确实 整除 a 和 
b， 因 为 其 因子 分 解 式 中 每 个 素数 的 指数 都 不 超过 a 和 4。 的 分 解 式 中 该 素数 的 指数 。 此 外 ， 没 有 
更 大 的 整数 能 整除 a 和 65， 因为 该 分 解 式 中 每 个 素数 的 指数 都 不 能 再 增 大 ， 而 且 也 不 能 包括 其 他 

因为 120 和 500 的 素 因子 分 解 式 分 别 是 120 二 2 ，3。5 和 500 一 22。5 ， 所 以 最 大 公 
约 数 是 

总 刀 
aaa 


由 全 村 必 基本 a 和 0 些 除 的 最 小 正 整数 。 a 和 0 SA 






最 小 公 倍 数 存在 ， 因为 能 被 a 和 b 整除 的 整数 集合 是 非 空 的 (比如 ， 因为 ab 就 属于 该 集合 )， 
而 每 个 非 空 的 正 整 数 集合 都 有 一 个 最 小 元 素 ( 根 据 5. 2 节 将 要 讨论 的 良 序 性 质 )。 假 定 a 和。 的 素 
因子 分 解 式 如 前 所 述 。 则 a 和 6 ddd 出 

lem(a,b) = p, max(al 51) p, max(a, 1b,) 。 “os pe on bs) 
其 中 max(z，J) 表 示 两 个 数 坟 和 >y 中 的 最 大 数 。 这 一 一 公式 是 有 效 的 ， 因为 和 2 的 一 个 公 倍数 在 
其 分 解 式 中 至 少 含 max(a;，6;) 个 p;， 而 最 小 公 倍 数 中 没有 a 和 2 的 因子 之 外 的 素数 。 
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张 益 唐 (YiThng Zhang，1955 一 ) ”他 于 1955 年 出 生 于 中 国 上 海 ， 十 岁 时 就 第 一 次 
知道 了 费 马 大 定理 和 哥 德 巴赫 猜想 。 他 于 1982 年 和 1985 年 分 别 获得 北京 大 学 的 学 士 
和 硕士 学 位 。 后 来 去 美国 普 渡 大 学 就 读 ， 并 于 1991 年 读 完 博士 。 

获得 博士 学 位 后 ， 由 于 就 业 前 景 不 佳 又 和 导师 意见 不 一 ， 张 益 唐 没 能 在 学 术 圈 求 
得 职位 。 相反， 他 在 纽约 皇后 区 一 家 餐馆 做 会 计 并 送 外 卖 ， 后 来 又 去 了 肯塔基 州 ， 在 
有 朋友 开 的 一 家 赛 百 味 餐 厅 打 工 。 有 时 候 为 了 找 工 作 ， 他 就 直接 以 车 为 家 。 最 后 ， 他 还 
Source: John D. & 是 找到 了 一 个 学 术 职 位 ， 在 新 罕 布什 尔 大 学 任 讲师 。1999 年 至 2014 年 年 初 ， 他 一 直 在 





Catherine T. MacArthur 
Povon ”做 这 份 讲师 工作 。 自 2009 年 到 2013 年 ， 他 从 事 有 界 间隔 猜想 研究 ， 一 周 7 天 、 每 天 


10 小 时 地 工作 ， 直 到 得 出 了 关键 发 现 。 他 的 成 功 使 得 新 罕 布什 尔 大 学 将 其 提升 为 正教 授 。2015 年 ， 他 接受 
了 加 州 大 学 圣 巴巴 拉 分 校 的 正教 授 职 位 。2014 年 张 益 唐 被 授予 麦克 阿 巧 奖 ， 即 天 才 奖 ，。 





2:3;7* 和 2+3 的 最 小 公 倍数 是 什么 ? 
解 ”我 们 有 
lcm(23 35 ee 2 3 ng 398 72 本 
定理 5 给 出 两 个 整数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 之 间 的 关系 。 用 上 面 给 出 的 求 这 两 个 数 的 
公式 就 可 以 证 明 这 一 定理 。 定 理 证 明 留 作 练 习 31。 
”定理 5 邻 a 和 5 为 正 整数 , 则 












4.3.7 欧 几 里 得 算法 

直接 从 整数 的 素 因 子 分 解 式 计 算 两 个 整数 的 最 大 公约 数 是 效率 很 低 的 。 原 因 是 寻找 素 因 子 
分 解 式 非 常 耗 时 。 这 里 给 出 一 个 更 高 效 的 寻找 最 大 公约 数 的 方法 ， 称 为 欧 几 里 得 算法 。 这 个 算 
法 古代 就 有 了 。 这 是 用 古 希 腊 数学 家 欧 几 里 得 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 其 著作 《几何 原本 》(The 
Elements) 中 记载 了 这 一 算法 的 描述 。 

在 介绍 欧 几 里 得 算法 之 前 ， 我们 先 看 一 看 它 是 怎样 求 gcd(91，287) 的 。 首 先 ， 用 两 个 数 中 的 
大 数 287 除 以 两 个 数 中 的 小 数 91， 得 到 

287 = 二 91。3 十 14 

91 和 287 的 任何 公约 数 必定 也 是 287 一 91。 3 二 14 的 因子 。 而 且 91 和 14 的 任何 公约 数 也 必定 是 
287 王 91。3 十 14 的 因子 。 因 此 ，287 和 91 的 最 大 公约 数 和 91 与 14 的 最 大 公约 数 相 同 。 这 意味 
着 求 gcd(91，287) 的 问题 已 被 归 约 为 求 gcd(91，14) 的 问题 。 

接 下 来 ，91 除 以 14 得 

91 二 14。6 十 7 

由 于 91 和 14 的 任何 公约 数 也 能 整除 91 一 14.，6 二 7， 并且 14 和 7 的 任何 公约 数 整除 91， 所 以 gcd 
(91，14) 一 gcd(14，7) 。 

继续 14 除 以 7， 得 

二 了 

因为 7 整除 14， 所 以 gcd(14，7) 王 7。 另 外 ， 因 为 gcd(287，91) 王 gcd(91，14) 王 gcd(14，7) 一 7， 
所 以 最 初 的 问题 得 解 。 

现在 介绍 欧 几 里 得 算法 在 一 般 情 况 下 是 如 何 工作 。 我 们 将 用 轧 转 相 除 法 把 求 两 个 正 整 数 最 
大 公约 数 的 问题 归 约 为 求 两 个 较 小 整数 的 最 大 公约 数 问题 ， 直 到 两 个 整数 之 一 为 0。 
欧 几 里 得 算法 的 基础 是 下 面 关 于 最 大 公约 数 和 整除 算法 的 结论 。 

引 理 让 和 7 均 为 整数 la， 乃 一 ， 

证 明 如 果 能 证 明 a 与 5 的 公约 数 和 5 与 7 的 公约 数 相同 ， 也 就 证 明了 gcd(a, 6b) 二 gcd(b， 
7)， 因 为 这 两 对 整数 必定 有 相同 的 最 大 公约 数 。 

因此 ,假定 4 整除 a 和 45。 则 可 得 & 也 整除 a 一 5 三”( 根 据 4. 1 节 定 理 1)。 因 此 ,a 和 2 的 
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欧 几 里 得 (Euclid， 约 公元 前 325 一 公元 前 265) ” 欧 几 里 得 是 最 成 功 的 数学 著作 《 几 
何 原本 》(The Elements) 的 作者 ， 该 书 从 古 至 今 已 有 1000 多 个 不 同 的 版 本 。 人 们 对 欧 几 
= 里 得 的 生平 所 知 甚 少 ， 只 知道 他 在 埃及 亚历山大 的 著名 学 院 里 任教 。 显 然 ， 欧 几 里 得 

| 不 强调 应 用 。 当 一 个 学 生 问 他 学 习 几 何 学 能 得 到 什么 时 ， 他 解释 说 知识 本 身 就 值得 学 
习 并 让 他 的 仆人 给 了 这 个 学 生 一 枚 硬币 ,“ 因 为 他 一 定 要 从 所 学 中 获 利 ”。 
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任何 公约 数 也 是 2 和 > 的 公约 数 。 
类 似 地 ， 假 定 a 整除 5 和 rr。 则 4 也 整除 bq 十 r= 二 a。 因 此 ，5 和 > 的 任何 公约 数 也 是 a 和 2 
的 公约 数 。 
因此 ，gcd(a, b)==gcd(b, 7)。 4 
假定 a 和 2 为 正 整数 ， 且 4 之 5。 令 oo 二 a 和 ri 二 5。 当 连续 应 用 整除 算法 时 ， 可 得 
n= ngtrs Onn 
n=rq+r 0<r<r 


te es 0 en 0 I 
ri = rqa 
最 终 在 这 一 轧 转 相 除 序列 中 会 出 现 余数 为 0， 因 为 在 余数 序列 a=xo 记 rirs 放 … 宇 0 中 至 多 包 
含 a 项 。 再 者 ， 从 引 理 1 可 知 
gcd(a,b)= gcd(ro sr) = gcd(m 7 ) 一 … = ged(r, s ,7,1) 
= gcdCr， 7 ) = gcd(r,;0) = 7, 
因此 ， 最 大 公约 数 是 除法 序列 中 最 后 一 个 非 零 余数 。 
用 欧 几 里 得 算法 寻找 414 和 662 的 最 大 公约 数 。 
解 ”连续 相 除 得 出 : 
662 二 414。1 十 248 
414 二 248。1 十 166 | 了 


ri+1 gji+1 rj+2 
248 二 166。1 十 82 0 662 414 1 248 
166 二 82。2 十 2 1 414 248 166 
82 一 2。41l。 2 248 166 1 82 
因此 ，gcd(414，662) 王 2， 因 为 2 是 最 后 一 个 3 166 82 2 2 
非 零 余数 。 4 E 82 2 a 0 


我 们 可 以 用 右 表格 来 总 结 这 些 步骤 。 
欧 几 里 得 算法 用 伪 代 码 表示 如 算法 1 所 示 。 








算法 1 欧 几 里 得 算法 
procedure gcd(a，28: 正 整 数 ) 
rm 
y :=6 
while y 关 0 

ri=X mody 

ZYy 

由 
return x(gcd(a, 5) 是) 











在 算法 1 中，z 和 y 的 初 值 分 别 是 a 和 8。 在 过 程 的 每 一 步 ， z 取 >y 的 值 , 而 y 取 x mod y 
的 值 ， 即 zx 除 以 y 的 余数 。 只 要 y 隆 0， 该 过 程 就 不 断 重复 。 当 y= 二 0 时 算法 终止 而 此 时 xz 的 
值 ， 该 过 程 中 最 后 一 个 非 零 余数 ， 为 a 和 2 的 最 大 公约 数 。 

我 们 将 在 5. 3 节 研 究 欧 几 里 得 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 并 证 明 求 a 和 2 的 最 大 公约 数 所 要 的 除 
法 次 数 当 ua 之 2 时 为 O(log 0) 。 


4.3.8 gcd 的 线性 组 合 表示 
本 节 之 后 一 直 会 用 到 的 一 个 重要 结果 是 两 个 整数 a 和 2 的 最 大 公约 数 可 以 表示 为 
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ss 二 26 
的 形式 ， 其 中 ; 和 + 为 整数 。 换 句 话 说 ，gcd(a，5) 可 以 表示 为 a 和 4 的 整 系数 的 线性 组 合 。 例 
如 ，gcd(6，14)= 二 2, 而 2 二 (一 2)。6 十 1，。14。 我 们 将 该 事实 表述 为 定理 6。 






这 里 不 对 定理 6 做 形式 证 明 ( 证 明 可 参见 5.2 节 练 习 36 和 [Ro10])。 我 们 会 给 出 两 种 方法 ， 
用 于 找 出 两 个 整数 的 线性 组 合 以 使 之 等 于 其 最 大 公约 数 。( 本 节 假 定 线性 组 合 均 以 整数 为 系数 。) 

第 一 种 方法 要 对 欧 几 里 得 算法 的 除法 步骤 做 反 向 处 理 ， 所 以 需要 将 欧 几 里 得 算法 的 步骤 正 
反 向 各 走 一 遍 。 我 们 用 一 个 例子 来 解释 这 种 方法 的 工作 原理 。 第 二 种 方法 ， 即 扩展 欧 几 里 得 算 
法 的 好 处 则 是 只 需要 经 历 一 遍 欧 几 里 得 算法 即 可 找到 a 和 6 的 贝 祖 系数 ， 不 像 第 一 种 方法 那样 
需要 经 历 两 遍 。 为 了 运行 扩展 欧 几 里 得 算法 ， 我 们 设置 % 王 1，s 二 0, 如 二 0, 二 1]， 并 令 

5 一 5 qsit; = ti Qt 

对 于 ;二 2，3，…，n， 其 中 gj; 是 用 上 文 欧 几 里 得 算法 求 gcd(a，5) 做 除法 时 的 商 。 我 们 可 以 用 
强 归 纳 法 (参见 5. 2 节 练 习 44， 或 [Ro10]) 证 明 gcd(a, 中 二 $a 十 tb。 


通过 欧 几 里 得 算法 的 反 向 处 理 ， 试 把 gcd(252，198) 一 18 表示 为 252 和 198 的 线性 





组 合 。 
解 ” 要 证 明 gcd(252，198) 王 18， 欧 几 里 得 算法 做 下 列 除 法 : 
252 一 1。198 十 54 
198 王 3. 54 十 36 
54 一 1。36 十 18 





36 一 2。18 
我 们 用 表格 总 结 这 些 步骤 
用 倒数 第 二 个 除法 (第 三 次 除法 ) ， 可 以 把 2 
gcd(254，198) 王 18 表示 为 54 和 36 的 线性 组 1 j Bd 3 56 
合 。 我 们 得 到 2 54 36 1 18 
18 一 54 一 1。36 3 36 18 2 0 
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艾 蒂 安 。 贝 祖 (Etienne Bézout，1730 一 1783) 贝 祖 出 生 在 法 国 的 内 穆 尔 镇 ， 他 
的 父亲 是 一 名 法 官 。 通 过 阅读 伟大 数学 家 欧 拉 的 著作 ， 强 力 的 兴趣 促使 他 成 为 了 一 
个 数学 家 。1758 年 他 接受 巴黎 的 科学 院 任职 ; 1763 年 他 被 任命 为 海岸 卫队 的 审查 
员 ， 并 在 那里 被 指派 撰写 数学 教科 书 的 任务 。1767 年 他 完成 了 四 卷 本 教科 书 的 撰写 
任务 。 贝 祖 以 他 的 六 卷 本 数学 综合 性 教科 书 而 闻名 。 他 的 教科 书 非常 受 欢 迎 ， 那 些 
希望 进入 以 理工 科 见 长 的 巴黎 高 等 理工 学 院 (Ecole Polytechnique) 的 几 代 学 生 都 会 学 
习 他 的 教科 书 。 他 的 著作 被 翻译 成 英文 并 在 北美 使 用 ， 其 中 包括 哈佛 大 学 。 

他 最 重要 的 原创 著作 是 1779 年 出 版 的 《代数 方程 通论 ) (Théorie générale des 
equations algébriques) 一 书 ， 其 中 他 介绍 了 解决 多 未 知 数 的 多 项 式 方程 组 的 重要 方法 。 在 这 本 书 中 最 知名 
的 结论 现在 称 为 贝 祖 定理 (Bézout's theorem)， 其 一 般 形式 告诉 我 们 ， 两 个 平面 代数 曲线 上 的 共同 点 数目 
等 于 这 些 曲线 度数 的 乘积 。 贝 祖 还 发 明了 判别 式 ( 当 时 被 伟大 的 英国 数学 家 和 詹姆斯， 约瑟夫 。 西 尔 维 斯 特 
称 为 Bezoutian) 。 虽 然 他 的 个 性 有 些 保守 和 人 忧郁， 但 他 还 是 一 个 热心 而 善良 的 人 。 他 有 一 个 幸福 的 婚姻 ， 
也 是 一 位 父亲 。 
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第 二 个 除法 告诉 我 们 
36.= 198 一 3。54 
将 36 的 这 一 表达 式 代 入 前 一 等 式 ， 就 可 以 把 18 表示 为 54 和 198 的 线性 组 合 。 我 们 有 
18 一 54 一 1,36 一 54 一 1.(198 一 3 .54) 一 4。54 一 1。198 
第 一 个 除法 告诉 我 们 
54- 一 -252 一 1。198 
把 54 的 这 一 表达 式 代入 前 面 的 等 式 ， 可 以 把 18 表示 为 252 和 198 的 线性 组 合 。 得 出 结论 
18 =4. (252—1.198)~1.198=4.252—5.198 
从 而 得 解 。 4 
下 面 的 例子 展示 了 如 何 用 扩展 欧 几 里 得 算法 求解 上 面 例子 中 相同 的 问题 。 
利用 扩展 欧 几 里 得 算法 将 gcd(252，198) 寺 18 表示 为 252 和 198 的 线性 组 合 。 
解 ” 例 17 展示 了 用 来 计算 gcd(252，198) 二 18 的 欧 九 里 得 算法 的 步骤 。 商 为 gq 二 1，g, 一 
3，9g: 王 1，q 一 2。 贝 祖 系数 是 由 扩展 欧 几 里 得 算法 产生 的 s 和 的 值 ， 其 中 % 王 1，% 一 0， 
二 0， 二 1， 并 且 对 于 j= 二 2，3，4， 有 


5 Ss bb tj 


我 们 计算 








5 一 3 一 89 一 1 一 0,1 王 1 t=t—tiqg 天 0 一 1。1 王 一 ] 
5 一 3 一 3dqs 一 0 一 1。3 一 一 3 t=t—tq 一 1 一 (一 1)3 王 4 








3 一 3 一 39qs 一 1 一 (一 3)。1 一 4 t=t—tg 一 一 1 一 4。1 王 一 5 
因为 % 一 4， 大 一 一 5， 得 18 一 gcd(252，198) 一 4。252 一 5。198。 
下 面 用 表格 总 结 扩展 欧 几 里 得 算法 的 步 又: 





7 ritl 9i+1 rit2 5 三 
0 252 198 1 54 1 0 
198 54 3 36 0 了 
2 54 36 18 1 = 证 
3 36 18 2 0 i 4 
4 4 —5 


4 

可 以 用 定理 6 推导 出 一 些 有 用 的 结果 。 目 标 之 一 是 证 明 算 术 基 本 定理 (每 个 正 整 数 最 多 只 

有 一 个 素 因子 分 解 式 ) 的 部 分 结论 。 我 们 要 证 明 如 果 一 个 正 整 数 有 一 个 素 因 子 分 解 式 ， 其 中 素 
数 是 以 非 递 减 序 排 列 ， 则 这 一 分 解 式 是 唯一 的 。 

首先 ， 需要 推导 一 些 关 于 整除 的 结果 。 








J a, 0 正 整 数 ， 6， 
证 明 由 于 gcd(a, 5b) 二 1， 根据 贝 祖 定理 知 有 整数 ;和 zt 使 得 
sa 十 t= 二 1 
等 式 两 边 乘 以 c<， 可 得 
sac 十 toc 王 <c 
可 以 用 4.1 节 定理 1 来 证 明 “|c。 根 据 该 定理 的 (il ，a|zic。 因 为 clsac 并 且 a|tbc， 所 以 由 同 
一 定理 的 中 可 知 ，a 整除 sac 十 tbc。 因 为 sac 十 tbc 二 c， 从 而 可 得 a|c， 得 证 。 4 


在 证 明 素 因子 分 解 式 唯一 性 时 ， 我 们 将 使 用 下 面 引 理 2 的 推广 。( 引 理 3 的 证 明 留 作 5. 1 
节 的 练习 64， 因 为 用 该 节 介 绍 的 数学 归纳 法 可 以 很 容易 地 完成 证 明 。) 


果 轧 是 pla a 1 对 











现在 可 以 证 明 整 数 分 解 为 素数 的 唯一 性 了 。 即 ,我 们 要 证 明 每 个 整数 最 多 只 有 一 种 方式 可 
以 写成 非 递 减 序 素数 的 乘积 。 这 是 算术 基本 定理 的 一 部 分 。 在 5. 2 节 将 证 明 另 一 部 分 ， 即 每 个 
整数 都 有 素 因 子 分 解 式 。 

证 明 ( 正 整 数 素 因 子 分 解 式 的 唯一 性 ) ”我们 采用 矛盾 证 明 法 。 假 定 正 整 数 n 能 用 两 种 不 
同方 式 写 成 素数 的 乘积 ， 比 如 说 ，n 二 pipo…p, 和 nn 二 919…9q,， 其 中 p;， gq; 都 是 素数 ， 而 且 
pip p, 和 9q 委 和 委 … 委 qd,。 

当 从 两 个 分 解 式 中 去 掉 所 有 共同 的 素数 时 ， 可 得 

所 二 
其 中 没有 素数 同时 出 现在 等 式 两 边 ， 而 w 和 w 为 正 整数 。 由 引 理 3 可 知 存在 某 个 使 得 p; 整除 
gq; 。 因 为 没有 素数 能 整除 其 他 素数 ， 所 以 这 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 最 多 只 有 一 种 以 非 递减 序 将 
分 解 为 素数 的 方式 。 4 

引 理 2 还 可 以 用 来 证 明 同 余 式 两 边 除 以 同一 整数 的 一 个 结果 。 已 经 证 明 (4.1 节 定 理 5) 可 
以 在 同 余 式 两 边 乘 以 同一 整数 。 可 是 ， 同 一 个 整数 去 除 同 余 式 两 边 并 不 一 定 得 到 有 效 的 同 余 
式 ， 如 例 19 所 示 。 

同 余 式 14 二 8Cmod 6) 成 立 ， 但 不 能 两 边 同时 除 以 2 来 得 到 一 个 有 效 的 同 余 式 ， 因 
为 14/2 一 7， 而 8/2 一 4， 但 7 关 4(mod 6) 。 4 

尽管 不 能 在 同 余 式 两 边 同 时 除 以 任意 一 个 整数 来 得 到 一 个 有 效 同 余 式 , 但 如 果 这 个 整数 和 
模 数 互 素 的 话 就 是 可 以 的 。 定 理 7 就 是 建立 该 重要 的 事实 。 证 明 中 我 们 要 用 到 引 理 2。 












证明 因为 ac 寺 bc(mod m)， 则 ml|ac 一 bc 二 cla 一 5)。 根 据 引 理 2， 因 为 gcd(c,，m) 二 1， 


所 以 可 得 m|a 一 bp。 从 而 可 得 结论 a 三 b(mod m)。 4 

练习 

1. 判断 下 列 整数 是 否 是 素数 。 
a)21 b)29 c)71 d)97 
e)111 f)143 

2. 判断 下 列 整数 是 否 是 素数 。 
a)19 b)27 c)93 d)101 
e)107 f)113 

3. 求 下 列 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 
a)88 b)126 \ c)729 d)1001 
e1111 f)909 090 

4. 求 下 列 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 
a)39 b)81 c)101 d)143 
e)289 f) 899 


5. 求 10! 的 素 因 子 分 解 式 。 
.1001 的 尾部 有 和 多少 个 0? 
7. 试用 伪 代 码 表 示 用 来 判断 一 个 整数 是 素数 的 试 除 法 算法 。 
8. 试用 伪 代 码 表 示 正 文中 所 描述 的 用 来 寻找 一 个 整数 素 因 子 分 解 式 的 算法 。 
9. 证 明 a” 十 1 是 合 数 ， 如 果 a 和 wm 是 大 于 1 的 整数 且 关 是 奇数 。[ 提 示 : 证 明 x 十 1 是 多 项 式 zx" 十 1 的 因 
子 ， 如 果 m 是 奇数 。] 
10. 证 明 如 果 2" 十 1 是 奇 素数 ， 则 存在 非 负 整数 n 使 得 m 二 2n。[ 提 示 : 首先 证 明 多 项 式 恒 等 式 zx" 十 1= 
(x 二 (xD 一 Mi 十 … 一 允 二 1) 成立， 其 中 和 闷 一 对 而 上 是 奇数 。] 
* 11. 证 明 log;3 是 无 理 数 。 回 忆 一 下 无 理 数 是 不 能 写成 两 个 整数 之 比 的 实数 z。 


* 
a 


12. 
1 
14. 
1s。 
16. 
17, 


18. 


19. 


20. 
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证 明 对 于 每 个 正 整数 nx， 存在 nn 个 连续 的 合 数 。[ 提 示 : 考虑 从 (z 十 1)! 十 2 开始 的 ”个 连续 的 整数 。] 
证 明 或 反驳 存在 3 个 连续 的 正 奇数 是 素数 ， 即 形 如 p、p 十 2、p 十 4 的 奇 素数 。 

哪些 小 于 12 的 正 整 数 与 12 互 素 ? 

哪些 小 于 30 的 正 整 数 与 30 互 素 ? 


判断 下 列 各 组 整数 是 否 两 两 互 素 ? 

a)21，34，55 b)14,-17, 85 ©)25, 41, 49, 64 qd)17, 18, 19, 23 
判断 下 列 各 组 整数 是 否 两 两 互 素 ? 

a)ll, 15, 19 bl4,. 15. VI DA ES :| 
一 个 正 整数 称 为 是 完全 数 如 果 它 等 于 除 自身 以 外 所 有 正 因子 的 和 。 


a) 证 明 6 和 28 是 完全 数 。 

b) 证 明 当 2? 一 1 为 素数 时 2*”!'(2? 一 1) 是 完全 数 。 

证 明 如 果 2" 一 1 为 素数 ， 则 n 为 素数 。[ 提 示 : 利用 恒等式 22 一 1 二 (2 一 1)。(2*% 了 了 十 2%% 十 十 
2° 十 1)。] 

判断 下 列 整 数 是 否 为 素数 ， 以 此 验证 梅森 的 论断 。 

ye b= CE) dy 


欧 拉 人 -函数 在 正 整 数 n 处 的 值 定义 为 小 于 等 于 n 且 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 。[ 注意 ; 多 是 希腊 字母 。] 


21. 


22. 
23. 
24. 


25. 


26. 
27. 
28. 
29. 


30. 
31. 


32. 


33. 


34. 

35, 

* 30, 
+ 37. 


求 这 些 欧 拉 #$- 函 数 的 值 。 

a)$(4) b)$(10) c)g%(13) 
证 明 ”为 素数 当 且 仅 当 %(z) 一 2 一 1。 

当 p 为 素数 而 k 为 正 整数 时 $8(p*) 的 值 是 什么 ? 

下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 


a)22 -33 。55，25 。33 。52 b)2s3.57.11.13, 20 .3 。11。172 
e)17，171 dD) 9, Bs 13 | 
os Ded 7 os 

下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 

a)37。53 。73; 21 。35。5 b)11。13。17，29 。37 。55 。73 

ec)2331 ，2317 而 全， 外 53 全 的 5 

e)38 。527 ，212 。73 fD1111，0 


练习 24 中 各 对 整数 的 最 小 公 倍 数 是 什么 ? 

练习 25 中 各 对 整数 的 最 小 公 倍 数 是 什么 ? 

试 求 gcd(1000，625) 和 lcm(1000，625)， 并 验证 gcd(1000，625)。lcm(1000，625) 王 1000。625 。 
试 求 gcd(92 928，123 552) 和 lcm(92 928，123 552) ， 并 验证 gcd(92 928，123 552) 。lcm(92 928， 
123 552) 王 92 928。123 552。[ 提 示 : 首先 找 出 92 928 和 123 552 的 素 因 子 分 解 式 。] 

如 果 两 个 整数 的 乘积 为 23”5*7”" ， 而 它们 的 最 大 公约 数 为 2”3*5， 则 它们 的 最 小 公 售 数 是 什么 ? 

证 明 如 果 a 和 46 为 正 整数 ， 则 ab 二 gcd(a,，5)，1lcm(a，6)。[ 提 示 : 利用 a 和 6 的 素 因子 分 解 式 以 及 
根据 素 因子 分 解 式 给 出 的 gcd(a,，b) 和 1cm(a， 中 的 计算 公式 。] 


用 欧 几 里 得 算法 求 

a)gcd(1, 5) b)gcd(100, 101) ej)gcd(123, 277) 
d)gcd(1529, 14 039) e)gcd(1529, 14 038) feed( lL ld 111 111) 
用 欧 几 里 得 算法 求 

a)gcd(12, 18) b)gcd(111, 201) c)gcd(1001, 1331) 
d)gcd(12 345, 54 321) e)gcd(1000, 5040) fgcd(9888, 6060) 

用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(21，34) 需 要 做 多 少 次 除法 ? 


用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(34，55) 需 要 做 多 少 次 除法 ? 

证 明 如 果 a 和 2 为 正 整数 ， 则 (2 一 1)mod(2s 一 1) 二 2*™ 一 1。 

利用 练习 36 证 明 如 果 a 和 为 正 整 数 ， 则 gcd(2° 一 1]，2s 一 1) 二 2 一 1]。[ 提 示 ; 证 明 当 用 欧 几 里 
得 算法 计算 gcd(2* 一 1，2* 一 1) 时 得 到 的 余数 是 形 如 2 一 1 的 数 ， 其 中 -是 用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(a， 
5b) 时 产生 的 余数 。] 


38. 
39. 


© 


40. 


[= 











利用 练习 37 证 明 整 数 25 一 1，2* 一 1]，2” 一 1，2* 一 1，2” 一 1 和 2” 一 1 是 两 两 互 素 的 。 
利用 例 17 中 的 方法 把 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 表示 为 它们 的 线性 组 合 。 

a)10, 11 b)21, 44 c)36，48 d)34，55 
e)117，213 £)0,. 223 g)123，2347 h)3454, 4666 
i)9999, 11111 

利用 例 17 中 的 方法 把 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 表示 为 它们 的 线性 组 合 。 

a)9，11 b)33, 44 c)35，78 而 全 55 
e)101，203 人 124，323 g) 2002，2339 h) 3457，4669 
i)10 001，13 422 


扩展 欧 几 里 得 算法 可 用 来 把 gcd(a，0b) 表 示 成 整数 a 和 4b 的 整 系数 线性 组 合 。 对 于 j 二 2，3，…，n, 令 5 
一 1，% 一 0， 为 二 0 和 刀 二 1]， 再 令 5 二 5j_s 一 qj-15j-1 和 如 二 jz 一 gj-1tj-1， 其 中 gq; 是 用 欧 几 里 得 算法 求 
gcd(a，b) 时 的 商 ， 如 正文 所 示 。 可 以 证 明 ( 参 见 [Ro10])gcdl(a, 5) 二 ssa 十 tb6。 扩 展 欧 几 里 得 算法 最 大 的 
好 处 是 它 只 通过 一 遍 欧 几 里 得 算法 步骤 来 找 出 & 和 的 贝 祖 系数 ， 而 不 像 正 文中 的 方法 采用 两 遍 步 骤 。 


41. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. 


47. 


利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(26，91) 表 示 成 26 和 91 的 线性 组 合 。 

利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(252，356) 表 示 成 252 和 356 的 线性 组 合 。 

利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(144，89) 表 示 成 144 和 89 的 线性 组 合 。 

利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(1001，100 001) 表 示 成 1001 和 100 001 的 线性 组 合 。 

用 伪 代 码 描 述 扩 展 欧 几 里 得 算法 。 

找 出 恰 有 个 不 同 正 因数 的 最 小 正 整 数 ， 其 中 是 

a)3 b)4 c)5 

d)6 e)10 

试 找 出 和 素数 或 素 因子 分 解 式 相 关 、 用 以 计算 序列 第 ”项 的 公式 或 规则 ， 使 得 序列 的 初始 项 为 下 面 
给 出 的 这 些 值 。 


0 
了 2 
人 125 Zs 3 人 人 
als ds Ls 09 ds Ts QQ Tl Ol ls = 


48. 


49. 
5S0. 
SS 
52. 
53, 
54. 


55. 


#36, 


Be dn De Ta Da To Na ly Tl Ls Se 

tls 23 6 :305 210, 2310» 0030> 510:510, 9.699690, 223092 870n 

试 找 出 和 素数 或 素 因 子 分 解 式 相 关 、 用 以 计算 序列 第 ”项 的 公式 或 规则 ， 使 得 序列 的 初始 项 为 下 面 
给 出 的 这 些 值 。 

Dan Sy Sa Te ls ll ly is 3 D8 we 

WO Le Zr 2 Sr dr ds Bs 0 

ol Qs Ol On Li. Or Ly ds ls Vel, On Ls 

d)1， 1， Ly Os Dt lO05 0 Ls = 1 O05 = dy Ly ws 

ly ls Ly 5 Ls Os ls ls Ls Oy -Ly OF Nr Oy 

f)4, 9 25 49, 121; 169, 289, 361, 529) 841, 961, 1369 2 

证 明 任何 3 个 连续 整数 的 乘积 可 以 被 6 整除 。 

证 明 如 果 a, 5b 和 m 为 整数 使 得 m 宇 2 且 a 圭 b(mod m)， 则 gcd(a, mm) 二 gcd(b，m)。 

证 明 或 反驳 当 7n 为 正 整数 时 ?一 79n 十 1601 为 素数 。 

证 明 或 反驳 对 应 每 个 正 整 数 n 有 p1p,…p, 十 1 是 素数 ， 其 中 py，p;，…，p, 是 个 最 小 的 素数 。 

证 明 在 每 个 算术 级 数 ak 十 5, k= 二 1，2，… 中 存在 一 个 合 数 ， 其 中 a 和 2 是 正 整数 。 

改编 正文 中 关于 存在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 形 如 3& 十 2 的 素数 ， 这 里 是 非 负 整 
数 。[ 提 示 : 假设 只 有 有 限 多 个 这 样 的 素数 qi ，q , …，g,， 考 虑 这 个 数 3q1gq2…9g, 一 1。] 

改编 正文 中 关于 存在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存在 无 限 多 个 形 如 4& 十 3 的 素数 ， 这 里 & 是 非 负 整 
数 。[ 提 示 : 假设 只 有 有 限 多 个 这 样 的 素数 gq! ，q ，…，g,， 考 虑 这 个 数 4g1q2…g, 一 1。] 

通过 构造 一 个 函数 来 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 该 函数 将 满足 gcd(p，g) 二 1 的 有 理 数 p/g 映射 到 
一 个 这 样 构造 的 十 一 进 制 数 ，p 的 十 进 制 表 示 后 面 紧 跟 一 个 十 一 进 制 数字 A(A 对 应 于 十 进 制 数 的 
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与 


10) 再 后 面 紧 跟 q 的 十 进 制 表示 。 

* 57. 通过 证 明 函 数 开 是 正 有 理 数 集合 和 正 整 数 集合 之 间 的 一 一 对 应 关系 来 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 : 
K(m/n) 二 pi p22 pg 和 1 gr gr!， 其 中 gcd(m，n) 二 1 并 且 m 和 n 的 素数 军 分 解 式 是 m 二 
pri ps2 "pes 和 n= qt gg ght 。 


4.4 求解 同 余 方程 
4.4.1 引言 


求解 形 如 az 夺 6(mod m) 的 线性 同 余 方 程 是 数论 研究 及 其 应 用 中 的 一 项 基本 任务 ， 如 同 解 
线性 方程 在 微 积 分 和 线性 代数 中 起 着 重要 作用 一 样 。 要 求解 线性 同 余 方 程 ， 要 采用 模 m 的 逆 。 
我 们 将 解释 如 何 通过 欧 几 里 得 算法 步骤 的 反 向 运算 找到 模 m 的 逆 。 一旦 找到 4a 模 m 的 逆 ， 我 
们 就 可 以 通过 在 同 余 方 程 ax 三 b(mod m) 两 边 乘 以 这 个 道 来 解 该 同 余 方 程 。 

线性 同 余 方 程 组 在 古 时 候 就 有 研究 。 例 如 ， 在 公元 土 世 纪 中 国 数学 家 孙子 就 开始 研究 了 。 
我 们 将 介绍 如 何 求解 模 数 两 两 互 素 的 线性 同 余 方 程 组 。 我 们 要 证 明 的 结论 称 为 中 国 余 数 定理 ， 
而 我 们 的 证 明 将 给 出 一 个 方法 来 寻找 这 样 的 同 余 方 程 组 的 全 部 解 。 我 们 还 会 展示 如 何 用 中 国 余 
数 定理 作为 执行 大 整数 算术 的 基础 。 

我 们 将 介绍 费 马 的 一 个 很 有 用 的 结论 ， 称 为 费 马 小 定理 ， 它 阅 述 如 果 p 是 素数 且 p 不 整除 
a， 则 o ' 硅 1(mod p)。 还 会 要 检查 该 命题 的 逆 命 题 ， 这 会 导致 一 个 伪 素 数 的 概念 。 一 个 相对 
以 a 为 基数 的 伪 素 数 m 是 一 个 整数 合 数 mw， 由 于 满足 同 余 式 a”' 夺 1(mod m) 而 伪装 成 素数 。 
我 们 还 会 给 出 卡 米 切 尔 数 的 一 个 例子 ， 这 是 一 个 整数 合 数 ， 它 是 一 个 相对 于 所 有 与 之 互 素 的 数 
4 为 基数 的 伪 素 数 。 

我 们 还 要 介绍 离散 对 数 的 概念 ， 它 和 普通 对 数 类 似 。 为 了 定义 离散 对 数 ， 必 须 首 先 定义 原 
根 (primitive root) 。 一 个 素数 p 的 原 根 是 一 个 整数 +-， 使 得 每 个 不 能 被 p 整除 的 整数 都 模 p 同 
余 r 的 一 个 究 次 。 如 果 + 是 p 的 一 个 原 根 且 x* 圭 a(mod p)， 则 ee 是 以 r 为 底 a 模 p 的 离散 对 数 。 
一 般 来 说 寻找 离散 对 数 是 一 个 非常 困难 的 问题 。 这 个 问题 的 困难 性 也 就 成 为 了 许多 密码 系统 安 
全 性 的 基础 。 


4.4.2 线性 同 余 方 程 

具有 下 面 形式 的 同 余 方 程 

ar = b(mod m) 

其 中 m 为 正 整数 ，a 和 2 为 整数 ， 而 z 为 变量 ， 称 为 线性 同 余 方程 。 在 数论 及 其 应 用 中 到 处 可 
见 这 种 同 余 方 程 。 

怎样 求解 线性 同 余 方程 az 夺 5(mod m) 呢 ? 即 ， 如 何 能 找 出 所 有 满足 这 一 同 余 方 程 的 整数 
呢 ? 我 们 要 介绍 的 一 个 方法 是 利用 使 得 aa 夺 1(mod mm) 成 立 的 整数 忆 ， 如 果 这 样 的 整数 存在 。 
这 样 的 整数 称 为 a 模 m 的 逆 。 当 a 和 m 互 素 时 ， 定理 1 能 保证 4 模 m 的 逆 存 在 。 









证 明 由 4.3 节 定理 6， 因 为 gcd(a，m) 二 1， 所 以 存在 整数 ;和 zt 使 得 
sa 十 tm = 二 1 
这 蕴含 着 


sa 二 tm = 1(mod m) 
因为 im 硅 0(mod m)， 所 以 有 
sa = 1(mod m) 


因此 ，s 为 a 模 m 的 逆 。 证 明 该 模 m 的 逆 是 唯一 的 留 作 练 习 7。 4 








当 x 很 小 时 可 以 利用 察看 的 方式 寻找 a 模 m 的 逆 。 要 寻找 这 个 逆 ， 我 们 寻找 一 个 a 的 倍 
数 ， 它 比 m 的 一 个 倍数 大 1。 例 如 ， 要 寻找 3 模 7 的 逆 ， 我 们 可 以 寻找 7 了，*3, j= 二 1，2,…， 
6， 直 到 找到 3 的 一 个 倍数 正好 比 7 的 一 个 倍数 多 1 为止。 如 果 我 们 注意 到 2. 3 圭一 1(mod 7) 
就 可 以 加 速 该 过 程 。 这 意味 着 (一 2)， 3 二 1(mod 7) 。 因 此 ，5. 3 三 1(mod 7)， 所 以 5 就 是 3 模 
7 的 一 个 道 。 

当 gcd(a，m) 二 1 时 我 们 可 以 利用 欧 几 里 得 算法 的 步 又 设计 一 个 比 蛮 力 更 有 效 的 算法 来 寻 
找 a 模 m 的 逆 。 就 像 4. 3 节 例 17 一 样 颠 倒 算 法 步 又 ， 我 们 可 以 找到 一 个 线性 组 合 sa 十 tm==1， 
其 中 ;和 zt 是 整数 。 在 这 个 模 m 方 程 的 两 边 做 简化 可 知 是 a 模 m 的 一 个 道 。 用 例 1 解释 这 一 
过 程 。 

通过 首先 找 出 3 和 7 的 贝 祖 系数 来 求 3 模 7 的 逆 。( 注 意 我 们 通过 察看 已 经 证 明了 5 
是 3 模 7 的 一 个 逆 。) 

解 ”因为 gcd(3, 7) 二 1， 所 以 定理 1 说 明 3 模 7 的 逆 存 在 。 当 用 欧 几 里 得 算法 来 求 3 和 7 
的 最 大 公约 数 时 算法 很 快 结束 : 

7 二 2。3 十 1 
从 这 一 等 式 看 到 
一 2.3 二 1.7=1 
这 表明 一 2 和 1 是 3 和 ?7 的 贝 祖 系 数 。 可 见 一 2 是 3 模 7 的 一 个 逆 。 注意 , 与 一 2 模 7 同 余 的 每 
个 整数 也 是 3 的 道 ， 例 如 5、 一 9、12 等 。 4 

找 出 101 模 4620 的 逆 。 

解 ”为 了 完整 性 ， 我 们 给 出 用 来 计算 101 模 4620 的 逆 的 全 部 步 又。( 只 有 最 后 一 步 超出 了 
4.3 节 介绍 的 方法 ， 并 在 那里 的 例 17 中 做 了 解释 .) 首 先 ， 用 欧 几 里 得 算法 证 明 gcd(101， 
4620) 王 1。 然 后 颠倒 步骤 找 出 贝 祖 系数 wx 和 2 使 得 1014 十 46205 二 1。 于 是 可 推出 a 是 101 模 
4620 的 一 个 逆 。 欧 几 里 得 算法 用 于 寻找 gcd(101，4620) 的 步骤 是 

4620 二 45。101 十 75 
101= 二 1.75 十 26 
75 一 2。26 十 23 
26 二 1。23 十 3 
23 二 7。3 十 2 

3 二 12 十 1 
2=2。1 

因为 最 后 非 零 余数 是 1， 所 以 可 知 gcd(101，4620) 王 1。 可 以 通过 反 向 操作 这 些 步 又， 用 
连续 的 余数 对 表示 gcd(101，4620) 王 1,\ 从 而 找 出 101 和 4620 的 贝 祖 系 数 ， 在 每 一 步 通过 将 余 
数 表示 成 除数 和 被 除数 的 线性 组 合 来 消除 余数 。 我 们 得 到 

1 一 3 一 1 .2 

一 3 一 1.(23 一 7。3) = 一 1 .23 十 8 。3 

一 一 1。23 十 8。(26 一 1.23) 一 8。26 一 9。23 
8.。26 一 9.。(75 一 2 .26) 一 一 9 .75 十 26.。26 

一 一 9。75 十 26。(101 一 1.75) 一 26.101 一 35 .75 

一 26.101 一 35。(4620 一 45。101) = 一 35。4620 十 1601。101 
一 35。4620 十 1601。101 王 1 告诉 我 们 一 35 和 1601 是 4620 和 101 的 贝 祖 系 数 ， 而 1601 是 101 
模 4620 的 逆 。 4 

一 旦 有 了 4 模 m 的 逆 #， 就 可 以 通过 在 线性 同 余 方 程 两 边 同时 乘 以 a 来 求解 同 余 方程 ar 圭 
b(mod m)， 如 例 3 所 示 。 

线性 同 余 方程 3z=4(mod 7) 的 解 是 什么 ? 


| 
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解 从 例 1 知道 一 2 是 3 模 7 的 逆 。 在 同 余 式 两 边 同 乘 以 一 2 得 
二 23 三 一 2 Good7) 
因为 一 6 圭 1(mod 7) 且 一 8 圭 6(mod 7)， 所 以 如 果 工 是 解 ， 则 有 zx 寺 一 8 三 6(mod 7) 。 
我 们 需要 判断 是 否 每 个 满足 xz 三 6(mod 7) 的 都 是 解 。 假 定 x 圭 6C(mod 7)。 则 由 4.1 节 定理 
5， 可 得 
3zE 三 -3.6 王 18 三 4(mod7) 
这 表明 所 有 这 样 的 x 都 满足 同 余 方程 。 从 而 得 出 结论 同 余 方程 的 解 是 使 得 x 圭 6(mod 7) 的 整数 
a BGs 1 290% wal RL = 4 


4.4.3 中国 剩 余 定理 
线性 同 余 方程 组 十 分 常见 。 例 如 ， 稍 后 会 看 到 这 是 一 种 用 来 做 大 整数 算术 的 基础 。 甚 至 可 
a lek nd 如 例 4 所 给 
出 的 。 
在 公元 1 世纪， 中国 数学 家 孙子 问 道 :“ 有 物 不 知 其 数 ， 三 分 之 余 二 ， 五 分 之 余 三 ， 
七 分 之 余 二 ， 此 物 几 何 ?” 
这 个 谜 题 可 以 翻译 成 下 面 的 问题 ， 下列 同 余 方程 组 的 解 什么 ? 
三 2(mod 3) 
Zz 三 3(mod 5) 
汪 2(mod 7) 
我 们 将 在 稍 后 求解 这 一 方程 组 ， 同 时 也 回答 孙子 谜 题 。 4 
中 国 剩余 定理 ， 因 涉及 线性 同 余 方程 组 的 中 国 古 典 问题 而 得 名 ， 当 线 性 同 余 方程 组 的 模 数 
两 两 互 素 时 ， 存 在 以 所 有 模 数 之 乘积 为 模 的 唯一 解 。 





证 明 要 建立 这 一 定理 ,需要 证 明 有 一 个 解 存在 。 而 且 在 模 m 下 唯一 。 我 们 描述 一 个 构 
造 这 个 解 的 方法 以 证 明 解 的 存在 。 而 对 该 解 模 m 唯一 的 证 明 留 作 练 习 30。 

要 构造 一 个 满足 所 有 方程 的 解 ， 首 先 令 

M = m/m: 
k 王 1，2，…，n。 即 M 是 除 ms 以 外 所 有 模 数 的 乘积 。 因 为 当 i 关 & 时 m; 和 m4 没有 大 于 1 的 
公 因 子 ， 可 得 gcd(m，M) 二 1。 因 此 ， 由 定理 1 可 知 存在 整数 y;， 即 M 模 m 的 逆 ， 使 得 
My = 1(mod m,) 
要 构造 一 个 满足 所 有 方程 的 解 ， 取 和 
T= aMy taMy ttaM,y, 
现在 要 证 明 z 是 方程 组 的 解 。 首 先 ， 注 意 到 因为 当 j 隆 & 时 有 Mj 寺 0(mod xx)， 在 工 的 求 和 式 
中 除 第 & 项 以 外 的 各 项 lO 模 mp 均 同 余 于 0。 由 于 My = 三 ] (mod m)， 可 看 出 
X= aMy: = a(mod m) 

k 二 1]，2，…，n。 这 就 证 明了 z 同 时 是 这 nn 个 同 余 方 程 的 解 。 4 

例 5 解释 了 怎样 用 中 国 剩余 定理 的 证 明 中 给 出 的 构造 法 来 求解 同 余 方 程 组 。 并 求解 由 孙子 


unks> 
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谜 题 引 出 的 例 4 中 的 方程 组 。 

要 求解 例 4 中 的 同 余 方程 组 ， 首 先 令 m==3.，5，7=105, Mi 二 m/3 二 35，M, 一 
mV/5 一 21，M: 王 /7 天 15。 可 以 看 出 2 是 M==35 模 3 的 逆 ， 因 为 35 .2 圭 2， 2 三 1(mod 3); 1 
是 Ms 二 21 模 5 的 逆 ， 因为 21 寺 1(mod 5); 1 也 是 M: =15 的 模 7 逆 ， 因 为 15 圭 1(mod 7) 。 该 
方程 组 的 解 是 那些 满足 下 列 式 子 的 z: 

XxX 三 aMiyTaMy TaMy=2.35.°2+3.21.1 二 2.15。61 
= 233 二 23(mod 105) 
从 而 得 出 23 是 方程 组 的 最 小 正 整数 解 。 我 们 的 结论 是 23 是 最 小 的 正 整数 满足 除 以 3 时 余 2， 
除 以 5 时 余 3， 除 以 7 时 余 2。 4 

尽管 定理 2 的 构造 法 提供 了 一 个 通用 方法 来 求解 模 数 两 两 互 素 的 同 余 方程 组 ， 但 还 可 以 用 
不 同 的 方法 更 容易 地 求解 方程 组 。 例 6 解释 了 利用 一 种 称 为 是 反 向 替换 的 方法 。 

利用 反 向 替换 方法 找 出 所 有 整数 z 使 得 zx 二 1(mod 5) ，z=2(mod 6) ， 和 zx 三 3(mod 7) 
成 立 。 

解 ” 由 4.1 节 定理 4 可知 ， 第 一 个 同 余 方 程 可 以 重 写 为 一 个 等 式 x 二 5t 十 1， 这 里 t+ 是 一 个 
整数 。 用 这 个 表达 式 替 换 第 二 个 同 余 方程 中 的 二， 可 得 

5t 十 1 三 2(mod6) 
这 容易 解 得 t 三 5(mod 6) (读者 应 该 能 验证 ) 。 再 次 应 用 4. 1 节 定 理 4， 可 得 t 二 6u 十 5， 这 里 是 
一 个 整数 。 用 这 个 表达 式 反 向 替换 等 式 x 二 5t 十 1 中 的 1 可 得 x 二 5(6u 十 5) 十 1 二 30u 十 26。 再 用 
这 个 替换 第 三 个 同 余 方程 ， 得 到 





30x 十 26 三 3(Cmod7) 
解 该 同 余 方程 可 得 u 二 6(mod 7) (读者 应 该 能 验证 ) 。 故 ，4. 1 节 定 理 4 告诉 我 们 x 一 7 十 6， 这 
里 v 是 一 个 整数 。 用 这 个 表达 式 蔡 换 等 式 zx 一 30x 十 26 中 的 xx 可 得 z 王 30(7vw 十 6) 十 26 一 
210u 十 206。 将 这 个 翻译 成 一 个 同 余 式 ， 就 找到 了 同 余 方程 组 的 解 ， 

ZX 三 206(mod 210) S| 


4.4.4 大 整数 的 计算 机 算术 
假定 mw ，m;，…，m, 是 两 两 互 素 的 模 数 ， 并 令 m 为 其 乘积 。 蝇 据 中 国 剩余 定理 可 以 证 明 
〈 见 练习 28) 满 足 0 委 a<mm 的 整数 a 可 唯一 地 表示 为 一 个 n 元 组 ， 其 元 素 由 a 除 以 m; 的 余数 组 
成 ，i 王 1，2，…，7。 即 ，& 可 以 唯一 地 表示 为 
(a mod mi ,a mod m,,**… ,a mod m,) 
当 整 数 用 序 偶 (第 一 分 量 是 该 整数 除 以 3 的 余数 ， 第 二 分 量 是 该 整数 除 以 4 的 余数 ) 
来 表示 时 ， 表 示 小 于 12 的 非 负 整数 的 序 偶 是 什么 ? 
解 ”通过 找 出 每 个 整数 除 以 3 和 除 以 ;4 的 余数 ， 得 到 下 列表 示 式 
0= (0,0) 4= (1,0) 8 = (2,0) 
1= (1,1]) §=\(2,1) 9= (0,1) 
2=(2,2) 6= (0,2) 10 = (1,2) 
3=(0,3) 7= (3) 11 = (2,3) 4 
要 对 大 整数 做 算术 运算 ， 我 们 选择 模 数 mw ，m; ，…，m,,， 其 中 每 个 m; 都 是 大 于 2 的 整数 ， 当 
1 天) 时 gcd《m;，mj) 二 1]， 且 m 王 mms…m 是 大 于 我 们 要 执行 算术 运算 的 结果 。 
一 且 选 定 模 数 ， 大 整数 算术 运算 就 可 以 通过 在 表示 这 些 整数 的 对 元 组 分 量 ( 大 整数 除 以 mm 
的 余数 ，i 二 1，2，…，n) 上 做 运算 来 完成 。 一 旦 计算 出 结果 的 每 个 分 量 值 ， 就 可 以 通过 求解 
个 模 m; 同 余 方 程 (i 二 1]，2,， …，n) 来 恢复 结果 的 值 。 大 整数 算术 的 这 种 方法 有 有 几 个 优点 。 首 
先 ， 可 以 用 来 完成 通常 在 一 台 计 算 机 上 不 能 做 的 大 整数 算术 。 其 次 ， 对 不 同 模 数 的 计算 可 以 并 
行 操作 ， 加 快 计算 速度 。 


数论 和 密码 学 249 





假定 在 某 台 处 理 器 上 做 小 于 100 的 整数 算术 运算 比 做 大 整数 算术 快 得 多 。 如 果 我 们 
把 整数 表示 为 除 以 100 以 内 两 两 互 素 的 模 的 余数 ， 就 几乎 可 以 将 所 有 计算 限制 在 100 以 内 的 整 
数 上 。 例 如 ， 可 以 用 99，98，97 和 95 作为 模 数 。( 这 些 整 数 是 两 两 互 素 的 ， 因 为 没有 大 于 1 
的 公 因子 。) 

根据 中 国 剩余 定理 ， 每 个 小 于 99。98。97。95 王 89 403 930 的 非 负 整数 均 可 唯一 地 用 该 整 
数 除 以 这 四 个 模 数 的 余数 表示 。 例 如 ， 把 123 684 表示 为 (33，8，9，89) ， 因 为 123 684 mod 
99 二 33，123 684 mod 98 王 8，123 684 mod 97 二 9 及 123 684 mod 95 二 89。 类 似 地 ，413 456 可 表 
示 为 C39， 9235 42; 16): 

欲求 123 684 和 413 456 的 和 ， 我 们 针对 这 些 四 元 组 而 非 直接 针对 这 两 个 整数 做 运算 。 我 
们 把 四 元 组 的 对 应 分 量 相 加 ， 再 按 相 应 的 模 数 压缩 各 分 量 。 这 样 可 得 

(33,8,9,89) + (32,92,42,76) 
一 (65 mod 99,100 mod 98,51 mod 97,105 mod 95) 
三 (565352551T2107 
要 找 出 和 ， 即 (65，2，51，10) 所 表示 的 整数 ， 需 要 求解 同 余 方程 组 
二 65(mod 99) 
TX 三 2(mod 98) 
三 51(mod 97) 
TT 汪 10(mod 95) 

可 以 证 明 ( 参 见 练习 53)537 140 是 方程 组 唯一 小 于 89 403 930 的 非 负 解 。 因 此 ，537 140 是 
所 求 的 和 。 注 意 只 有 当 我 们 需要 恢复 (65，2，51，10) 所 表示 的 整数 时 ， 才 必须 做 大 于 100 的 
整数 算术 运算 。 : 4 

对 于 一 组 形 为 2 一 1 的 整数 ， 其 中 为 正 整数 ， 做 大 整数 模 算术 运算 是 最 好 的 选择 ， 因 为 
这 种 整数 的 二 进 制 模 算 术 很 容易 完成 ， 而 且 也 容易 找到 两 两 互 素 的 这 样 一 组 整数 。[ 第 二 个 理 
由 是 基于 4. 3 节 练 习 37 证 明 的 gcd(2 一 1，2* 一 1) 二 2 ”一 1 这 一 事实 ,J 例如 ， 假定 在 计算 机 
上 很 容易 完成 2” 以 内 的 整数 算术 ,但 更 大 整数 的 运算 则 要 求 有 专门 的 运算 过 程 。 我 们 可 以 使 
用 小 于 2 两 两 互 素 的 模 数 来 对 大 到 模 数 乘积 的 整数 做 算术 运算 。 例 如 ， 就 像 4. 3 节 练 习 38 所 
证 明 的 ， 整 数 2 一 1，22# 一 1，223 一 1，23 一 1，22 一 1 和 22 一 1 是 两 两 互 素 的 。 因 为 这 6 个 模 
数 的 乘积 超过 2” ， 我 们 可 以 通过 用 这 6 个 不 超过 2” 的 模 数 做 模 算术 运算 来 完成 大 到 2” 的 整 
数 算术 运算 (只 要 运算 结果 也 不 超过 这 个 数 ) 。 


4.4.5 费 马 小 定理 

法 国 大 数学 家 皮 埃 尔 。 德 ， 费 马 是 17 世纪 上 半 叶 最 重要 的 数学 家 之 一 ， 在 数论 领域 做 出 
了 许多 重要 发 现 。 其 中 一 个 非常 有 用 的 发 现 阐 述 当 p 是 素数 而 a 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 时 
p 整除 a* “一 1。 费 马 在 给 他 的 一 个 通信 者 的 信 中 公布 了 这 个 结果 。 可 是 ， 他 在 信 中 并 没有 加 
入 证 明 ， 说 是 担心 证 明 会 太 长 。 尽 管 费 马 从 来 没有 发 表 过 这 个 事实 的 证 明 ， 但 没有 人 怀疑 他 知 
道 如 何 证 明之 ， 而 不 像 对 待 费 马 大 定理 的 证 明 那 样 。 第 一 个 公开 发 表 的 证 明 归 功 于 菜 晶 哈 德 。 
欧 拉 。 我 们 用 同 余 式 来 叙述 这 个 定理 。 


走马 小 定理 。 wa 为 素数 ， a 
WB 















是 一 个 不 能 被 整除 的 整 孝 ， 则 





评注 费 马 小 定理 告诉 我 们 如 果 waEZ ， 则 as :一 1 也 在 Z, 中 。 
定理 5 的 证 明 要 点 参见 练习 19。 
费 马 小 定理 在 计算 整数 高 次 究 的 模 p 余数 时 非常 有 用 ， 如 例 9 所 示 。 





计算 722mod 11。 

解 ”我们 利用 费 马 小 定理 来 计算 7 宕 mod 11 而 不 采用 快速 模 指数 算法 。 由 费 马 小 定理 可 知 
7 二 1(mod 11)， 所 以 对 每 个 正 整数 kk 有 (7")* 寺 1(mod 11)。 为 了 利用 这 最 后 一 个 同 余 式 ， 我 
们 将 指数 222 除 以 10， 得 222==22，。10 十 2。 可 以 看 出 

Rs oly 

从 而 得 7**mod 11 一 5。 ;| 

例 9 解释 了 如 何 利 用 费 马 小 定理 来 计算 a” mod p， 其 中 p 是 素数 且 pI/a。 首 先 ， 当 n 除 以 
Pp 一 1 时 ， 我们 利用 除法 算法 找 出 商 g 和 余数 +， 使 得 n= 二 gq(p 一 1) 十 r 其 中 0 委 r 二 如 一 1。 随 即 可 
得 a"==a"*??1' 二 (a”7!1)ia' 寺 1%’ 三 a'(mod p)。 故 ,为 了 计算 a mod 之 ， 我 们 只 需 计 算 a” mod 
p。 在 数论 学 习 中 我 们 会 多 次 利用 这 种 化 简 带 来 的 好 处 。 


4. 4.6 伪 素 数 

在 4.25 节 证 明了 一 个 整数 n 是 素数 当 它 不 能 被 任何 bp 三 Vn 的 素数 p 整除 。 遗 憾 的 是 ， 用 
这 一 标准 来 证 明 给 定 的 整数 为 素数 效率 不 高 。 它 要 求 找 出 所 有 不 超过 Vn 的 素数 ， 还 要 用 这 些 素 
数 通过 试 除法 来 看 是 否 能 整除 n。 

有 没有 效率 较 高 的 方法 能 判断 一 个 整数 是 否 为 素数 呢 ? 根据 一 些 消息 来 源 ， 古 代 中 国 数学 
家 相信 ?为 奇 素数 当 且 仅 当 

2”! = 1(mod n) 

如 果 这 一 结论 成 立 ， 就 可 以 提供 一 个 有 效 的 素数 测试 方法 。 为 什么 他 们 相信 这 一 同 余 式 能 
用 来 判断 大 于 2 的 整数 ”是 否 为 素数 呢 ? 首先 ， 他 们 观察 到 当 ?为 奇 素数 时 该 同 余 式 成 立 。 例 
如 ，5 是 素数 ， 而 且 


2 有 一 2 一 16 皇 imod5) 
由 费 马 小 定理 可 知 这 一 观察 是 正确 的 ， 即 当 n 是 奇 素数 时 有 2” 三 1(mod n)。 其 次 ， 他们 从 未 
找到 能 使 这 个 同 余 式 成 立 的 合 数 。 可 是 ,古代 中 国 数 学 家 并 非 全 对 。 他 们 所 认为 的 只 要 nn 是 素 
数 则 该 同 余 式 成 立 是 对 的 ， 但 他 们 所 得 出 的 结论 如 果 同 余 式 成 立 则 n 就 是 素数 是 不 正确 的 。 
不 幸 的 是 ， 存 在 合 数 n 使 得 2”! 圭 1(mod n)。 这 种 整数 称 为 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 
整数 341 是 以 2 为 基数 的 伪 素 数 ， 因 为 它 是 合 数 (341 王 11' 31)， 而 且 练 习 37 中 证 
明了 


25 三 1(mnod 341) 本 
研究 伪 素 数 时 还 可 以 使 用 大 于 2 的 整数 为 基数 。 
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皮 埃 尔 ， 德 ， 费 马 (Pierre de Fermat，1601 一 1665) 费 马 是 17 世纪 最 重要 的 数 
学 家 之 一 ， 是 一 位 职业 律师 。 他 是 历史 上 最 著名 的 业余 数学 家 。 费 马 的 数学 发 现 很 
少 发 表 。 我 们 从 他 与 其 他 数学 家 的 通信 中 了 解 他 的 工作 。 费 马 是 解析 几何 的 发 明 者 
之 一 ， 并 且 建 立 了 微 积分 的 一 些 基本 概念 。 费 马 和 帕斯卡 一 起 为 概率 论 建立 了 数学 
基础 。 费 马 提 出 了 现在 最 有 名 的 悬而未决 的 数学 问题 。 他 断定 当 盖 为 大 于 2 的 整数 
时 ， 方 程 xz" 十 y= 二 x* 没有 非 平凡 的 正 整 数 解 。300 多 年 来 人 们 都 没有 找到 证 明 ( 或 反 
例 )。 在 他 那 本 古 希 腊 数 学 家 丢 番 图 (Dicphantus) 的 著作 中 ， 费 马 写 道 他 有 一 个 证 明 
但 是 页 边 空白 写 不 下 了 。 由 于 1994 年 安德鲁 ' 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 所 给 出 的 第 一 
个 证 明 依 赖 复杂 的 现代 数学 ， 所 以 多 数 人 认为 费 马 自 以 为 有 了 一 个 证 明 ， 但 那 证 明 是 不 正确 的 。 不 过 也 
许 是 因为 自己 不 能 给 出 证 明 ， 所 以 他 以 此 诱惑 别人 去 寻找 证 明 。 
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给 定 正 整 数 n， 判 断 是 否 有 2” 三 1(mod nn) 确 实 是 一 个 有 用 的 测试 ， 它 能 够 提供 一 些 关 于 
n 是 否 为 素数 的 证 据 。 特 别 是 ， 如 果 nn 满足 这 个 同 余 式 ， 则 n 要 么 是 素数 ， 要 人 么 是 以 2 为 基数 
的 伪 素 数 ; 如果 ?不 满足 这 个 同 余 式 ， 则 nt 是 合 数 。 可 以 用 2 以 外 的 基数 5 进行 类 似 的 测试 ， 
以 获得 是否 为 素数 的 更 多 证 据 。 如 果 nn 通 过 所 有 这 些 测试 ， 则 n 要么 是 素数 ， 要 么 是 以 所 有 
所 选 5 为 基数 的 伪 素 数 。 再 者 ， 在 不 超过 xz 的 正 整 数 中 ， 其 中 z 是 正 实数 ， 与 素数 相 比 ,， 以。 
为 基数 的 伪 素 数 要 少 得 多 ,其 中 5 是 正 整 数 。 例 如 ， 小 于 10" 的 整数 中 有 455 052 512 个 素数 ， 
但 只 有 14 884 个 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 可 惜 的 是 ， 不 能 通过 选择 足够 多 的 基数 来 区 分 素数 与 伪 
素数 ， 因 为 有 些 正 整数 能 通过 满足 gcd(2 1 的 基数 的 所 有 测试 。 这 引出 了 定义 2 


1) 之 














早期 研究 这 些 数 ) 





整数 561 是 卡 米 急 尔 数 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 首 先 注意 561 是 合 数 ， 因为 561 一 
3 .11.。17。 其 次 ， 注 意 到 如 果 gcd(5，561) 二 1， 则 gcd(6，3) 二 gcd(b, 11) 二 gcd(b, 17)==1。 
es 


b=l(mod3), b=1l(mod11), 6b 二 1(mod 17) 
从 而 有 


[oe 
Vo = = lmod 11) 
We = Ch Iimod: 17) 
根据 练习 29 可 得 ， 对 于 所 有 满足 gcd(56，561) 二 1 的 正 整 数 5 都 有 6 三 1(mod 561)。 因 此 ， 
561 是 卡 米 切 尔 数 。 | 
尽管 存在 无 限 多 个 卡 米 切 尔 数 ,， 但 可 以 设计 更 精细 的 测试 ， 如 练习 中 所 描述 的 ， 作 为 有 效 
的 随机 素数 性 测试 的 基础 。 这 种 测试 可 用 来 迅速 证 明 一 个 给 定 的 整数 几乎 肯定 是 素数 。 更 准确 
地 说 ， 如 果 一 个 整数 不 是 素数 ， 则 这 个 整数 通过 一 系列 测试 的 概率 接近 于 0。 第 7 章 将 描述 这 
样 一 个 测试 ， 并 讨论 这 个 测试 所 依赖 的 一 些 概 率 论 中 的 概念 。 这 些 随机 的 素数 性 测试 能 够 而 且 
已 经 用 于 在 计算 机 上 非常 迅速 地 寻找 大 素数 。 


4.4.7 原 根 和 离散 对 数 
在 正 实数 集合 中 ， 如 果 6b 二 1 且 x 二 WW 我们 说 y 是 以 5 为 底 工 的 对 数 。 这 里 ， 我 们 要 说 明 
也 能 定义 模 p 的 对 数 概 念 ， 这 里 p 是 一 个 素数 。 在 这 之 前 ,我们 需要 一 个 定义 。 


定义 3 ， 模 素数 户 的 一 个 原 根 是 Z 中 的 整数 r， 使 得 中 的 每 个 非 鹤 元 素 都 是 r 的 一 个 
oo 。 
判定 2 和 3 是 否 是 模 11 的 原 根 。 
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罗伯特 丹尼尔. 卡 米 切 尔 (Robert Daniel Carmichael，1879 一 1967) ” 卡 米 切 尔 
出 生 在 亚 拉 巴 马 州 。1898 年 他 获得 Lineville 学 院 的 学 士 学 位 ，1911 年 获得 普林斯顿 
大 学 的 博士 学 位 。1911 一 1915 年 卡 米 切 尔 在 印第安 纳 大 学 任职 ，1915 一 1947 年 在 伊 
利 诺 伊 大 学 任职 。 卡 米 切 尔 是 一 位 活跃 的 研究 者 ， 研 究 领域 广泛 ， 包 括 数论 、 实 分 
析 、 微 分 方程 、 数 学 物理 以 及 群 论 。 他 的 博士 论文 是 在 G. D. 伯 克 霍 夫 的 指导 下 完成 
的 ， 被 认为 是 美国 人 对 微分 方程 的 专题 所 做 出 的 第 一 份 显著 贡献 。 
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解 ” 当 我 们 在 Z 中 计算 2 的 寡 次 时 ， 可 得 2 一 2，22 一 4，23 一 8，24 一 5，25 一 10，25 一 9， 
2 一 7，2 一 3，2 一 6，225 王 1。 因 为 已 :中 的 每 个 非 零 元 素 都 是 2 的 一 个 竹 次 ， 所 以 2 是 11 的 
原 根 。 

当 我 们 在 Zi 中 计算 3 的 寡 次 时 ， 可 得 3 =3，3 一 9，3 一 5，3: 一 4，3 一 1。 我 们 注意 到 
当 计 算 3 的 更 高 寡 次 时 这 个 模式 会 重复 。 因 为 Zi 中 不 是 所 有 非 零 元 素 都 是 3 的 一 个 寡 次 ， 所 
以 可 得 结论 3 不 是 11 的 原 根 。 4 

数论 中 一 个 重要 的 事实 是 对 于 每 个 素数 p 都 存在 一 个 模 p 的 原 根 。 该 事实 的 证 明 读 者 可 以 
参考 LRo10]。 假 设 p 是 一 个 素数 而 x 是 一 个 模 p 的 原 根 。 如 果 a 是 介 于 1 和 pp 一 1 之 间 的 一 
整数 ， 的 a ol di 了 中 ， Ed A 














试 找 出 以 2 为 底 3 和 5 模 册 的 离散 对 数 。 

在 例 12 中 计算 模 11 的 2 宪 次 时 ,得 到 2 二 3 和 2 一 5 都 在 Di 中 。 故 ， 以 2 为 底 3 和 
5 模 11 的 离散 对 数 分 别 是 8 和 4。 (这些 是 2 的 窒 次 ,它们 分 别 等 于 Zi 中 的 3 和 5.。) 我 们 写成 
log: 3 一 8 和 log, 5 一 4( 这 里 要 理解 有 模 数 11， 只 是 没有 显 式 地 在 记号 中 注 明 ) 。 4 

离散 对 数 问题 的 输入 是 一 个 素数 p、 一 个 模 p 的 原 根 + 和 一 个 正 整 数 a€Z,， 而 输出 是 以 x 
为 底 a 模 p 的 离散 对 数 。 尽 管 这 个 问题 可 能 看 起 来 不 难 ， 但 实质 上 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 
可 以 求解 它 。 这 个 问题 的 难度 在 密码 学 中 起 着 重要 的 作用 ，4. 6 节 将 会 介绍 。 


练习 
1. 证 明 15 是 7 模 26 的 道 。 
[3 2. 证 明 937 是 13 模 2436 的 道 。 
3. 通过 查看 (就 像 例 1 前 所 讨论 的 )， 找 出 4 模 9 的 逆 。 
4. 通过 查看 (就 像 例 1 前 所 讨论 的 )， 找 出 2 模 17 的 逆 。 
5. 用 例 2 中 的 方法 对 下 列 每 对 互 素 的 整数 找 出 a 模 m 的 闭 。 


a)a==4,，m 二 9 b)a=19, m=141 Cc)a=55, m=89 d)a=89, m= 232 
6. 用 例 2 中 的 方法 对 下 列 每 对 互 素 的 整数 找 出 a 模 m 的 逆 。 
a)a=2, m= 二 17 b)a=34, m=89 c)a=144, m=233 d)a=200, m= 二 1001 


* 7. 证 明 如 果 a 和 m 是 互 素 的 正 整 数 ， 则 a 模 m 的 逆 是 模 m 唯一 的 。[ 提 示 : 假定 同 余 式 az 三 1(mod m) 
有 两 个 解 5 和 c。 再 用 定理 7 证明 pe=cCmod m)。j 
8. 证 明 如 果 gcdCa，zz) 过 1， 这 里 a 是 整数 而 m2 是 正 整数 ， 则 a 模 m 的 逆 不 存在 。 
9. 解 同 余 方 程 4t 寺 5Cmod 9) ， 利 用 练习 5a 中 找到 的 4 模 9 的 逆 。 
10. 解 同 余 方 程 2 三 7(mod 17)， 利 用 练习 6a 中 找到 的 2 模 17 的 逆 。 
11. 利用 练习 5b、c 和 d 中 找到 的 模 的 道 求解 下 列 同 余 方程 。 


a)19zr=4(mod 141) b)55z=34(mod 89) ¢)89z=2(mod 232) 
12. 利用 练习 6b、c 和 d 中 找到 的 模 的 逆 求 解 下 列 同 余 方程 。 
a)34z 三 77(mod 89) b)144z=4(mod 233) ©)200z 二 13(mod 1001) 


13. 找 出 同 余 方 程 15x* 十 19zx 寺 5(mod 11) 的 解 。[ 提 示 : 证 明 该 同 余 方程 等 价 于 同 余 方程 15x? 十 19z 十 
6 三 0(mod 11)。 对 同 余 方 程 左边 做 因子 分 解 ， 证 明 二 次 同 余 方 程 的 解 就 是 两 个 不 同 的 线性 同 余 方 程 
之 一 的 解 。] 

14. 找 出 同 余 方 程 12x* 十 25x 寺 10(mod 11) 的 解 。[ 提 示 : 证 明 该 同 余 方程 等 价 于 同 余 方程 12x? 十 25x 十 
12 寺 0(mod 11) 。 对 同 余 方程 左边 做 因子 分 解 ， 证 明 二 次 同 余 方 程 的 解 就 是 两 个 不 同 的 线性 同 余 方程 
之 一 的 解 。] 

* 15. 证 明 如 果 m 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 而 ac 寺 bc(mod m)， 则 a 硅 b(mod m/gcd(c，m))。 


16. 


17. 
18. 


19; 


20. 


21. 


22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 


29. 


30. 


31. 
32. 
33 
34. 
35; 
36. 
37, 


38. 


39. 
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a) 证 明 小 于 11 的 正 整 数 ( 除 1 和 10 以 外 ) 可 以 分 割 成 一 对 整数 使 得 其 中 的 两 个 整数 互 为 模 11 的 逆 。 

b) 用 a 中 的 结果 证 明 10! 圭一 1(mod 11) 。 

证 明 如 果 p 为 素数 ， 则 x? 夺 1(mod p) 仅 有 的 解 是 满足 x 圭 1(mod i ZX 三 一 1(mod p) 的 整数 z。 

a) 推 广 练习 16a 的 结果 ， 即 证 明 如 果 p 为 素数 ， 则 小 于 p 的 整数 ， 除 1 和 p 一 1 以 外 ， 都 可 以 分 割 成 
一 对 整数 使 得 其 中 的 两 个 整数 互 为 模 p 的 逆 。 [提示 : 利用 练习 17 中 的 结果 。] 


b) 从 a 可 以 断定 ， 只 要 p 是 素数 则 有 (p 一 1)! 三 一 1(mod ) 。 这 一 结果 称 为 威尔逊 定理 (Wilson's 
theorem) 。 

c) 如 果 nn 为 正 整 数 使 得 (n 一 1)! 关 一 1(mod n)， 我 们 可 以 得 出 什么 结论 ? 

本 题 给 出 了 费 马 小 定理 的 证 明 的 概要 。 


a) 假 定 a 不 能 被 素数 p 整除 。 证 明 整 数 1.a，2 “a,，…，(p 一 1)a 中 的 任何 两 个 都 不 是 模 p 同 余 的 。 
b) 从 a 可 以 得 出 1，2,，…，(p 一 1) 的 乘积 和 a，2a，…，(p 一 1)a 的 乘积 是 模 p 同 余 的 。 利 用 这 一 
论证 明 A 
(p—1)!=am(p— 1)(mod p) 
c) 利 用 4. 3 节 定 理 7， 再 由 b) 可 以 证 明 如 果 p la， 则 ar ! 圭 1(mod p)。[ 提 示 : 利用 4.3 节 引 理 3 证 
明 p 不 能 整除 (p 一 1)!， 然 后 再 利用 4. 3 节 定 理 7。 或 者 也 可 以 利用 练习 18b 的 威尔逊 定理 。] 
d) 利 用 c 证 明 a* 寺 a(mod p) 对 所 有 整数 a 成立。 
利用 中 国 剩 余 定理 证 明 中 的 构造 法 找 出 同 余 方程 组 x 硅 2(mod 3)，ZX 三 1(mod 4) 和 x 三 3(mod 5) 的 所 
有 解 。 
利用 中 国 剩余 定理 证 明 中 的 构造 法 找 出 同 余 方程 组 x 圭 1(mod 2),， x 三 2(mod 3)，ZX 三 3(mod 5) 和 
xX 大 4(mod 11) 的 所 有 解 。 
用 反 向 替换 方法 求解 同 余 方程 组 x 三 3(mod 6) 和 z=4(mod 7) 。 
用 反 向 替换 方法 求解 练习 20 的 同 余 方程 组 。 
用 反 向 替换 方法 求解 练习 21 的 同 余 方程 组 。 
基于 中 国 剩 余 定理 证 明 中 的 构造 法 ， 写 出 求解 线性 同 余 方程 组 的 伪 代 码 算 法 。 
找 出 同 余 方 程 组 zx 二 5Cmod 6)，Zz 夺 3(mod 10) 和 x 三 8(mod 15) 的 所 有 人 解 ， 如 果 有 人 解 的 话 。 
找 出 同 余 方 程 组 x 圭 7(mod 9)，zx 夺 4(mod 12) 和 x 三 16(mod 21) 的 所 有 解 ， 如 果 有 解 的 话 。 
利用 中 国 剩余 定理 证 明 满 足 0 二 a 二 mm 二 m2…m 的 整数 a， 其 中 正 整 数 mr ，ms，…，m， 是 两 两 互 
素 ， 都 能 唯一 地 表示 为 nn 元 组 (a mod mi,， a mod mz,，*…,， a mod m,)。 
令 mm ，ms;，…，m， 为 大 于 等 于 2 的 整数 且 两 两 互 素 。 证 明 如 果 a 硅 b(mod mr ) ，i 一 1，2，…，7， 
则 a 三 b(mod m)， 其 中 汉王 mamz…m,。( 这 个 结果 可 以 用 来 证 明 练 习 30 中 的 中 国 剩 余 定理 。 因 此 ， 
不 要 用 中 国 剩余 定理 证 明之 。) 
通过 证 明 模 两 两 互 素 的 线性 同 余 方程 组 的 解 相对 于 模 数 乘积 为 模 时 是 唯一 的 来 完成 中 国 剩余 定理 的 
证 明 。[ 提 示 : 假定 x 和» 是 方程 组 的 两 个 解 。 证 明 对 所 有 i,，m; |x 一 y。 再 利用 练习 29 得 出 m= 
m1 m2 7727 [zx—y,] 
哪些 整数 被 2 除 时 余 1， 被 3 除 时 也 余 1? 
哪些 整数 被 5 整除 而 被 3 除 时 余 1? 
利用 费 马 小 定理 找 出 7'* mod 13。 
利用 费 马 小 定理 找 出 23”” mod 41。 
利用 费 马 小 定理 证 明 如 果 铺 是 素数 且 记 /ae,， 则 < 是 < 模 户 的 逆 。 
利用 练习 35 找 出 5 模 41 的 一 个 逆 。 
a) 利 用 费 马 小 定理 证 明 2»*”* 寺 1(mod 11) ， 注 意 222 一 (22)3 。 
b) 利 用 2 二 (25)” 二 32” 这 一 事实 证 明 2*”*” 寺 1(mod 31) 。 
c) 从 a) 和 b) 推 出 结论 2”” 夺 1(mod 341)。 
a) 利 用 费 马 小 定理 计算 3” mod 5，33" mod 7 和 3” mod 11。 
b) 利 用 a 中 结果 及 中 国 剩 余 定理 计算 3” mod 385。( 注 意 385 二 5。，7。，11.) 
a) 利 用 费 马 小 定理 计算 5” mod 7，5”” mod 11 及 5203 mod 13。 
b) 用 a 中 结果 及 中 国 剩 余 定 理 求 5%” mod 1001。( 注 意 1001==7。11。，13.) 
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40. 借助 于 费 马 小 定理 证 明 如 果 是 一 个 正 整 数 ， 则 42 能 整除 一。 

41, 证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 梅森 数 2 一 1 的 每 个 因子 都 具有 2kp 十 1 的 形式 ， 其 中 是 非 负 整 数 。[ 提 
示 : 利用 费 马 小 定理 以 及 4. 3 节 练 习 37。] 

42. 利用 练习 41 判定 Ms = 二 2 一 1 二 8191 以 及 Ms 二 2” 一 1 二 8 388 607 是 否 是 素数 。 

43. 利用 练习 41 判定 Mu = 二 21 一 1 二 2047 以 及 Mi = 二 2' 一 1==131 071 是 否 是 素数 。 

[了 邻 n 是 正 整 数 ， 并 令 n 一 1 二 2;t， 其 中 s 是 非 负 整 数 ， 而 1 是正 奇 数 。 如 果 或 者 三 1(mod n)， 或 者 对 于 
某 个 j，0 过 j 过 一 1， WY' 二 一 1(mod n)， 则 称 n 通 过 以 5 为 底 的 米 勒 测试 。 可 以 证 明 ( 参 见 [Ro10]) 一 个 
合 数 nn 最 多 只 能 通过 少 于 n/4 个 以 5b 为 底 的 米 勒 测试 ， 其 中 1 二 6 一 n。 能 通过 以 65 为 底 的 米 勒 测试 的 正 合 
数 n 称 为 以 b 为 底 的 强 伪 素 数 。 

x 44. 证 明 如 果 n 是 素数 ,6b 是 正 整 数 且 n 15， 则 nn 能 通过 以 5 为 底 的 米 勒 测试 。 
45. 通过 证 明 2047 通过 以 2 为 底 的 米 勒 测试 但 却 是 合 数 来 证 明 2047 是 以 2 为 底 的 强 伪 素数 。 
46. 证 明 1729 是 卡 米 切 尔 数 。 
47. 证 明 2821 是 卡 米 切 尔 数 。 
x 48. 证 明 如 果 n= 二 pips…p:， 其 中 pl1，p;，…，p 是 不 同 的 素数 且 满 足 A 了 
则 nn 是 卡 米 切 尔 数 。 
49. a) 用 练习 48 证 明 每 个 形 如 (6m 十 1) (12m 十 1) (18m 十 1) 的 整数 都 是 卡 米 切 尔 数 ， 这 里 m 是 正 整数 ， 并 
且 6m 十 1、12m 十 1 和 18m 十 1 都 是 素数 。 
b) 用 a 证 明 172 947 529 是 卡 米 切 尔 数 。 
50. 找 出 下 列 各 对 所 表示 的 小 于 28 的 非 负 整 数 a， 其 中 每 一 对 都 表示 (a mod 4，a mod 7) 。 


a)(0, 0) bYCls .0% ce CLs 1 d)(2，1) 
e€) (2, 2) f)(0, 3) 2)(2, 0) h)(3, 5) 
(3, 6) 


51. 将 小 于 15 的 每 个 非 负 整数 表示 为 (a mod 3，a mod 5) 对 。 

52. 试 解释 怎样 用 练习 51 中 求 出 的 数 对 来 计算 4 加 7。 

53. 求解 例 8 中 的 同 余 方程 组 。 

54. 证 明 2 是 19 的 一 个 原 根 。 

55. 找 出 5 和 6 的 以 2 为 底 模 19 的 离散 对 数 。 

56. 令 p 是 一 个 奇 素数 而 r 是 p 的 原 根 。 证 明 如 果 a 和 6 是 Z 中 的 正 整数 ， 则 log, (ab) 夺 log, a 十 
log, b (mod p—1)。 

57. 试 写 出 相对 于 原 根 3 的 模 17 的 离散 对 数 表 。 

如 果 鸭 是正 整数 ， 整 数 ua 称 为 m 的 二 次 剩余 如 果 gcd(a，m) 二 1 且 同 余 式 zx: 三 a(mod m) 有 了 和解。 换言之 ， 

m 的 一 个 二 次 剩余 是 与 m 互 素 的 整数 且 与 一 个 完全 平方 数 模 m 同 余 。 如 果 a 不 是 m 的 二 次 剩余 且 gcd 

(a，m) 二 1， 我 们 说 它 是 m 的 二 次 非 剩 余 。 例 如 ，2 是 7 的 二 次 剩余 ， 因 为 gcd(2，7) 王 1 且 3 三 2(mod 

7); 而 3 是 7 的 二 次 非 剩余 ， 因 为 gcd(3，7 二 1 但 工 寺 3(mod 7) 无 解 。 

58. 哪些 整数 是 11 的 二 次 剩余 ? 

59. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 且 a 是 不 能 被 bp 整除 的 整数 ， 则 同 余 式 xz’ 三 a(mod p) 要 么 无 解 ， 要么 恰 有 两 个 
模 p 不 同 余 的 解 。 

60. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 在 1，2，…，z 一 1 中 恰 有 (p 一 1)/2 个 p 的 二 次 剩余 。 


如 果 刀 是 奇 素数 而 4 是 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 勒 让 德 符号 (也 ) 定 义 为 1 如 果 a 为 的 二 次 剩余 ， 否则 


为 二 让 
61. 证 明 如 果 p 为 奇 素数 ,而 a 和 2 为 整数 ， 满 足 a 三 bp(mod p)， 则 


62. 证 明 欧 拉 准 则 ， 即 如 果 p 是 奇 素数 且 a 是 不 能 被 p 整除 的 正 整 数 ， 则 


Cs ) = a (mod 力 ) 


[提示 : 如 果 a 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 则 可 应 用 费 马 小 定理 ; 否则 ， 可 应 用 练习 18b 中 给 出 的 威 尔 过 
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定理 。] 
63. 利用 练习 62 证 明 如 果 p 是 奇 素数 且 a 和 女 为 不 能 被 之 整除 的 整数 ， 则 
2 (41 
人 
64. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 当 p 夺 1(mod 4) 时 一 1 是 p 的 二 次 剩余 ， 当 p 三 3(mod 4), 一 1 不 是 p 的 二 
次 剩余 。[ 提 示 : 利用 练习 62,] 
65. 找 出 同 余 方程 x? 圭 29(mod 35) 的 所 有 解 。[ 提 示 : 找 出 该 同 余 式 模 5 和 模 7 的 解 ， 再 利用 中 国 剩 余 
定理 。] 
66. 找 出 同 余 方程 x* 圭 16(mod 105) 的 所 有 人 解 。[ 提 示 : 找 出 该 同 余 式 模 3、 模 5 和 模 7 的 解 ， 再 利用 中 国 
剩余 定理 。] 
67. 描述 一 个 蛮 力 算法 求解 离散 对 数 问题 ， 并 找 出 这 个 算法 最 差 和 平均 时 间 复 杂 度 。 


4.5 同 余 的 应 用 

同 余 在 离散 数学 、 计 算 机 科学 以 及 其 他 领域 有 许多 应 用 。 本 节 将 介绍 三 个 应 用 案例 , 利用 
同 余 为 计算 机 文件 分 配 内 存 地 址 、 伪 随机 数 的 生成 ， 以 及 校 验 码 。 

假定 一 个 客户 标识 码 是 10 位 数字 长 。 为 了 快速 检索 客户 资料 ， 我 们 不 会 用 10 位 数字 的 标 
识 码 对 客户 记录 分 配 内 存 地 址 ， 而 是 使 用 一 个 与 标识 码 相关 的 更 小 的 整数 。 这 可 以 用 所 谓 的 散 
列 函数 来 实现 。 本 节 我 们 要 阐述 如 何 用 模 算术 来 做 散 列 函 数 。 

构造 随机 数 序列 对 随机 算法 、 仿 真 ， 及 其 他 应 用 都 是 很 重要 的 。 构 造 真 正 的 随机 数 序 列 是 
非常 困难 的 ， 或 许 是 不 可 能 的 ， 因 为 任何 用 来 生成 我 们 所 期 望 的 随机 数 的 方法 都 可 能 会 按 某 种 
隐 含 的 模式 产生 这 些 数 。 因 此 ， 已 经 开发 了 一 些 方法 用 来 寻找 具有 随机 数 的 许多 理想 性 质 的 数 
的 序列 ， 可 以 用 于 许多 需要 随机 数 的 应 用 。 本 节 我 们 将 阐述 如 何 利 用 同 余 来 生成 伪 随 机 数 序 
列 。 好 处 是 这 样 生 成 的 伪 随 机 数 可 以 快速 构造 ， 缺 点 是 它们 具有 太 多 的 可 预见 性 而 不 能 用 于 许 
多 任务 。 

同 余 还 可 以 用 来 为 各 种 标识 码 产生 校 验 码 ， 如 标示 零售 产品 的 代码 、 标 识 书 的 书号 、 机 票 
编号 等 。 我 们 将 解释 如 何 用 同 余 来 为 各 种 类 型 的 标识 码 构造 校 验 码 ， 并 证 明 这 些 校 验 码 可 以 用 
来 检测 这 些 标识 码 在 印刷 过 程 中 出 现 的 某 种 差错 。 


4.5.1 散 列 函 数 
一 家 保险 公司 的 中 央 计 算 机 保存 着 它 的 每 个 客户 的 档案 记录 。 怎 样 分 配 内 存 地 址 才能 迅速 
检索 到 客户 记录 ? 这 个 问题 的 解 就 是 使 用 一 个 适当 选择 的 散 列 函数 。 记 录 使 用 键 来 识别 ， 它 可 
以 唯一 地 识别 每 个 客户 的 记录 。 例 如 ， 客 户 记 录 往 往 可 以 用 客户 的 社会 安全 号 作为 键 来 标识 。 
一 个 散 列 函数 将 内 存 地 址 h(k) 分 配给 以 & 为 键 值 的 记录 。 
在 实践 中 ,会 用 到 许多 不 同 的 散 列 函数 。 最 常用 的 散 列 函 数 之 一 是 
h(k) = Ek modm 
其 中 m 是 可 供 使 用 的 内 存 地 址 的 数目 。 
散 列 函数 应 该 易于 计算 以 便 快 速 定位 到 文件 。 散 列 函 数 上 CA) 二 & mod m 符合 这 一 要 求 。 为 
了 找到 h(k)， 只 需 计 算 当 被 m 除 时 的 余数 。 再 者 ， 散 列 函 数 还 应 该 是 满 射 的 ， 这 样 所 有 内 
存 地 址 均 可 利 有 用。 函数 h(k) 一 & mod m 也 符合 这 一 要 求 。 
找 出 由 散 列 函 数 h(&) 二 k mod 111 分 配给 社会 安全 号 为 064212848 和 037149212 的 客 
户 记 录 的 内 存 地 址 。 
解 ” 社 会 安全 号 为 064212848 的 客户 记录 被 分 配 到 内 存 地 址 14， 因 为 
h(064212848) = 064212848 mod 111 = 14 
类 似 地 ， 由 于 
h(037149212) = 037149212 mod 111 = 65 


Links > 
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所 以 社会 安全 号 为 037149212 的 客户 记录 被 分 配 到 内 存 地 址 65。 
由 于 散 列 函 数 不 是 一 对 一 的 (因为 很 可 能 键 值 的 数量 大 于 内 存 地 址 数 )， 所 以 有 可 能 多 个 记 


录 被 分 配 到 同一 个 内 存 地 址 。 当 这 种 情况 发 生 时 ， 就 说 出 现 了 冲突 


用 散 列 函数 分 配 但 已 被 占用 的 地 址 后 面 第 一 个 未 占用 的 地 址 。 
在 例 1 中 分 配 了 上 述 两 个 地 址 以 后 ， 为 社会 安全 号 是 107405723 的 客户 记录 分 配 内 


存 地 址 。 


解 ” 首 先 注意 到 h(k) 把 社会 安全 号 107405723 映射 到 地 址 14， 因 为 
h(107405723) = 107405723 mod 111 = 14 

可 是 ， 这 一 地 址 已 被 (社会 安全 号 为 064212848 的 客户 档案 ) 占 用 。 但 是 内 存 地 址 15， 即 内 存 地 址 

14 后 面 第 一 个 未 占用 的 地 址 ， 是 空 的 ， 所 以 将 社会 安全 号 107405723 的 客户 记录 分 配 到 该 地 址 。 


4 


。 消 解 冲突 的 一 个 办 法 是 使 


4 


在 例 2 中 我 们 实际 上 用 了 一 个 线性 探测 函数 ， 即 h(k, 让 二 h(k) 十 i mod m， 来 寻找 第 一 个 
空闲 内 存 地 址 ， 这 里 i 可 以 从 0 到 mm 一 1。 还 有 许多 其 他 消解 冲突 的 办 法 ， 在 本 书 最 后 给 出 的 有 


关 散 列 函 数 的 参考 文献 中 有 讨论 。 


4. 5.2 伪 随 机 数 
随机 选择 的 数 在 计算 机 仿真 中 常 需要 用 到 。 


随机 数 序列 {x,}， 满 足 对 所 有 n，0 志 x, 二 m: 


人 们 已 经 设计 了 很 多 不 同 的 方法 来 产生 具有 随 
机 选择 性 质 的 数 。 因 为 由 系统 方法 产生 的 数 并 不 真正 是 随机 的 ， 所 以 被 称 为 伪 随 机 数 。 

最 常用 的 产生 伪 随 机 数 的 过 程 是 线性 同 余 法 。 我 们 选择 4 个 整数 : 模 数 mm、 
和 种 子 zx， 2 人 a<m，0 过 c<m 及 0 过 zo 二 m。 通 过 连续 应 用 下 面 递 归 函 数 来 生成 一 个 伪 


Xl 一 (az 十 c)mod 7 


(这 是 一 个 递归 定义 的 例子 ， 递归 定义 将 在 5. 3 节 讨 论 。 在 那里 我 们 会 证 明 这 样 定义 的 序列 是 


良 定义 的 。) 


倍数 a、 增 量 c 


许多 计算 机 试验 都 要 求 产生 0 和 1 之 间 的 伪 随 机 数 。 要 产生 这 样 的 数 ， 可 以 用 线性 同 余生 


成 器 除 以 模 数 ， 即使 用 数 zx,/m。 


找 出 由 线性 同 余 法 生成 的 伪 随 机 数 序列 ， 其 中 模 数 m 王 9、 倍数 “一 7、 


种 子 z, 王 3。 
解 ” 通 过 连续 应 用 递归 定义 的 函数 zi 一 
Zo 二 3 找 出 x 作为 起 始 项 。 可 得 
2Z1 一 7zo 十 4mod9 一 7。 
Xs 二 7x 十 4mod9 二 7。 
7z 十 4mod9 一 7。 
Zi 一 7zs 十 4mod9 一 7。 
Zi 一 7z 十 4mod9 一 7。 
二 77; 十 4 mod 9 二 7。 
一 7z 十 4mod9 王 7 
Xs 二 77; 十 4 mod 9 二 7。 
Ze 一 7zs 十 4mod9 一 7。 


站 
| 


中 
| 


| 


(7z 十 4)mod 9 来 计算 该 序列 中 项 


3 十 4 mod 9 二 25 mod 9= 二 7 
7 十 4mod9 53 mod 9 一 8 
8 十 4mod9 王 60 mod9 一 6 
6 十 4mod9 王 46mod9 王 1 
T 十 4mod9 一 11 mod9 王 2 
2 十 4mod9 王 18 mod9 王 0 


| 


。 0 十 本 mod 9 一 4mod9 王 4 


4 十 4mod9 一 32mod9 一 5 
5 十 4mod9 一 39mod9 一 3 
项 ， 所 以 产生 序列 


97355830 L230 ddd T8301 DQ dd 


这 个 序列 包含 9 个 不 同 的 数 ， 然 后 重复 。 


增 量 c 王 4 和 


， 插 入 种 子 


4 


大 部 分 计算 机 确实 使 用 线性 同 余生 成 器 来 生成 伪 随 机 数 ， 通常 是 使 用 增 量 c==0 的 线性 同 
余生 成 器 。 这 样 的 生成 器 称 为 纯 倍 式 生 成 器 。 例 如 ， 以 32 一 1 为 模 ， 以 7 二 16 807 为 倍数 的 纯 
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倍 式 生成 器 就 广 为 采 用 。 采 用 这 些 参数 ， 可 以 证 明 在 重复 之 前 会 产生 2 一 2 个 数 。 

由 线性 同 余生 成 器 生成 的 伪 随 机 数 已 经 在 很 长 时 间 里 为 不 同 的 任务 所 采用 。 遗 憾 的 是 , 已 
经 证 明 这 样 生成 的 伪 随 机 数 序列 并 不 具有 真正 随机 数 所 具有 的 一 些 重要 的 统计 特性 。 因 此 ， 这 
种 方法 对 于 某 些 任务 (如 大 型 仿真 ) 是 不 可 取 的 。 对 于 这 类 敏感 的 任务 ， 可 用 其 他 方法 来 产生 伪 
随机 序列 ， 比 如 或 者 利用 某 种 排序 算法 或 者 对 随机 的 物理 现象 中 产生 的 数 进行 取样 。 有 关 伪 随 
机 数 更 详细 的 论述 参见 L[Kn97] 和 [ReIO] 。 


4.5.3 校 验 码 

同 余 可 用 于 检查 数字 串 中 的 错误 。 在 这 样 的 字 串 中 检 错 的 一 项 常用 技术 就 是 在 串 的 结尾 处 

添加 一 个 额外 的 数字 。 这 最 后 一 个 数字 ， 或 校 验 码 ， 是 用 特定 的 函数 来 计算 的 。 然 后 为 了 判定 
一 个 数字 串 是 否 正确 ， 需 要 做 一 个 检验 看 看 这 最 后 一 位 数字 是 否 具 有 正确 的 值 。 下 面 先 看 看 这 
0 

奇偶 校 验 位 ”数字 信息 一 般 用 比特 串 表示 ， 并 划分 成 指定 大 小 的 块 。 每 个 块 在 存储 
a 块 的 结尾 处 会 添加 一 个 额外 的 比特 ， 称 为 奇偶 校 验 位 。 比 特 串 zz …z, 的 奇偶 校 
验 位 zi 定义 为 

Za 一 2 十 怒 十 当 十 元 mod 2 
由 此 得 出 如 果 在 这 个 n 比特 的 块 中 有 偶数 个 1 比特 ， 则 z, 是 0; 如 果 在 这 个 n 比特 的 块 中 有 
奇数 个 1 比特 ， 则 zx 是 1。 当 我 们 检查 一 个 含有 奇偶 校 验 位 的 串 时 ， 如 果 奇 偶 校 验 位 错 了 ， 
我 们 就 知道 比特 串 中 有 一 个 差错 。 奇 偶 校 验 可 以 检测 到 前 面 比 特 中 奇数 个 错误 ， 但 不 能 检测 到 
偶数 个 错误 。 (参见 练习 14。) 

假设 我 们 在 传输 过 程 中 接收 到 比特 串 01100101 和 11010110， 每 串 都 以 一 个 奇偶 校 验 位 结 
尾 。 这 些 比特 串 是 正确 的 吗 ? 

解 ”在 将 这 些 串 判 定 为 正确 的 之 前 ， 我 们 先 检测 它们 的 奇偶 校 验 位 。 第 一 串 的 奇偶 校 验 位 
是 1。 因 为 0 十 1 十 1 十 0 十 0 十 1 十 0 三 1(mod 2) ， 所 以 奇偶 校 验 位 是 正确 的 。 第 二 串 的 奇偶 校 验 
位 是 0。 因 为 1 十 1 十 0 十 1 十 0 十 1 十 1 三 1(mod 2) ， 所 以 奇偶 校 验 位 是 不 正确 的 。 我 们 得 出 结论 ， 
第 一 串 在 传输 过 程 中 可 能 是 正确 的 ， 第 二 串 在 传输 中 肯定 出 错 了 。 我 们 判定 第 一 串 为 正确 的 
(即使 它 仍然 可 能 包含 偶数 个 错误 ) ， 而 拒绝 第 二 串 。 4 

利用 同 余 来 计算 校 验 位 广泛 地 用 于 检查 各 类 标识 码 的 正确 性 。 例 5 和 6 描述 如 何 为 标识 产 
品 ( 通 用 产品 代码 ) 和 书 (国际 标准 书号 ) 的 代码 计算 校 验 位 。 练 习 3 18、28 和 32 的 前 导 文 分 别 介 
绍 了 在 汇票 号 码 、 机 票 号 码 、 期 刊 标识 号 码 中 利用 同 余 来 计算 并 使 用 校 验 码 。 注 意 同 余 也 可 以 
为 银行 账号 、 驾 驶 执照 号 码 、 信 用 卡号 码 和 许多 其 他 标识 码 计算 校 验 码 。 

UPC 零售 产品 通常 由 其 通用 产品 代码 (Universal Product Code，UPC) 标 识 。UPC 
最 常用 的 形式 是 12 位 十 进 制 数字 : 第 一 位 数字 标识 产品 种 类 ， 接 着 五 位 标识 制造 商 ， 再 五 位 
标识 特定 产品 ， 最 后 一 位 是 校 验 码 。 校 验 码 由 同 余 式 决定 : 

3wi 十 十 3 十 各 和 十 3 十 ww 十 3rr 和 十 十 3 十 Eig 十 3 十 wz EE0OGaod 1027 。 
试 回答 下 列 问 题 : 

(a) 假 设 UPC 的 前 11 位 是 79357343104。 校 验 码 是 多 少 ? 

(b)041331021641 是 否 是 合法 的 UPC? 

解 (a) 我 们 将 79357343104 的 数字 代入 UPC 校 验 码 的 同 余 式 中 。 得 3，7 十 9 十 3。3 十 5 十 
3。7 十 3 十 3。4 十 3 十 3。 1 十 0 十 3。 4 十 zs 手 0(mod 10) 。 化 简 后 得 21 十 9 十 9 十 5 十 21 十 3 十 12 十 
3 十 3 十 0 十 12 十 xis 夺 0(mod 10)。- 故 ，98 十 Xxis 夺 0(mod 10) 。 由 此 可 得 xis 夺 2(mod 10) ， 所 以 校 
验 码 是 2。 

(b) 要 检查 041331021641 是 否 合法 ， 我 们 将 这 些 数 字 代 入 必须 满足 的 同 余 式 中 。 得 3。 0 十 
十 3。1 十 3 十 3。3 十 1 十 3。0 十 2 十 3。1 十 6 十 3。4 十 1 寺 0 十 4 十 3 十 3 十 9 十 1 十 0 十 2 十 3 十 6 十 12 十 
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1 硅 4 半 0(mod 10) 。 故 ，041331021641 不 是 合法 的 UPC。 4 

ISBN 所 有 图 书 都 由 一 个 国际 标准 书号 (International Standard Book Number，ISBN-10) 
标识 ， 一 个 由 出 版 商 指定 的 10 位 数 代码 zx,… zio。( 最 近 ， 新 引入 的 称 为 ISBN-13 的 一 个 13 
位 数字 代码 用 来 标识 更 大 量 出 版 的 著作 。 参 见 补充 练习 42 的 前 导 文 。) 一 个 ISBN-10 包含 不 同 
分 组 来 标识 语言 、 出 版 商 、 出 版 公司 赋予 图 书 的 编号 、 最 后 一 位 校 验 码 (或 者 是 数字 或 者 是 字 
母 X 代 表 10)。 这 个 校 验 码 的 选择 满足 


io 一 yizi(mod 1 
i=0 
或 者 等 价 地 ， 满 足 
10 
Siz; = 0(mod 11) 


试 回答 下 列 关 于 ISBN-10 的 问题 : 
(a) 本 书 第 6 版 的 ISBN-10 的 前 9 位 是 007288008。 校 验 码 是 多 少 ? 
(b)084930149X 是 否 是 合法 的 ISBN-10? 


解 (a) 校 验 码 由 同 余 式 2》) 广 ,三 0Cmod 11) 确定 。 代入 数字 007288008 得 zi, 圭 1 * 0 十 2。 


0 十 3。7 十 4。，2 十 5。8 十 6。8 十 7。0 十 8。，0 十 9。8(mod 11)。 这 意味 着 xi, 三 0 十 0 十 21 十 8 十 
40 十 48 十 0 十 0 十 72(mod 11) ， 所 以 xyo 夺 189 寺 2(mod 11) 。 故 ，zo 王 2。 


(b) 要 想 知道 084930149X 是 否 是 合法 的 ISBN-10， 我们 看 看 是 否 有 》)iz; 二 0(mod 11) 。 


因为 1.，0 十 2。8 十 3。4 十 4。9 十 5。3 十 6。0 十 7。 1 十 8。4 十 9。9 十 10。10 二 0 十 16 十 12 十 
36 十 15 十 0 十 7 十 32 十 81 十 100 二 299 三 2 关 0(mod 11) 。 故 084930149X 不 是 合法 的 ISBN-10。 4 

在 标识 码 中 经 常会 出 现 若干 种 错误 。 单 错 ， 即 标识 码 中 一 位 数字 的 错误 ,或 许 是 最 常见 
的 一 类 错误 。 男 一 类 常见 错误 是 换 位 错 ， 当 两 位 数字 不 慎 颠 倒 时 就 会 发 生 这 种 情况 。 对 于 每 
一 种 标识 码 ， 包 括 校 验 码 ， 我 们 希望 能 够 检测 这 些 常 见 的 以 及 其 他 的 错误 。 我 们 要 研究 ISBN 
的 校 验 码 是 否 可 以 检测 单 错 或 换 位 错 。UPC 的 校 验 码 是 否 可 以 检测 这 些 错误 留 作 练 习 26 
和 27。 


假设 zz 20 是 合法 的 ISBN( 所 以 三 0(mod 10) 有 我 们 证 明 可 以 检测 一 个 单 错 和 


两 个 数字 的 换 位 错 ( 这 里 有 可 能 两 位 数字 之 一 是 代表 10 的 X)。 假 设 这 个 ISBN 由 于 单 错 而 印 成 
了 yiyz*… Yio。 如 果 有 一 个 单 错 ， 则 对 某 个 整数 7， 当 i 关 j 时 yy; 二 zx; 而 y= 二 zx; 十 a， 其 中 
一 10 委 o 委 10 且 a 了 0。 注 意 4a 二 yj 一 zx; 是 第 j 位 的 错误 。 因 此， 可 以 得 出 


10 10 


Diy, = [i] 十 ja 二 ja 关 0(mod 11) 


i=1 


这 里 最 后 两 个 同 余 式 成 立 是 因为 >)z, 二 0(mod 10) ,而 且 1141ja， 因 为 1117 和 11/a。 从 而 得 


出 结论 y,y,… yw 不 是 合法 的 ISBN。 所 以 ,我 们 能 够 检测 出 单 错 。 
现在 假设 两 个 不 相等 的 数字 被 换 位 了 。 可 知 有 两 个 不 同 的 整数 7 和 使 得 y; 二 zx 且 yy 二 
ZX;， 而 当 i 关 7 和 i 关 k 时 有 yy; 二 zx;。 故 ， 


10 10 


Diy: = (Dizi) + Gz — jr) + (kz, kri) = (j— kz mz) 天 0Cmod 11) 
i=1 i=1 
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因为 >)z; 寺 0(mod 10) 而 111Cj 一 k) 且 111(xi 一 zx))。 可 知 yiy…yw 不 是 合法 的 ISBN。 这 样 ， 
我 们 就 能 检测 到 两 个 不 相等 的 数字 的 换 位 。 
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练习 

1. 利用 散 列 函数 h(k) 一 mod 97 为 下 列 社会 安全 号 的 保险 公司 客户 记录 分 配 的 内 存 地 址 是 多 少 ? 
a)034567981 b)183211232 c)220195744 d)987255335 

. 利用 散 列 函数 ACE) 二 & mod 101 为 下 列 社会 安全 号 的 保险 公司 客户 记录 分 配 的 内 存 地 址 是 多 少 ? 
a)104578690 b)432222187 c)372201919 d)501338753 

3, 停车 场 有 31 个 车 位 供 来 访 者 使 用 ， 编 号 从 -0 到 30。 来 访 者 根据 散 列 函数 h(k) = 二 k mod 31 获得 车 位 ， 
其 中 & 是 来 访 者 车 牌 前 三 位 数 。 

a) 车 牌 前 三 位 数 为 317、918、007、100、111、310 时 ， 会 由 散 列 函 数 分 配 什么 车 位 ? 
b) 描 述 一 个 过 程 使 得 来 访 者 在 发 现 指 派 车 位 已 被 占用 时 可 以 找到 空 车 位 。 

消解 散 列 冲突 的 另 一 个 方法 是 使 用 双 散 列 函 数 。 先 用 一 个 初始 散 列 函数 尹 (R) 一 &mod pp， 这 里 户 是 素数 。 

再 用 第 二 个 散 列 函数 g(k) 二 (k 十 1)mod(p 一 2)。 当 冲突 发 生 时 ,使 用 一 个 探测 序列 h(k，i) 一 

(h(k)+i* g(k))mod 力 。 

4. 利用 前 面 描述 的 双 散 列 函数 的 过 程 并 取 p= 二 4969 为 下 列 社会 安全 号 的 雇员 的 档案 分 配 内 存 地 址 : & = 
132489971, k=509496993, ks 二 546332190,， ks 二 034367980，ks 二 047900151,， ks 二 329938157，k; 一 
212228844, ks =325510778, ks 二 353354519， ko 二 053708912。 

5, 用 线性 同 余生 成 器 z+1 二 (3z, 十 2)mod 13 和 种 子 zo 二 1 生成 的 伪 随 机 数 序列 是 什么 ? 

6. 用 线性 同 余生 成 器 zi+: 二 (4z, 十 1)mod 7 和 种 子 zo 二 3 生成 的 伪 随 机 数 序列 是 什么 ? 

7. 用 纯 倍 式 生 成 器 x,+1 二 3zx, mod 11 和 种 子 zo 王 2 生成 的 伪 随 机 数 序 列 是 什么 ? 

8. 试用 伪 代 码 写 出 利用 线性 同 余生 成 器 生成 伪 随 机 数 序 列 的 算法 。 

平方 取 中 法 (middle-square method) 从 一 个 nn 位 整数 开始 来 生成 伪 随 机 数 。 该 数 取 平 方 ， 需 要 时 在 前 面 添 

加 0 以 保证 结果 是 2n 位 数 ， 然 后 取 中 间 n 位 数字 用 来 构成 序列 中 的 下 一 个 数 。 重 复 这 一 过 程 以 生成 新 

的 项 。 . 

9. 找 出 从 2357 开始 平方 取 中 法 生成 4 位 数 伪 随 机 数 序列 的 前 8 项 。 

10. 试 解 释 为 什么 在 用 平方 取 中 法 生成 4 位 数 伪 随机 数 序列 时 以 3792 和 2916 作为 起 始 项 是 不 好 的 选择 。 

窜 次 生成 器 是 一 种 生成 伪 随 机 数 的 方法 。 在 使 用 需 次 生成 器 时 ， 需 要 指定 参数 和 d， 其 中 户 是 素数 ，d 

是 一 个 正 整 数 使 得 p11d， 以 及 种 子 zo。。 伪 随机 数 zl ，zz ，… 由 递归 定义 函数 生成 X41 二 Xs mod p。 

11. 找 出 宕 次 生成 器 生成 的 伪 随 机 数 序列 ， 其 中 p 二 7、4d= 二 3、 种 子 zo 王 2。 

12. 找 出 寡 次 生成 器 生成 的 伪 随 机 数 序列 ， 其 中 p= 二 11、d 二 2、 种 子 ms 一 3。 

13. 假设 从 通信 链 路 接收 到 下 列 比 特 串 ， 其 中 最 后 一 比特 是 奇偶 校 验 位 。 你 能 肯定 哪个 比特 串 有 一 个 
错误 ? 

a)00000111111 b)10101010101 c)11111100000 d)10111101111 

14. 证 明 奇偶 校 验 位 能 够 检测 到 比特 串 中 的 错误 当 且 仅 当 该 串 包 含 奇数 个 错误 。 

15. 本 书 第 5 版 欧洲 版 本 的 ISBN-10 的 前 9 位 数字 是 0-07-119881。 该 书 的 校 验 码 是 多 少 ? 

16.《 初 等 数论 及 其 应 用 ) 第 6 版 的 ISBN-10 是 0-321-500Q1-8， 其 中 Q 是 一 个 数字 。 请 找 出 Q 的 值 。 

17. 判断 出 版 商 计算 本 书 (《 离 散 数学 及 其 应 用 } 第 7 版 ) 的 ISBN-10 校 验 码 是 否 正确 。 

美国 邮政 署 (The United States Postal Service，USPS) 出 售 由 11 位 数字 ziz…2zil 标 识 的 汇票 。 前 10 位 标 

识 汇 票 ，Zl 是 满足 Zil 一 Zi 十 zz 十 … 十 zio mod 9 的 校 验 码 。 

18. 试 找 出 标识 码 以 下 列 10 位 数字 开始 的 USPS 汇票 的 校 验 码 。 


ko 


a)7555618873 b)6966133421 c)8018927435 d)3289744134 
19. 判断 下 列 这 些 数 是 否 是 合法 的 USPS 汇票 标识 码 。 

a)74051489623 b)88382013445 c)56152240784 d)66606631178 
20. 下 列 邮 政 汇 票 标 识 码 中 有 一 位 数字 被 弄 脏 了 。 你 能 恢复 这 些 数 中 由 Q 标记 的 被 和 弄 脏 的 数字 吗 ? 

a) Q1223139784 b)6702120Q988 c)27Q41007734 d)213279032Q1 
21. 下 列 邮政 汇票 标识 码 中 有 一 位 数字 被 弄 脏 了 。 你 能 恢复 这 些 数 中 由 Q 标 记 的 被 弄 脏 的 数字 吗 ? 

a)493212Q0688 b)850Q9103858 c)2Q941007734 d)66687Q03201 


22. 试 确定 USPS 汇票 码 中 哪 位 单一 的 数字 错误 能 被 检测 出 来 。 
23. 试 确定 USPS 汇票 码 中 哪些 位 的 换 位 错误 能 被 检测 出 来 。 








24. 为 以 下 列 11 位 数字 开始 的 UPC 确定 其 校 验 码 。 


a)73232184434 b)63623991346 c)04587320720 d)93764323341 
25. 判断 下 列 12 位 数字 串 是 否 是 合法 的 UPC 码 。 
a)036000291452 b)012345678903 c)782421843014 d)726412175425 


26. 一 个 UPC 码 的 校 验 码 能 检测 出 所 有 单 错 吗 ? 证 明 你 的 答案 或 找 出 一 个 反例 。 
27. 试 确定 UPC 码 中 哪些 位 的 换 位 错误 能 被 检测 出 来 。 

某 些 机 票 具 有 一 个 15 位 数字 的 标识 码 a1a,…ais ， 其 中 as 是 校 验 码 ， 它 等 于 aaz…ais mod 7。 
28. 找 出 以 下 列 14 位 数字 开始 的 机 票 标识 码 的 校 验 码 ais 。 


a)10237424413392 b)00032781811234 c)00611232134231 Cd)00193222543435 
29. 判断 下 列 15 位 数字 串 是 否 是 合法 的 机 票 标识 码 。 
a)101333341789013 b)007862342770445 c)113273438882531 。 d)000122347322871 


30. 试 确定 15 位 机 票 标识 码 中 哪 位 单一 的 数字 错误 能 被 检测 出 来 。 

31. 机 票 标识 码 中 连续 两 位 数字 不 慎 换 位 ， 校 验 码 能 检测 出 这 种 错误 吗 ? 

期 刊 是 采用 国际 标准 连续 出 版 物 号 (International Standard Serial Number，ISSN) 来 标识 的 。 一 个 ISSN 由 
两 组 4 位 数字 构成 。 第 二 组 的 最 后 一 位 是 校 验 码 。 校 验 码 的 计算 由 同 余 式 给 出 ds 三 3di 十 4d; 十 5ds 十 6ds 
十 7ds 十 8ds 十 9dy (mod 11) 。 当 ds 三 10(mod 11) 时 ， 采 用 字母 又 来 表示 编码 中 的 ds 。 

32. 对 于 下 列 7 位 开始 的 ISSN， 确 定 其 校 验 码 (有 可 能 是 字母 X)。 


a)1570-868 b)1553-734 c)1089-708 d)1383-811 
33. 下 列 8 位 数字 码 有 可 能 是 ISSN 吗 ? 即 是 否 以 正确 的 校 验 码 结尾 ? 
a)1059-1027 b)0002-9890 c)1530-8669 d)1007-120X 


34. 一 个 ISSN 的 校 验 码 是 否 能 检测 出 ISSN 中 每 个 单 错 ? 用 证 明 或 反例 来 解释 你 的 答案 。 


35. 一 个 ISSN 的 校 验 码 是 否 能 检测 出 所 有 连续 两 位 数字 被 不 慎 调 换 的 错误 ? 用 证 明 或 反例 来 解释 你 的 
管 案 。 


4.6 密码 学 
4.6.1 引言 

数论 在 密码 学 (将 信息 作 转 换 使 得 在 没有 特殊 知识 的 情况 下 不 能 很 容易 地 恢复 出 来 ) 中 起 着 
关键 的 作用 。 数 论 是 古典 密码 的 基础 ， 古 典 密码 早 在 几 千 年 前 就 有 使 用 ， 而 且 直 到 20 世纪 还 
在 广泛 使 用 。 这 些 密码 通过 将 每 个 字母 变换 为 一 个 不 同 的 字母 或 将 一 组 字母 变换 为 另 一 组 不 同 
的 字母 来 对 消息 进行 加 密 。 我 们 将 讨论 一 些 古 典 密码 ， 包 括 移 位 密码 ， 即 将 每 个 字母 替换 为 字 
母 表 中 向 后 移动 一 个 固定 位 置 数 的 字母 ， 并 在 需要 时 再 回 到 字母 表 的 开始 。 我 们 要 讨论 的 古典 
密码 是 私 钥 密码 的 实例 ， 其 中 知道 如 何 加 密 的 人 也 就 能 够 对 消息 进行 解密 。 采 用 私 钥 密码 时 ， 
想 要 进行 私密 通信 的 双方 必须 共享 一 个 密 钥 。 我 们 要 讨论 的 古典 密码 经 受 不 起 密码 分 析 ， 就 是 
在 没有 获得 用 来 加 密 消 息 的 秘密 信息 的 情况 下 寻求 恢复 被 加 密 的 信息 。 我 们 将 说 明 如 何 破 译 用 
移 位 密码 发 送 的 消息 。 

数论 在 20 世纪 70 年 代 发 明 的 一 种 公 钥 密码 学 中 也 起 着 重要 作用 。 在 公 钥 密码 学 中 ， 知 道 
如 何 加 密 的 人 并 不 知道 如 何 解密 。 使 用 最 广泛 的 公 钥 系统 是 被 称 为 RSA 的 密码 系统 ， 它 采用 
模 指 数 对 消息 加 密 ， 这 里 模 数 是 两 个 大 素数 的 乘积 。 想 要 知道 如 何 加密 ， 你 需要 知道 该 模 数 和 
一 个 指数 (不 需要 知道 该 模 数 的 两 个 素 因 子 ) 。 可 见 ， 想 要 知道 如 何 解密 ， 你 就 需要 知道 如 何 反 
转 加 密 函 数 ， 而 这 只 有 当 你 知道 这 两 个 大 素 因 子 的 情况 下 才能 在 切合 实际 的 时 间 内 完成 。 本 章 
将 解释 RSA 密码 系统 是 如 何 工作 的 ， 包 括 如 何 加 密 和 解密 消息 。 

密码 学 的 主题 还 包括 密码 协议 ， 这 是 两 方 或 多 方 为 了 达到 一 个 指定 的 安全 目标 而 进行 的 消 
息 交 换 。 本 章 将 讨论 两 个 重要 的 协议 : 一 个 是 允许 两 人 共享 一 个 公共 密 钥 ; 另 一 个 可 用 于 发 送 
签名 消息 使 得 接收 者 就 能 够 确定 消息 来 自 于 声称 的 发 送 者 。 最 后 ， 我 们 将 介绍 同 态 密码 系统 的 
概念 ， 它 在 云 计 算 中 发 挥 着 重要 作用 。 如 果 数 据 必 须 解 密 后 才能 用 于 程序 的 输入 ， 数 据 就 会 变 
得 很 脆弱 。 同 态 密码 系统 通过 允许 程序 在 加 密 的 数据 上 运行 来 消除 这 种 脆弱 性 。 这 些 程序 的 输 
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出 则 是 加 密 形 式 的 期 望 结 果 。 


4.6.2 古典 密码 学 
已 知 最 早 使 用 密码 学 的 人 之 一 是 尤 利 乌 斯 已 撤 (Julius Caesar) 。 他 通过 把 字母 表 中 的 每 
个 字母 正 向 移动 三 位 以 加 密 消息 (字母 表 中 最 后 三 个 字母 移 到 最 开始 的 三 个 字母 )。 例 如 ， 采 用 
这 一 模式 ， 字 和 母 B 移 到 玉 ， 而 字母 X 移 到 A。 这 就 是 加 密 (encryption) 的 一 个 例子 ， 加 密 就 是 
对 信息 进行 保密 处 理 的 过 程 。 
为 了 用 数学 来 表达 已 撤 加 密 过 程 ， 首 先 将 每 个 字母 替换 为 Z,; 中 的 元 素 ， 即 等 于 其 在 字母 
表 中 位 置 减 1 的 0 到 25 之 间 的 一 个 整数 。 例 如 ， 用 0 替换 A， 用 10 替换 KK， 用 25 替换 Z。 习 
撤 加 密 方法 可 以 表示 为 一 个 函数 f/， 为 每 个 非 负 整 数 p，p 三 25， 指 派 集 合 {0，1，2,，…，25)} 
中 的 一 个 整数 f(p)， 使 得 
f(p) = (p+ 3)mbod 26 
在 加 密 信息 中 ，p 所 代表 的 字母 用 (p 十 3)mod 26 所 代表 的 字母 替换 了 。 
用 恺 撒 密码 从 消息 “MEET YOU IN THE PARK” 产 生 的 秘密 消息 是 什么 ? 
解 ”首先 用 数 代替 消息 中 的 字母 。 得 到 
942 241420 8 “17 “i5017 0 
现在 ， 再 把 每 个 数 p 替换 成 f(p) 二 (pp 十 3)mod 26。 可 得 
15977208 “1 17 98. 2 
再 把 这 个 翻译 成 字母 产生 加 密 消息 “PHHW BRX LQ WKH SDUN”。 4 
要 从 已 撤 密码 加 密 的 消息 恢复 原 消息 ， 需 要 用 到 f 的 逆 函 数 f ' 。 注 意 函 数 广 :把 Zs 中 的 
整数 p 变换 为 1 '(p) 二 (p 一 3)mod 26。 换 言 之 ， 要 找 出 原始 消息 ， 每 个 字母 在 字母 表 中 反 . 向 
移 三 位 ， 而 字母 表 的 前 三 个 字母 移 到 最 后 三 位 。 从 加 密 消息 中 来 确定 原始 消息 的 过 程 称 为 解密 
(decryption) 。 
有 各 种 方法 可 以 扩展 恺 撤 密 码 。 例 如 ， 可 以 把 每 个 字母 对 应 的 数 移动 位 ， 而 不 是 把 每 个 
字母 对 应 的 数 移动 3 位 ， 于 是 
f(p) = (pk)mod 26 
这 样 的 密码 称 为 移 位 密码 。 注 意 解 密 可 以 用 
广 (b) = (p—k)mod 26 
来 完成 。 
这 里 整数 成 为 密 钥 (key)。 例 2 和 3 解释 了 移 位 密码 的 使 用 。 
用 密 钥 为 k= 二 11 的 移 位 密码 加 密 明 文 消息 “STOP GLOBAL WARMING”。 
解 ” 要 加 密 消息 “STOP GLOBAL WARMING”,， 我 们 首先 把 每 个 字母 翻译 成 Z 中 对 应 
的 元 素 。 得 到 数字 串 
i18191415 ‘Giii41i01l 22017 8 1936 
对 数字 串 中 的 每 个 数 应 用 移 位 函数 f(p) 二 (p 十 11)mod 26。 得 到 
3450 7 
将 这 最 后 所 得 的 数字 串 翻译 成 字母 ， 即 得 到 密 文 “DEZA RWZMLW HLCXTYR”。 4 


ALHJOLY”。 
解 ” 要 解密 密 文 消息 “LEWLYPLUJL PZ H NYLHA ALHJOLY”， 我 们 首先 把 字母 翻译 
成 Z, 中 的 元 素 。 得 到 
doo Tl 2 IS L200 Ag 1 0 4 
接 下 来 ， 对 这 个 数 移动 一 k 二 一 7 模 26 位 ， 得 到 
423154 17841324 Wie 0 ELOY 9L0Z7417 





最 后 ， 将 这 些 数 翻 译 回 字 母 以 获得 明文 。 我 们 得 到 “EXPERIENCE IS A GREAT TEACHER”。 4 

我 们 可 以 用 下 列 形式 的 函数 扩展 移 位 密码 以 进一步 加 强 安全 性 。 

f(p) = (ap + 6)mod 26 
其 中 a 和 4 为 整数 ， 其 选择 需 保证 f 是 一 个 双 射 函数 。( 函 数 f(p) 二 (ap 十 5)mod 26 是 双 射 函 
数 当 且 仅 当 gcdCae，26) 王 1。) 这 样 的 映射 称 为 仿 射 变换 ， 这 种 密码 称 为 是 仿 射 密码 。 

当 用 函数 f(p) 二 (7p 十 3)mod 26 进行 加 密 时 ， 用 什么 字母 替换 字母 K? 

解 ” 首先， 注意 到 10 代表 KK。 然后 ， 用 指定 的 加 密 函 数 ， 可 得 到 F(10) 王 (7。10 十 3)mod 
26 二 21。 因 为 21 代表 V， 所 以 在 加 密 消息 中 用 V 代表 字母 K。 4 

我 们 现在 证 明 如 何 解密 用 仿 射 密码 加 密 的 消息 。 假设 c= (ap 十 5b)mod 26 且 满 足 
gcd(a，26) 二 1。 为 了 解密 ， 我们 需要 知道 如 何 用 c 来 表示 p。 为 此 ， 我 们 采用 加 密 同 余 方 程 
c 三 (ap 十 b)mod 26， 然 后 求解 获得 p。 为 此 ， 首 先 在 两 边 减 去 5， 得 到 c 一 6 二 ap(mod 26)。 因 为 
gcd(Ca，26) 王 1， 所 以 我 们 知道 存在 < 模 26 的 逆 a#。 在 最 后 的 等 式 两 边 乘 以 #5， 可 得 a(c 一 0) 夺 aap 
(mod 26)。 因 为 弘 圭 1(mod 26)， 所 以 这 就 说 明 p 夺 a(c 一 0)(mod 26)。 因 为 p 属 于 ZZ， 所 以 这 就 
可 以 确定 pT 了。 

密码 分 析 ”在 不 具有 加 密 方法 和 密 钥 知识 的 情况 下 从 密 文中 恢复 出 明文 的 过 程 称 为 密码 分 
析 或 破译 密码 。 通 常 ， 密 码 分 析 是 一 个 很 困难 的 过 程 ， 特 别 是 当 不 知道 加 密 方法 的 时 候 。 我 们 
不 做 一 般 性 的 密码 分 析 讨 论 ， 而 是 要 解释 如 何 破译 用 移 位 密码 加 密 的 消息 。 

如 果 我 们 知道 密 文 消息 是 采用 移 位 密码 对 消息 加 密生 成 的 ， 我们 就 可 以 通过 对 密 文中 所 有 
字母 尝试 26 种 可 能 的 移 位 (包括 移动 零 个 字符 ) 来 试图 恢复 消息 。 其 中 之 一 保证 是 明文 消息 。 
可 是 ， 我们 还 可 以 使 用 更 智能 的 方法 ,可 以 用 从 其 他 的 密码 所 得 的 密 文 来 进行 密码 分 析 。 对 以 
移 位 密码 加 密 的 密 文 进行 密码 分 析 的 主要 工具 是 利用 密 文中 字母 频率 的 统计 。 英 语 中 最 常用 的 
9 个 字母 及 其 大 概 的 相对 频率 是 E13%、T9%、A 8%、0O 8%、I17%、N7%、S7%、H6% 
和 R 6%。 要 破解 已 知 是 用 移 位 密码 产生 的 密 文 ， 首 先 须 找 出 密 文 中 字母 的 相对 频率 。 将 密 文 
中 最 常 出 现 的 字母 按 频率 排序 。 我 们 假设 密 文 中 最 常 出 现 的 字母 是 由 下 加 密 而 成 的 。 然 后 ， 我 
们 在 这 个 假设 下 来 确定 移 位 的 值 ， 比 如 说 &。 如 果 通 过 将 密 文 移 一 上 位 后 具有 含义 ， 我 们 认为 
假设 是 正确 的 ， 并 且 已 经 得 到 正确 的 & 值 。 如 果 没 有 含义 ， 接 下 来 就 考虑 假设 密 文中 最 常 出 现 
的 字母 是 由 工 ( 英 语 中 第 二 个 最 常 出 现 的 字母 ) 加 密 而 成 的 ， 在 该 假设 下 找到 &， 将 消息 中 的 字 
母 移 一 上 位 ， 再 看 看 结果 消息 是 否 有 意义 。 如 果 没 有 ， 继 续 从 最 常见 的 字母 到 最 不 常见 的 字母 
尝试 该 处 理 过 程 。 

人 国 假设 我 们 截获 了 已 知 是 采用 移 位 密码 加 密 的 密 文 消息 ZNK KGXRE HOXJ MKZY 
ZNK CUXS。 原 始 的 明文 消息 是 什么 ? 

解 ”因为 已 知 截获 的 密 文 消息 是 由 移 位 密码 加 密 而 成 的 ， 所 以 我 们 从 计算 密 文中 字母 出 现 
的 频率 开始 。 容 易 得 到 密 文中 最 常 出 现 的 字母 是 K。 所 以 ， 我们 假设 移 位 密码 将 明文 字母 下 移 
位 到 了 密 文字 母 K。 如 果 这 个 假设 是 正确 的 ;可知 10 二 4 十 k mod 26， 所 以 k= 二 6。 接 下 来 ， 将 
密 文 消息 的 字母 移 一 6 位 ， 得 到 THE EARLY BIRD GETS THE WORM。 因 为 这 个 消息 是 有 
意义 的 ， 所 以 我 们 认为 k=6 的 假设 是 正确 的 。 4 

分 组 密码 ” 移 位 密码 和 仿 射 密 码 是 用 字母 表 的 一 个 字母 来 替换 字母 表 中 的 另 一 个 字母 来 实 
现 的 。 因 此 ， 这 些 密码 被 称 为 字符 或 单 码 密码 。 这 种 加 密 方法 面 对 基 于 密 文 中 字母 频率 分 析 的 
攻击 是 很 脆弱 的 ， 正 如 前 面 解释 的 。 通 过 用 一 组 字母 替换 另 一 组 字母 而 不 是 用 单独 的 字母 替换 
另 一 个 字母 的 方式 可 以 强化 成 功 破 译 密 文 的 难度 ， 这 样 的 密码 被 称 为 分 组 密码 (block cipher) 。 

现在 介绍 一 种 简单 的 分 组 密码 ， 称 为 换 位 密码 我 们 用 作 密 钥 的 集合 是 {1，2,…，m) 上 
的 一 个 置换 oc， 即 从 人 入，2，…，m) 到 {1，2，…，m}) 的 一 个 一 对 一 函数 ， 这 里 m 是 正 整 数 。 
要 加 密 消 息 ， 先 将 其 字母 分 成 大 小 为 m 的 分 组 。( 如 果 消 息 中 字母 数 不 能 被 m 整除 ， 可 以 在 结 
尾 加 上 一 些 随机 的 字母 填充 构成 最 后 一 个 分 组 。) 将 分 组 pp，…p 加 密 为 cics*…c, 二 po Po 入 
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pum。 要 解密 密 文 分 组 cc …cw 时 ， 用 的 逆 置 换 c 对 其 字母 进行 换 位 。 例 6 解释 换 位 密码 的 
加 密 和 解密 。 

@@ 国 利用 基于 集合 (1，2，3，4} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 ， 其 中 c(1)=3，(2) 王 1，c(3) 一 4， 
0aC4) 一 2。 

(a) 加 密 明 文 消息 PIRAT E ATTACK。 

(b) 解 密 密 文 消息 SWUE TRAE OEHS， 这 是 由 该 密码 加 密 的 。 

解 (a) 首 先 将 明文 中 的 字母 划分 为 4 个 字母 一 组 。 得 到 PIRA TEAT TACK。 要 加 密 每 个 
分 组 ， 我 们 把 第 一 个 字母 移 到 第 三 位 ， 把 第 二 个 字母 移 到 第 一 位 ， 把 第 三 个 字母 移 到 第 四 位 ， 
再 把 第 四 个 字母 移 到 第 二 位 。 得 到 IAPR ETTA AKTC。 

(b) 注 意 ,o 的 逆 置 换 c :把 1 变 为 2，2 变 为 4, 3 变 为 1，4 变 为 3。 对 每 个 分 组 应 用 co 
(mm) 可 得 明文 USEW ATER HOSE。 (将 这 些 字母 重新 分 组 形成 常用 词汇 ， 我 们 猜测 明文 是 
USE WATER HOSE。) q 

密码 系统 ”我 们 已 经 定义 了 两 类 密码 : 移 位 密码 和 仿 射 密码 。 现 在 介绍 密码 系统 的 概念 ， 
它 提供 一 个 通用 结构 来 定义 一 系列 新 的 密码 












现在 解释 一 下 密码 系统 定义 的 应 用 。 

将 移 位 密码 系列 描述 为 一 个 密码 系统 。 

解 ”要 用 移 位 密码 对 英文 字母 串 加 密 ， 首 先 将 每 个 字母 翻译 成 0 到 26 的 整数 ， 即 Ze 中 的 
元 素 。 然 后 ， 把 这 些 中 的 每 一 个 整数 移动 一 个 固定 整数 模 26 位 ， 最 后 ， 将 整数 翻译 回 字母 。 
要 用 密码 系统 的 定义 来 描述 移 位 密码 ， 我 们 假设 消息 已 经 是 整数 了 ， 即 Ze 中 的 元 素 。 即 我 们 
假设 字母 和 整数 之 间 的 翻译 处 于 密码 系统 的 外 部 。 因 此 ， 明 文 串 的 集合 也 和 密 文 串 的 集合 C 都 
是 Ze 中 的 元 素 串 的 集合 。 密 钥 集合 人 是 所 有 可 能 的 移 位 ， 所 以 大 =Zs 。 集 合 瓦 由 所 有 这 样 的 
函数 EE (p) 二 (pp 十 k)mod 26 构成 ， 而 解密 函数 的 集合 DD 和 加 密 函 数 的 集合 一 样 ， 其 中 D, (zp) 二 
(p—k)mod 26 。 4 
密码 系统 的 概念 在 讨论 密码 的 系列 时 非常 有 用 ， 并 广泛 应 用 于 密码 学 中 。 


4.6.3 公 钥 密码 学 
所 有 古典 密码 ， 包 括 移 位 密码 和 仿 射 密码 ， 都 是 私 钥 密码 系统 (private key cryptosystem) 
的 实例 。 在 私 钥 密 码 系统 中 ， 一旦 你 知道 加 密 密 钥 ， 你 就 能 很 快 找到 解密 密 钥 。 所 以 ， 知 道 如 
何 用 一 个 特定 的 密 钥 加 密 消息 就 能 让 你 解密 用 该 密 钥 加 密 的 消息 。 例 如 ， 当 使 用 以 为 密 钥 的 
移 位 密码 时 ， 明 文 整数 p 就 发 送 为 
c= (p+k)mod 26 
解密 可 以 通过 移 一 & 位 来 实现 的 ， 即 ， 
p= (ec—k)mod 26 
所 以 知道 如 何 用 移 位 密码 加 密 也 就 知道 如 何 解 密 了 。 
当 采 用 私 钥 密码 系统 时 ， 和 希望 秘密 通信 的 双方 必须 共享 一 个 密 钥 。 由 于 知道 该 密 钥 的 任何 
人 都 可 以 轻易 地 为 消息 加 密 和 解密 ， 所 以 希望 安全 通信 的 双方 就 需要 安全 地 交换 该 密 钥 。( 我 
们 在 本 节 稍 后 介绍 密 钥 交换 的 方法 .) 移 位 密码 和 仿 射 密码 都 是 私 钥 密 码 系统 。 它 们 相当 简单 ， 
但 是 面 对 密 码 分 析 也 非常 脆弱 。 可 是 ， 许 多 现代 私 钥 密码 系统 却 不 然 。 特 别 是 ， 现 在 私 钥 密 码 
学 的 美国 政府 标准 一 一 高 级 加 密 标 准 (Advanced Encryption Standard，AES) 是 非常 复杂 的 ， 并 








被 认为 能 很 好 地 抵御 密码 分 析 。( 关 于 AES 的 细节 和 其 他 现代 私 钥 密码 系统 可 参见 LSt06]。) 
AES 广泛 用 于 美国 政府 和 商业 通信 。 可 是 ， 它 仍然 具有 共享 安全 通信 密 钥 的 特性 。 再 者 ， 为 
了 更 加 安全 ， 双 方 每 次 通信 会 话 都 需要 用 一 个 新 密 钥 ， 这 就 需要 一 种 能 生成 并 安全 分 享 密 钥 的 
方法 。 

为 了 避免 每 对 希望 安全 通信 的 双方 都 需要 共享 密 钥 ，20 世纪 70 年 代 密 码 学 家 引入 了 公 和 钥 
密码 系统 (public key cryptosystem) 的 概念 。 当 使 用 这 种 密码 系统 时 ， 知 道 怎样 发 送 加 密 消 息 的 
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克利 福 德 . 柯 克 斯 (Clifford Cock，1950 一 ) 柯 克 斯 出 生 于 英国 柴 各， 是 一 个 有 
才华 的 数学 学 生 。 他 曾 就 读 于 曼彻斯特 文法 学 校 。1968 年 他 赢得 了 国际 数学 奥 林 匹 
克 竞 赛 银牌 。 柯 克 斯 在 剑桥 大 学 国王 学 院 上 学 ， 主 修 数 学 。 他 还 在 牛津 大 学 工作 了 
很 短 的 时 间 研 究 数论 。1973 年 ， 他 决定 放弃 他 的 研究 生 学 业 ， 而 在 英国 情报 部 门 的 
政府 通信 总 部 (Government Communication Headquarter，GCHQ) 从 事 数 学 方面 的 工 

| 作 。 加 入 GCHQ 的 两 个 月 后 ， 柯 克 斯 从 和 詹姆斯， 埃 利 斯 撰写 的 GCHQ 内 部 报告 了 解 
A 到 公共 密 钥 加 密 系统 。 柯 克 斯 利用 他 的 数论 知识 发 明了 现在 称 为 RSA 的 密码 系统 。 
oe 他 很 快 就 意识 到 公共 密 钥 加 密 系 统 可 以 基于 两 个 大 素数 相 乘 其 逆 过 程 的 难度 。1997 
年 ， 他 被 允许 披露 已 解密 的 GCHQ 内 部 文件 ， 其 中 描述 了 其 发 现 。 柯 克 斯 还 以 其 发 明基 于 安全 身份 的 加 
密 模式 而 闻名 ， 该 模式 使 用 用 户 的 身份 信息 作为 公 钥 。2001 年 柯 克 斯 成 为 GCHQ 英国 情报 中 心 的 首席 
数学 家 。 他 还 成 立 了 海尔 布 隆 数 学 研究 所 (Heilbronn Institute for Mathematical Research)， 这 是 GCHQ 
和 布 里 斯 托 尔 大 学 之 间 的 一 种 伙伴 关系 。 














罗 纳 德 ， 李维斯 特 (Ronald Rivest，1948 一 ) ”1969 年 罗 纳 德 。 李维斯 特 获得 耶鲁 
大 学 学 士 学 位 ，1974 年 他 获得 斯 坦 福 大 学 计算 机 科学 博士 学 位 。 李 维 斯 特 是 麻 省 理 
工学 院 计算 机 科学 教授 ， 也 是 RSA 数据 安全 公司 的 合作 创始 人 ， 该 公司 拥有 他 与 沙 
米尔 和 阿 德 曼 一 起 发 明 的 RSA 密码 系统 的 专利 。 李 维 斯 特 的 研究 领域 除了 密码 学 外 ， 
还 有 机 器 学 习 、VLSI 设 计 和 计算 机 算法 。 他 是 一 本 流行 的 算法 教材 (LCoLeRiSt09]) 
的 作者 之 一 。 
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阿迪 。… 沙 米尔 (Adi Shamir，1952 一 ) ”阿迪 。… 沙 米尔 出 生 在 以 色 列 特拉维夫 。 他 
的 学 士 学 位 是 在 特拉维夫 大 学 (1972 年 ) 完 成 的 ， 而 博士 学 位 则 是 在 魏 茨 曼 科 学 研究 
院 (1977 年 ) 完 成 的 。 沙 米 尔 曾 任 Warwick 大 学 的 助理 研究 员 和 麻 省 理工 学 院 的 助理 
教授 。 他 现在 是 魏 芯 曼 人 研究 院 应 用 数学 系 的 教授 ， 并 领导 一 个 计算 机 安全 研究 小 组 。 
| 沙 米尔 对 密码 学 的 贡献 除了 RSA 外 ， 还 有 破解 背包 密码 系统 、 数 据 加 密 标准 (DES) 
的 密码 学 分 析 ， 以 及 许多 密码 协议 的 设计 。 
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伦 纳 德 ， 阿 德 曼 (Leonard Adleman，1945 一 ) ” 伦 纳 德 ， 阿 德 曼 出 生 在 加 州 的 旧 
”金山 。 他 在 加 州 大 学 伯克利 分 校 获 得 数学 学 士 学 位 (1968 年 ) 和 计算 机 科学 博士 学 位 
| (1976 年 )。1976 一 1880 年 阿 德 曼 是 麻 省 理工 学 院 数学 系 教员 之 一 ， 那 里 他 是 RSA 密 
| 码 系统 共同 发 明 人 ， 而 1980 年 他 在 南 加 州 大 学 (USC) 计 算 机 科学 系 任职 。1985 年 他 
| 在 USC 获得 有 头衔 的 职位 (Henry Salvatori 教授 ) 。 阿 德 曼 主要 研究 计算 机 安全 、 计 
| 算 复 杂 度 、 免 疫 学 和 分 子 生 物 学 。 他 发 明了 “计算 机 病毒 ”这 个 术语 。 最 近 阿 德 曼 
CouewofLeomad ”对 DNA 计算 的 研究 工作 引发 了 人 们 极 大 的 兴趣 。 他 是 电影 《 偷 帘 者 》(Sneakers) 的 技 
Ma 术 顾 问 ， 影 片 中 计算 机 安全 扮演 了 重要 角色 。 
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人 并 不 能 解密 消息 。 在 这 样 的 系统 中 ， 每 个 人 都 可 以 有 一 个 众所周知 的 加 密 密 钥 。 只 有 解密 密 
钥 是 保密 的 ， 而 且 只 有 消息 的 预期 接收 人 能 解密 。 这 是 因为 ， 迄 今 为 止 ， 如 果 不 做 非常 大 量 的 
计算 (例如 几 十 亿 年 计算 机 时 间 )， 即 使 具有 加 密 密 钥 的 知识 也 不 能 恢复 出 明文 消息 。 

第 一 个 公 钥 密码 系统 是 20 世纪 70 年 代 中 期 发 明 的 。 在 随后 的 几 十 年 里 又 有 更 多 的 公 钥 密 
码 系统 被 开发 出 来 。 在 本 书 中 ,我 们 将 介绍 最 常用 的 公 钥 密码 系统 ， 即 RSA 系统 。 除 了 RSA， 
现在 很 多 应 用 系统 中 还 会 使 用 一 些 其 他 的 公 钥 密码 系统 。 随 着 计算 技术 的 发 展 ，RSA 也 可 能 
像 其 他 密码 系统 一 样 被 淘汰 ， 这些 公 钥 密码 系统 将 会 发 挥 更 重要 的 作用 。 我 们 将 解释 为 什么 会 
这 么 短暂 。 

尽管 公 钥 密码 系统 的 优势 是 保密 通信 的 双方 不 需要 交换 密 钥 , 但 其 劣势 是 加 密 解 密 都 会 非 
常 耗 时 。 对 许多 应 用 而 言 ， 这 将 使 得 公 钥 密码 系统 变 得 不 实用 。 在 这 种 情形 下 ， 通 常 是 私 钥 密 
码 系统 取而代之 。 然 而 ， 公 钥 密 码 系统 仍 可 以 用 于 密 钥 的 交换 过 程 。 


4.6.4 RSA 密码 系统 

1976 年 ， 麻 省 理工 学 院 的 三 位 研究 人 员 一 一 罗 纳 德 。 李维斯 特 、 阿 迪 。， 沙 米尔 和 伦 纳 
德 . 阿 德 曼 一 一 给 这 个 世界 带 来 了 一 种 公 钥 密码 系统 ， 即 由 发 明 者 首 字 母 命 名 的 RSA 系统 。 
正如 在 密码 学 领域 经 常会 发 生 的 事 ，RSA 系统 早 些 年 在 英国 政府 的 秘密 研究 中 已 经 被 发 现 了 。 
为 英国 政府 通信 和 总 部 (Government Communications Headquarters，GCHQ) 秘 密 工 作 的 克利 福 
德 。 柯 克 斯 (Clifford Cocks) 早 在 1973 年 就 发 现 了 这 个 密码 系统 。 可 是 ， 直 到 20 世纪 90 年 代 
后 期 ， 当 他 被 允许 分 享 20 世纪 70 年 代 早 期 的 GCHQ 秘密 档案 时 ， 他 的 发 明 才 为 外 部 世界 所 
知 。( 一 个 关于 这 个 早期 发 现 的 很 有 趣 的 故事 ， 以 及 李维斯 特 、 沙 米尔 和 阿 德 曼 的 工作 ， 可 以 
在 [Si99] 中 找到 。) 

在 RSA 密码 系统 中 ， 每 个 人 都 有 一 个 加 密 密 钥 (n，e)， 这 里 n 二 pg 是 一 个 由 两 个 大 素数 ， 
比如 各 有 300 位 数字 的 p 和 9g 的 乘积 构成 的 模 数 ，e 是 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 指数 。 要 生成 可 
用 的 密 钥 ， 必 须 找 到 两 个 大 素数 。 这 可 以 在 一 台 计 算 机 上 借助 本 节 前 面 提 到 的 随机 性 素数 性 测 
试 迅 速 完成 。 可 是 ， 这 些 素数 的 乘积 nn 二 pg 大 约 有 600 位 数字 ， 迄 今 为 止 不 可 能 在 合理 的 时 间 
内 被 因子 分 解 。 我 们 将 看 到 ， 这 正 是 迄今 为 止 在 没有 另 一 个 解密 密 钥 时 就 不 可 能 迅速 解密 的 重 
要 原因 。 

评注 随 着 计算 机 运算 速度 的 不 断 提 升 ， 用 于 生成 RSA 公 负 的 素数 p 和 9g 的 建议 位 数 也 
在 不 断 增 加 。 但 是 , n 越 大 ，RSA 的 加 密 解 密 就 会 变 得 越 慢 。 当 折 中 考虑 到 这 个 因素 时 ,消息 
需要 被 保密 的 年 限 就 显得 很 重要 了 。 一 个 更 重要 的 考虑 则 是 量子 计算 的 发 展 直接 威胁 到 RSA 
密码 系统 的 安全 ， 因 为 为 量子 计算 机 开发 的 因子 分 解 算法 能 够 用 于 快速 分 解 大 素数 因子 。 因 
此 ,一旦 量子 计算 成 为 现实 ， 也 许 就 在 今后 的 二 三 十 年 内 ， 那 时 就 需要 不 能 被 量子 计算 破解 的 
其 他 公 铀 密码 系统 了 。 
4.6.5 RSA 加密 

为 了 用 特定 的 密 钥 (n，e) 对 消息 加 密 ， 首 先 将 明文 消息 M 翻译 成 整数 序列 。 为 此 ， 可 以 
先 将 每 个 明文 字母 翻译 成 两 位 数 ， 正 如 在 移 位 密码 中 所 做 的 翻译 ， 只 有 一 点 不 同 。 即 对 于 字母 
A 到 J 丁 增加 开始 的 0， 所 以 A 被 翻译 为 00，B 为 01，…, J 为 09。 然 后 ,将 这 些 两 位 数 连接 起 
来 构成 数字 串 。 接 下 来 ， 将 这 个 串 再 分 成 2N 位 数字 等 长 的 分 组 ， 这 里 2N 是 一 个 大 偶数 使 得 
2N 位 数字 的 整数 2525…25 不 超过 ?。( 必 要 时 ， 可 以 在 明文 消息 后 填充 无 意义 的 X 使 得 最 后 
一 组 的 大 小 和 其 他 分 组 一 样 。) 

经 过 这 些 步骤 ,我 们 已 经 将 明文 消息 M 翻译 成 了 一 个 整数 序列 m;，m; ，…，72x，A& 为 整 
数 。 加 密 过 程 是 将 每 个 分 组 m; 转换 成 密 文 分 组 c;。 这 由 下 列 函 数 实 现 

C= M modn 

(为 了 执行 加 密 ， 可 以 使 用 快速 模 指 数 算法 ， 如 4. 2 节 的 算法 5,) 所 得 加 密 后 的 消息 依然 是 数 的 
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分 组 形式 ， 并 发 送 给 预期 的 接收 者 。 因 为 RSA 密码 系统 将 字符 分 组 加 密 成 字符 分 组 ， 所 以 这 
是 一 种 分 组 密码 。 

例 8 说明 RSA 加 密 是 怎样 进行 的 。 为 了 方便 实际 操作 ， 我 们 在 例 8 中 选用 小 素数 p 和 4g， 
而 不 是 200 多 位 的 大 素数 。 尽 管 例 8 中 描述 的 密码 并 不 安全 ,但 可 以 解释 RSA 密码 中 使 用 的 
技术 。 

用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (2537，13) 为 消息 STOP 加 密 。 注 意 2537 一 43。59， 刀 一 43 
和 gq 二 59 是 素数 ， 并 且 

gcd(e,(p—1)(g—1)) 一 gcd(13,42。58) 三 1 

解 ”为 了 加 密 ， 先 把 STOP 的 字母 翻译 成 等 价 的 数字 。 然 后 按 4 位 数字 一 组 对 这 些 数字 分 

组 (因为 2525 二 2537 二 252 525)， 得 到 
1819 1415 
用 下 面 的 映射 对 每 组 加 密 
C= M’: mod 2537 

用 快速 模 乘法 计算 ， 可 得 1819”mod 2537 王 2081 及 1415” mod 2537 二 2182。 加 密 后 的 消息 为 
2081 2182。 4 


4.6.6 RSA 解密 
当 已 知 解密 密 钥 d 即 e 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 递 时 ， 就 可 以 很 快 地 从 密 文 消息 恢复 出 明文 消 
息 。[ 由 于 gcd(e，(z 一 1]) (Cg 一 1) 王 1， 所 以 逆 存 在 。j 为 了 说 明 这 一 点 ， 注 意 如 果 de 三 1(mod 
(Pp 一 1)(g 一 1))， 则 有 整数 使 得 de 二 1 十 k(p 一 1)(q 一 1)。 由 此 可 知 
0 = MM Wd 
根据 费 马 小 定理 [假定 gcd(M，p)= 二 gcd(M，g) 二 1， 这 一 关系 只 有 在 极 罕见 的 情况 不 成 立 ， 在 
练习 28 中 会 论 及 ]， 可 得 M* !'! 寺 1(mod p) 及 Mr"! 二 1(mod g)。 因 此 ， 
C=M. MY =M.1=M(mod p) 
且 
C=M. (Mm)"* Y=M.1=M(mod 9g) 
由 于 gcd(p，9g) 二 1， 所 以 由 中 国 剩余 定理 可 得 
C’ = M(mod pg) 
例 9 说 明 怎 样 解密 由 RSA 密码 系统 发 送 的 消息 。 
> 如 果 这 是 用 例 8 中 的 RSA 密码 加 密 的 ， 解 密 后 的 消 
信息 是 什么 ? 
解 ”该 消息 是 用 RSA 密码 系统 以 n= 43。59 和 指数 13 加 密 的 。 如 4.4 节 练习 2 所 证 明 的 ， 
d= 二 937 是 13 模 42。58 王 2436 的 逆 。 可 以 利用 937 作为 解密 指数 。 因 此 ， 为 解密 数字 分 组 C， 
需要 计算 
M= C”’” mod 2537 
为 解密 该 消息 ， 利 用 快速 模 指数 算法 计算 0981” mod 2537 王 0704 及 0461”” mod 2537 王 1115。 
因此 ， 原始 消息 的 数字 形式 是 0704 1115。 翻 译 成 英文 字母 ， 可 知 消 信息 是 HELP。 q 


4.6.7 用 RSA 作为 公 钥 系统 

为 什么 RSA 密码 系统 适合 作为 公 钥 密 码 呢 ? 首先 ， 通 过 找寻 两 个 各 有 300 多 位 的 大 素数 p 
和 gq， 再 找寻 一 个 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 整数 e， 就 可 能 迅速 构造 一 个 公 钥 。 当 知道 模 数 n 的 
因子 分 解 ， 即 知道 素数 p 和 gq 时 ， 我 们 就 可 以 迅速 找到 < 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 道 d4。[ 这 可 以 利用 
欧 几 里 得 算法 寻找 4 和 (p 一 1)(g 一 1) 的 贝 祖 系 数 s 和 zt 来 完成 ,这 表明 d 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 首 
是 ;mod(p 一 1)(g 一 1)。] 有 了 4d 就 使 得 我 们 可 以 解密 用 加 密 密 钥 发 送 的 消息 。 可 是 ， 没 有 一 种 
已 知 的 解密 方法 不 是 基于 寻找 的 因子 分 解 式 的 ,或 者 说 也 不 导致 n 的 因子 分 解 。 
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因子 分 解 被 认为 是 一 个 困难 的 问题 ,与 之 相反 的 是 寻找 大 素数 p 和 g， 这 可 以 迅速 完成 。 
迄今 为 止 (截至 2017 年 ) 已 知 最 有 效 的 因子 分 解 方法 需要 数 十 亿 年 才能 分 解 600 位 的 整数 。 因 
此 ， 当 p 和 9g 都 是 300 位 的 素数 时 ， 我 们 相信 采用 n= pg 为 模 加 密 的 消息 不 可 能 在 合理 的 时 间 
内 被 解密 ， 除 非 已 知 素数 名 和 49。 

尽管 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 来 实现 大 整数 因子 分 解 ， 但 人 们 正在 积极 研究 以 求 发 现 能 
有 效 分 解 整数 的 新 方法 。 几 年 以 前 还 被 认为 由 于 太 大 而 不 可 能 在 合理 的 时 间 内 分 解 的 整数 ， 现 
在 做 因子 分 解 已 经 成 为 例 行 常事 了 。 超 过 300 位 的 整数 ， 已 经 可 以 在 团队 努力 下 被 因子 分 解 
了 。 当 新 的 分 解 技术 问世 时 ， 就 必须 使 用 更 大 的 素数 以 确保 消息 安全 。 不 幸 的 是 ， 先 前 认为 安 
全 的 消息 可 能 被 非 预 期 接收 者 所 保存 ， 并 在 稍 后 当 RSA 加 密 所 用 密 钥 中 的 n= pq 的 因子 分 解 变 
得 可 行 时 而 得 以 解密 。( 注 意 , 一 旦 量子 计算 可 用 ;RSA 系统 就 不 再 安全 了 。) 

RSA 方法 现在 得 到 了 广泛 使 用 。 可 是 ， 最 常用 的 密码 系统 仍 是 私 钥 密码 系统 。 借 助 RSA 
系统 ， 公 钥 密 码 系 统 的 使 用 也 在 不 断 增长 。 尽 管 如 此 有 些 应 用 既 使 用 私 钥 又 使 用 公 钥 。 例 
如 ， 像 RSA 这 样 的 公 钥 系统 可 以 用 来 为 希望 通信 的 双方 分 发 私 钥 。 然 后 这 些 人 利用 私 钥 系统 
来 为 消息 加 密 和 解密 。 


4.6.8 密码 协议 

至 此 ， 我 们 已 经 展示 了 密码 学 如 何 可 以 使 得 消息 更 安全 。 可 是 ， 密 码 学 还 有 许多 其 他 重要 
的 应 用 。 其 中 就 有 密码 协议 (cryptographic protocol)， 这 是 两 方 或 多 方 为 了 达到 一 个 特定 的 安 
全 目标 而 进行 的 消息 交换 。 特 别 是 ， 我 们 将 证 明 密 码 学 如 何 能 让 双方 在 一 个 不 安全 的 通信 信道 
上 交换 密 钥 。 我 们 还 将 证 明 密码 学 可 以 用 来 发 送 签名 的 秘密 消息 使 得 接收 者 能 确定 消息 来 自 声 
称 的 发 送 者 。 关 于 各 种 密码 协议 的 深入 讨论 读者 可 以 参考 [St05j]。 

密 钥 交换 “现在 讨论 在 双方 以 往 没 有 共享 过 任何 信息 的 情况 下 可 以 用 来 在 不 安全 的 通信 信 
道上 交换 密 钥 的 协议 。 生 成 一 个 双方 可 以 共享 的 密 钥 对 于 密码 学 的 很 多 应 用 都 非常 重要 。 例 
如 ， 两 个 人 为 了 要 用 私 钥 密码 系统 相互 发 送 秘密 消息 ， 他 们 就 需要 共享 一 个 公共 的 密 钥 。 我 们 
要 描述 的 协议 称 为 是 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 协商 协议 (Diffie-Hellman key agreement protocol) ， 由 惠 
特 菲 尔 德 ， 迪 菲 和 马丁 。 赫 尔 曼 的 名 字 命 名 ， 他 们 在 1976 年 描述 了 该 协议 。 可 是 ， 这 个 协议 
早 在 1974 年 就 由 为 英国 GCHQ 秘密 工作 的 马尔 科 姆 威廉 姆 和 森 (Malcolm Williamson) 发明。 
直到 1997 年 他 的 发 现 才 公 诸 于 世 。 

假设 Alice 和 Bob 希望 共享 一 个 公共 密 钥 。 该 协议 执行 以 下 步 又， 其 中 的 计算 在 Z, 中 
进行 。 

1) Alice 和 Bob 同意 使 用 一 个 素数 p 和 zp 的 一 个 原 根 a 。 

2) Alice 选择 一 个 秘密 整数 有 ， 并 将 an mod p 发 送 给 Bob。 

3) Bob 选择 一 个 秘密 整数 &,。 ， 并 将 a%mod p 发 送 给 Alice。 

4) Alice 计算 (a%*)“ mod p。 

5)Bob 计算 (a%*)%*mod p。 

在 协议 的 最 后 ，Alice 和 Bob 已 经 计算 了 他 们 共享 的 密 钥 ， 即 
(as ) mod p= (an) modp 

为 了 分 析 这 个 协议 的 安全 性 ， 注 意 在 步骤 1、2 和 3 中 并 不 假定 是 安全 发 送 的 。 我 们 甚至 
可 以 假设 这 些 通信 和 是 明文 的 ， 且 其 内 容 也 是 公开 的 信息 。 所 以 ，z、a 、o mod p 和 a* mod p 都 
可 以 假设 为 公开 的 信息 。 协 议 确保 饭 、 包 以 及 公共 密 钥 (a*)" mod p 二 (a*)*mod p 是 保密 的 。 
要 从 这 个 公开 信息 中 找 出 秘密 信息 就 要 求 对 手 能 够 求解 离散 对 数 问 题 的 实例 ， 因 为 对 手 需 要 从 
aa mod p 和 a“mod p 中 分 别 找 出 &1 和 k,。 再 者 ,已 知 没有 其 他 方法 可 以 从 这 些 公 开 信 息 中 找 
出 共享 密 钥 。 我 们 已 经 注意 到 当 p 和 a 足够 大 时 从 计算 角度 来 说 这 被 认为 是 不 可 行 的 。 以 现 有 
的 计算 能 力 来 看 ， 当 p 超过 300 位 十 进 制 数字 而 有 和 包 又 各 有 超过 100 位 的 十 进 制 数字 时 ， 
这 个 系统 被 认为 是 不 可 破解 的 。 











数字 签名 密码 学 不 仅 可 以 用 来 确保 消息 的 保密 性 ， 还 可 以 用 来 使 得 消息 的 接收 者 知道 消 
息 来 自 那个 该 来 自 的 人 。 我 们 首先 证 明 如 何 发 送 一 个 消息 使 得 消息 的 接收 者 能 够 肯定 消息 来 自 
于 声称 该 消息 的 发 送 者 。 特 别 是 ， 我 们 可 以 证 明 这 个 可 以 利用 RSA 密码 系统 对 消息 施加 数字 
签名 来 完成 。 

假设 Alice 的 RSA 公 钥 是 (n，e) 而 她 的 私 钥 是 4。Alice 用 加 密 函 数 下 (zx) 二 x* mod n 加 
密 明 文 消息 zx。 她 用 解密 函数 Do (zx) 二 x mod n 解密 密 文 消息 y。Alice 想 要 发 送 消息 M 使 得 
每 个 收 到 该 消息 的 人 都 知道 来 自 于 她 。 就 像 RSA 加 密 一 样 ， 她 将 字母 翻译 成 对 应 的 数值 并 将 
所 得 的 串 分 割 成 分 组 m，m;，…，m 使 得 每 个 分 组 具有 相同 大 小 ， 并且 其 大 小 在 满足 
0 之 m; 过 nn 时 尽 可 能 大 ,i 二 1，2，…， 有。 然后 她 针对 每 个 分 组 应 用 她 的 解密 函数 D,,,,， 得 到 
D,,.(m;)，i 二 1，2，…，k。 她 将 结果 发 送 给 所 有 预期 的 消息 接收 者 。 

当 接 收 者 收 到 她 的 消息 时 ， 他 们 针对 每 个 分 组 应 用 Alice 的 加 密 函 数 Eu ， 因 为 Alice 的 
密 钥 (n，e) 是 公开 信息 ， 所 以 每 个 人 都 有 。 因 为 Es (D(x))= 二 x， 所 以 结果 就 是 原始 的 明 
文 消息 。 所 以 ，Alice 可 以 将 她 的 消息 发 送 给 她 愿意 给 的 许多 人 ， 并 用 这 种 方式 签名 ， 每 个 接 
收 者 可 以 确信 它 来 自 于 Alice。 例 10 解释 这 个 协议 。 

假设 Alice 的 RSA 公 钥 和 例 8 中 一 样 。 即 n= 二 2537 二 43。 59 和 ce 二 13。 她 的 解密 密 
钥 是 d= 二 937， 如 例 9 所 示 。 她 想 发 送 消息 “MEET AT NOON” 给 她 朋友 使 得 他 们 能 确信 消息 
来 自 于 她 。 她 该 如 何 发 送 ? 

解 Alice 首先 将 消息 翻译 成 数字 分 组 ， 得 到 1204 0419 0019 1314 1413( 读 者 自行 检验 )。 
然后 她 对 每 个 分 组 应 用 她 的 解密 变换 Dssi.1 (z) 王 zz mod 2537。 利 用 快速 模 指数 算法 (可 借 
助 于 计算 机 )， 她 得 出 1204”” mod 2537 一 817，419”” mod 2537 二 555，19”? mod 2537 一 1310， 
1314”? mod 2537 一 2173 和 1413”? mod 2537 一 1026 。 

所 以 ， 她 发 送 的 消息 分 成 分 组 就 是 0817 0555 1310 2173 1026。 当 她 的 朋友 收 到 该 消息 时 ， 
他 们 针对 每 个 分 组 应 用 她 的 加 密 变换 Eusa 。 这 样 做 之 后 ， 他 们 获得 原始 消息 的 数字 分 组 ， 
然后 再 翻译 回 英文 字母 。 4 

我 们 已 经 展示 了 可 以 利用 RSA 密码 系统 发 送 签名 消息 。 我 们 还 可 以 进一步 发 送 签名 的 秘 
密 消息 。 为 此 ， 发 送 者 首先 用 自己 的 解密 变换 加 密 分 组 ， 再 用 一 个 预期 接收 者 公开 的 加 密 密 钥 
对 这 些 分 组 进行 RSA 加 密 。 接 收 者 首先 应 用 他 的 私有 解密 变换 ， 然后 再 应 用 发 送 者 的 公开 的 
加 密 变换 。( 练 习 32 要 求实 现 该 协议 。) 


4.6.9 同 态 加 密 
RSA 这 样 的 密码 系统 可 以 用 于 加 密 文档 以 使 之 处 于 保密 状态 。 如 今 ， 很 多 用 户 把 加 密 的 


Links > 一 


克 雷 格 。 金 特 里 (Craig B. Gentry，1972 一 ) 金 特 里 于 1993 年 获得 杜 克 大 学 学 士 
学 位 ，1998 年 获得 哈佛 大 学 法 学 院 法 学 博士 。 他 做 了 两 年 的 知识 产权 律师 。2000 年 
到 2005 年 他 在 NTT DoCoMo 美国 实验 室 任 高 级 研究 工程 师 。 后 来 他 决定 重 返 校园 ， 
。 2009 年 他 获得 了 斯 坦 福 大 学 计算 机 科学 博士 学 位 。2009 年 金 特 里 加 入 IBM Watson 

研究 院 的 密码 研究 小 组 ， 工 作 至 今 。 

| 金 特 里 发 明 的 全 同 态 模式 解决 了 1978 年 提出 的 一 个 开放 问题 ， 也 为 他 赢得 了 

er ” 2010 年 ACM 的 Grace Murray Hopper 奖 。2013 年 ， 金 特 里 与 人 合作 构建 了 第 一 个 加 

Gabine eda 密 多 线性 图 ， 并 用 它 构 建 了 第 一 个 加 密 程序 混淆 方案 ， 这 是 一 个 很 多 人 曾 认 为 可 能 
不 存在 的 东西 。 金 特 里 关于 全 同 态 加 密 和 加 密 多 线性 图 的 工作 是 在 格 密码 学 的 基础 

上 进行 的 。 格 密码 学 与 RSA 密码 系统 不 同 ， 它 不 能 被 量子 计算 所 破解 。 金 特 里 和 同事 一 起 推进 了 可 验证 

计算 领域 的 发 展 ， 它 允许 计算 机 缉 载 计算 功能 到 其 他 计算 机 ， 同 时 保持 可 验证 的 结果 。2014 年 金 特 里 获 

得 了 麦克 阿 巧 奖 ( 即 天 才 奖 )。 
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文档 存放 在 云 (cloud) 上 ， 驻 留 在 远 端 计算 机 中 。 和 运行 程序 时 ， 经 常 需要 用 到 存储 在 云端 的 数 
据 。 如 果 我 们 在 云 上 运行 程序 而 不 下 载 这 些 数据 ， 它 们 就 很 容易 受到 能 访问 存储 数据 的 远程 计 
算 机 的 攻击 。 如 果 我 们 下 载 文档 并 在 自己 的 计算 机 上 运行 程序 ， 然 后 再 上 载 结 果 到 云 上 ， 数 据 
也 容易 受到 窃听 者 的 攻击 。 如 果 直 接 在 加 密 的 数据 上 运行 程序 ， 是 否 可 能 避免 遭受 攻击 呢 ? 虽 
然 初 看 起 来 有 些 牵强 ， 但 在 RSA 推出 后 不 久 的 1979 年 ， 人 们 就 提出 了 这 个 问题 ， 即 是 否 有 这 
样 一 个 密码 系统 ， 允 许 在 加 密 数 据 上 做 任何 计算 并 能 够 产生 由 该 非 加 密 输 入 所 得 的 非 加 密 输 出 
的 加 密 形式 。 有 了 这 样 的 密码 系统 ， 就 不 需要 解密 数据 了 ， 因 为 程序 可 以 在 远 端 系统 上 运行 而 
不 必 解 密 输 入 或 输出 数据 。 因 此， 人 们 开始 研究 全 同 态 密码 系统 (fully homomorphic 
cryptosystem)， 人 允许 在 远 端 加 密 数据 上 运行 任意 计算 。 

在 讨论 全 同 态 加 密 的 研究 进展 之 前 ， 我 们 先 证 明 一 下 RSA 密码 系统 不 是 全 同 态 的 ， 虽然 
它 也 允许 某 些 计 算 在 加 密 数据 上 进行 。 \ 

全 RSA 是 偏 同 态 的 (partially homomorphic) ” 令 (n，e) 是 RSA 密码 系统 的 一 个 公 钥 ， 
并 假设 M 和 M, 是 明文 消息 ， 因 而 0 二 Mi 二 n 且 0 二 M; 二 n。 则 

E,, (M)E,,, (M,) mod m= (Mi mod 7 M; mod m) mod m 
= (M M) mod m = E,,., (MM,) 

从 该 等 式 可 知 在 Z, 中 有 Eln，e) (Mi) :Eos (Mi) 二 Es. (M1M;)。 因 此 ， 我 们 说 RSA 是 
乘法 同 态 的 。 用 RSA 加 密 时 ， 可 以 不 必 先 解码 而 直接 进行 乘法 运算 ， 因 为 明文 乘积 的 密 文 等 
于 各 自 密 文 的 乘积 。 

可 是 ， 当 对 Zz, 中 所 有 的 Mi 和 M: 有 ECMD) 十 ,下 woCM) 王 EC 十 M: ) 时 ， 则 结论 
不 成 立 。( 比 如 ， 当 M: =1 时 很 容易 看 明白 了 。) 也 就 是 说 ， 当 我 们 用 RSA 加 密 时 ， 不 能 通过 两 
个 数 的 密 文 相 加 来 获得 它们 的 和 的 密 文 。 再 者 ， 如 果 不 先 解密 两 个 密 文 ， 目 前 还 没有 已 知 的 方 
法 能 够 从 EE, (M) 和 FE,,, (M) 来 确定 Es, (Mi 十 M,)。 我 们 说 RSA 不 是 加 法 同 态 的 。 因 为 
它 是 乘法 同 态 的 ， 但 不 是 加 法 同 态 的 ， 所 以 RSA 是 偏 同 态 的 。 4 

2009 年 ， 克 雷 格 。 金 特 里 阐述 了 第 一 个 全 同 态 密 码 系统 ， 它 是 基于 格 密码 学 的 。 遗 憾 的 
是 ,目前 还 没有 开发 出 实用 的 全 同 态 密 码 系统 ， 因 为 需要 非常 大 量 的 计算 处 理 和 存储 。 我 们 希 
望 在 不 久 的 将 来 ， 新 的 发 展会 引领 出 实际 可 用 的 全 同 态 密码 系统 。 


练习 

1. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字 母 来 加 密 消 息 DO NOT 
PAAS GO。 
a) f(p)= 二 (pp 十 3)mod 26( 恺 撤 密 码 ) b)f(p)= (p+13)mod 26 c) fp)= (3p+7)mod 26 

2. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字 母 , 来 加 密 消息 STOP 
POLLUTION。 
a) f(p)= (p+4)mod 26 b) f(p)= (p+21)mod 26 ce) fp)=(17p+22)mod 26 

3. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字 母 来 加 密 消 息 WATCH YOUR 
STEP。 


a) f(p)=(p+14)mod 26 b)f(p)=(14p+21)mod 26 ©)f(p)=(—7p+1)mod 26 
4. 试 解密 下 列 用 恺 撤 密 码 加 密 的 消息 。 

a)EOXH MHDQV bYWHVW WRGDB cHDW GLP VXP 
5. 试 解密 下 列 用 移 位 密码 f(p) 二 (p 十 10)mod 26 加 密 的 消息 。 

a)CEBBOXNOB XYG b)LO WI PBSOXN c)DSWO PYB PEX 


6. 假设 当 一 个 很 长 的 文本 串 是 用 移 位 密码 jp) 三 (十 A)mod 26 加 密 的 ， 在 密 文 中 最 常 出 现 的 字母 是 X。 
假设 文本 中 字母 的 分 布 具有 典型 的 英文 文本 特性 , & 最 有 可 能 的 值 是 多 少 ? 

7. 假设 当 英 文 文本 串 是 用 移 位 密码 f(p) 二 (pp 十 &)mod 26 加 密 的 ,结果 密 文 是 DY CVOOZ 
ZOBMRKXMO DY NBOKW。 请 问 原始 明文 串 是 什么 ? 

8. 假设 密 文 DVE CFMV KF NFEUVI，REU KYRK ZJ KYV JVVU FW JTZVETYV 是 用 移 位 密码 对 明文 





消息 加 密 而 成 的 。 请 问 原始 明文 是 什么 ? 

9. 假设 密 文 ERC WYJJMGMIRXPC EHZERGIH XIGLRSPSKC MW MRHMWXMRKYMWLEFPIJVSQ 
QEKMG 是 用 移 位 密码 对 明文 消息 加 密 而 成 的 。 请 问 原始 明文 是 什么 ? 

10. 判断 是 否 存 在 这 样 一 个 密 钥 使 得 移 位 密码 的 加 密 函 数 和 解密 函数 相同 。 

11. 如 果 一 个 仿 射 密码 的 加 密 函 数 是 c= 二 (15p 十 13)mod 26， 请 问 其 解密 函数 是 什么 ? 

* 12. 找 出 仿 射 密码 的 所 有 整数 对 (a，5) 使 得 其 加 密 函 数 c= 二 (ap 十 6)mod 26 与 相应 的 解密 函数 相同 。 

13. 假设 在 用 仿 射 密码 f(p) 二 (ap 十 5)mod 26 加 密 明 文 产生 的 一 个 长 密 文中 最 常 出 现 和 次 常 出 现 的 字母 
分 别 是 Z 和 J]。 请 问 a 和 2 的 值 最 有 可 能 是 什么 ? 

14. 采用 5 个 字母 的 分 组 以 及 基于 {1，2，3，4，5} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 对 消息 GRIZZLY BEARS 进行 
加 密 ， 其 中 vc(1)= 王 3，c(2) 王 5，co(3) 王 1，co(4) 王 2，co(5) 王 4。 这 个 练习 中 需要 时 用 字母 X 填充 最 后 
一 个 少 于 5 个 字母 的 分 组 。 

15. 试 解密 由 4 个 字母 的 分 组 和 基于 {1，2，3，4} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 加 密 明 文 消息 产生 的 密 文 消息 
EABW EFRO ATMR ASIN, 其 中 6o(1)==3, o(2)==1, o(3)==4, o(4)==2。 

* 16. 假设 你 知道 密 文 是 由 换 位 密码 加 密 明文 产生 的 。 你 会 如 何 去 破 解 它 ? 

17. 假设 你 截获 了 一 则 密 文 消息 ， 并 且 当 你 在 判定 这 则 消息 中 的 字母 频率 时 ， 发 现 频率 和 英文 文本 的 字 
母 频率 类 似 。 你 会 怀疑 这 里 使 用 了 哪 种 密码 ? 

维 吉 尼 亚 密 码 (Vigenere cipher) 是 分 组 密码 ， 密 钥 是 一 字母 事 ， 其 对 应 的 数值 是 ko…k,， 这 里 k; € Zo6， 

i 二 1]，2，…，m。 假 设 明 文 分 组 中 字母 对 应 的 数值 是 Pip;… pan。 密 文 分 组 对 应 的 数值 是 

(pi 十 ki1)med 26(ps 十 k2)mod 26…(p 十 k,,)mod 26。 最 后 翻译 回 字 母 。 例 如 ， 假 设 密 钥 是 RED， 其 数值 

为 1743。 明 文 是 ORANGE， 其 数值 为 14 17 00 13 06 04， 首 先 分 成 两 组 1417 00 和 13 06 04， 然 后 再 加 

密 。 对 每 个 分 组 中 的 第 一 个 字母 移 17 位 ， 第 二 个 4 位 ， 第 三 个 3 位 。 我 们 得 到 05 21 03 和 04 10 07。 密 

文 就 是 EVDEKH。 

18. 利用 维 吉 尼 亚 密码 以 及 密 钥 BLUE 加 密 消 息 SNOWFALL。 

19. 利用 维 吉 尼 亚 密码 以 及 密 钥 HOT 加 密 明 文 消息 所 生成 的 密 文 是 OIKYWVHBX。 请 问 明文 消息 是 
什么 ? 

20. 试 将 维 吉 尼 亚 密码 表述 为 密码 系统 。 

为 了 在 没有 密 钥 的 情况 下 破解 维 吉 尼 亚 密 码 ， 从 密 文 消 息 中 恢复 出 明文 消息 ， 首 先 要 找 出 密 钥 的 长 度 。 

然后 通过 判定 相应 的 移 位 来 找 出 密 钥 的 每 个 字符 。 练 习 21 和 22 就 涉及 这 两 方面 。 

21. 假设 当 一 个 很 长 的 文本 串 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 时 ， 在 密 文 的 不 同位 置 开 始 可 以 找到 相同 的 串 。 试 解 
释 这 个 信息 如 何 能 有 助 于 确定 密 钥 的 长 度 。 

22. 一 旦 已 知 维 吉 尼 亚 密码 的 密 钥 长 度 ， 试 解释 如 何 确定 其 每 个 字符 。 假 设 明文 足够 长 ， 这 样 其 字母 的 
频率 合理 地 接近 典型 英文 文本 中 的 字母 频率 。 

* 23. 证 明 当 我 们 知道 n 是 两 个 素数 p 和 g 的 乘积 ， 并 且 知 道 (p 一 1)(g 一 1) 的 值 时 ， 就 可 以 很 容易 地 分 解 n 
的 因子 。 

在 练习 24~27 中 ， 首 先 无 须 计 算 模 指 数 而 直接 表达 你 的 答案 ， 然 后 借助 于 计算 工具 执行 这 些 计算 。 

24. 利用 RSA 系统 加 密 消息 ATTACK， 其 中 n=43，59 且 e=13， 如 例 8 所 示 ， 将 每 个 字母 翻译 成 整数 ， 
再 按 整数 对 分 组 。 

25. 利用 RSA 系统 加 密 消 息 UPLOAD， 其 中 n==53。61 上 且 e=17， 如 例 8 所 示 ， 将 每 个 字母 翻译 成 整数 ， 
再 按 整数 对 分 组 。 

26. 如 果 采 用 RSA 系统 以 及 ?一 53. 61 且 e=17 加 密 的 消息 是 3185 2038 2460 2550， 则 原始 消息 是 什么 ? 
(为 了 解密 ， 首 先 找 出 解密 指数 4， 这 是 e 二 17 模 52。60 的 逆 。) 

27. 如 果 采 用 RSA 系统 以 及 n= 二 43，59 且 e 二 13 加 密 的 消息 是 0667 1947 0671， 则 原始 消息 是 什么 ? (为 
了 解密 ， 首 先 找 出 解密 指数 4， 这 是 e= 二 13 模 42，58 的 逆 。) 

* 28. 假设 (n，e) 是 RSA 的 加 密 密 铜 ，n 二 pq， 这 里 p 和 9g 是 大 素数 且 gcd(e，(z 一 1)(q 一 1)) 王 1。 再 者 ， 
假设 d 是 e 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 道 。 假设 C 三 Mr (mod pq)。 在 前 文中 我 们 证 明了 当 gcd(M，pq) 二 1 时 
RSA 解密 函数 ， 即 同 余 式 C" 三 M(mod pq) 成立。 证 明 解 密 同 余 式 当 gcdCM，zd) 二 1 时 也 成 立 。[ 提 
示 : 利用 模 p 和 模 g 的 同 余 式 ， 应 用 中 国 剩余 定理 。] 

29. 试 描述 当 Alice 和 Bob 利用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交 换 协 议 来 生成 一 个 共享 密 钥 时 的 步骤 。 假 设 采 用 素数 
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p= 二 23，a 二 5， 即 23 的 一 个 原 根 ， 并 且 Alice 选择 二 8 而 Bob 选择 ks 二 5。( 可 能 需要 借助 计算 
工具 。) 

30. 试 描述 当 Alice 和 Bob 利用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交换 协议 来 生成 一 个 共享 密 钥 时 的 步骤 。 假 设 采 用 素数 
p= 二 101，a 二 2， 即 101 的 一 个 原 根 ， 并 且 Alice 选择 = 二 7 而 Bob 选择 已 =9。( 可 能 需要 借助 计算 
工具 。》 

在 练习 31~32 中 假设 Alice 和 Bob 拥有 公 负 和 相应 的 私 铀 : (natice，eatice ) 一 (2867，7) 一 (61。47，7)， 

dtce 二 1183 和 (na ，eam) 一 (3127，21) 一 (59。53，21)，daw 一 1149。 首 先 不 做 计算 写 出 你 的 答案 。 然 

后 ， 可 能 的 话 利用 计算 工具 执行 计算 以 获得 数字 答案 。 

31. Alice 想 要 给 她 所 有 朋友 包括 Bob 发 送 消息 “SELL EVERYTHING” 以 便 他 知道 是 她 发 送 的 。 假 设 
她 利用 RSA 密码 系统 在 消息 上 签名 ， 她 应 该 给 她 的 朋友 发 送 什么 ? 

32, Alice 想 要 给 Bob 发 送 消息 “BUY NOW” 以 便 他 知道 是 她 发 送 的 并 且 只 有 Bob 能 够 阅读 。 假 设 她 在 
消息 上 签名 并 利用 Bob 的 公 钥 加 密 ， 她 应 该 给 Bob 发 送 什么 ? 

33. 我 们 现在 描述 采用 私 钥 密码 学 的 一 个 基本 密 钥 交换 协议 ， 许 多 更 复杂 的 密 钥 交 换 协 议 都 基于 此 。 协 
议 中 的 加 密 是 采用 被 认为 是 安全 的 私 钥 密 码 系统 (如 AES) 完 成 的 。 协 议 涉及 三 方 : Alice 和 Bob、 他 
们 希望 交换 的 密 钥 ， 以 及 一 个 可 信 的 第 三 方 Cathy。 假 设 Alice 拥有 只 有 她 和 Cathy 知道 的 密 钥 AnAiee， 
而 Bob 拥有 只 有 他 和 Cathy 知道 的 密 钥 ea 。 协 议 分 三 个 步骤 ， 

(DAlice 给 可 信 的 第 三 方 Cathy 发 送 一 则 用 Alice 的 密 钥 kaice 加密 的 消息 “请 求 与 Bob 共享 一 个 密 钥 ”。 

Ci)Cathy 返 回 Alice 一 个 密 钥 kaic,poo， 这 是 她 生成 并 用 密 钥 &Aie 加密 的 ， 接 着 发 送 同 一 个 密 钥 
AAlce,Bb， 这 次 是 用 Bob 的 密 钥 ea 加 密 的 。 

(iii) Alice 给 Bob 发 送 密 钥 kaice,po。， 是 用 只 有 Bob 和 Cathy 知道 的 kpos 加 密 的 。 

试 解释 为 什么 这 个 协议 允许 Alice 和 Bob 共享 只 有 他 们 和 Cathy 知道 的 私 钥 kaiice.pot 。 

Paillier 密码 系统 是 P. Paillier 在 1999 年 设计 的 公 负 密码 系统 ， 用 于 茶 些 电子 投票 系统 。 随 机 选择 素数 户 

和 dg 满足 gcd(pq，4) 二 1]， 其 中 4 二 (Pp 一 1)(g 一 1); Zw? 中 的 非 零 元 素 g 满足 gcd( (gr ma /hy R= 

以 此 生成 公 钥 (n，g) 和 相应 的 私 钥 (p，9)。 为 了 加 密 消息 mEZ,， 首 先 随机 选择 Z 的 一 个 非 零 元 素 r， 

然后 计算 c= 二 g”"r" mod 22 。 

34. a) 令 p 二 149，g 王 179，g 二 5， 通 过 检查 这 些 参 数 满足 所 有 条 件 来 证 明 可 以 用 来 生成 Paillier 密码 系统 

的 一 个 公 钥 ， 并 求 出 这 些 参 数 生 成 的 公 钥 和 私 钥 。 
b) 求 出 对 应 于 明文 m= 二 67 的 密 文 ， 这 里 选择 ~ 一 81。 
35. 试 证 明 Paillier 密码 系统 是 加 法 同 态 的 。 


关键 术语 和 结论 
术语 


a|b(a 整除 656，a divides 5): 存在 整数 c 使 得 6 二 ac。 

a 和 4b 模 m 同 余 (a and b are congruent modulo m: m divides a 一 5): m 整除 a 一 5。 

模 算术 (modular arithmetic) : 以 一 个 整数 m 宇 2 为 模 数 所 做 的 计算 。 

素数 (prim): 大 于 1 且 恰 有 两 个 正 整数 因子 的 整数 。 

合 数 (composite) : 大 于 1 又 不 是 素数 的 整数 。 

梅森 素数 (Mersenne prime) : 形 如 2 一 1 的 素数 ， 其 中 p 为 素数 。 

gcd(a,，b)(a 和 2 的 最 大 公约 数 ，greatest common divisor of a and 0) ， 能 整除 a 和 2 的 最 大 整数 。 
互 素 整数 (relatively prime integers) : 满足 gcdCc，0) 一 1 的 整数 a 和 0。 

两 两 互 素 的 整数 (pairwise relatively prime integers) : 其 中 任何 两 个 整数 都 是 互 素 的 一 组 整数 。 
lem(a,，b)(a 和 2 的 最 小 公 倍数 ，least common multiple of a and 0) : 能 被 a 和 2 整除 的 最 小 正 整 数 。 
amod b: 当 整 数 a 除 以 正 整 数 b 时 的 余数 。 

4 硅 b(mod m) (a 模 m 同 余 于 2，a is congruent to 5 modulo m): a 一 b 能 被 m 整除 。 

nn 三 (arax-1…aiao);: n 的 5b 进 制 表示 。 

二 进 制 表示 (binary representation) : 整数 以 2 为 基数 的 表示 。 





十 六 进 制 表示 (octal representation) ， 整数 以 16 为 基数 的 表示 。 

八进制 表示 (hexadecimal representation): 整数 以 8 为 基数 的 表示 。 

a 和 4b 的 整 系数 线性 组 合 (linear combination of a and 2 with integer coefficients) ， 形 如 sa 十 tb 的 表达 式 ， 
其 中 :和 zt 为 整数 。 

a 和 b 的 贝 祖 系数 (Bézout coefficients of a and 5): 使 得 贝 祖 恒等式 (Bézout identity)sa 十 怒 王 gcd(ae，20) 成 
立 的 整数 s 和 +t。 

a 模 m 的 逆 (inverse of a modulo m): 使 得 da4 硅 1(mod m) 成 立 的 整数 世 。 

线性 同 余 方程 (linear congruence): 形 如 azx 圭 b(mod xm) 的 同 余 式 ， 其 中 为 整数 变量 。 

以 为 基数 的 伪 素 数 (pseudoprime to the base 0) : 使 得 7! 圭 1(mod n) 成 立 的 合 数 n。 

卡 米 切 尔 数 (Carmichael number) : 合 数 使 得 对 所 有 满足 gcd(b5，n) 二 1 的 正 整数 2， 7 是 以 2 为 基数 的 伪 
素数 。 

素数 p 的 原 根 (primitive root of a prime p): Z 中 的 整数 > 使 得 每 个 不 能 被 p 整除 的 整数 模 p 同 余 r 的 一 
个 宕 次 。 

以 r 为 底 a 模 p 的 离散 对 数 (discrete logarithm of a to the base r modulo p): 满足 0 二 e 志 pp 一 1 使 得 + 圭 a 
(mod p) 的 整数 e。 

加 密 (encryption): 使 消息 成 为 秘密 的 过 程 。 

解密 (decryption) : 将 秘密 消息 还 原 到 它 原 始 形式 的 过 程 。 

加 密 密 钥 (encryption key) : 确定 选用 加 密 孙 数 系列 中 哪 一 个 的 值 。 

移 位 密码 (shift cipher) : 将 明文 字母 p 加 密 成 (p 十 k)mod m 的 密码 ， 为 整数 。 

仿 射 密码 (affine cipher) : 将 明文 字母 p 加 密 成 (ap 十 b)mod m 的 密码 ，a 和 5 是 整数 且 满 足 gcd(ae，26) 王 1。 

字符 密码 (character cipher) : 逐个 字符 加 密 的 密码 。 

分 组 密码 (block cipher) : 按 等 长 字符 分 组 加 密 的 密码 。 

密码 分 析 (crytanalysis) : 在 没有 加 密 方法 的 知识 或 有 加 密 方法 但 没有 密 钥 的 情况 下 ， 试 图 从 密 文 恢复 出 
明文 的 过 程 。 

密码 系统 (cryptosystem): 一 个 五 元 组 (P,，C， 人 ,EE，D)， 这 里 全 明文 消息 的 集合 ，C 是 密 文 消息 的 集 
合 ， Kk 是 密 钥 的 集合 ，E 是 加 密 函 数 的 集合 ， 而 力 是 解密 函数 的 集合 。 

私 钥 加 密 (private key encryption) : 加 密 密 钥 和 人 解密 密 钥 均 须 保密 的 加 密 法 。 

公 钥 加 密 (public key encryption) : 加 密 密 钥 公开 ， 解密 密 钥 保密 的 加 密 法 。 

RSA 密码 系统 (RSA cryptosystem) : 密码 系统 ， 其 中 全 和 C 均 为 Zs， 大 是 整数 对 & 一 (2，e) 的 集合 ，z 一 
pq，pP 和 9g 是 大 素数 ,而 ee 是 正 整 数 ，E; (p)= 二 pr mod n,，Di(c)= 二 ci mod n,， 这 里 4 是 e 模 
(bp 一 1)(q 一 1) 的 逆 。 

密 钥 交换 协议 (key exchange protocol) : 用 来 为 双方 生成 共享 密 钥 的 协议 。 

数字 签名 (digital signature) : 接收 者 可 以 用 来 判定 消息 声称 的 发 送 者 确实 发 送 了 该 消息 的 一 种 方法 。 

全 同 态 密码 系统 (fully homomorphic cryptosystem): 一 个 密码 系统 ， 人 允许 在 加 密 数 据 上 进行 任何 计算 ， 
以 使 得 输出 是 非 加 密 输 入 对 应 的 非 加 密 输 出 的 加 密 形 式 。 


结论 

整除 算法 (division algorithm): 令 a 和 4 为 整数 ，4d 为 正 整 数 。 则 存在 唯一 的 整数 g 和 xr， 满足 0<r<d 
使 得 a 二 dg 十 r。 

令 b 是 大 于 1 的 正 整 数 。 则 如 果 nn 是 正 整 数 ,，n 就 能 唯一 表示 为 n 二 aib* 十 Qi-1 妨 十 … 十 ap 十 ao 的 形式 。 

计算 整数 的 进 制 展开 式 的 算法 (参见 4. 2 节 算 法 1)。 

整数 加 法 和 乘法 的 传统 算法 ( 见 4.2 节 )。 

快速 模 指 数 算法 ( 见 4. 2 节 算 法 5) 。 

欧 几 里 得 算法 (Euclidean algorithm) : 通过 连续 使 用 除法 算法 求 最 大 公约 数 (参见 4. 3 节 算 法 1) 。 

贝 祖 定理 (Bézout’”’s theorem): 如 果 a 和 2 是 正 整 数 ， 则 gcd(a， 5b) 是 a 和 2 的 一 个 线性 组 合 。 

埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 (sieve of Eratosthenes) : 寻找 不 超过 指定 整数 的 所 有 素数 的 过 程 ， 如 4.3 节 所 述 。 

算术 基本 定理 (fundamental theorem of arithmetic) : 每 个 正 整数 都 可 以 写成 素数 的 乘积 ， 其 中 素 因 子 以 递 
增 序 排列 。 
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如 果 a，2 为 正 整 数 ， 则 ab= 二 gcd(a,， 5) ，1lcm(a,， 65)。 

如 果 m 是 正 整 数 且 gcd(a，m) 二 1]， 则 a 有 唯一 的 模 m 逆 。 

中 国 剩余 定理 (孙子 定理 )(Chinese remainder theorem): 以 一 组 两 两 互 素 的 整数 为 模 的 线性 同 余 方程 组 在 
以 模 数 之 积 为 模 的 意义 下 有 唯一 解 。 

费 马 小 定理 (Fermat’s little theorem) : 如 果 p 为 素数 且 la， 则 a? :三 1(Cmod p)。 


复习 题 
1. 找 出 210 div 17 和 210 mod 17。 
2. a) 试 定义 ac 和 2 模 7 同 余 是 什么 。 
一 和 17 中 哪些 整数 对 是 模 7 同 余 的 ? 
ec) 证 明 如 果 a 和 2 模 7 同 余 ， 则 10a 十 13 和 一 46 十 20 也 是 模 7 同 余 的 。 
. 证 明 如 果 a 圭 b(mod mm) 有 日 c 硅 d(mod m)， 则 at+cb+ dtmod mm) 。 
. 试 描述 将 整数 的 十 进 制 (以 10 为 基数 的 ) 展 开 式 转换 成 十 六 进 制 展开 式 的 过 程 。 
. 将 (1101 1001 0101 1011)， 转 换 成 八进制 和 十 六 进 制 表示 。 
. 将 (7206)。 和 (AOEB)is 转 换 成 二 进 制 表示 。 
, 叙述 算术 基本 定理 。 
,， 8a) 描 述 寻 找 一 个 整数 的 素 因子 分 解 式 的 过 程 。 
b) 用 这 一 过 程 找 出 80 707 的 素 因 子 分 解 式 。 
9. a) 定 义 两 个 整数 的 最 大 公约 数 。 
b) 给 出 至 少 三 种 求 两 个 整数 最 大 公约 数 的 方法 。 每 种 方法 在 什么 情况 下 最 有 效 ? 
c) 求 1234567 和 7654321 的 最 大 公约 数 。 
d) 求 2335577 11 和 2?37557313 的 最 大 公约 数 。 
10. a) 如 何 求 两 个 整数 的 ( 整 系数 ) 线 性 组 合 ， 使 之 等 于 其 最 大 公约 数 ? 
b) 把 gcd(84，119) 表 达 为 84 和 119 的 线性 组 合 。 
11. a)a 为 a 模 m 的 逆 是 什么 意思 ? 
b) 当 m 是 正 整 数 且 gcd(a，m) 二 1 时， 怎样 求 a 模 m 的 逆 ? 
c) 求 7 模 19 的 逆 。 
12. a) 当 gcd(a，m) 二 1 时 ， 怎 样 用 a 模 m 的 道 求 解 线 性 同 余 方 程 azx 圭 b(mod m)? 
b) 求 解 线性 同 余 方 程 7+ 三 13(mod 19) 。 
13. a) 叙 述 中 国 剩余 定理 。 
b) 求 同 余 方 程 组 x 圭 1(mod 4) ，z=2(mod 5) 和 z=3(mod 7) 的 解 。 
14. 假定 2”! 圭 1(mod ”) 。72 一 定 是 素数 吗 ? 
15. 利用 费 马 小 定理 计算 9”" mod 19 。 
16. 试 解释 如 何 找 出 10 位 数 的 ISBN 的 校 验 码 。 
17. 试用 移 位 密码 和 密 钥 二 13 加 密 消息 APPLES AND ORANGES。 
18. a) 公 钥 和 私 钥 密码 系统 的 区 别 是 什么 ? 
b) 试 解释 为 什么 移 位 密码 是 私 钥 系统 。 
c) 试 解释 为 什么 RSA 密码 系统 是 公 钥 系统 。 
19. 试 解释 RSA 密码 系统 中 加 密 和 解密 是 如 何 实现 的 。 
20. 试 描述 双方 如 何 利 用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交 换 协 议 共 享 密 钥 。 


补充 练习 


1. 汽车 里 程 表 的 最 高 读数 是 100 000 英里 。 当 里 程 表 读数 是 43 179 英里 时 ， 车 主 买 了 该 车 。 现 在 他 想 卖 
掉 它 。 当 你 检查 车 况 时 ， 注 意 到 里 程 表 读 数 是 89 697 英里 。 假 设 里 程 表 工 作 一 直 正 常 ， 关 于 该 车 行驶 
了 多 少 英里 能 得 出 什么 结论 ? 

2. a) 试 解释 为 什么 n div 7 等 于 n 天 中 所 含 的 完整 星期 数 。 

b) 试 解释 为 什么 n div 24 等 于 nn 小 时 中 所 含 的 完整 天 数 。 
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3. 找 出 四 个 与 5 模 17 同 余 的 数 。 

4. 证 明 如 果 a 和 4 为 正 整数 ， 则 存在 整数 9 和 > 使 得 a 二 dg 十 r+， 其 中 一 4/2<r<d/2，。 

5. 证 明 如 果 ac 夺 bc(mod m)， 其 中 a4， b,c 和 m 是 整数 且 m 二 2,， d= 二 gcd(m，c)， 则 a 硅 b(mod m/qd)。 
6. 证 明 两 个 奇数 的 平方 和 不 可 能 是 一 个 整数 的 平方 。 

7. 证 明 如 果 nw 十 1 是 完全 数 ， 其 中 是 整数 ， 则 n 是 偶数 。 

8. 证 明 方程 xz? 一 5y: 二 2 没有 x 和 yy 的 整数 解 。[ 提 示 : 考虑 该 方程 模 5 的 情况 。] 

9, 基于 二 进 制 展开 式 设 计 一 个 正 整数 能 被 8 整除 的 整除 性 测试 。 


10, 基于 二 进 制 展开 式 设 计 一 个 正 整数 能 被 3 整除 的 整除 性 测试 。 
11. 设计 一 个 算法 通过 连续 猜测 二 进 制 展开 式 中 的 每 个 比特 来 猜测 一 个 1 和 2" 一 1 之 间 的 数 。 
12. 在 通过 连续 猜测 二 进 制 展开 式 中 的 每 个 比特 来 猜测 一 个 1 和 2 一 1 之 间 的 数 的 过 程 中 ， 试 按 所 需 猜 测 
次 数 确定 其 复杂 度 。 

13. 证 明 一 个 整数 能 被 9 整除 当 且 仅 当 其 十 进 制 数字 之 和 能 被 9 整除 。 

14. 证 明 如 果 a 和 6。 是 正 无 理 数 使 得 1/a 十 1/6=1， 则 每 个 正 整数 都 可 以 唯一 表示 为 | ka 或 | kb ]， 其 中 上 
是 正 整 数 。 

15. 通过 证 明 Q, 二 n! 十 1 必定 有 大 于 nn 的 素 因 子 ， 其 中 是正 整数 ， 从 而 证 明 存在 无 限 多 个 素数 。 

16. 试 找 出 一 个 正 整 数 nn 使 得 Q, 二 n! 十 1 不 是 素数 。 

17. 利用 狄 利克 雷 定理 ， 即 在 算术 级 数 ak 十 5b 中 存在 无 限 多 个 素数 ， 其 中 gcd(a,，5) = 二 1， 证明 存在 无 限 

多 个 其 十 进 制 展开 式 最 后 一 位 是 1 的 素数 。 
18. 证 明 如 果 n 是 一 个 正 整数 使 得 n 的 因子 之 和 是 nn 十 1， 则 ”是 素数 。 
19. 证 明 每 个 大 于 11 的 整数 是 两 个 合 数 之 和 。 
20. 试 找 出 五 个 最 小 的 连续 的 合 数 。 
21. 证 明 哥 德 巴赫 猜想 ( 即 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 ) 等 价 于 语句 每 个 大 于 5 的 整数 是 三 个 素数 
之 和 。 

22. 试 找 出 以 7 开始 长 度 为 6 只 包含 素数 的 算术 级 数 。 

23. 证 明 如 果 f(x) 是 整 系数 非常 量 多 项 式 ， 则 存在 整数 y 使 得 F(y) 是 合 数 。[ 提 示 : 假设 f(zo) 二 p 是 素 
数 。 证 明 p 整除 f(zo 十 kp) 对 所 有 上 上 成立。 从 而 得 到 与 下 列 事实 了 矛盾 ， 即 n 次 多 项 式 在 每 个 值 最 多 取 
n 次 ,其 中 nn 二 1。] 

24. 在 1001o1 的 二 进 制 展开 式 中 尾部 有 多 少 个 0? 

25. 用 欧 几 里 得 算法 求 10 233 和 33 341 的 最 大 公约 数 。 

26. 用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(144，233) 要 做 多 少 次 除法 ? 

27. 求 gcd(2n 十 1，3n 十 2)， 其 中 是 正 整 数 。[ 提 示 : 用 欧 几 里 得 算法 。] 

28. a) 证 明 如 果 a 和 5。 为 正 整 数 ， 且 a 宇 5?， 则 当 = 时 gcdCa， 纪 一 ai 当 a 和 2 都 是 偶数 时 gcdl(a,， 5) 二 
2gcd(a/2，6b/2); 当 a 为 偶数 5 为 奇数 时 gcd(a， 5) 二 gcd(a/2，56); 当 /a 和 2 都 是 奇数 时 gcd(a，p0) 一 
gcd(a—b, b)。 

b) 试 解释 如 何 利用 a 来 构造 一 个 算法 ， 不 用 除法 ， 只 用 二 进 制 展开 式 的 比较 、 减 法 和 移 位 来 求 两 个 
正 整 数 的 最 大 公约 数 。 
c) 用 这 一 算法 求 gcd(1202，4848)。 
29. 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 形 如 6& 十 5 的 素数 ，& 王 1，2，…。 
30. 试 解释 为 什么 不 能 直接 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 在 算术 级 数 3& 十 1 中 存在 
无 限 多 个 素数 ，& 王 1，2，…。 
31. 试 解释 为 什么 不 能 直接 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 在 算术 级 数 4& 十 1 中 存在 
无 限 多 个 素数 ，&A 王 1，2， 

32. 证 明 如 果 正 整数 ”的 最 小 素 因子 p 大 于 Yn， 则 n/p 是 素数 或 等 于 1 。 

一 组 整数 称 为 是 互 素 的 (mutually relatively prime)， 如 果 其 最 大 公约 数 是 1。 

33. 判断 下 列 各 组 整数 是 否 是 互 素 的 。 

28 TO. 12 b)12，15，25 


el15，21，28 d)21，24，28，32 
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34. 找 一 组 4 个 互 素 的 整数 使 得 其 中 任何 两 个 都 不 是 互 素 的 。 
* 35, 哪些 正 整数 能 使 得 从 十 4 是 素数 ? 
36. 证 明 同 余 方 程 组 x 圭 2(mod 6) 和 z=3(mod:9) 无 解 。 
37. 找 出 同 余 方 程 组 zx 寺 4(mod 6) 和 zx 三 13(mod 15) 的 所 有 解 。 
* 38. a) 证 明 同 余 方 程 组 zx 二 aa (mod mi ) 和 zx 三 as (mod ms) 有 解 当 且 仅 当 gcd(ma ，az ) | a: 一 aa 。 

b) 证 明 如 果 a 中 方程 组 有 解 ， 则 解 在 模 lem(m; ，z ) 下 是 唯一 的 。 

39. 证 明 对 于 每 个 非 负 整 数 n 有 30 整除 nn 一 n。 

40. 证 明 每 个 满足 gcd(n，35)==1 的 整数 n 有 n”* 一 1 可 被 35 整除 。 

41, 证 明 如 果 p 和 9g 是 不 同 的 素数 ， 则 pr" 十 gq* 7! 夺 1(mod pg)。 

以 aaz…'aliz 开 始 的 ISBN-13 的 校 验 码 as 由 同 余 式 (qi 二 as 十 十 Qs) 十 3 (4 十 4 十 … 十 a1z) 夺 0(mod 10) 

确定 。 

42, 试 判定 下 列 13 位 数字 是 否 是 合法 的 ISBN-13。 
a)978-0-073-20679-1 b)978-0-45424-521-1 
ec)978-3-16-148410-0 d)978-0-201-10179-9 

43, 试 证 明 ISBN-13 的 校 验 码 总 是 可 以 检测 出 单 错 。 

44, 试 证 明 存 在 两 个 数字 的 换 位 错误 不 能 被 ISBN-13 检测 到 。 

路 由 号 码 (routing transit ntmber，RTN) 是 美国 使 用 的 出 现在 支票 底部 的 一 个 银行 代码 。RTN 最 常见 的 

形式 是 9 位 数字 ， 其 中 最 后 一 位 数字 是 校 验 码 。 如 果 did,…ds 是 合法 的 RTN， 则 同 余 式 3(qdi 十 di 十 d;) 十 

7(ds 十 ds 十 de) 十 (ds 十 ds 十 dy) 三 0(mod 10) 一 定 成 立 。 

45. 证 明 如 果 dd …ds 是 合法 的 RTN， 则 ds 二 7(4di 十 ds 十 d;) 十 3(ds 十 ds 十 ds) 十 9(qd; 十 ds )mod 10。 再 
者 ， 利 用 这 个 公式 寻找 一 个 合法 RTN 8 位 数字 11100002 后 面 的 校 验 码 。 

46. 证 明 RTN 的 校 验 码 能 够 检测 出 所 有 单 错 。 试 判断 RTN 校 验 码 能 检测 出 哪些 换 位 错 ， 不 能 检测 出 哪 
些 换 位 错 。 

47. 一 则 消息 加 密 后 是 LJMKG MGMXF QEXMW 。 如 果 它 是 用 仿 射 密码 f(p) = 二 (7p 十 10)mod 26 加 密 
的 ， 请 问 原始 消息 是 什么 ? 

自动 密 钥 密码 (autokey cipher)， 其 中 明文 的 第 nn 个 字母 移 位 数 由 密 钥 串 中 第 n 个 字母 的 等 效 数 值 决定 。 

密 钥 串 以 一 个 种 子 字母 开始 ， 其 后 续 字 母 则 利用 或 者 明文 或 者 密 文 构成 。 当 使 用 明文 时 ， 密 钥 串 的 每 个 

字符 ， 第 一 个 除外 ， 是 明文 中 的 前 一 个 字母 。 当 使 用 密 文 时 ， 密 钥 串 后 续 的 每 个 字符 (第 一 个 除外 ) 是 计 

算 至 此 所 得 密 文 的 前 一 个 字母 。 在 这 两 种 情况 下 ， 明 文 都 是 通过 移 位 加 密 的 ， 每 个 字符 移 位 数 是 密 钥 串 

相应 字符 对 应 的 数值 。 

48. 利用 自动 密 钥 密码 加 密 消息 NOW IS THE TIME TO DECIDE( 忽 略 空格 ) ， 使 用 


、 


a) 密 钥 串 是 种 子 X 加 明文 中 的 字母 b) 密 钥 串 是 种 子 X 加 密 文中 的 字母 
49. 利用 自动 密 钥 密码 加 密 消息 THE DREAM OF REASON( 忽 略 空格 ) ， 使 用 

a) 密 钥 串 是 种 子 X 加 明文 中 的 字母 b) 密 钥 串 是 种 子 X 加 密 文中 的 字母 
计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 与 输出 写 程序 。 


,给 定 整 数 n 和 65b， 均 大 于 1， 求 这 个 整数 的 5 进 制 展开 式 。 

. 给 定 正 整数 a, 5 和 mm， 且 mm>>1， 计 算 a mod m。 

. 给 定 一 个 正 整数 ， 找 出 其 康 托 尔 展开 式 ( 参 见 4. 2 节 练 习 54 的 前 导 文 )。 

. 给 定 一 个 正 整 数 ， 利 用 试 除法 判断 其 是 否 为 素数 。 

. 给 定 一 个 正 整 数 ， 找 出 其 素 因 子 分 解 式 。 

, 给 定 两 个 正 整数 ， 用 欧 几 里 得 算法 找 出 其 最 大 公约 数 。 

, 给 定 两 个 正 整数 ， 找 出 其 最 小 公 倍 数 。 

,给 定 正 整数 a 和 2， 找 出 & 和 2 的 贝 祖 系 数 * 和 上。 

. 给 定 互 素 的 正 整 数 a 和 65， 找 出 a 模 b 的 逆 。 

10. 给 定 n 个 模 数 两 两 互 素 的 线性 同 余 式 ， 找 出 同 余 方程 组 的 以 这 些 模 数 乘积 为 模 的 解 。 
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. 给 定 正 整数 N、 模 数 m、 倍 数 a、 增 量 c 和 种 子 ze ， 其 中 0 二 a 二 m，0 二 cm，0 志 zo 二 m， 利 用 线性 


同 余生 成 器 zi+i 三 (az 十 c)mod m 生成 一 列 N 个 伪 随 机 数 。 


. 给 定 一 组 标识 数 的 集合 ， 利 用 散 列 函数 为 其 分 配 内 存 地 址 ， 这 里 共有 个 内 存 地址。 


当 给 定 ISBN-10 的 前 9 位 数字 时 计算 校 验 码 。 


. 给 定 一 则 消息 以 及 小 于 26 的 整数 &， 利 用 移 位 密码 及 密 钥 上 加 密 该 消息 。 给 定 一 则 用 移 位 密码 及 密 


钥 & 加 密 的 消息 ， 解 密 之 。 


, 给 定 一 则 消息 以 及 小 于 26 的 正 整 数 a 和 65，gcd(a，26) 二 1， 利 用 仿 射 密码 及 密 钥 (a，6) 加 密 该 消息 。 


给 定 一 则 用 仿 射 密码 及 密 钥 (a,，5) 加 密 的 消息 ， 首 先 寻 找 解 密 密 钥 然后 应 用 适当 的 解密 函数 解密 该 
消息 。 


. 从 用 移 位 密码 对 明文 加 密 而 成 的 密 文中 找 出 原始 明文 。 利 用 密 文中 字母 频率 统计 来 做 该 题 。 
. 通过 寻找 两 个 各 有 200 位 数字 的 素数 p 和 g， 以 及 大 于 1 上 且 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 整数 e 来 构造 一 个 


有 效 的 RSA 加 密 密 钥 。 


. 给 定 一 则 消息 和 整数 n= pg， 其 中 p 和 4g 是 奇 素数 ,以 及 大 于 1 且 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 整数 e， 利 


用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (n，e) 加 密 该 消息 。 


. 给 定 一 个 有 效 的 RSA 密 钥 (n，e)， 以 及 素数 p 和 g， 满 足 n 二 pq， 找 出 相应 的 解密 密 钥 d。 
. 给 定 一 则 用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (nx，e) 加 密 的 消息 ， 以 及 相应 的 解密 密 钥 4， 解 密 该 消息 。 
. 利用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交换 协议 生成 一 个 共享 密 钥 。 

. 给 定 双方 的 RSA 公 钥 和 私 钥 ， 一方 发 送 签名 的 秘密 消息 给 男 一 方 。 


计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 
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. 对 不 超过 100 的 每 个 素数 p， 判断 2 一 1 是 否 为 素数 。 
. 在 大 梅森 数 2* 一 1 的 某 个 范围 内 做 测试 以 判断 其 是 否 为 素数 。( 可 能 需要 使 用 GIMPS 项 目的 软件 。) 
. 判断 Q, 二 pipo…pn 十 1 是 否 是 素数 ， 其 中 pl ，ps，…，p, 是 n 个 最 小 的 素数 ， 对 尽 可 能 多 的 正 整 数 n 


做 该 题 。 


. 寻找 单 变量 多 项 式 ， 使 得 其 在 很 长 的 连续 整数 上 的 值 均 为 素数 。 

.。 尽 可 能 多 地 寻找 形 如 下 十 1 的 素数 ， 其 中 是 正 整 数 。 现 在 还 不 知道 是 否 存 在 无 限 多 个 这 样 的 素数 。 

. 试 找 出 10 个 不 同 的 各 有 100 位 数字 的 素数 。 

. 小 于 1 000 000 的 素数 有 多 少 个 ? 小 于 10 000 000 的 呢 ?” 小 于 100 000 000 的 呢 ? 你 能 否 提出 小 于 z 的 


素数 个 数 的 估算 值 ， 这 里 x 是 正 整 数 ? 


,. 找 出 随机 选取 的 10 个 不 同 的 20 位 数 的 奇数 的 一 个 素 因 子 。 记 录 找 出 每 个 整数 的 因子 所 消耗 的 时 间 。 


对 10 个 30 位 数 的 奇数 、40 位 数 的 奇数 等 尽 可 能 多 地 做 同样 的 计算 。 


. 找 出 所 有 不 超过 10 000 的 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 
写作 课题 


AN 


用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1, 


试 描述 用 于 判断 梅森 数 是 否 为 素数 的 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 测 试 。 讨 论 GIMPS 项 目 在 用 这 一 测试 来 寻找 梅森 
素数 方面 的 进展 。 


. 试 解释 随机 性 素数 性 测试 如 何在 实践 中 用 来 生成 几乎 肯定 是 素数 的 非常 大 的 数 。 这 种 测试 是 否 有 任何 


潜在 的 次 端 ? 


. 早 在 75 年 前 提出 的 是 否 存 在 无 限 多 个 卡 米 切 尔 数 的 问题 近期 得 到 了 解答 。 试 描述 存在 无 限 多 个 这 种 


数 的 证 明 中 所 涉及 的 要 点 。 


. 就 复杂 度 和 目前 能 分 解 的 数 的 大 小 而 言 ， 试 总 结 因 子 分 解 算法 的 现状 。 你 认为 什么 时 候 分 解 200 位 的 


数 将 是 可 行 的 ? 


. 试 描述 现代 计算 机 中 实际 使 用 的 正 整数 加 、 减 、 乘 、 除 算法 。 
. 试 描述 中 国 剩余 定理 (孙子 定理 ) 的 历史 。 描 述 在 中 国 和 印度 著作 中 提出 的 一 些 相关 问题 以 及 怎样 将 中 


国 剩余 定理 用 于 求解 这 些 问题 。 
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7. 什么 时 候 序 列 中 的 数 是 真正 的 随机 数 ， 而 非 伪 随 机 数 ? 用 伪 随 机 数 做 仿真 或 试验 时 观察 到 了 什么 样 的 
缺陷 ? 伪 随 机 数 有 哪些 性 质 是 随机 数 不 该 有 的 ? 

8. 试 解释 国际 银行 账户 号 码 (International Bank Account Number，IBAN) 的 校 验 码 是 如 何 得 到 的 ， 并 讨 
论 哪 些 类 错误 能 通过 这 个 校 验 码 发 现 。 

9. 试 描述 计算 信用 卡号 的 校 验 码 的 Luhn 算法 ， 并 讨论 哪些 类 错误 能 通过 这 个 校 验 码 发 现 。 

10. 试 阑 述 如 何 利用 同 余 式 来 告诉 任意 一 天 是 星期 几 。 

11. 试 描述 公 钥 密码 学 是 如 何 应 用 的 。 就 因子 分 解 算法 的 现状 而 言 ， 这 种 应 用 方式 安全 吗 ? 现在 用 公 钥 
密码 加 密 的 信息 在 将 来 会 变 得 不 安全 吗 ? 

12. 试 描述 怎样 用 公 钥 密码 生成 签名 的 保密 消息 ， 使 得 接收 方 有 相当 把 握 确 认 这 个 消息 是 由 声称 发 送 消 
息 的 人 所 发 送 的 。 

13, 试 描述 拉 宾 (Rabin) 公 钥 密 码 系统 ， 解 释 如 何 加 密 和 解密 消息 ， 以 及 为 什么 它 适 合用 做 公 钥 密码 

统 。 Re 
* 14. 试 解释 为 什么 选用 大 素数 p 作为 RSA 密码 系统 中 加 密 用 的 模 数 是 不 合适 的 。 即 ， 解 释 如 果 模 数 是 一 个 

大 素数 而 不 是 两 个 大 素数 的 乘积 ， 则 有 人 如 何 能 在 不 需要 过 多 计算 的 情况 下 从 相应 的 公 钥 找 出 私 钥 。 

15. 试 解释 加 密 散 列 函数 意味 着 什么 ? 这 样 一 个 函数 必须 具有 的 重要 性 质 是 什么 ? 

16. 试 解释 金 特 里 用 于 构建 全 同 态 密码 系统 的 步骤 。 
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归纳 与 递归 





许多 数学 命题 都 这 样 的 断言 某 种 性 质 对 所 有 正 整 数 来 说 ， 都 为 真 。 这 种 命题 的 例子 有 : 
对 于 每 个 正 整数 zw，z! 三 w; w 一 n 能 被 3 整除 ;2 个 元 素 的 集合 有 2" 个 子 集 ， 前 2 个 正 整 数 之 
和 是 n(n 十 1)/2 等 。 本 章 和 本 书 的 一 个 主要 目标 是 让 学 生 彻底 理解 证 明 这 类 结果 的 数学 归纳 法 。 

数学 归纳 法 分 两 部 分 来 证 明 。 首 先 ， 证明 命题 对 于 正 整 数 1 成立。 其 次 ， 证明 如 果 命 题 对 于 一 
个 正 整数 成 立 ， 那 么 对 于 下 一 个 正 整数 它 也 必然 成 立 。 数 学 归纳 法 基于 推理 规则 : 如 果 对 于 正 整 数 
域 来 说 ，P(G1D) 和 YACP(CD)- 一 PC 二 1)) 均 成 立 ， 那 么 YzP(zo) 也 成 立 。 数 学 归纳 法 可 以 用 来 证 明 结论 
的 巨大 变化 情况 。 理 解 如 何 阅读 和 构造 采用 数学 归纳 法 的 证 明 是 学 习 离 散 数学 的 一 个 关键 目标 。 

第 2 章 已 明确 定义 了 集合 和 函数 ， 即 通过 列举 集合 元 素 或 给 出 刻画 集合 元 素 的 某 种 性 质 来 
描述 集合 ; 对 函数 值 则 给 出 公式 。 基 于 数学 归纳 法 ,我 们 则 有 另 一 种 重要 方式 来 定义 这 些 对 
象 。 要 定义 函数 ， 就 要 规定 某 些 初始 项 ， 从 而 给 出 由 已 知 值 求 后 续 值 的 规则 。( 我 们 在 第 2 章 
中 用 递 推 关 系 定 义 序列 时 遇 到 过 这 种 定义 方式 。) 定 义 集合 是 通过 列举 某 些 集合 元 素 ， 给 出 从 集 
合 中 已 知 元 素来 构造 其 他 元 素 的 规则 。 这 样 的 定义 称 为 递归 定义 ， 在 离散 数学 和 计算 机 科学 中 
大 量 使 用 。 一 旦 递归 定义 了 集合 ， 就 可 用 所 谓 的 结构 归纳 法 来 证 明 关 于 这 个 集合 的 结论 。 

当 一 个 问题 的 解 题 过 程 被 指定 之 后 ， 该 过 程 就 必须 总 能 得 出 正确 的 解 。 仅 仅 测试 出 一 组 输 
人 值 结果 正确 ， 并 不 能 说 明 这 个 过 程 总 是 正确 地 工作 。 只 有 证 明 过 程 总 是 产生 正确 结果 ， 才 保 
证 了 这 个 过 程 的 正确 性 。 本 章 最 后 一 节 介绍 一 种 程序 验证 技巧 ， 这 是 验证 过 程 正确 性 的 形式 化 
技巧 。 程 序 验证 是 一 种 以 机 械 形 式 证 明 程 序 正 确 的 现行 尝试 的 基础 。 


5. 1 数学 归纳 法 







5.1.1 引言 
假如 有 一 个 如 图 1 所 示 的 无 限 高 的 梯子 ， 想 知道 是 否 能 到 达 梯 子 上 的 每 一 个 阶梯 。 我 们 所 
知道 的 两 件 事 情 是 : > 
@ 可 以 到 达 梯 子 上 的 第 一 个 阶梯 。 如 果 能 到 达 梯 子 的 


@ 如 果 能 到 达 梯 子 上 某 个 特定 阶梯 、 那 么 就 能 到 达 它 的 。 玉生 的 说 人 可 能 到 


下 一 个 阶梯 。 v 
那么 ， 是 否 能 得 到 可 以 到 达 梯 子 上 的 每 一 个 阶梯 的 结 (EN et! 

论 ? 由 @ 知 道 ， 我 们 能 到 达 第 1 个 阶梯 。 此 外 ， 由 于 能 到 达 

“第 1 个 阶梯 ， 由 四 可 知 ， 我 们 能 到 达 第 2 个 阶梯 、 因 为 它 是 

第 1 个 阶梯 的 下 一 个 阶梯 ;再 应 用 @@， 由 于 能 到 达 第 2 个 阶 

梯 ， 我 们 也 能 到 达 第 3 个 阶梯 ; 继续 这 个 过 程 ， 可 证 明 我 们 

能 到 达 第 4 个 阶梯 ， 以 此 类 推 。 例 如 ， 当 应 用 100 次 四 之 后 ， 

我 们 到 达 了 第 101 个 阶梯 。 那 么 是 否 能 得 到 我 们 能 到 达 这 个 

无 限 梯子 上 的 每 一 个 阶梯 的 结论 ? 答案 是 肯定 的 ， 利 用 一 个 ”可 以 到 达 

重要 的 证 明 技巧 ， 即 所 谓 的 数学 归纳 法 ， 就 能 验证 这 样 的 结 ”梯子 的 第 1 

论 。 也 就 是 说 ， 我 们 能 够 证 明 ， 对 每 一 个 正 整数 mn，P(mD) 都 “ 阶 开 

是 正确 的 ， 其 中 P(n) 是 我 们 能 够 到 达 梯 子 上 的 第 个 阶梯 这 

一 命题 。 图 1 扑 无 限 高 的 梯子 
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数学 归纳 法 是 证 明 这 种 断言 的 极其 重要 的 证 明 技术 。 在 本 节 和 和 后面 的 章节 中 ， 数 学 归纳 法 
将 被 大 量 用 来 证 明 关 于 各 种 各 样 离散 对 象 的 结果 。 例 如 用 来 证 明 关 于 算法 的 复杂 度 、 特 定 类 型 
计算 机 程序 的 正确 性 、 有 关 图 与 树 的 定理 ， 以 及 各 种 恒等式 和 不 等 式 的 结论 。 

本 节 描 述 如 何 使 用 数学 归纳 法 ， 并 说 明 为 什么 数学 归纳 法 是 有 效 的 证 明 技 巧 。 一 定 要 注意 
的 是 : 数学 归纳 法 只 能 证 明 通过 其 他 方式 获得 的 结论 ， 它 不 是 发 现 公式 或 定理 的 工具 。 


5.1.2 数学 归纳 法 

一 般 而 言 ， 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 这 样 一 类 命题 ， 对 于 所 有 正 整 数 n，P(n) 为 真 ， 其 中 
P(n) 是 命题 函数 。 数 学 归纳 法 的 证 明 包 含 两 个 步骤 : 一 是 基础 步骤， 在 基础 步骤 中 要 证 明 
P(1) 为 真 ; 二 是 归纳 步骤 ， 在 归纳 步骤 中 要 证 明 对 所 有 的 正 整 数 k， 如 果 P(&) 为 真 ， 则 PCk 十 
1) 为 真 。 、 


i 






为 了 使 用 数学 归 纵 法 的 原理 完成 一 个 证 明 的 归纳 步 台 ,我 们 需要 假定 对 任意 一 个 正 整数 
k，P(k) 为 真 ， 并 证 明 在 此 假定 下 ，P(k 十 1) 必 为 真 。P(k) 为 真 的 假设 叫 作 归纳 假设 。 一 旦 用 
数学 归纳 法 完成 了 一 个 证 明 中 的 两 个 步骤 ， 那么 就 已 经 证 明 对 所 有 的 正 整数 而 言 P(n) 为 真 。 
也 就 是 说 ,已 经 证 明了 YnP(n) 为 真 ， 其 中 的 量词 是 全 体 正 整 数 的 集合 。 在 归纳 步骤 中 ， 要 证 
明 Yk(P(k) 一 PC(k 十 1)) 为 真 ， 其 中 的 论 域 仍 是 正 整数 集合 。 

作为 推理 规则 的 一 种 表达 方式 ， 这 一 证 明 技 巧 可 描述 为 

(PC(1) A VECP(k) -> P(E+1)))—> VnP(n) 

其 中 的 论 域 是 正 整数 集合 。 由 于 数学 归纳 法 是 如 此 重要 的 证 明 技 术 ， 所 以 值得 详细 解释 使 用 这 
个 技术 的 证 明 步 邓 。 为 了 证 明 对 所 有 正 整 数 来 说 ，P(n) 为 真 ， 首先 证 明 P(1) 为 真 。 这 等 于 
证 明 当 在 P(z) 里 用 1 替换 nn 时 所 得 到 的 特殊 命题 为 真 。 然 后 必须 证 明 对 每 个 正 整 数 & 来 说 ， 都 
有 P(k) 一 P(k 十 1) 为 真 。 为 了 证 明 对 每 个 正 整 数 上 来 说 这 个 丝 含 式 为 真 ， 需 要 证 明 当 PCR) 为 
真 时 P(k 十 1) 不 能 为 假 。 可 以 通过 假设 PC(k) 为 真 ， 而且 证 明 在 此 假设 下 PC(k 十 1) 也 必然 为 真 来 
完成 这 个 证 明 。 

评注 ”在 数学 归纳 法 证 明 里 并 不 假定 对 所 有 正 整 数 来 说 P(k) 为 真 ! 只 是 证 明 : 若 假 定 
P(k) 为 真 ， 则 PC(k 十 1) 也 为 真 。 因此， 数学 归纳 法 证 明 不 属于 回避 问题 或 循环 论证 的 情形 。 

在 证 明 完成 基础 步骤 和 归纳 步骤 之 后 ， 即 证 明 P(n) 对 于 所 有 正 整 数 n 都 成 立 之 后 ， 我 们 
知道 P(1) 为 真 。 这 是 在 基础 步骤 中 证 明 的 。 接 着 可 以 得 到 P(2) 为 真 ， 因 为 我 们 知道 P(1) 为 真 


Links > 


历史 注解 ”已 知 最 早 的 对 数学 归纳 法 的 使 用 ， 是 在 16 世纪 数学 家 弗朗西斯 科 ， 毛 洛 利 可 (Francesco 
Maurolico，1494 一 1575) 的 著作 里 。 毛 洛 利 可 写 过 大 量 关 于 经 典 数 学 的 著作 ， 并且 对 几何 学 和 光学 做 出 
过 许多 贡献 。 在 他 的 著作 《Arithmeticorum Libri Duo》 里 ， 毛 洛 利 可 给 出 了 整数 的 各 种 性 质 和 对 这 些 性 质 
的 证 明 。 为 了 证 明 其 中 的 某 些 性 质 ， 他 设计 出 数学 归纳 法 这 个 方法 。 在 这 本 书 里 ， 他 对 数学 归纳 法 的 第 
一 次 使 用 是 为 了 证 明 前 nn 个 正 奇数 之 和 等 于 n?*。 奥 古 斯 塔 ， 德 。 摩根 被 誉 为 在 1838 年 第 一 个 使 用 数学 归 
纳 法 表示 正式 证 明 的 人 ， 并且 引入 了 “数学 归纳 法 ”这 一 术语 。 毛 洛 利 可 的 证 明 是 非 正 式 的 ， 他 从 未 使 
用 “归纳 ”这 个 词 。 更 多 关于 数学 归纳 法 的 历史 参见 [Gullj]。 














加 不幸 的 是 ,“ 数 学 归纳 法 ”这 一 术语 与 用 于 描述 其 他 类 型 推理 中 的 术语 是 冲突 的 。 在 逻辑 学 中 ， 演 绎 推理 使 用 
推理 规则 从 前 提 导 出 结论 ;归纳 推理 是 通过 证 据 来 支持 结论 ， 而 不 是 确定 结论 。 数 学 证 明 ， 包 括 使 用 数学 归 
纳 法 的 论据 ， 都 是 演绎 推理 ， 而 不 是 归纳 推理 。 


Assesement》 








并 且 从 归纳 步 又 可 知 P(1) 一 P(2)。 进 一 步 ， 我们 知道 P(3) 为 真 ， 因 为 P(2) 为 真 且 从 归纳 步 
又 可 知 P(2) 一 P(3)。 使 用 有 限 次 数 的 推导 继续 这 一 方法 ， 可 知 对 于 任 一 特定 正 整 数 n，P(n) 
成 立 。 

数学 归纳 法 工作 原理 的 记忆 方法 考虑 前 面 那个 无 限 高 的 梯子 以 及 到 达 每 个 阶梯 的 规 
则 ， 可 以 帮助 我 们 记 住 数 学 归纳 法 是 如 何 工作 的 。 注 意 ， 无 限 高 梯子 中 的 命题 1) 和 2) 恰 好 
分 别 是 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n 而 言 ，P(n) 为 真 时 的 基础 步骤 和 归纳 步骤 ,其 中 P(n) 是 命题 
“我 们 能 够 到 达 第 nn 个 阶梯 ”。 因 此 ， 可 以 应 用 数学 归纳 法 得 出 “我 们 能 够 到 达 每 个 阶梯 ”的 
结论 。 

另 一 种 描述 数学 归纳 法 原理 的 方法 是 考虑 一 个 排列 无 限 长 的 多 米 诺 骨牌 分别 标 有 号 码 
1，2，3，…，7?，…， 其 中 每 张 多 米 诺 骨牌 都 直立 着 。 设 PC(n) 是 命题 ,多米诺 骨牌 n 被 撞 倒 。 
如 果 第 一 张 多 米 诺 骨牌 被 撞 倒 ， 即 P(1) 为 真 ， 并 且 i 
如 果 每 当 第 & 张 多 米 诺 骨牌 被 撞 倒 时 ， 它 也 撞 倒 第 
& 十 1 张 多 米 诺 骨 牌 ， 即 对 所 有 的 整数 & 如 果 了 CR) 一 
P(k 十 1) 为 真 ， 那么 所 有 的 多 米 诺 骨牌 都 被 撞 倒 。 图 
2 解释 了 这 一 点 。 


5. 1.3 为 什么 数学 归纳 法 是 有 效 的 

为 什么 数学 归纳 法 是 一 种 有 效 的 证 明 技 术 ? 原因 
来 自 附 录 A 中 所 列 出 的 正 整 数 集合 的 一 个 良 序 性 公 
理 : 正 整 数 集合 的 任何 非 空子 集 都 有 最 小 元 素 。 假 定 
知道 P(1) 为 真 ， 而 且 对 所 有 正 整数 来 说 ,命题 
P(k) 一 PC(k 十 1) 为 真 。 为 了 证 明 对 所 有 正 整数 n 来 说 
Pl(n) 必 为 真 ， 可 以 假定 至 少 存在 一 个 正 整 数 n 使 
P(m) 为 假 ， 那么 使 PCn) 为 假 的 正 整数 集合 S 非 空 。 
因此 ， 根据 良 序 性 公理 ，S 中 必 有 一 个 最 小 元 素 ， 把 
它 表 示 成 mw。 可 以 知道 不 可 能 是 1， 因 为 P(1) 为 ”图 2 用 多 米 诺 骨 牌 解释 数学 归纳 法 原理 
真 。 因 为 m 是 正 的 而 且 大 于 1， 所 以 m 一 1 是 一 个 正 整 数 。 另 外 ， 因 为 m 一 1 小 于 mm, 且 m 一 1 
不 属于 S， 所 以 P(m 一 1) 必 然 为 真 。 因 为 蕴含 式 PCm 一 1) 一 PC(m) 也 为 真 ， 所 以 PCm) 必 为 真 。 
这 与 m 属 于 S 相 矛 盾 。 因 此 ， 对 所 有 正 整数 而 言 ，P(n) 必 为 真 。 

评注 “在 本 书 中 ， 我 们 将 正 整数 的 良 序 性 当 作 公理 。 我 们 证 明了 数学 归纳 法 是 一 种 有 效 的 
证 明 技术 。 然 而 ， 我 们 本 可 以 将 数学 归纳 法 原理 当 作 公 理 ， 并 证 明正 整数 是 良 序 的 。 这 样 ， 正 
整数 的 良 序 性 与 数学 归纳 法 原理 就 是 等 价 的 。( 在 5.2 节 ， 我 们 将 给 出 直接 使 用 良 序 性 的 证 明 
实例 。 本 节 的 练习 41 要 求证 明正 整数 的 良 序 性 是 数学 归纳 法 原理 的 一 个 推论 。) 


5.1.4 选择 正确 的 基础 步骤 

数学 归纳 法 可 以 用 于 证 明 的 定理 并 不 限于 “对 于 所 有 正 整 数 n，P(n) 为 真 ” 这 样 的 形式 。 
有 时 需要 证 明 “ 对 于 n= 二 6，6 十 1，5 十 2，…，P(n) 为 真 "， 其 中 5 是 不 等 于 1 的 整数 。 只 要 改 
变 基础 步 又 ， 将 p(1) 变 为 p(5)， 就 可 以 用 数学 归纳 法 来 完成 这 个 证 明 。 换 言 之 ， 要 用 数学 归 
纳 法 证 明 “ 对 于 n 二 6，6 十 1，6 十 2，… ,5 是 不 等 于 1 的 整数 ，P(n) 为 真 "， 我 们 需要 做 的 是 : 
在 基础 步骤 时 证 明 p(5) 为 真 ; 在 归纳 步骤 时 证 明 对 于 & 二 6，6 十 1，5b 十 2，…， 蕴 含 式 PCR) 一 
P(k 十 1) 为 真 。 注 意 5 可 以 为 负 、 为 零 或 为 正 。 回 忆 前 面 使 用 的 比喻 ,想象 在 多 米 诺 骨 有 牌 中 ， 
首先 撞 倒 第 2 张 多 米 诺 骨牌 (基础 步骤 ) ， 当 每 张 多 米 诺 骨牌 倒 下 时 ， 它 就 撞 倒 下 一 张 多 米 诺 骨 
牌 (归纳 步骤 ) 。 请 读者 证 明 这 种 形式 的 归纳 是 有 效 的 ( 见 练习 85) 。 

稍 后 我 们 将 用 例 3 来 说 明 这 个 问题 。 例 3 描述 的 是 一 个 求 和 公式 对 所 有 非 负 整数 的 有 效 
性 。 我 们 只 需要 证 明 “ 对 于 n= 二 0，1，2，…，p(n) 为 真 *， 所 以 基础 步骤 是 证 明 p(0) 为 真 。 
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5.1.5 运用 数学 归纳 法 进行 证 明 的 原则 

例 1~ 例 14 将 说 明 如 何 运 用 数学 归纳 法 来 证 明 不 同 的 定理 ， 每 道 例题 都 包含 数学 归纳 法 需 
要 的 所 有 元 素 。 此 外 ， 我 们 也 提供 了 一 个 无 效 的 数学 归纳 法 证 明 的 例子 。 在 给 出 这 些 证 明之 
前 ， 我 们 先 讨论 一 些 运 用 数学 归纳 法 构造 正确 证 明 的 有 用 原则 。 








在 以 下 14 个 例题 中 ， 你 将 看 到 我 们 如 何 完成 模板 中 所 描述 的 步骤 。 在 需要 运用 数学 归纳 
法 的 练习 中 遵循 这 些 原 则 是 很 有 帮助 的 。 在 练习 和 后 面 章 节 中 的 其 他 各 种 数学 归纳 法 中 ， 这 些 
原则 也 是 适用 的 。 


5.1.6 数学 归纳 法 的 优点 与 缺点 

在 开始 使 用 数学 归纳 法 之 前 有 一 点 非常 重要 。 数 学 归纳 法 的 优点 在 于 它 能 用 于 证 明 已 经 构 
造 好 的 猜想 (是 正确 的 ) 。 缺 点 是 它 不 能 用 于 发 现 新 定理 。 数 学 家 有 时 对 使 用 数学 归纳 法 证 明 不 
是 非常 满意 ， 因 为 这 种 方法 不 能 提供 关于 这 些 定理 为 什么 是 正确 的 启示 。 许 多 定理 可 以 使 用 包 
括 数 学 归纳 法 在 内 的 方法 证 明 。 而 数学 家 更 愿意 选择 其 他 方法 而 不 是 数学 归纳 法 ， 因 为 其 他 方 
法 能 带 来 关于 正确 性 的 启示 。( 见 例 8 及 其 后 的 “评注 ”。) 


5.1.7 利用 数学 归纳 法 证 明 的 例子 

许多 定理 都 阐述 了 这 样 的 事实 : 对 所 有 的 正 整 数 n 而 言 ，P(n) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 命题 函 
数 。 数 学 归纳 法 是 证 明 此 类 定理 的 一 种 方法 。 换 句 话 说 ， 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 形 如 Vnp(n) 
的 一 类 定理 ， 其 中 的 论 域 是 正 整数 集合 。 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 非 常 广泛 的 一 类 定理 ， 其 中 的 
每 个 定理 都 具有 上 述 形 式 。( 注 意 ， 有 些 命题 隐 式 包含 了 全 称 量词 。 命 题 “ 如 果 nn 是 一 个 正 整 
数 ， 那 么 mw 一 nn 能 被 3 整除 ”就 是 这 样 的 例子 。 显 式 表 达 其 隐 含 的 全 称 量 词 就 是 “对 于 每 一 个 
正 整 数 n，w 一 nn 能 被 3 整除 ”。) 

我 们 将 给 出 大 量 的 例子 来 阐述 如 何 使 用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 将 要 证 明 的 定理 包括 求 和 公 
式 、 不 等 式 、 关 于 集合 的 组 合 恒等式 、 整 除 性 结论 、 关 于 算法 的 定理 ， 以 及 其 他 一 些 创 新 性 的 
结论 。 在 本 节 和 后 面 各 节 中 ， 将 利用 数学 归纳 法 证 明 许多 其 他 类 型 的 结论 ， 包 括 计算 机 程序 和 
算法 的 正确 性 。 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 大 量 的 定理 ， 这 些 定理 可 能 与 本 书 中 所 给 出 的 例子 相 
似 ， 或 者 形式 完全 不 同 。( 要 了 解数 学 归纳 法 更 有 趣 和 更 多 的 证 明 结 果 ， 可 以 参看 Daivd 
Gunderson[ Gull] 写 的 《数学 归纳 法 手册 》(Handbook of Mathematical Enduction) 一 书 。) 

在 归纳 法 证 明 中 ,会 经 常 犯 各 种 错误 。 我 们 将 会 在 本 节 的 最 后 以 及 本 节 练 习 中 给 出 一 些 不 
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正确 的 证 明 ， 以 示 说 明 。 为 了 避免 在 数学 归纳 法 证 明 时 犯错 误 ， 可 以 遵循 5.1.5 节 给 出 的 指导 
原则 。 

了 解 在 什么 情况 下 使 用 归纳 假设 ”为 了 帮助 读者 理解 本 节 中 数学 归纳 法 的 证 明 例题 ， 我 们 
将 注 明 归纳 假设 使 用 的 地 方 。 我 们 将 采用 三 种 方式 表示 : 在 文字 中 明显 标注 ， 在 等 式 或 者 不 等 
式 上 插入 缩写 IH( 表 示 归 纳 假设 )， 或 者 在 多 行 显示 中 指出 归纳 假设 是 推理 的 一 个 步骤 。 

证 明 求 和 公式 ”通过 证 明 几 个 不 同 的 求 和 公式 开始 使 用 数学 归纳 法 。 我 们 将 会 看 到 ， 数 学 
归纳 法 尤其 适用 于 证 明 这 类 公式 的 有 效 性 。 不 过 ， 求 和 公式 也 可 以 用 其 他 方法 来 证 明 ， 这 一 点 
并 不 奇怪 ， 因 为 一 个 定理 的 证 明 通 常 有 许多 种 方法 。 使 用 数学 归纳 法 的 一 个 主要 缺点 是 不 能 用 
它 来 导出 一 个 求 和 公式 。 也 就 是 说 ， 在 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 公式 之 前 ， 该 公式 已 经 存在 了 。 

例 1 一 4 举例 说 明了 怎么 用 数学 归纳 法 证 明 求 和 公式 。 第 一 个 数学 归纳 法 的 例子 是 证 明 一 
个 求 和 公式 : 最 小 的 nn 个 正 整数 之 和 的 闭 公式 。 


证 明 : 车 nn 是 正 整 数 ， 则 1 十 2 十 … 十 n= 


解 设 P(m) 是 命题 , 前 个 正 整数 之 和 是 号 -，。 要 证 明 对 n 一 1，2，3，…，P(n) 为 


真 必须 做 两 件 事 情 ， 即 必须 证 明 P(1) 为 真 ， 以 及 对 二 1，2，3，… 来 说 条 件 语句 P(k) 蕴 含 
Pk 十 1) 为 真 。 


基础 步骤 : P(1) 为 真 ， 因 为 1 一 站 二 (等 式 左边 为 1 是 因为 第 一 个 正 整数 之 和 为 1， 竺 


n(n 二 1) 
a 


式 右边 为 1 是 因为 1 代入 后 ， 开 号 为 1)， 


归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ,假定 对 任意 一 个 正 整 数 k，P(k) 成 立 ， 即 假定 

| 1+2+… 十 一 人 一 
在 这 个 假设 之 下 ， 必 有 P(k 十 1) 为 真 ， 即 
1 十 2 十 … 十 & 十 (十 1) = 





本 
2 2 





也 为 真 。 

我 们 看 一 下 如 何 利用 前 面 的 归纳 假设 P(k) 为 真 来 证 明 PC(k 十 1) 成 立 。 观 察 一 下 ，P(k 十 1) 
的 左边 求 和 比 PC(&) 的 左边 求 和 多 k& 十 1， 因 此 ， 我 们 的 策略 是 在 P(%) 等 式 的 两 边 同时 加 上 十 
1， 并 通过 简化 代数 形式 来 完成 归纳 步骤 。 

回 到 归纳 步 又，P(CA) 等 式 的 两 边 都 加 上 & 十 1， 得 到 


RCR 十 1) 
2 


2 直人 二 天 十 二 也 二 二 CEFF 1) 





_ k(k 十 1) 十 2(k 十 1) 
2 


(Ek 十 1)(k 十 2) 
2 


最 后 这 个 等 式 证 明了 在 P() 为 真 的 假设 下 ，P(k 十 1) 为 真 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤， 因此 ， 根据 数学 归纳 法 知道 对 所 有 的 nw，P(n) 为 
真 。 也 就 是 说 ,已 经 证 明了 对 所 有 的 n，1 十 2 十 … 十 n 二 n(n 十 1)/2。 4 

正如 前 面 所 说 明 的 ， 数 学 归纳 法 不 是 一 种 寻求 所 有 正 整数 定理 的 工具 。 相 反 ， 它 是 一 种 证 
明 一 类 猜想 结论 的 方法 。 在 例 2 中 ， 将 利用 数学 归纳 法 生成 一 个 公式 ， 同 时 证 明 一 个 猜想 。 

@ 加 为 前 ， 个 奇数 猜想 一 个 求 和 公式 ， 然 后 利用 数学 归纳 法 来 证 明 你 的 猜想 。 

解 对 n= 二 1，2，3,，4,，5， 前 nn 个 正 奇数 之 和 为 

1 二 1, 1 十 3 二 4， 1 十 3 十 5 三 9;， 1 十 3 十 5 十 7=36; -1 十 3 直 5 十 7? 十 9 二 25 
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根据 上 述 这 些 值 猜想 前 个 正 奇 数 之 和 为 n* 是 合理 的 ， 即 1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) 二 nw 。 
我 们 需要 一 个 方法 来 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 ， 如 果 事 实 确实 如 此 。 

设 P(n) 表 示 命 题 ， 前 nn 个 正 奇数 之 和 是 ww。 我 们 的 猜想 是 : 对 所 有 正 整数 而 言 PCn) 为 真 。 
为 了 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 该 猜想 ， 必 须 首 先 完 成 基础 步骤， 即 必 须 证 明 P(1) 为 真 ， 然后 必须 
完成 归纳 步骤， 即 必 须 证 明 当 假定 PCR) 为 真 时 PC(k 十 1) 为 真 。 现 在 我 们 来 完成 这 两 个 步骤 。 

基础 步骤 : P(1) 表 示 第 1 个 正 奇数 之 和 是 1 。 这 是 真 的 ， 因 为 第 1 个 正 奇数 之 和 是 1。 基 
础 步骤 完成 。 

归纳 步 又: 为 了 完成 归纳 步 又， 必须 证 明 对 所 有 正 整 数 & 来 说 ， 命 题 P(k) 一 P(k 十 1) 为 
真 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 假 定 对 正 整 数 & 来 说 ，P(CR) 为 真 ， 即 

ij 二 5 二 二 于 (人 一 到 三 应 

(注意 第 个 正 奇数 是 (2k 一 1)， 因 为 该 整数 是 由 2 倍 的 (一 1) 加 1 而 得 到 的 。) 为 证 明 VACP(CA) -一 > 
PC 十 1)) 为 真 ， 必 须 证 明 ， 假定 PCk) 为 真 (归纳 假设 )， 则 .PC 十 1) 为 真 。 注 意 PC 十 1) 是 命题 














1 十 3 十 5 十 … 十 (2& 一 1) 十 (2& 十 1) 二 (十 1)? 
在 完成 归纳 步 又 之 前 ， 我 们 先 想 一 下 证 明 策 略 。 数 学 归纳 法 证 明 的 这 个 阶段 要 找到 一 种 方 
法 来 从 归纳 假设 证 明 PCR 十 1) 为 真 。 这 里 我 们 发 现 1 十 3 十 5 十 … 十 (2& 一 1) 十 (2& 十 1) 是 前 到 项 


和 1 十 3 十 5 十 … 十 (2& 一 ]) 加 上 最 后 一 项 (2& 十 1) 。 所 以 我 们 可 以 用 归纳 假设 将 1 十 3 十 5 十 … 十 
(2& 一 1) 换 为 刀 。 
现在 返回 我 们 的 证 明 ， 可 以 发 现 : 











1 十 3 十 5 十 … 十 (2k 一 1) 十 (2k 十 1)== [1 十 3 十 … 十 (2k 一 1)] 十 (2k 十 1) 
三 天 十 (2k 十 1) 
二 如 十 2 十 1 
二 (k 十 1)? 
这 就 证 明了 PCk 十 1) 可 以 从 P(k) 导 出 。 注 意 在 第 二 个 等 式 里 使 用 了 归纳 假设 PC(R) ， 即 用 己 代 
替 前 & 个 正 奇数 之 和 。 


现在 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又 。 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 证 明了 P(1) 为 真 ， 而 且 对 所 
有 正 整数 & 来 说 ， 列 含 式 P(k) 一 P(k 十 1) 为 真 。 所 以 ,根据 数学 归纳 法 原理 ， 可 以 得 出 结论 : 
对 所 有 正 整 数 ” 来 说 己 (z) 为 真 。 即 对 所 有 正 整数 2，1 十 3 十 5 十 … 十 (27 一 1) 一 到 。 本 
@@ 国 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 所 有 非 负 整 数 ”来 说 ， 
1 十 2 十 22 十 … 十 2" 一 2 一 1 
解 ” 设 PC(n) 是 命题 ,对 所 有 非 负 整 数 来 说 ，1 十 2 十 2 十 … 十 2" 二 2"1!1 一 1。 
基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 2" 二 1 二 2! 一 1 。 这 就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步骤 : 由 归纳 假设 ,我 们 假定 P(8) 为 真 。 即 假定 
1 十 2 十 2 十 … 十 2* 二 24+1 一 1 
为 了 利用 该 假定 来 完成 归纳 步 又 ， 必 须 证 明 : 如 果 P(k) 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 为 真 。 即 在 
归纳 假设 P(k) 下， 必须 证 明 
TI 十 2 十 2 十 当 十 2 十 241 二 24tDt1 一 1] 二 24+2 一 ] 
在 P(k) 的 假设 下 ， 有 
1 十 2 十 2 十 一 十 2 十 2 二 (1 十 2 十 2 十 十 24) 十 2 
2 (241 一 1) 十 2%! 
= 8% 2.—] 
As 
注意 ， 在 第 二 个 等 式 中 ， 利 用 了 归纳 假设 ,用 2 和 :一 1 代替 了 1 十 2 十 2 十 … 十 2。 这 样 就 
完成 了 归纳 步骤 。 

















因为 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤， 所 以 根据 数学 归纳 法 知道 ， 对 所 有 非 负 整数 而 
言 ，P(z) 为 真 ， 即 对 所 有 非 负 整 数 2，1 十 2 十 … 十 2 一 2 一 1。 4 

例 3 中 给 出 的 公式 是 几何 级 数 项 一 般 求 和 结果 的 一 种 特殊 情况 (2.4 节 中 的 定理 1)。 我 们 
将 利用 数学 归纳 法 给 出 该 公式 的 另外 一 种 证 明 方法 。 

@ 萝 几何 级 数 的 求 和 ”用 数学 归纳 法 证 明 一 个 几何 级 数 的 有 限 项 之 和 具有 如 下 形式 ， 


ar 一 & 
> ai; 二 a 十 ar 十 ar’ 十 … 十 ar” Fl 


其 中 是 一 个 非 负 整数 。 
解 ” 为 了 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 公式 ， 设 PCm) 是 命题 ， 一 个 几何 级 数 的 前 1 项 之 和 














的 上 述 公式 是 正确 的 。 
基础 步骤 P(0) 为 真 ， 因 为 
ar" 1 一 Q ed Cr 
Cl 了 于 


归纳 步骤 归纳 假设 是 命题 ，P(k) 为 真 ， 其 中 是 一 个 非 负 整数 。 即 PCR) 为 如 下 命题 
4 十 dr 十 or: 十 … 十 ar 一 
为 了 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 : 如 果 PC(k) 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 为 真 。 要 证 明 PCR 十 1) 为 
真 ， 先 将 这 个 等 式 的 两 边 都 加 上 ar : ， 得 到 




















a arTar 1 Fear ar 十 ar*!! 
天 
改写 这 个 等 式 的 右边 可 得 
人 Qe De dd 
六 二 让 天 站 六 二 由 
把 这 些 等 式 组 合 起 来 就 给 出 
二 
& 十 r 十 oo 于 十 … 十 co 六 十 azr 生 1 经 . 
ek 


这 就 证 明了 : 如 果 归 纳 假设 PC(k) 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 必 为 真 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 的 证 明 。 

现在 已 经 完成 了 基础 步 又 和 归纳 步 又， 根据 数学 归纳 法 知 ， 对 所 有 的 非 负 整数 2，P(z) 为 
真 。 这 就 证 明了 关于 几何 级 数 项 的 求 和 公式 是 正确 的 。 4 

正如 前 面 所 提 到 的 ， 例 3 中 的 公式 是 例 4 公 式 中 ac=1、r=2 时 的 特殊 情况 。 读 者 可 以 验 
证 ,将 a 和 vr 的 值 代 人 上 述 一 般 公 式 ， 所 得 结果 与 例 3 应 该 是 相同 的 。 

证 明 不 等 式 ”数学 归纳 法 可 用 于 证 明 大 量 的 不 等 式 ， 这 些 不 等 式 对 于 所 有 大 于 某 个 特定 正 
a 

exonpeo》 po Te 对 所 有 正 整 数 n 都 是 成 立 的 。 

解 ” 设 P(n) 是 命题 : 

基础 步骤 : C1 Ce 这 就 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 首先 给 出 归纳 假设 ,假定 对 正 整 数 k 而 言 ，P(k) 为 真 。 即 归纳 假设 P(R) 是 命题 
k 二 2*。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 : 如 果 PC) 为 真 ， 那么 PCk 十 1) 为 真 ， 即 命题 十 1 三 2%" 
为 真 。 也 就 是 说 ， 需 要 证 明 : 如 果 二 2*， 则 十 1 二 2*"'。 为 了 证 明 对 所 有 正 整 数 k， 上 面 的 蕴含 
式 为 真 ， 先 在 <2* 的 两 端 都 加 1， 由 于 1 三 2， 于 是 有 


十 1 之 2: 十 1 之 2: 十 22 汪 2 。 BA 
这 就 证 明了 PC(k 十 1) 为 真 ， 即 十 1 二 2*' 。 归 纳 步 又 完毕 。 
由 于 完成 了 基础 步 又 和 归纳 步骤 ， 因 此 ， 根 据 数学 归纳 法 ， 我 们 已 经 证 明了 : 对 所 有 的 正 
整数 n，n 二 2" 成 立 。 4 
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了 用 数学 归纳 法 证 明 ， 对 每 个 满足 n 宇 4 的 正 整 数 n 来 说 ， 有 2" 二 n!。( 注 意 ， 该 不 等 
式 对 n= 二 1，2，3 是 不 成 立 的 。) 

解 设 P(n) 是 命题 , 2"<21!。 

基础 步骤: 为 了 证 明 对 n 宇 4 来 说 这 个 不 等 式 成 立 ， 基 础 步骤 应 该 是 P(4)。 注 意 P(4) 为 
真 ， 因 为 2% 王 16 一 24 一 41。 

归纳 步骤 : 对 归纳 步 又 ， 假 定 对 & 之 4 的 正 整 数 而 言 ，P(k) 为 真 。 即 假定 对 & 宇 4 的 正 整数 
k，2* 过 &1 成 立 。 必 须 证 明 在 此 假设 下 ，P(k 十 1) 也 为 真 。 也 就 是 说 ， 必 须 证 明 : 如 果 对 & 宇 4 
的 正 整 数 而 言 ，2*: 二 k! 为 真 ， 则 有 2 所 :天 (R 十 1)1。 因 为 


2 根据 指数 的 定义 
< 网 、 根 据 归 纳 假 设 
二 (R 十 1)Rl 因为 2 二 & 十 1 
一 (k 十 1)1 根据 阶乘 函数 的 定义 


所 以 当 P(k) 为 真 时 PC(k 十 1) 为 真 。 归 纳 步 骤 完 成 。 
我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 。 因 此 ， 根 据 数学 归纳 法 ， 对 所 有 n 宇 4 的 正 整数 而 
言 ，P(n) 为 真 ， 即 已 经 证 明了 对 所 有 "之 4 的 正 整 数 ，2" 二 n! 为 真 。 q 
例 7 将 证 明 一 个 重要 的 关于 正 整数 集 的 倒数 之 和 的 不 等 式 。 
关于 调和 数 的 一 个 不 等 式 ”调和 数 H;(j 一 1，2，3，…) 的 定义 为 














| 1 | 1 | ia 1 
H,; et 2 | 3 | 人 
例如 
hl hd 
Re a 
用 数学 归纳 法 证 明 
H; ST 


其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 
解 ” 为 了 完成 这 个 证 明 , 设 P(n) 是 命题 : Ha 21+ 7。 


基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 Hw = 二 Hl 二 1 之 1 十 0/2。 
归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 P(R) 为 真 ， 即 有 Hy 宇 1 十 &/2， 其 中 是 非 负 整 数 。 必 须 证 明 : 
如 果 PC) 为 真 ， 则 PC(k 十 1) 也 为 真 ， 即 命题 及 y+1 之 1 十 (k 十 1)/2 为 真 。 因 此 ， 由 归纳 假 
设 ， 有 
Ts 1 





























L 1 1 i 
Hn ee | 到 二 IT Tg 根据 调和 数 的 定义 
Ee 1 | | 1 k 个 j 必定 
H, 十 末 二 1 | Ti 根据 第 2 个 调和 数 的 定义 
k . 1 OLE 
全 放下 根据 归纳 假设 
k 3 A 9 
> (1 十 和 二 和? 5 为 有 2* 项 ,每 项 学 1/2** 
4 1 六 网 k 
之 (1+ 也 + 却 第 2 项 中 消去 公共 因子 2 
Be 


"| 


这 样 就 完成 了 归纳 步骤 的 证 明 。 
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我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 。 因 此 ,根据 数学 归纳 法 ， 对 所 有 的 非 负 整数 ”， 
P(n) 为 真 。 也 就 是 说 ， 对 所 有 非 负 整数 n， 关 于 调和 数 的 不 等 式 Hr 之 1 十 闻 都 成 立 。 S| 
评注 ”可 以 用 这 里 证 明 的 不 等 式 去 证 明 调 和 级 数 
| 5 - 
是 一 个 发 散 的 无 穷 级 数 。 该 级 数 是 无 穷 级 数 研究 中 的 一 个 重要 的 例子 。 
证 明 整 除 性 结论 ”数学 归纳 法 可 用 来 证 明 整 数 的 整除 性 结论 。 尽 管 整数 的 整除 性 问题 用 数 
论 中 的 基本 结论 更 容易 证 明 ， 但 了 解 如 何 利 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 种 问题 将 具有 一 定 的 指导 意 
义 ， 请 参见 例 8 和 例 9。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ,ni 一 n 可 被 3 整除 。 
解 ” 为 了 构造 这 个 证 明 ， 设 P(n) 是 命题 “nw 一 n 可 被 3 整除 ”。 
基础 步骤 : 命题 P(1) 为 真 ， 因 为 1 一 1==0 可 被 3 整除 ， 这 就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 , 假定 P(8) 为 真 ， 即 如 一 & 可 被 3 整除 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 必 
须 证 明 在 归纳 假设 下 ，P(k 十 1) 为 真 。 即 证 明 (k 十 1)? 一 (k 十 1) 可 被 3 整除 。 注 意 
(十 1 一 (十 1) 二 (及 十 3 及 十 3k 十 1) 一 (十 1) 
二 (一) 十 3(k? 十 ) 
因为 在 这 个 和 里 的 两 项 都 可 被 3 整除 (第 一 项 是 根据 归纳 假设 ,第 二 项 是 因为 它 是 一 个 整数 的 3 
倍 )， 由 此 得 出 (k 十 1)” 一 (十 1) 也 可 被 3 整除 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 
因为 我 们 既 完成 了 基础 步骤 ， 又 完成 了 归纳 步骤 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ， 当 nn 是 
正 整 数 时 ,x 一 n 可 被 3 整除 。 S| 
评注 .我 们 用 例 8 说 明了 如 何 用 数学 归纳 法 来 证 明 整 除 性 结论 。 但 是 ， 也 有 一 些 更 简单 的 
证 明 方 法 。 例 如， 要 证 明 对 于 所 有 的 正 整 数 n， mW 一 n 可 被 3 整除 ， 可 用 因 式 分 解 方法 ， 即 好 一 
n 二 nz 一 1) 二 n(n 一 1)(n 十 1)= 二 (n 一 1)n(n 十 1)。 因 为 三 个 连续 整数 之 积 一 定 能 被 3 整除 (因为 
其 中 一 个 一 定 能 被 3 整除 ) ， 所 以 妈 一 风 可 被 3 整除 。 
下 一 个 例题 是 一 个 更 有 挑战 性 的 关于 整除 的 数学 归纳 法 证 明 题 。 
使 用 数学 归纳 法 证 明 7 十 8 能 被 57 整除 ，n 为 非 负 整 数 ， 
解 ” 为 了 证 明 ， 设 P(n) 表 示 命 题 “7"” 十 8”' 能 被 57 整除 ”。 
基础 步骤 : 为 了 完成 基础 步骤 ,我 们 必须 证 明 P(0) 为 真 ， 因 为 我 们 要 证 明 PCz) 对 于 所 有 
的 非 负 整数 为 真 。 我 们 可 以 看 到 P(0) 为 真 ， 因 为 7 一 十 8 一 7 十 8 一 57， 能 被 57 整除 。 这 样 
就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步骤 ,对 归纳 假设 ， 我 们 假设 对 于 任意 非 负 整数 上 ，P(CA) 成 立 。 即 假设 7 十 8**! 能 
被 57 整除 。 为 了 完成 归纳 步骤 ,我们 必须 证 明 当 假设 归纳 假设 P(R) 为 真 时 ，PCR 二 1)， 即 
了 人 让 DT 十 824+D+1 能 被 57 整除 成 立 。 
证 明 中 难 的 一 部 分 是 如 何 应 用 归纳 假设 。 基 于 归纳 假设 ， 我 们 有 如 下 几 步 : 
?Wm 二 Ty 十 82 
= 70 
= TT? 
二 776742 8 57 8 
现在 我 们 可 以 应 用 归纳 假设 ，7 和 后 十 8 能 被 57 整除 。 我 们 运用 4.1 节 定 理 1 中 的 (iD 和 
(iD 。 由 定理 1 中 的 (iD 和 归纳 假设 ， 我 们 最 后 和 式 中 的 第 一 项 7(7** ?十 8*1!) 能 被 57 整除 ; 由 
定理 1 中 的 (iD ， 和 式 中 的 第 二 项 57。8:! 能 被 57 整除 。 因 此 ， 由 定理 1 中 的 CD ， 我 们 可 以 得 
到 7(7 和 :十 82+1) 十 57。82+ 一 74t0f2 十 82etD+l 能 被 57 整除。 这样 就 完成 了 归纳 步 又。 
因为 我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 ,对 所 有 的 非 负 整数 ”， 
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7 十 8 能 被 57 整除 。 

证 明 有 关 集合 的 结论 ”数学 归纳 法 可 用 来 证 明 许多 有 关 集 合 的 结论 。 在 下 面 的 例 10 中 将 
证 明 一 个 关于 有 限 集合 子 集 个 数 的 结论 ， 而 在 例 11 中 将 建立 一 个 集合 恒等式 。 

GID 有 限 集合 子 集 的 个 数 ”用 数学 归纳 法 证 明 : 若 S 是 有 ?个 元 素 的 有 限 集合 ， 其 中 
是 一 个 非 负 整数 ， 则 S 有 2" 个 子 集 。( 在 第 6 章 里 我 们 将 以 多 种 方式 直接 证 明 这 个 结果 。) 

解 ” 设 P(n) 是 命题 有 nn 个 元 素 的 集合 有 2" 个 子 集 。 

基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 有 0 个 元 素 的 集合 ， 即 空 集 ， 恰 有 2 二 1 个 子 集 ， 即 它 自 身 。 


归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ,假定 对 所 有 非 
负 整 数 k，P(k) 为 真 ， 即 假定 所 有 个 元 素 的 a 
集合 都 有 2 个 子 集 。 必 须 证 明 在 此 假定 下 ， 命 
题 PC(k 十 1) (具有 十 1 个 元 素 的 集合 都 有 2" 个 ee 


子 集 ) 也 为 真 。 为 此 ， 设 工 是 一 个 具有 & 十 1 个 


中 是 工 中 的 一 个 元 素 ， 且 S 一 T 一 {a}( 因 此 ， Eee 
| S1= 旭 。T 的 子 集 可 以 用 如 下 方式 得 到 对 S 
的 每 个 子 集 X 而 言 ， 恰 好 存在 了 的 两 个 子 集 ， 7 


即 X 和 XUf{a}。( 图 3 将 对 此 给 出 解释 。) 这 些 

集体 构成 了 T 工 的 所 有 子 集 ， 且 这 些 子 集 都 不 相 图 3 具有 十 1 个 元 素 的 集合 的 子 集 的 生成 

同 。 因 为 SR 有 2 个 子 集 ， 所 以 了 有 2 2 二 2 A 

个 子 集 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 的 论证 。 
因为 我 们 既 完 成 了 基础 步骤 ， 又 完成 了 归纳 步 又， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ; 对 所 有 

非 负 整数 ”而 言 ，P(z) 为 真 。 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 证 明了 具有 ?个 元 素 的 集合 有 2" 个 子 集 ， 

无 论 是 一 个 怎样 的 非 负 整数 。 4 
用 数学 归纳 法 证 明 下 述 对 德 。 摩根 律 之 一 的 推广 : 


谨 过 三 局 去 
其 中 A, ，A, ，…，A, 是 全 集 U 的 任意 子 集 ， 且 7 之 2。 
解 ” 设 P(m) 是 对 个 集合 来 说 的 上 述 恒等式 。 
基础 步骤。 命题 P(2) 断 言 H 下 BU 一 而 UU 加 。 这 是 德 . 摩根 律 之 一 ， 在 2. 2 节 里 证 明 过 该 
定律 。 
归纳 步骤 归纳 假设 是 命题 ，P(h) 为 真 ， 其 中 是正 整 数 ， 且 k 宇 2。 即 归纳 假设 是 命题 


k 
四 


其 中 4 ，A,，…，A 是 全 集 U 的 任意 子 集 。 要 完成 归纳 步 又， 需要 证 明 ， 归纳 假设 蕴含 PCk 十 
1) 为 真 。 也 就 是 说 ， 需 要 证 明 : 如 果 上 述 等 式 对 的 任意 & 个 子 集 都 成 立 ， 那 么 该 等 式 对 0 的 




















任意 4 十 1 个 子 集 也 成 立 。 假 定 A ，A。，…，A,，An 是 UU 的 巴 集 ， 则 根据 内 纳 假设 ,有 
mol aa 根据 交 的 定义 
A DR 根据 德 。 摩根 律 ， 其 中 的 两 个 集合 分 别 为 为 门 4 A) 和 A 
=( 1 根据 归纳 假设 


= Ua 根据 并 的 定义 


这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

因为 我 们 既 完成 了 基础 步 又， 又 完成 了 归纳 步 又， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 : 对 任意 

的 正 整数 2， 且 n 宇 2 时 ，P(n) 为 真 。 即 
门 克 = 世态 
其 中 Al, A,, 让 A, 是 全 集 U 的 任意 子 集 ， 且 7 过 2。 本 

证 明 有 关 算 法 的 结论 ”下面 证 明 一 个 阐述 数学 归纳 法 在 算法 研究 中 应 用 的 例子 (此 例子 要 
比 前 面 的 例子 难 一 些 )。 我 们 将 说 明 如 何 利用 数学 归纳 法 证 明 一 个 贪 禁 算法 ， 并 由 此 产生 一 个 
优化 解 ， 在 3. 1 节 有 关于 贪 禁 算法 的 介绍 。 

CB 可 磊 3.1 节 例 7 中 讨论 的 讲座 计划 的 算法 。 算 法 输入 是 一 组 疡 个 预先 确定 开始 和 结 
束 时 间 的 讲座 。 目 标 是 在 主讲 座 厅 尽量 安排 更 多 的 讲座 而 不 出 现 重 又 。 设 讲座 t 的 开始 时 间 为 
b;， 结 束 时 间 为 e; (不 允许 两 个 讲座 同时 进行 ， 但 允许 一 个 讲座 在 另 一 个 讲座 结束 时 马上 
进行 ) 。 

解 ”不 失 一 般 性 ， 假 定 把 讲座 列 成 一 个 表 ， 以 保证 各 讲座 的 结束 时 间 是 非 降序 的 ， 即 保证 
e1 壹 es 三 … 过 e,,。 贪 禁 算 法 是 这 样 进行 的 ， 在 算法 中 的 每 个 阶段 ， 都 从 可 以 开始 进行 的 讲座 中 
选择 一 个 最 早 结束 的 讲座 来 安排 。 注 意 算法 总 是 选择 一 个 最 早 结 束 的 讲座 来 安排 下 一 个 讲座 。 

© 我 们 将 证 明 ， 从 在 主讲 座 厅 尽量 安排 更 多 讲座 的 意义 上 ， 这 种 贪 禁 算法 是 一 种 最 优 算法 。 为 了 
证 明 该 算法 的 最 优 性 ， 对 变量 n 应 用 数学 归纳 法 ， 其 中 是 算法 中 的 讲座 数 。 设 P(n) 是 命题 : 
如 果 贪 禁 算 法 安排 了 个 讲座 ， 那 么 不 可 能 安排 更 多 的 讲座 。 

基础 步骤 : 设 贪 焚 算 法 在 主讲 座 厅 只 安排 一 个 讲座 tt 。 这 意味 着 任何 其 他 讲座 都 不 能 在 4 
的 结束 时 间 。 或 之 后 进行 了 。 和 否则 ， 根 据 讲座 结束 时 间 非 降序 顺序 的 要 求 ， 就 应 该 存在 一 个 讲 
座 ， 它 应 该 在 讲座 之 前 进行 。 因 此 ,， 在。 时刻， 每 个 剩余 的 讲座 都 要 求 使 用 讲座 厅 ， 因 为 它 
们 都 要 求 在 e 时 刻 或 。 时 刻 之 前 开始 ， 并 在 e 时 刻 之 后 结束 。 这 就 导致 了 主讲 座 厅 不 能 安排 两 
个 讲座 ， 因 为 它们 都 要 求 在 e, 时 刻 使 用 讲座 厅 。 这 就 证 明了 P(1) 为 真 ， 因 此 基础 步骤 证 毕 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 P(R) 为 真 ， 其 中 & 是 一 个 正 整数 。 也 就 是 说 ， 对 给 定 的 一 组 讲座 ， 
无 论 讲座 个 数 有 多 少 ， 当 从 中 选择 & 个 讲座 时 (是 正 整数 ) ， 贪 焚 算 法 总 是 安排 了 最 多 的 讲座 。 
必须 证 明 : 在 P(8) 为 真 的 假设 下 ，P(R 十 1) 也 为 真 ， 即 在 P(R) 为 真 的 假设 下 ， 当 需要 选择 & 十 
1 个 讲座 时 ， 贪 禁 算 法 也 总 是 安排 了 最 多 的 讲座 。 

现在 假定 算法 已 经 选择 了 & 十 1 个 讲座 。 要 完成 归纳 步骤 的 第 一 步 是 : 证 明 存 在 一 个 包含 
讲座 所 且 安 排 了 最 多 讲座 的 计划 表 ， 其 中 代表 最 先 结束 的 那个 讲座 。 容 易 看 出 ， 由 于 一 个 
开始 于 讲座 点 (Ci 盖 1) 的 计划 表 是 可 以 改变 的 ， 使 得 所 成 为 第 一 个 讲座 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 注 
意 : 因为 ma 委 ee ， 所 以 喜之 后 的 讲座 仍然 可 以 被 安排 。 

一 旦 包含 了 讲座 ， 计划 表 就 可 以 归结 为 : 在 e, 时 刻 或 e 之 后 ， 安 排 尽 可 能 多 的 讲座 。 
因此 ， 如 果 已 经 安排 了 尽 可 能 多 的 讲座 ， 那 么 除了 讲座 之 外 ， 以 所 结束 时 开始 的 计划 表 就 
是 原始 计划 表 的 一 个 最 优 安排 。 这 是 因为 贪 禁 算法 在 建立 这 个 计划 表 时 已 经 安排 了 个 讲座 ， 
根据 归纳 假设 ， 当 算法 安排 & 十 1 个 讲座 时 ， 它 已 经 安排 了 最 多 的 讲座 。 因 此 ，P(k 十 1) 也 为 
真 。 这 就 完成 了 归纳 步 又。 

现在 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又， 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 : 对 所 有 正 整 数 nx，P(n) 
为 真 。 这 就 完成 了 最 优 性 的 证 明 。 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 证 明了 : 当 用 贪 焚 算 法 安排 了 ”个 讲座 
时 ,其 中 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 不 可 能 存在 多 于 nn 个 讲座 的 安排 。 4 

数学 归纳 法 的 创新 性 用 法 ”数学 归纳 法 经 常 出 现 意 想不到 的 用 法 。 下 面 将 给 出 两 个 具体 的 
巧妙 用 法 ， 第 一 个 是 关于 馅 饼 战斗 中 的 幸存 者 问题 ， 第 二 个 是 关于 缺失 一 方 角 的 规则 棋盘 的 三 
联 覆 盖 问 题 。 


Bramples》 奇数 个 馅 饼 的 战斗 “有 奇数 个 人 站 在 一 个 院子 里 ， 彼 此 之 间 的 距离 不 同 ， 每 个 人 都 
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同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 。 利 用 数学 归纳 法 证 明 : 人 和 群 中 至 少 有 一 个 幸存 者 ， 
即 至 少 有 一 个 人 没有 被 馅 饼 攻 击 ( 此 问题 是 由 Carmony[ Ca79] 提 出 的 。 注 意 此 结果 对 偶数 个 人 
不 成 立 ， 参 见 练习 77) 。 

解 设 P(n) 是 命题 当 2n 十 1 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 之 间距 离 不 同 ， 每 个 人 都 同时 用 一 个 
馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 。 为 了 证 明 此 结果 ， 将 证 明 对 所 有 的 正 
整数 n，P(n) 为 真 。 这 是 可 行 的 ， 因 为 当 元 取 遍 所 有 正 整 数 时 ，2n 十 1 则 取 遍 了 所 有 大 于 等 于 
3 的 奇数 。 注 意 ， 一 个 人 的 馅 饼 战 斗 是 不 存在 的 ， 因 为 不 存在 另外 一 个 人 成 为 他 攻击 的 对 象 。 

基础 步骤 : 当 n 二 1 时， 共有 2n 十 1 二 3 个 人 参与 战斗 。 在 这 3 个 人 中 ， 假 设 距 离 最 近 的 两 
个 人 是 A 和 B， 而 C 是 第 三 个 人 。 因 为 三 人 中 两 两 之 间 的 距离 是 不 同 的 ，A 与 C 之 间 的 距离 以 
及 B 与 C 之 间 的 距离 都 不 同 于 且 大 于 A 与 B 之 间 的 距离 ， 因 此 ，C 不 会 受到 馅 饼 的 攻击 。 这 
表明 ， 三 个 人 中 至 少 有 一 个 人 不 会 受到 馅 饼 的 攻击 ， 这 就 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 关于 归纳 步骤 ,假定 P(R) 为 真 。 即 当 2& 斗 1 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 之 间距 离 不 
同 ， 每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 。 必 须 证 明 : 
如 果 归 纳 假设 P(R) 为 真 ， 那 么 PC 十 1) ， 即 命题 “ 当 2(&R 十 1) 十 1 王 2& 十 3 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 
之 间距 离 不 同 ， 每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 ” 
也 为 真 。 

下 面 假设 有 2(& 十 1) 十 1 一 24 十 3 个 人 站 在 院 中 ,彼此 之 间距 离 不 同 。 设 A 和 B 是 这 2k 十 3 
个 人 中 距离 最 近 的 两 个 人 ， 当 每 个 人 都 向 其 最 近 者 抛 击 馅 饼 时 ， 则 A 和 B 必 相 互 抛 击 。 我 们 
考虑 两 种 情况 : (i) 其 他 某 人 向 A 或 B 抛 击 馅 饼 ; (ii 没有 其 他 人 向 A 或 也 抛 击 馅 饼 。 

(GD 如 果 A 和 B 相互 抛 击 且 其 他 某 人 向 A 或 B 抛 击 时 ， 至 少 有 三 个 馅 饼 抛 击 了 A 和 B， 最 
多 有 (2k 十 3) 一 3 二 2 个 馅 饼 抛 击 了 其 余 2 十 1 个 人 。 这 就 保证 了 至 少 有 一 个 人 是 幸存 者 ， 因 为 
如 果 这 24 十 1 个 人 都 至 少 被 一 个 馅 饼 攻 击 ， 那 么 总 共 至 少 要 有 2& 十 1 个 馅 饼 来 攻击 他 们 (最 后 
一 步 所 用 的 推理 是 6. 2 节 将 要 讨论 的 铝 梨 原理 的 一 个 例子 ) 。 

(让 假定 没有 其 他 人 向 A 或 B 抛 击 馅 饼 。 除了 A 和 B 之 外 ,共有 2& 十 1 个人。 由 于 这 些 人 
之 间 的 距离 彼此 不 同 ， 可 利用 归纳 假设 得 出 结论 ， 当 每 个 人 都 向 其 最 近 者 抛 击 馅 饼 时 ， 至 少 存 
在 一 个 幸存 者 S$。 此 外 ， 由 于 A 和 B 必 相 互 抛 击 ， 因 此 S 也 不 会 受到 A 或 B 的 抛 击 ， 所 以 S 
是 个 幸存 者 ， 因 为 他 没有 受到 2k 十 3 个 人 中 任何 一 个 人 的 抛 击 。 

因为 既 完 成 了 基础 步 又， RN hd 所 以 根据 数学 归纳 法 可 知 : 对 所 有 的 正 整数 
Re 因此 ， 得 出 结论 : 奇数 个 人 站 在 院子 里 ， 彼 此 之 间 的 距离 不 同 ， 每 个 人 都 同时 
用 一 位 放生 局 划 十 条 商 和 且 过 出 人 时 亲 帮 在 丰 一 个 幸存 者 。 4 

eh hhap gasp ee 例 14 将 阐述 如 何 利 用 数学 归纳 法 证 明 一 
个 结论 : 关于 用 右 三 联 骨 牌 ， 即 形 如 字母 工 的 碎片 去 覆盖 一 个 棋盘 问题 的 结论 。 

设 n 是正 整数 。 证 明 : 可 以 用 右 三 联 骨 牌 去 覆盖 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 2nX2n 格 
的 棋盘 ， 其 中 每 一 个 右 三 联 骨 牌 都 能 覆盖 棋盘 中 的 3 个 格子 ， 如 图 4 所 示 。 

解 ” 设 Pln) 是 命题 , 可 以 用 右 三 联 骨 牌 覆 盖 任 何 一 个 去 掉 1 个 格 的 22X22 格 的 棋盘 。 可 
以 用 数学 归纳 法 证 明 对 所 有 正 整 数 n 来 说 ，P(n) 为 真 。 

基础 步骤 : 命题 P(1) 为 真 ， 因 为 对 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 2X2 格 棋盘 而 言 ， 用 一 个 右 三 
联 骨牌 就 能 将 它 覆 盖 ， 如 图 5 所 示 。 


图 4 一 个 右 三 联 骨 牌 图 5 用 一 个 右 三 联 骨 牌 覆 盖 去 掉 1 个 格 的 2X2 格 棋盘 
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归纳 步骤 : 归纳 假设 是 对 正 整 数 k，P(k) 为 真 ， 即 ， 假 定 对 去 掉 1 个 格 的 2 X2" 格 棋盘 而 
言 ， 可 以 用 右 三 联 骨牌 将 其 覆盖 。 必 须 证 明 ， 在 归纳 假设 下 ，P(k 十 1) 也 必 为 真 ， 即 可 以 用 右 
三 联 骨牌 覆盖 任何 去 掉 1 个 格 的 2” X2”… 格 的 棋盘 。 

为 此 ， 我 们 考虑 一 个 去 掉 1 个 格 的 2 X2"” 格 棋盘 ， 把 这 个 棋盘 从 中 间 切 开 ， 分 成 大 
小 为 2 X2* 个 格 的 4 个 棋盘 ， 如 图 6 所 示 。 在 这 4 个 棋盘 中 ， 有 3 个 不 缺失 任何 一 格 ， 第 四 
个 2*X2* 格 棋盘 缺失 1 个 格 ， 根 据 数学 归纳 法 ， 可 以 用 右 三 联 骨 牌 将 其 覆盖 。 现 在 暂时 将 另 
外 三 个 2*X2" 格 的 棋盘 都 去 掉 1 个 格 ， 被 去 掉 的 这 3 个 格 是 原来 大 棋盘 的 中 心 ， 如 图 7 所 示 。 
根据 归纳 假设 ， 可 以 用 右 三 联 骨 牌 将 这 3 个 去 掉 1 个 格 的 2*X2* 格 棋盘 覆盖 。 此 外 ， 被 暂时 
去 掉 的 3 个 格 可 以 用 一 个 右 三 联 骨 牌 将 其 覆盖 。 因此， 整个 2 X2 生 格 的 棋盘 可 以 用 右 三 
联 骨 牌 来 覆盖 。 




















图 6 把 一 个 2 X2… 格 棋盘 图 7 用 一 个 右 三 联 骨牌 覆盖 
分 成 4 个 2: X2* 格 棋盘 24:+} X24t1 格 棋盘 


”我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 。 因 此， 根据 数学 归纳 法 知 : 对 所 有 的 正 整 数 ， 
P(n) 为 真 。 这 就 证 明了 能 够 用 右 三 联 骨牌 将 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 2nX2n 格 的 棋盘 覆盖 ， 其 
中 妈 是 一 个 正 整 数 。 4 


5.1.8 使 用 数学 归纳 法 时 犯 的 错误 

和 任何 证 明 方法 一 样 ， 使 用 数学 归纳 法 有 时 也 会 犯错 误 。 许 多 著名 的 甚至 有 些 滑稽 的 假 命 
题 都 可 以 通过 数据 归纳 法 推导 出 来 , 如 例 15 和 练习 49 一 51。 在 这 类 错误 采用 数学 归纳 法 的 证 
明 中 ， 有 时 候 还 不 太 容易 找到 错误 。 

为 了 发 现 数学 归纳 法 中 的 错误 ， 要 记 住 在 每 一 个 这 样 的 证 明 中 ， 基 础 步骤 和 归纳 步骤 都 必 
须 是 正确 的 。 在 使 用 数学 归纳 法 证 明 时 ， 不 完整 的 基础 步骤 会 导致 如 “对 于 正 整数 mm zx 一 2 十 1” 
这 样 明 显 荒 廖 的 结论 。( 我 们 将 这 个 证 明 留 给 读者 ， 通 过 构造 正确 的 归纳 步骤 容易 完成 这 个 命题 
的 尝试 性 证 明 。) 如 下 面 的 例 15 所 展示 的 ， 当 错误 隐藏 在 基础 步骤 时 ， 发 现 错误 之 处 是 非常 诡 
秘 的 。 

CB 找 出 一 个 明显 为 错误 断言 的 “证 明 ” .中 的 错误 : 平面 上 的 任何 一 组 相互 之 间 都 不 平 
行 的 直线 ， 必 相交 于 一 个 公共 点 。 

“证 ” ” 设 P(n) 是 命题 ; 平面 上 的 任何 nn 条 相互 之 间 都 不 平行 的 直线 必 相 交 于 一 个 公共 
点 。 我 们 将 试图 证 明 : 对 所 有 的 正 整 数 "之 2?，P(z) 为 真 。 

基础 步骤 : 命题 P(2) 为 真 ， 因 为 平面 上 相交 的 两 条 直线 是 不 平行 的 (根据 平行 线 的 定义 ) 。 

归纳 步 又， 归纳 假设 是 命题 ， 对 正 整数 &，P(A) 为 真 ， 即 假定 平面 上 的 任意 不 条 不 平行 的 
直线 相交 于 一 个 公共 点 。 为 了 完成 归纳 步 又， 必须 证 明 ， 如 果 P( 人 为 真 ， 则 PCR 十 1) 也 必 为 
真 。 也 就 是 说 ， 必 须 证 明 : 如 果 平 面 上 任意 & 条 不 平行 的 直线 相交 于 一 个 公共 点 ， 那 么 平面 上 
任意 & 十 1 条 不 平行 的 直线 也 相交 于 一 个 公共 点 。 因 此 ， 考 虑 平面 上 & 十 1 条 不 同 的 直线 ， 根 据 
归纳 假设 ,这 些 直线 中 的 前 条 相交 于 一 个 公共 点 p; 。 此 外 ， 根 据 归 纳 假设 ， 这 些 直线 中 的 后 
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条 也 相交 于 一 个 公共 点 Pp:。 我 们 将 证 明 : pi 和 p: 必 为 同一 个 点 。 如 果 pi 和 p: 是 不 同 的 点 ， 
则 包含 这 两 个 点 的 所 有 直线 必 是 同一 条 直线 ， 这 是 因为 两 点 确定 一 条 直线 。 这 与 我 们 的 假设 
“这 些 直线 是 不 同 的 直线 ” 相 了 矛盾 。 因 此 ，p, 和 ps 必 是 同一 个 点 。 为 此 得 到 结论 : pi 二 p; 在 
所 有 十 1 条 直线 上 。 这 样 就 证 明了 在 PC(&) 为 真 的 假设 下 ，P(k 十 1) 也 为 真 。 也 就 是 说 , 已 经 
证 明了 : 如 果 任 意 &(k 宇 2) 条 不 同 直线 交 于 一 个 公共 点 ， 那 么 任意 & 十 1 条 不 同 的 直线 也 交 于 一 
个 公共 点 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又 ， 似 乎 用 数学 归纳 法 完成 了 一 个 正确 的 证 明 。 

解 ” 检 查 这 个 似乎 是 利用 了 数学 归纳 法 的 证 明 ， 看 起 来 一 切 都 是 合情合理 的 。 然 而 ， 证 明 
中 有 一 个 错误 ， 也 必然 是 这 样 。 这 个 错误 相当 微妙 。 人 和 仔细 检查 归纳 步骤 可 以 看 出 ， 归 纳 步 骤 必 
须要 求 & 之 3。 我 们 不 能 证 明 P(2) 列 含 P(3)。 当 二 2 时 ， 我 们 的 目标 是 证 明 任意 三 条 不 同 的 
直线 交 于 一 点 。 前 两 条 直线 必 相 交 于 一 点 如， 后 两 条 直线 必 相 交 于 一 点 p:。 但 在 此 情况 下 ， 
p; 和 p; 不 必 是 同一 个 点 ， 因 为 只 有 第 二 条 直线 是 两 组 直线 中 的 公共 直线 。 这 就 是 归纳 步骤 中 
所 犯 的 错误 。 4 


练习 

1. 在 一 条 火车 线路 上 有 无 穷 多 个 车 站 。 假 设 火车 在 第 一 站 停车 ， 又 假设 如 果 火 车 在 一 个 站 停车 ， 则 它 在 
下 一 站 必 停 车 。 证 明 : 火车 在 所 有 的 车 站 都 停车 。 

2. 在 有 无 限 个 洞 的 高 尔 夫 线路 上 ， 如 果 你 知道 一 个 选手 能 够 打 和 人 第 一 个 洞 ， 且 如 果 他 打 入 第 一 个 洞 ， 那 
么 他 一 定 能 打 人 下 一 个 洞 。 证 明 : 此 选手 能 够 打 入 线路 上 的 每 一 个 洞 。 

利用 数学 归纳 法 证 明 练 习 3 一 17 中 的 求 和 公式 。 注 意 明确 在 何 处 使 用 了 归纳 假设 。 

3, 设 P(n) 是 命题 ， 对 正 整 数 而 言 ，1 十 2 十 十 mn? 二 n(n 十 1)(2n 十 1)/6。 


a) 命 题 P(1) 是 什么 ? b) 证 明 P(1) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 

c) 归 纳 假设 是 什么 ? d) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什 么 ? 

e) 完 成 归纳 步骤 。 f) 解 释 为 什么 只 要 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 上 述 步骤 就 可 以 证 明 公式 为 真 。 
4. 设 Pln) 是 命题 ， 对 正 整 数 nn 而 言 ， 十 2 十 … 十 mW 二 (n(n 十 1)/2)?。 

2) 命题 P(1) 是 什么 ? b) 证 明 P(1) 为 真 ， 完 成 基础 步 又 的 证 明 。 

中) 归纳 假设 是 什么 ? d) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什么 ? 

e) 完 成 归纳 步骤 。 f) 解 释 为 什么 只 要 n 是 一 个 正 整数 ， 则 上 述 步骤 就 可 以 证 明 公式 为 真 。 


5. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 则 
12 十 3 十 5 起 十 (25 二 1) 一 (2 十 1)(2z2 十 1)(C2z 二 3)73 
6. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 
Loell 2 mn nt (nF DL =1] 
7. 证 明 : 只 要 是 一 个 非 负 整数 ， 则 
3 3 6 0: 二 3 .= "4 
8. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整 数 ， 则 
2— eT 
9. a) 猜 想 前 个 正 偶数 之 和 的 公式 。 








b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 
10. a) 通 过 对 较 小 的 n 值 进行 考查 ， 猜 想 下 面 的 求 和 公式 : 
1 全 1 
1X3 1 2x31 ly 


b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 
11. a) 通 过 对 较 小 的 nn 值 进行 考查 ,猜想 下 面 的 求 和 公式 : 


eh 1 
Be 





b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 
12. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整 数 ， 则 





Sv 
和 S32 
13. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 
二 各 十 部 一 十 (一 DD 二 (1a 了 D2 
14. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ,都 有 








Dk2: = (n—1)2"m+2 
k=1 
15. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ， 都 有 
1。2 十 2。3 十 … 十 n(n 十 1) 二 n(n 十 1)(n 十 2)/3 
16. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ， 都 有 
le 2w3+2 3 4- nG trat 人 = 二 n(n l(a D(a/ 
17. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 














>) 六 一 zz 十 1)(22 十 1)(372 十 32 一 1)/30 


利用 数学 归纳 法 证 明 练 习 18~30 中 的 不 等 式 。 
18. 设 P(n) 是 命题 ; n! 二 mw"， 其 中 是 大 于 1 的 整数 。 

a) 命 题 P(2) 是 什么 ? 

b) 证 明 P(2) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 

©) 归 纳 假设 是 什么 ? 

d) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什 么 ? 

e) 完 成 归纳 步骤 。 

f) 解 释 为 什么 只 要 n 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 则 上 述 步 骤 就 可 以 证 明 不 等 式 为 真 。 
19. 设 P(n) 是 命题 : 

1 


i 1 
he 


其 中 nn 是 大 于 1 的 整数 。 


a) 命 题 P(2) 是 什么 ? b) 证 明 P(2) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 
中 归纳 假设 是 什么 ? d) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什 么 ? 
e) 完 成 归纳 步骤 。 


f) 解 释 为 什么 只 要 n 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 则 上 述 步骤 就 可 以 证 明 不 等 式 为 真 。 
20. 证 明 : 如 果 是 一 个 大 于 6 的 整数 ， 则 3"<2”1! 。 
21. 证 明 : 如 果 nn 是 一 个 大 于 4 的 整数 ， 则 2" 之 妈 。 
22. 对 怎样 的 非 负 整数 n， 有 xr 三 n1? 证 明 你 的 答案 。 
23. 对 怎样 的 非 负 整 数 n， 有 2n 十 3 三 2"? 证 明 你 的 答案 。 
24. 证 明 : 只 要 ”是 一 个 正 整数 ， 则 \ 

1/(2m Ll 3°5. 0» (2n—1)]/(2° 4. .2n) 

* 25. 证 明 : 对 所 有 非 负 整数 n， 如 果 有 二 一 1， 则 1 十 nh 声 届 十 h)"。 该 不 等 式 称 为 伯 努 利 不 等 式 。 
* 26. 设 a 和 2 为 实数 ， 且 0 二 5 过 Za。 证 明 ， 如 果 a 是 一 个 正 整 数 ， 则 a 一 "人 na”! (a 一 6b)。 
x 27. 证 明 : 对 每 个 正 整数 n， 有 





vel SR . 
1 十 后 1 二 2 Vn 二 1—1) 
28. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 大 于 等 于 3 的 整数 ， 则 x 一 7n 十 12 就 是 非 负 的 。 
在 练习 29 和 30 中 ，HH, 表示 第 n 个 调和 数 。 
* 29. 证 明 : 只 要 ?是 一 个 非 负 整数 ， 则 Hzr 二 1 十 n。 
* 30. 证 明 ， 互 ,十 互 ; 十 … 十 瓦 ,= 一 (2 十 1) 五 ,一 ”。 
在 练习 31 一 37 中 ， 利 用 数学 归纳 法 证 明 整 除 性 问题 。 
31. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 到 十 二 可 被 2 整除 。 
32. 证 明 : 只 要 是 一 个 正 整 数 ， 则 到 十 22 可 被 3 整除 。 
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33, 
34. 
* 35, 
* 36。 
#37 


证 明 : 
证 明 : 
证 明 : 
证 明 : 
证 明 : 








只 要 nn 是 一 个 非 负 整 数 ， 则 天 一 ?可 被 5 整除 。 

只 要 是 一 个 非 负 整数 ， 则 ww 一 n 可 被 6 整除 。 

只 要 ?是 一 个 正 奇 数 ， 则 壮 一 1 可 被 8 整除 。 

只 要 是 一 个 正 整 数 ， 则 全 十 5” “可 被 21 整除 。 
只 要 交 是 一 个 正 整数 ， 则 11”… 十 12” 可 被 133 整除 。 


在 练习 38 一 46 中 ， 利 用 数学 归纳 法 征明 集合 的 有 关 结 论 。 


38. 证 明 : 如 果 Al， Azs, …， A, 和 Bi, B,, …,， B, 都 是 集合 ， 且 对 7 一 1， 2 n 满 足 A; 三 B)， 则 
UasUa 
j=1 j=1 
如 果 Al! ，A;，…，A, 和 B;，B;，…，B, 都 是 集合 ， 且 对 j 二 1，2，…， nn 满足 A; 三 B;， 则 


39. 


40. 
41. 
42. 


43. 


44. 
45. 


* 46. 


47. 设计 一 种 贪心 算法 ， 此 算法 可 以 从 路 的 起 点 开始 在 zx，zz，…: 
建筑 物 提供 通信 服务 。[ 提 示 : 在 每 一 步 ， 在 离 尽 可 能 远 的 位 置 设置 通信 塔 ， 


50. 


证 明 : 


证 明 : 


证 明 : 


证 明 : 


证 明 : 


证 明 : 
证 明 : 5 
元 素 。 
证 明 : 


人 Asf ls, 
如 果 A,，A,，…，A, 和 B 都 是 集合 ， 则 
(ANMNA:NMN:…NNA,)UB=(AUB)N(CA, UB)N:…N (CA,.UB) 
如 果 A! ，As，…，A, 和 B 都 是 集合 ， 则 
(Ai UA U:…UA,)NMNMB=(A NB)U A; NB)UL… UA,NMB) 
如 果 A; ，As，…，A, 和 B 都 是 集合 ， 则 


(A1~—B)NC(As—B)NMN-:…N(A,—B)=(ANAN:…NA,)—B 


如 果 Ais Ass “3 A 是 全 集 U 的 子 集 ， 则 


Ua=Ua 
如 果 Al， As， 人 … 1 和 B 都 是 集合 ， 则 
(Ai 一 B)U(A: 一 B)U… 人 一 B) 一 (Ai UAzsU™…UA.)—B 


只 要 n 是 一 个 大 于 等 于 2 的 整数 ， 则 具有 7 个 元 素 的 集合 中 有 n(n 一 1)/2 个 子 集 恰 好 含有 2 个 


只 要 nn 是 一 个 大 于 等 于 3 的 整数 ， 则 具有 nn 个 元 素 的 集合 中 有 n(n 一 1) (n 一 2)/6 个 子 集 恰好 含 
有 3 个 元 素 。 
练习 47 一 48 关注 在 一 条 直路 上 设置 基站 塔 问题 ， 使 得 这 条 路 上 的 建筑 都 可 以 获得 蜂 帘 通信 服务 。 假 设 建 
筑 物 位 于 塔 1 英里 范围 之 内 就 可 以 获得 服务 。 


出 通信 覆盖 范围 。] 
* 48. 使 用 数学 归纳 法 证 明 你 设计 的 算法 能 为 练习 47 产生 一 个 优化 解 : 即 算法 可 以 得 到 最 少 的 塔 为 所 有 的 
建筑 物 提 供 蜂窝 通信 服务 。 
练习 49~51 给 出 了 错误 的 利用 数学 归纳 法 的 证 明 ， 请 在 每 个 习题 中 都 找 出 一 个 推理 错误 。 
49. 下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 所 有 的 马 都 有 相同 的 颜色 。 
设 P(n) 是 命题 “n 匹 马 的 集合 中 所 有 马 都 有 相同 的 颜色 ”。 
基础 步骤 : 显然 P(1) 为 真 。 

归纳 步骤 : 假设 P(&) 为 真 ， 即 有 匹 马 的 集合 中 所 有 马 都 有 相同 的 颜色 。 考 虑 任意 十 1 匹 马 ， 将 这 些 
马 编 号 为 1，2，3，…，, &, k 十 1。 我 们 有 前 & 匹 马 必 具 有 相同 的 颜色 ， 而 后 
颜色 。 因 为 前 & 匹 马 的 集合 与 后 & 匹 马 的 集合 是 重 释 的 ， 因此， 所 有 十 1 匹 马 必 有 相同 的 颜色 。 这 
就 证 明了 P(k 十 1) 为 真 ， 归 纳 步 骤 证 毕 。 
下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 


“定理 ”对 每 个 正 整 数 而 言 ,都 有 》)i 一 (十 二 ) /2 
基础 步 又 当 n 二 1 时 公式 为 真 。 
归纳 步 陶 : 假设 )i 一 (十 二) /2, 则 > ;一 (i++1) 。 根 据 归纳 假设 ， 





，Za 位 置 上 设置 尽 可 能 少 的 塔 为 4 个 
只 要 保证 没有 建筑 物 超 


匹 马 也 必 具 有 相同 的 


$1. 


S2. 


S3， 


56. 


57, 


58. 
59, 


60. 
并 G61; 


< 62. 
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必 十 2 十 于 )/2 二 n+1 


归纳 步骤 证 毕 。 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 

“定理 ”对 每 个 正 整数 nn 而 言 ， 如 果 z 和 yy 是 正 整 数 ， 且 max(z，y) 一 2， 则 z 一 y。 

基础 步骤 : 设 n 二 1。 如 果 max(x，y)= 二 1 且 xz 和 yy 是 正 整 数 ， 有 x=1 和 y=1。 

归纳 步骤 : 设 k 是 一 个 正 整 数 。 假 定 只 要 max(x，y) 二 k 且 x 和 y 是 正 整 数 ， 则 必 有 x==y。 现 在 令 
max(x，y) 二 k 十 1， 其 中 x 和 yy 是 正 整 数 。 于 是 有 max(x 一 1，y 一 1)= 二 k， 因 此 ,根据 归纳 假设 有 
Z 一 1 一 y 一 1。 由 此 得 x 二 y， 归 纳 步骤 证 毕 。 

设 m,n 是 正 整 数 且 m>z>n，f 是 集合 {1，2，…，m}) 到 集合 代 ，2，…，n}) 的 函数 。 采 用 数学 归纳 法 
对 变量 n 归纳 证 明 f 不 是 一 个 一 对 一 函数 。 

采用 数学 归纳 法 证 明 nn 个 人 能 划分 一 个 蛋糕 (每 一 个 人 取得 1 份 或 者 多 块 蛋糕 ) 以 保证 蛋糕 能 公平 分 配 。 
即 每 一 个 人 至 少 取得 蛋糕 的 1/n。[ 提 示 : 在 归纳 步 又， 在 前 & 个 人 中 得 到 一 个 公平 的 划分 ， 每 一 个 人 
将 自己 的 那 份 划 分 为 & 十 1 等 份 ， 第 & 十 1 个 人 从 这 前 & 个 人 中 得 到 的 份额 中 选取 一 部 分 。 证 明 这 样 能 对 


十 1 个 人 产生 一 个 公平 的 划分 ， 假 设 第 十 1 个 人 认为 第 i 个 人 得 到 了 p; 份 ， I 


. 用 数学 归纳 法 证 明 : 给 定 一 个 具有 nn 十 1 个 正 整 数 的 集合 ， 其 中 每 个 数 都 不 超过 27， 则 该 集合 中 至 少 


存在 一 个 整数 可 以 整除 集合 中 的 男 一 个 整数 。 


. 棋盘 上 的 骑士 可 以 一 次 沿 水 平方 向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 一 格 ， 沿 垂直 方向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 两 格 ， 


或 者 他 可 以 一 次 沿 水 平方 向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 两 格 ， 沿 垂直 方向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 一 格 。 假 设 
我 们 有 一 个 无 限 大 的 棋盘 ， 它 是 由 所 有 格子 (mx，n) 所 构成 的 ， 其 中 mw、nn 都 是 非 负 整数 。 用 数学 归 
纳 法 证 明 : 从 (0，0) 格 开始 ， 经 过 有 限 次 移动 ， 该 骑士 可 以 访问 到 棋盘 中 的 每 一 个 格子 。[ 提 示 : 对 
变量 ;二 m 十 n 用 归纳 法 。] 

设 


th 


其 中 4a、5b 是 实数 。 证 明 : 对 每 个 正 整数 人 而 言 ， 都 有 


a "@ 
2 3 | 
(需要 微 积 分 知识 ) 用 数学 归纳 法 证 明 : 只 要 nn 是 二 个 正 整 数 ， 则 FFCz) 王 的 导数 就 等 于 nr”'。( 在 
归纳 步骤 中 使 用 导数 乘积 的 规则 。) 
设 A、B 都 是 方 阵 ， 且 满足 4AB 一 B4。 证 明 : 对 每 个 正 整 数 n 而 言 ,都 有 4B” 二 BA"。 
设 m 是 一 个 正 整 数 。 用 数学 归纳 法 证 明 :， 如 果 a、5 都 是 整数 ; - 且 a 三 56(mod m)， 则 当 上 是 任意 一 个 
非 负 整数 时 ， 就 有 a* 夺 b* (mod m)。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 当 p, ，pp，…，p, 都 是 命题 时 ， 则 (pi V Pp V…V p,) 等 价 于 -7 记 人 人 记 人 … 人 人力 。 
证 明 : 只 要 pl ，p;，…，p， 都 是 命题 且 n 宇 2， 则 
[Cpi = pz) A Cps—> ps) A MN Cpri > pr) > LCP A ps MN MN pea) > ps] 
就 是 重 言 式 。 
证 明 : 如 果 条 直线 中 任何 两 条 都 不 平行 ,任何 三 条 都 不 共 点 ， 则 这 些 直 线 就 能 把 平面 分 成 (x 十 
n 十 2)/2 个 区 域 。 


3 63. 


64. 


65. 


* 66. 


67. 


* 68,. 
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设 aa ，% ，…，qaw 都 是 正 实数 ， 这 些 数 的 算术 均值 定义 为 A= (a 十 @s 十 … 十 a,)/n， 而 这 些 数 的 几 
何 均值 定义 为 G= (a1as…a,)””。 用 数学 归纳 法 证 明 : A 宇 G。 
用 数学 归纳 法 证 明 4. 3 节 中 的 引 理 3， 其 命题 为 : 如果 p 是 素数 ， 且 paias…a,， 其 中 a;(i==1,，2， 
3，…，7) 都 是 整数 ， 则 必 存 在 某 个 整数 i， 使 得 p |a;。 
证 明 : 只 要 是 一 个 正 整 数 ， 则 

1 


) a1Q2 ak 





= 条 
{al (2 


(这 里 的 求 和 是 对 前 ”个 最 小 正 整数 所 构成 的 集合 的 所 有 非 空子 集 进 行 的 。) 
利用 良 序 性 公理 证 明 下 列 形式 的 数学 归纳 法 的 证 明 是 有 效 的。 证明 : 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ，P (Cn) 
为 真 。 

基础 步骤 : P(1) 和 P(2) 都 为 真 。 

归纳 步骤 : 对 每 个 正 整 数 4， 如 果 PCA) 和 PC 十 1) 都 为 真 ， 则 PC 十 2) 为 真 。 

证 明 ， 如 果 A ，As，…， A 是 集合 ， 其 中 "之 2， 且 对 所 有 满足 1<i<j<n 的 整数 对 i 和 j， 要 么 A. 
是 A 的 子 集 ， 要 么 A; 是 A; 的 子 集 ， 则 必 存 在 一 个 整数 i，1 达 i<n， 使 得 对 所 有 的 整数 j，1<<j<n， 
都 有 A; 是 A; 的 子 集 。 

在 一 个 聚会 上 ， 如 果 所 有 客人 都 认识 其 中 的 一 位 客人 ， 而 这 个 人 却 不 认识 其 他 任何 一 个 人 ， 则 这 个 
人 就 称 为 名 人 。 在 一 个 聚会 上 ， 最 多 只 有 一 个 名 人 ， 因 为 如 果 有 两 个 名 人 ， 则 他 们 必然 相互 认识 。 
某 个 特定 的 聚会 上 也 可 能 没有 名 人 。 你 的 任务 是 在 一 个 聚会 上 寻找 一 个 名 人 ， 如 果 该 聚会 上 确实 有 
名 人 ， 而 你 只 允许 向 每 个 客人 提问 一 种 类 型 的 问题 一 一 询问 他 是 否认 识 另 一 个 客人 。 每 个 客人 必须 
如 实 回答 你 的 问题 。 也 就 是 说 ， 如 爱丽 斯 和 鲍 勃 是 聚会 上 的 两 个 客人 ， 你 可 以 询问 爱丽 斯 是 否认 识 
鲍 勃 ， 她 必须 如 实 回答 。 利 用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 聚 会 上 有 nn 位 客人 ， 且 有 一 位 名 人 ， 那 么 你 只 
需要 询问 3(n 一 1) 次 窜 人， 你 就 能 找到 这 位 名 人 。[ 提 示 : 你 首先 提出 一 次 问题 ， 以 排除 一 位 客人 是 
名 人 的 可 能 。 然 后 用 归纳 假设 去 识别 一 个 可 能 的 名 人 。 最 后 再 问 两 次 问题 ， 以 确定 这 位 可 能 的 名 人 
是 否 是 真正 的 名 人 。] 


假设 人 群 中 有 nn 个 人 ,每 个 人 都 知道 一 件 其 他 人 都 不 知道 的 丑闻 。 这 些 人 相互 之 间 用 电话 交流 。 当 两 个 
人 在 电话 中 交流 时 ， 他 们 就 共享 了 两 人 所 知道 的 所 有 丑闻 。 例 如 ， 在 第 一 个 电话 中 ， 两 个 人 共享 信息 后 ， 
他 们 都 知道 了 两 件 丑 闻 。 流 言 问题 是 求 G(n): 使 nn 个 人 都 知道 全 部 丑闻 所 需要 的 最 少 电 话 次 数 。 练 习 
69~71 所 涉及 的 问题 都 是 流言 问题 。 


69. 
70. 


wp 


7 


求 G(1)、G(2)、G(3) 和 G(4)。 

利用 数学 归纳 法 证 明 : 对 nn 三 ， 有 G(n) 三 2n 一 4。[ 提 示 : 在 归纳 步骤 的 开始 和 结束 时 刻 ， 让 一 个 第 
一 次 打 电 话 的 人 向 某 个 特定 的 人 打 电 话 。] 

证 明 : 对 zx 之 4， 有 G(Cz) 一 272 一 4。 

证 明 我 们 一 定 能 做 到 下 面 的 事情 : 将 数 1，2，…, 7 排 成 一 排 ， 使 得 这 些 数 中 任何 两 个 数 的 均值 都 
不 会 出 现在 这 两 个 数 之 间 。[ 提 示 : 证 明 当 nn 是 2 的 整数 次 需 时 结论 成 立 就 足够 了 ， 然 后 用 数学 归纳 
法 证 明 当 是 2 的 整数 次 寡 时 结论 成 立 。] 

证 明 : 如 果 工 ，I; ，…， 五 是 实数 轴 上 的 一 组 开 区 间 ， 其 中 * 闻 2， 且 这 些 区 间 中 任意 两 区 间 的 交 非 空 ， 
即 对 任意 的 1<i<n 和 1<j<n, 都 有 I 门 1; 关 如， 那么 所 有 这 些 集 合 的 交 非 空 ， 即 站 J 人 站 … 门 1, 关 
好。( 回 顾 开 区 间 的 概念 : 开 区 间 是 实数 z 的 集合 ， 其 中 a 二 x 二 5， 且 a、5 都 是 实数 。) 


有 时 用 数学 归纳 法 不 能 证 明 我 们 认为 是 真 的 结论 ， 但 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 更 强 的 站 论 。 因 为 较 强 
结论 的 归纳 假设 提供 了 更 多 可 做 的 事情 ， 这 一 过 程 称 为 归纳 载 入 。 练 习 74 一 76 中 将 使 用 归纳 载 入 。 


74. 


15. 


证 明 我 们 不 能 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 对 于 所 有 的 正 整 数 x，》)1/j? 二 2， 但 这 个 不 等 式 是 练习 19 中 


通过 数学 归纳 法 证 明 的 不 等 式 的 一 个 推论 。 
假设 我 们 需要 证 明 : 对 于 所 有 的 正 整数 ”， 


>)71/G+IDI<1 
a) 证 明 如 果 尝 试用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 不 等 式 ， 基 础 步骤 可 以 , 但 归纳 步骤 不 可 以 。 
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b) 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 更 强 一 些 的 不 等 式 ， 对 于 所 有 的 正 整 数 ”， 


DGT+DI S11nt 1 


而 这 个 不 等 式 草 含 前 面条 件 弱 一 些 的 不 等 式 。 


76. 假如 对 所 有 正 整 数 2， 要 证 明 


a 





2 4 2n V3n 
a) 证 明 : 如 果 用 数学 归纳 法 证 明 上 述 不 等 式 ， 则 基础 步 又 有 效 ， 但 归纳 步骤 却 无 效 。 
b) 证 明 : 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 一 个 更 强 的 不 等 式 一 一 对 所 有 大 于 1 的 整数 ， 都 有 
/aS 
2 4 2n dt 
结合 "一 1 时 的 结果 ， 就 可 以 建立 起 上 述 那个 不 能 用 数学 归纳 法 证 明 的 较 弱 的 不 等 式 了 。 
77. 设 n 是 一 个 正 的 偶数 。 证 明 : 当 n 个 人 站 在 院子 中 ,彼此 之 间距 离 不 同 ， 每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 
抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 每 个 人 都 可 能 受到 馅 饼 的 攻击 。 
78. 用 右 三 联 骨 牌 覆盖 一 个 去 掉 左 上 角 格 子 的 4X4 棋盘 。 
79. 用 右 三 联 骨 牌 覆盖 一 个 去 掉 左 上 角 格 子 的 8X8 棋盘 。 
80. 证 明 或 反驳 : 只 要 ?是 一 个 正 整 数 ， 就 可 用 右 三 联 骨 牌 完全 覆盖 下 述 形状 的 所 有 棋盘 。 
a)3X2" b)6X2” 
c)3" X3" d)6"X6" 
证 明 : 用 去 掉 了 一 个 1X1X1 立方 体 块 的 2X2X2 立方 体 ， 可 以 完全 覆盖 去 掉 了 一 个 1X1X1 立 方 体 
块 的 三 维 2"X2" X27" 棋盘 。 
82. 证 明 : 如 果 n 大 于 5， 且 nn 不 能 被 3 整除 ， 则 可 以 用 右 三 联 骨 牌 完全 覆盖 去 掉 一 个 格子 的 nXn 棋盘 。 
83. 证 明 : 可 以 用 右 三 联 骨牌 覆盖 去 掉 了 一 个 角 上 格子 的 5X5 棋盘 。 
84. 找 出 一 个 不 能 用 右 三 联 骨 牌 覆 盖 去 掉 了 一 个 格子 的 5X5 棋盘 。 证 明 ， 对 这 样 的 棋盘 ,不 存在 右 三 联 
骨牌 的 覆盖 。 
利用 数学 归纳 法 原理 证 明 : 如 果 P(5) 为 真 ， 且 对 满足 三 6b 的 所 有 正 整 数 k， 蕴 含 式 P(k) 一 P(k 十 1) 
为 真 ， 则 对 n= 二 bp，6 十 1，6 十 2，…，P(n) 为 真 ， 其 中 6。 是 一 个 整数 。 


5.2 强 归 纳 法 与 良 序 性 
5:251， 引 实 

5.1 节 介绍 了 数学 归纳 法 ， 并 说 明了 如 何 用 它 来 证 明 许 多 定理 。 本 节 将 介绍 另外 一 种 形式 
的 数学 归纳 法 强 归纳 法 ， 这 种 方法 通常 在 不 能 用 数学 归纳 法 轻易 证 明 一 个 结论 的 时 候 使 
用 。 强 归纳 法 证 明 中 的 基础 步骤 与 数学 归纳 法 证 明 中 的 基础 步骤 相同 ， 即 在 强 归纳 法 证 明 中 ， 
要 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n 而 言 P(n) 为 真 ， 基 础 步骤 中 必须 证 明 P(1) 为 真 。 但 在 这 两 种 证 明 方 
法 中 ， 归 纳 步 又 是 不 同 的 。 在 数学 归纳 法 的 证 明 中 ， 归 纳 步 又 是 要 证 明 : 如 果 归 纳 假设 P(k) 
为 真 ， 那么 P(R 十 1) 也 为 真 。 而 在 强 归 纳 法 的 证 明 中 ， 归 纳 步 又 是 要 证 明 : 如 果 对 所 有 不 超过 
的 正 整数 而 言 ，P(C7) 为 真 ， 那 么 PC(k 十 1) 也 为 真 ， 即 关于 归纳 假设 ,假定 对 j= 二 1，2，…, 
而 言 ， 三 6 为 真 。 

数学 归纳 法 和 强 归 纳 法 的 有 效 性 是 由 附录 A 中 的 良 序 性 公理 来 保证 的 。 事 实 上 ， 数 学 归 
纳 法 、 强 归纳 法 以 及 良 序 性 三 者 是 等 价 的 原理 ( 见 练习 入、-42 和 43)。 也 就 是 说 ， 三 者 中 任何 
一 种 原理 的 有 效 性 都 可 以 用 另外 两 种 原理 的 有 效 性 推导 出 来 。 这 也 意味 着 三 者 中 的 任何 一 种 原 
理 ， 都 可 以 用 另外 两 种 原理 来 证 明 。 正 如 在 某 些 情况 下 ， 我 们 所 看 到 的 用 强 归 纳 法 证 明 一 个 结 
论 ， 比 用 数学 归纳 法 证 明 容 易 得 多 一 样 ， 有 时 用 良 序 性 证 明 一 个 结论 ， 也 要 比 用 两 种 形式 的 数 
学 归纳 法 容易 。 本 节 将 举 一 些 例子 来 说 明 如 何 使 用 良 序 性 来 证 明定 理 。 


5.2.2 强 归 纳 法 
在 阐述 如 何 使 用 强 归纳 法 之 前 ， 再 来 说 明 一 下 它 的 原理 。 





81. 


J 


85. 


an 
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注意 ， 当 用 强 归 纳 法 证 明 对 所 有 的 正 整数 而 言 ， 都 有 PCn) 为 真 时 ， 归纳 假设 是 ， 对 7 二 
1，2，…，& 而 言 ，P(G7) 为 真 。 也 就 是 说 ， 归 纳 假 设 包含 了 有 个 命题 P(1) ，P(2)，…，PCR)。 
由 于 我 们 是 利用 所 有 个 命题 P(1)，P(2)，…，P(k) 来 证 明 P(k 十 1)， 而 不 是 像 在 数学 归纳 
法 中 那样 只 利用 P(&) 一 个 命题 ， 因 此 ， 强 归纳 法 的 证 明 技 巧 更 加 灵活 。 因 为 这 个 原因 ， 一 些 
数学 家 更 倾向 采用 加 强 数学 归纳 法 来 证 明 ， 即 使 数学 归纳 法 也 能 容易 获得 结果 。 

你 可 能 会 感到 奇怪 ， 为 什么 强 归 纳 法 和 数学 归纳 法 是 等 价 的 ， 即 每 一 种 技巧 的 有 效 性 都 
可 以 用 另外 一 种 技巧 的 有 效 性 来 证 明 。 特 别 地 ， 任 何 使 用 数学 归纳 法 的 证 明 也 可 以 认为 是 使 
用 强 归纳 法 的 证 明 ， 这 是 因为 数学 归纳 法 证 明 中 的 归纳 假设 是 强 归 纳 法 证 明 中 的 归纳 假设 的 

一 个 部 分 。 也 就 是 说 ， 如 果 使 用 数学 归纳 法 对 每 个 正 整 数 &， 都 证 明了 PCA) 蕴含 PCR 十 1)， 
我 们 就 完成 了 证 明 中 的 归纳 步 又 。 然 而 ， 上 述 列 含 关 系 也 等 价 于 所 有 命题 P(1)，P(2)，…， 
P(k) 蕴 含 PC(k 十 1)， 这 是 因为 我 们 不 仅 假定 P(8) 真 ， 还 假定 了 更 多 的 条 件 ， 即 & 一 1 个 命题 
P(1)，P(2),，…，P(k 一 1) 也 为 真 。 然 而 ， 将 一 个 用 强 归纳 法 的 证 明 转 化 为 一 个 用 数学 归纳 
法 的 证 明 却 困难 得 多 ( 见 练习 42) 。 

强 归 纳 法 有 时 也 称 为 数学 归纳 法 第 二 原理 ,或 称 为 完全 归纳 法 。 当 使 用 “完全 归纳 法 ”这 

一 术语 时 ， 数 学 归纳 法 原理 就 称 为 不 完全 归纳 法 。 这 一 术语 只 是 一 种 无 奈 的 选择 ， 因 为 数学 归 
纳 法 根本 就 不 是 不 完全 的 ， 毕 竟 它 是 一 种 有 效 的 证 明 技 巧 。 

强 归 纳 法 与 无 限 高 的 梯子 ”为 了 更 好 地 理解 强 归 纳 法 ， 考 虑 5. 1 节 中 那个 无 限 高 的 梯子 。 
强 归纳 法 告诉 我 们 ， 我 们 能 到 达 每 一 个 阶梯 ， 如 果 : 

1) 我 们 能 到 达 第 1 个 阶梯 ; 

2) 对 于 每 一 个 整数 &， 如 果 能 到 达 所 有 前 & 个 阶梯 ， 那 么 我 们 就 能 到 达 第 & 十 1 个 阶梯 。 

也 就 是 说 ， 如 果 P(n) 是 命题 “我 们 能 够 到 达 第 nn 个 阶梯 ”"， 那 么 根据 强 归纳 法 知道 ， 对 所 
有 正 整 数 n，P(n) 为 真 。 因 为 由 1) 可 知 ，P(1) 为 真 ， 这 就 完成 了 基础 步骤 ; 再 由 2)， 知 道 
P(1) 和 P(2) 人 … A P(k) 蕴 含 着 P(k 十 1)， 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

下 面 的 例 1 阐述 了 强 归 纳 法 如 何 帮 助 我 们 证 明 一 个 用 数学 归纳 法 不 能 轻易 证 明 出 来 的 
结论 。 

@ 时 假设 我 们 能 到 达 无 限 高 梯子 的 第 1 个 和 第 2 个 阶梯 ， 且 知道 如 果 我 们 能 到 达 某 个 阶 
梯 ， 那 么 就 能 到 达 高 出 两 阶 的 那个 阶梯 。 我 们 能 用 数学 归纳 法 证 明 “ 我 们 能 到 达 每 一 个 阶梯 ? 
Re 

解 ”首先 用 数学 归纳 法 试 着 证 明 这 个 结 

基础 步 又， i tt re 放 办 情 认 证 我 们 名 没入 二 不计 各 ， 

尝试 归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 “我 们 能 到 达 第 个 阶梯 "”。 为 了 能 完成 归纳 步 又， 需要 
证 明 : 如 果 假 定 归 纳 假设 是 对 正 整数 & 而 言 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 假 定 我 们 能 够 到 达 第 & 个 阶 
梯 ， 那 么 就 能 证 明 我 们 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 然 而 ， 并 没有 明显 的 方式 来 完成 这 一 归纳 步骤 ， 
这 是 因为 从 所 给 信息 来 看 ， 我 们 不 知道 是 否 能 从 第 & 个 阶梯 到 达 第 & 十 1 个 阶梯 。 毕 竞 我 们 只 
知道 “如 果 我 们 能 到 达 一 个 阶梯 ， 则 我 们 能 到 达 高 出 两 阶 的 那个 阶梯 ”。 

现在 用 强 归纳 法 证 明 。 

基础 步骤 : 基础 步骤 和 前 面 是 相同 的 ， 只 需 验 证 我 们 到 达 第 1 个 阶梯 。 

归纳 步骤 归纳 假设 是 命题 “我 们 能 到 达 前 个 阶梯 中 的 每 个 阶梯 ”"。 为 了 能 完成 归纳 步 


Exterr > 
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又 ， 需 要 证 明 : 在 归纳 假设 为 真 的 情况 下 ， 即 如 果 我 们 能 到 达 前 个 阶梯 中 的 每 个 阶梯 ， 那 么 
我 们 就 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 已 经 证 明了 我 们 能 到 达 第 2 个 阶梯 。 这 里 只 需 注 意 ， 只 要 之 2， 
那么 就 可 从 第 一 1 个 阶梯 到 达 第 十 1 个 阶梯 ， 因 为 知道 我 们 可 以 从 某 个 阶梯 到 达 高 出 两 阶 的 
那个 阶梯 。 这 样 就 由 强 归纳 法 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 证 明了 : 如 果 我 们 能 到 达 一 个 无 限 高 梯子 的 前 两 个 阶梯 ， 且 对 每 个 整数 &， 如 果 我 
们 能 到 达 所 有 前 & 个 阶梯 ， 那 么 我 们 就 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 ， 于 是 也 就 能 到 达 所 有 的 阶梯 。 4 


5.2.3 利用 强 归 纳 法 证 明 的 例子 

现在 既 有 了 数学 归纳 法 又 有 了 强 归 纳 法 ， 那 么 在 某 种 特定 的 情况 下 ， 如 何 确 定 到 底 使 用 哪 
种 方法 呢 ? 尽管 不 存在 什么 固定 的 答案 ， 但 仍 可 利用 一 些 有 用 的 建议 。 在 实际 中 ， 要 直截了当 
地 证 明 对 所 有 的 正 整 数 &k，P(k) 一 P(k 十 1) 为 真 时 ， 就 应 该 使 用 数学 归纳 法 。5. 1 节 中 的 所 有 例 
子 都 是 这 种 情况 。 一 般 情况 下 ， 我 们 应 该 尽量 限制 数学 归纳 法 的 使 用 。 除 非 已 经 看 出 数学 归纳 
法 的 归纳 步骤 证 明 是 明显 成 立 的 ， 否 则 应 该 尽量 用 强 归 纳 法 。 也 就 是 说 ， 当 看 出 如 何 利 用 对 所 
有 不 超过 的 正 整 数 ;)， 试 图 从 P(j) 为 真 来 证 明 PC 十 1) 为 真 ， 而 我 们 却 看 不 出 如 何 只 利用 PCA) 
来 证 明 PCR 十 1) 时 ， 就 用 强 归 纳 法 ， 而 不 用 数学 归纳 法 。 在 本 节 的 证 明 中 ， 请 将 这 一 点 记 在 脑子 
里 ， 以 便 印 证 。 对 本 节 证 明 中 的 每 一 个 例子 ， 考 虑 为 什么 强 归纳 法 比 数学 归纳 法 更 好 用 。 

例 2~~4 将 阐述 如 何 使 用 强 归 纳 法 。 这 些 例子 将 证 明 多 种 不 同类 型 的 结论 。 在 每 个 例子 中 
要 特别 注意 归纳 步骤 ， 因 为 在 此 步骤 中 ， 要 证 明 对 所 有 不 超过 & 的 正 整 数 ;， 如 果 P(j) 为 真 ， 
则 PC(k 十 1) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 命题 函数 。 

在 给 这 些 例题 之 前 ， 注 意 ， 只 要 对 强 归纳 法 稍 加 改变 ， 就 可 以 处 理 更 为 广泛 的 一 类 问题 。 
特别 是 在 强 归纳 步骤 只 对 大 于 某 个 特定 的 整数 有 效 时 ， 可 以 改变 强 归纳 法 来 适应 这 种 情况 。 设 
0 是 一 个 固定 的 整数 ， 而 7/ 是 一 个 固定 的 正 整数 。 如 果 能 完成 如 下 两 个 步 又， 那么 强 归 纳 法 就 
可 以 断言 : 对 所 有 n 宇 6 的 整数 n 而 言 ，P(n) 为 真 。 

基础 步骤 : 验证 命题 P(6) ，P(p 十 1) ，…，P(p 十 7 为 真 。 

归纳 步骤 : 证 明 对 所 有 k 宇 5 十 j 的 整数 而 言 ，[ PC(6) 和 A PC6 十 1) 和 人 …APC(k)]>P(k 十 1) 
为 真 % 

这 种 变形 的 强 归纳 法 与 强 归 纳 法 的 等 效 性 的 证 明 留 作 练 习 28。 

我 们 从 一 个 最 著名 的 强 归纳 法 证 明 ( 算 术 基 本 定理 之 一 ) 的 证 明 开 始 ， 该 定理 断言 : 每 个 正 
整数 都 可 写成 素数 的 乘积 。 

证 明 : 车 n 是 大 于 1 的 整数 ， 则 nn 可 以 写成 素数 之 积 。 

解 ” 设 P(n) 是 命题 : nn 可 以 写成 素数 之 积 。 

基础 步 又， P(2) 为 真 ， 因 为 2 可 以 写成 一 个 素数 之 积 ， 即 它 自身 。( 注 意 P(2) 是 需要 证 明 
的 第 一 个 情形 。) 

归纳 步骤 : 假定 对 所 有 满足 2 过 j<<k 的 正 整 数 j 来 说 PC) 为 真 。 即 假设 对 于 大 于 等 于 2 并 
不 大 于 不 的 正 整 数 ， 可 以 写成 素数 积 的 形式 。 要 完成 归纳 步 又， 就 必须 证 明 在 这 个 假定 下 
P(k 十 1) 为 真 。 

有 两 种 要 考虑 的 情形 ， 即 十 1 是 素数 和 十 1 是 合 数 。 若 十 1 是 素数 ， 则 立即 看 出 PCk 十 
1) 为 真 。 否 则 ，k 十 1 是 合 数 并 且 可 以 写成 满足 2 委 < 委 2<& 十 1 的 两 个 整数 a 和 2 之 积 。 因 为 a 
和 wb。 是 大 于 等 于 2 并 不 大 于 & 的 正 整数 ， 所 以 根据 归纳 假设 ,a 和 2 都 可 以 写成 素数 之 积 。 因 
此 ， 车 十 1 是 合 数 ， 则 它 可 以 写成 素数 之 积 ， 即 在 a 的 因子 分 解 中 的 那些 素数 与 在 6b 的 因子 
分 解 中 的 那些 素数 之 积 。 4 

评注 ”因为 1 是 素数 之 积 ， 即 不 包含 任何 素数 的 空 积 ， 所 以 可 以 在 例 2 里 用 P(1) 作 为 基础 
步骤 来 开始 证 明 。 没 有 选择 这 样 做 是 因为 许多 人 对 此 感到 迷惑 不 解 。 

例 2 完成 了 对 算术 基本 定理 的 证 明 ， 该 定理 断言 : 每 个 非 负 整 数 可 以 唯一 地 写成 以 非 降 顺 
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序 排列 的 素数 之 积 。 在 4. 3 节 里 证 明 过 整数 最 多 有 一 种 这 样 的 素 因 子 分 解 。 例 2 证 明 至 少 有 一 
种 这 样 的 分 解 。 

下 面 来 看 看 如 何 利 用 强 归 纳 法 证 明 : 在 一 场 游戏 中 一 个 选手 具有 获胜 的 策略 。 

@ 国 考虑 一 种 游戏 ， 其 中 两 名 选手 轮流 从 两 堆 火 柴 中 的 一 堆 取出 任意 正 整数 的 火柴 。 取 
走 最 后 一 根 火 柴 的 选手 获胜 。 证 明 : 如 果 开 始 时 两 堆 火 柴 的 数目 相同 ， 则 第 二 名 选手 总 是 可 以 
保证 获胜 。 和 

解 ” 设 ”是 每 堆 火 柴 的 数目 。 将 用 强 归 纳 法 来 证 明 P(n)， 即 命题 ， 当 每 堆 开 始 有 nn 根 火 
柴 时 ， 第 二 名 选手 可 以 获胜 。 

基础 步骤 : 当 ?=1 时 ， 先 拿 火柴 的 选手 只 有 一 种 选择 ， 从 某 一 堆 中 取 走 一 根 火 柴 ， 剩 下 
一 堆 只 有 一 根 ， 第 二 名 选手 可 以 取 走 这 根 火柴 而 获胜 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : 对 于 所 有 1 过 j 二 的 7 来 说 ，P(j) 为 真 ， 也 就 是 说 ， 只 要 游 
戏 开始 时 两 堆 各 有 j 根 火柴 ， 其 中 1 二 二 &， 第 二 名 选手 就 总 是 可 以 获胜 。 需 要 证 明 PC(k 十 1) 
为 真 ， 即 ， 开 始 时 每 堆 火 柴 都 有 & 十 1 根 火 柴 ， 且 在 POj)(j 二 1，2，…， 有) 为 真 的 条 件 下 ， 第 
二 个 选手 获胜 。 因 此 ， 现 在 假设 游戏 开始 时 两 堆 火 柴 中 都 有 十 1 根 火 柴 ， 且 第 一 个 选手 从 其 
中 的 一 堆 中 拿 走 r(1 志 7 过 有) 根 火 柴 ， 那 么 此 堆 中 剩 下 十 1 一 r 根 火柴 。 如 果 第 二 个 选手 从 另 一 
堆 中 也 拿 走 同样 数量 的 火柴 ,那么 两 堆 火 此 中 就 都 剩 下 了 & 十 1 一 ”> 根 火柴 。 因 为 
1 十 1 一 rk&， 使 用 归纳 假设 ， 可 以 得 到 第 二 个 选手 获胜 。 注 意 如 果 第 一 个 选手 从 其 中 的 一 
堆 中 拿 走 全 部 十 1 根 火 柴 ， 那 么 第 二 个 选手 也 从 另外 一 堆 中 拿 走 全 部 火柴 ， 因 此 仍然 是 第 二 
个 选手 获胜 。 4 

如 果 用 数学 归纳 法 而 不 是 用 强 归 纳 法 来 证 明 例 2 和 例 3 的 结论 ， 将 是 非常 困难 的 。 但 是 ， 
正如 例 4 所 示 ， 有 些 结论 用 两 种 方法 证 明 都 比较 容易 。 ; 

证 明 : 仅 用 4 分 和 5 分 邮票 就 可 以 组 成 大 于 或 等 于 12 分 的 每 种 邮资 。 

解 ” 将 要 用 数学 归纳 法 原理 来 证 明 这 个 结果 ,然后 用 强 归纳 法 证 明 。 设 P(n) 是 命题 ， 可 
以 用 4 分 和 5 分 邮票 来 组 成 n 分 邮资 。 首 先 使 用 数学 归纳 法 原理 。 

基础 步骤 : 可 以 用 3 个 4 分 邮票 来 组 成 12 分 邮资 。 

归纳 步骤 :归纳 假设 是 命题 P(k) 为 真 。 即 ， 在 归纳 假设 下 ,可 以 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构 
成 分 邮资 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 : 当 PC(k) 为 真 时 ，P(k 十 1) 也 为 真 ， 其 中 & 宇 12。 
也 就 是 说 ， 需 要 证 明 : 如 果 能 构成 & 分 邮资 ,那么 也 能 构成 十 1 分 邮资 。 这 样 ， 假 设 归纳 假 
设 为 真 ， 即 假设 & 分 邮资 能 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构成 。 考 虑 两 种 情况 : 至 少 用 了 1 个 4 分 邮票 
和 没有 用 到 任何 4 分 邮票 。 首先 ， 至少 用 了 1 个 4 分 邮票 来 构成 分 邮资 。 于 是 可 以 用 1 个 5 
分 邮票 取而代之 来 构成 十 1 分 邮资 。 但 是 ， 如 果 有 分 邮资 中 没有 用 到 任何 4 分 邮票 ， 则 说 明 & 
分 邮资 中 只 用 到 了 5 分 的 邮票 。 又 由 于 k 宇 12， 所 以 至 少 需要 3 个 5 分 的 邮票 来 构成 这 有 分 邮 
资 。 因 此 ， 用 4 个 4 分 的 邮票 来 代替 3 个 5 分 的 邮票 就 可 以 构成 十 1 分 邮资 。 这 就 完成 了 归纳 
步骤 。 

因为 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 允 ， 所 以 我 们 知道 对 所 有 的 n 宇 12，P(n) 为 真 。 即 ， 当 
n 宇 12 时 ， 就 可 以 只 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构成 nn 分 邮资 。 这样 完 成 了 通过 数学 归纳 法 的 证 明 。 

接 下 来 ， 再 用 强 归纳 法 来 证 明 上 述 结论 。 在 该 证 明 的 基础 步骤 中 ， 要 证 明 P(12)、P(13)、 
P(14) 和 P(15) 都 为 真 ， 即 12、13、14 和 15 分 的 邮资 都 可 以 用 4 分 和 5 分 的 邮票 来 构成 。 在 
归纳 步骤 ， 要 证 明 : 对 k 宇 15 时 ， 如 何 从 & 一 3 分 邮资 来 得 到 & 十 1 分 邮资 。 

基础 步 又: 可 以 分 别 用 3 个 4 分 的 邮票 来 构成 12 分 的 邮资 、2 个 4 分 邮票 和 1 个 5 分 邮票 
来 构成 13 分 的 邮资 、1 个 4 分 邮票 和 2 个 5 分 邮票 来 构成 14 分 的 邮资 ， 以 及 3 个 5 分 的 邮票 
来 构成 15 分 的 邮资 。 这 说 明 P(12)、P(13)、P(14) 和 P(15) 都 为 真 。 因 此 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : 当 12 三 jk 时，P(j) 为 真 ， 其 中 是 满足 & 宇 15 的 整数 。 
为 了 完成 归纳 步 又， 假定 能 构成 7 分 的 邮资 ,其 中 12j 二 &。 需 要 证 明 在 此 假设 下 ，P(k 十 1) 
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为 真 ， 即 能 构成 十 1 分 的 邮资 。 利 用 归纳 假设 ， 可 以 假定 P(k 一 3) 为 真 ， 这 是 因为 一 3 宇 12， 
即 只 用 4 分 和 5 分 的 邮票 就 能 构成 x 一 3 分 的 邮资 。 为 了 构成 十 1 分 的 邮资 ， 只 需 对 构成 一 3 
分 邮资 的 邮票 中 增加 一 张 4 分 的 邮票 就 可 以 了 ， 即 已 经 证 明了 “如 果 归 纳 假设 为 真 ， 那么 
P(k 十 1) 也 为 真 "。 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

因为 已 经 完成 了 强 归 纳 法 中 的 基础 步 又 和 归纳 步 又， 所 以 根据 强 归纳 法 可 知 : 对 所 有 7 之 
12 的 整数 n，P(n) 为 真 ， 即 ,证 明了 对 所 有 满足 不 小 于 12 分 的 邮资 ， 都 可 以 用 4 分 和 5 分 的 
邮票 来 构成 。 这 样 完 成 了 利用 加 强 归 纳 法 的 证 明 。 

(除了 这 里 描述 的 方法 以 外 ， 还 有 处 理 这 个 问题 的 其 他 方法 。 读 者 能 否 找 出 不 使 用 数学 归 
纳 法 的 解答 ?) 4 


5.2.4 计算 几何 学 中 使 用 强 归纳 法 

下 一 个 强 归 纳 法 的 例子 来 自 计 算 几 何 学 。 计 算 几 何 学 是 离散 数学 的 一 部 分 ， 它 涉及 几何 对 
象 的 计算 问题 。 计 算 几 何 广泛 应 用 于 计算 机 图 形 学 、 计 算 机 游戏 、 机 器 人 技术 、 科 学 计算 ， 以 
及 许多 其 他 领域 。 在 给 出 结论 之 前 ， 先 介绍 一 些 术 语 ， 这 些 术 语 在 以 往 学 过 的 几何 学 中 可 能 已 
经 遇 到 过 了 。 

多 边 形 是 一 个 封闭 的 图 形 ， 它 是 由 一 系列 叫 作 边 的 线段 5s ，s;, ，…，5s, 所 构成 的 。 
一 对 相 邻 的 边 s; 和 5 (=1，2，…，7 一 1) 以 及 最 后 一 条 边 s, 和 第 一 条 边 , 都 相交 于 一 
公共 的 端点 ， 称 其 为 顶点。 如 果 两 条 不 相 邻 的 边 没 有 交点 ， 则 称 该 多 边 形 为 简单 多 边 形 。 每 个 
简单 多 边 形 都 把 整个 平面 划分 为 两 个 区 域 : 内 部 区 域 和 外 部 区 域 ， 内 部 区 域 是 由 曲线 内 部 的 点 
构成 的 ， 外 部 区 域 是 由 曲线 外 部 的 点 构成 的 。 后 一 个 事实 的 证 明 相 当 复杂 ， 它 是 著名 的 若 尔 当 
(Jordan) 曲线 定理 的 一 种 特殊 情况 ， 该 定理 告诉 我 们 : 每 一 条 简单 曲线 都 把 平面 划分 成 两 个 区 

域 。 例 如 ， 参 见 LOr00] 。 

如 果 连 接 多 边 形 内 部 任意 两 点 的 线段 都 整个 包含 在 该 多 边 形 内 ， 则 称 该 多 边 形 是 凸 的 。( 不 
是 凸 多 边 形 的 多 边 形 称 为 非 凸 的 .) 图 1 给 出 了 4 个 多 边 形 ， 其 中 图 1a 和 图 1b 是 凸 的 ， 而 图 lc 和 
图 1d 是 非 凸 的 。 简 单 多 边 形 的 对 角 线 是 连接 多 边 形 两 个 不 相 邻 顶点 的 线段 ， 如 果 一 条 对 角 线 除 
了 两 个 端点 外 ， 整 个 包含 在 多 边 形 内 部 ， 则 称 该 对 角 线 为 内 部 对 角 线 。 例 如 ， 在 多 边 形 图 1d 中 ， 
连接 a 和 的 线段 是 一 条 内 部 对 角 线 ， 而 连接 a 和 d 的 线段 是 对 角 线 ， 但 不 是 内 部 对 角 线 。 


OA 


ad 不 是 内 部 对 角 线 


d) 


图 1 凸 多边形 与 非 凸 多 边 形 


计算 几何 学 中 最 基本 的 操作 之 一 ， 是 通过 加 
人 不 相交 的 对 角 线 把 一 个 简单 多 边 形 划 分 成 多 个 
三 角形 ， 这 个 过 程 叫 作 三 角形 化 。 注 意 ， 一 个 简 
单 多 边 形 可 以 有 许多 不 同 的 三 角形 划分 ， 如 图 2 
所 示 。 计 算 几 何 学 中 最 基本 的 事实 或 许 就 是 下 面 
的 定理 1 所 叙述 的 : 每 个 简单 多 边 形 都 可 以 三 角 
形 化 。 此 外 ， 定 理 1 还 告诉 我 们 : 具有 nn 条 边 的 
简单 多 边 形 的 任何 一 种 三 角形 化 ,都 包含 n 一 2 
个 三 角形 。 


之 由 7 条 边 构成 的 简单 
多 边 形 分 成 5 个 三 角 
形 的 两 种 不 同 的 三 角 
化 ， 分 别 由 虚线 和 点 
线 表示 





2 多 边 形 的 三 角形 化 


妇 纳 与 递 慷 301 








结论 看 起 来 似乎 很 明显 : 通过 不 断 加 入 内 部 对 角 线 ， 就 可 以 将 一 个 简单 多 边 形 三 角形 化 。 
ed 用 本 月 和 区 下 上 员 作 和 术 说 二 让 有 各 全 然而 ， 这 种 证 明 却 需 要 如 下 一 个 关键 的 引 理 。 


个 简单 的 至 冰 四 边 的 多 边 形 都 存在 一 -条 内 部 对 角 线 。 


尽管 引 理 1 看 起 来 非常 简单 但 证 明 起 来 却 非常 困难 。 事实 上 ， 就 在 30 年 以 前 ， 曾 经 有 
许多 被 认为 是 正确 而 其 实 是 不 正确 的 证 明 ， 它 们 经 常 出 现在 教科 书 或 文章 中 。 先 用 引 理 1 证 明 
定理 1， 然后 再 证 明 引 理 1， 这 在 证 明定 理 时 是 一 种 常见 手法 。 

证 明 ( 定 理 1) 用 强 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 设 T(n) 是 命题 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 能 
够 被 三 角形 化 为 n 一 2 个 三 角形 。 A 

基础 步骤 : T(3) 为 真 ， 因 为 具有 三 条 边 的 多 边 形 是 一 个 三 角形 。 不 需要 对 一 个 三 角形 加 
es ep tr et 
为 9 一 2 三 3 一 2 三 1 个 三 角形 。 

归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ,假定 对 所 有 3 三 j 二 的 7 而 言 ，T(G7) 为 真 。 也 就 是 说 ， 假 定 只 
要 3 过 三 &k， 就 能 将 具有 j 条 边 的 简单 多 边 形 三 角形 化 为 ;一 2 个 三 角形 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 
必须 证 明 : 当归 纳 假设 为 真 时 ，T(k 十 1) 为 真 ， 也 就 是 说 ， 具 有 十 1 条 边 的 任意 简单 多 边 形 都 
能 被 三 角形 化 为 (k 十 1) 一 2==& 一 1 个 三 角形 。 

因此 ,假定 有 一 个 具有 & 十 1 条 边 的 简单 多 边 形 P。 因 为 十 1 三 4， 所 以 由 引 理 1，P 中 存 
在 一 条 内 部 对 角 线 a6。 现 在 ，ab 将 P 分 成 了 两 个 简单 多 边 形 Q@ 和 R， 且 QQ 有 ;条 边 ,，R 有 1 条 
边 。Q 和 R 的 边 都 是 P 的 边 ， 还 有 一 条 边 cg， 它 是 Q 和 R 的 公共 边 。 注 意 由 于 Q 和 R 都 至 少 
比 P 少 一 条 边 ( 因 为 它们 都 是 由 了 通过 去 掉 至 少 两 条 边 ， 同 时 增加 了 对 角 线 ab 而 形成 的 ) ， 因 
此 有 3 三 sk 和 3 三 :过 &。 此 外 ，P 的 边 数 比 Q 和 R 的 边 数 之 和 少 两 条 ， 因 为 P 的 每 条 边 要 么 
是 Q 的 一 条 边 ， 要 么 是 R 的 一 条 边 ， 但 不 能 既是 Q 的 一 条 边 又 是 R 的 一 条 边 ， 而 对 角 线 ab 是 
Q 和 R 的 一 条 公共 边 ， 但 却 不 是 PP 的 一 条 边 。 即 ，k 十 1 二 s 十 1 一 2。 

根据 归纳 假设 ， 由 于 3 三 ;5k 和 3 三 tk 都 成 立 ， 所 以 可 以 将 Q@ 和 R 分 别 三 角形 化 为 ;一 2 
个 和 :一 2 个 三 角形 。 其 次 ， 注 意 Q@ 和 RR 的 三 角形 化 合 在 一 起 构成 了 P 的 一 个 三 角形 化 。( 在 Q 
和 尺 中 加 入 的 每 个 对 角 线 都 是 P 的 一 条 对 角 线 。) 因 此 ， 可 以 将 PP 三 角形 化 为 总 数 为 (s 一 2) 十 
(1 一 2)==s 十 t 一 4 二 (4 十 1) 一 2 个 三 角形 。 这 就 完成 了 强 归 纳 法 的 证 明 。 即 已 经 证 明了 : 具有 
条 边 的 简单 多 边 形 能 够 被 三 角形 化 为 n 一 2 个 三 角形 ， 其 中 n 宇 3。 4 

下 面 再 来 证 明 引 理 1。 这 里 给 出 由 Chung-Wu Ho 所 发 表 的 证 明 [Ho75]。 注 意 尽管 这 个 证 
明 可 以 忽略 ， 且 不 会 影响 学 习 的 连续 性 ， 但 该 证 明说 明 的 问题 是 : 一 个 看 起 来 非常 明显 的 结 
论 ， 证明 起 来 有 时 是 多 么 困难 。 

证 明 假设 P 是 平面 上 画 出 的 一 个 简单 多 边 形 。 另 外 , 设 b 是 PP 上 或 P 内 的 一 点 ， 该 点 
是 zz 坐标 最 小 的 顶点 中 y 坐标 最 小 的 一 点 。 于 是 , 5 一 定 是 P 的 一 个 顶点 ， 因 为 如 果 5 是 P 的 
一 个 内 部 点 ， 那 么 中 将 存在 一 个 顶点 ， 其 xz 坐标 比 5 的 x 坐标 还 小 。 设 另外 两 个 顶点 a 和 < 
与 b 是 邻接 点 ， 于 是 由 ab 和 bc 所 构成 的 P 内 的 角 必 小 于 180"( 否 则 ，P 中 必 有 一 点 ， 其 坐标 
要 比 5 的 zz 坐标 还 小 )。 

现在 设 人 本 是 三 角形 八 abc。 如 果 P 中 没有 顶点 在 上 或 人 内， 那么 可 以 连接 ac 而 得 到 一 条 
内 部 对 角 线 。 男 一 方面 ， 如 果 pe 荆 内 ， 那 么 可 以 找到 P 卫 的 一 个 顶点 p， 它 在 上 或 
在 工 内 ， 使 得 久 是 一 条 内 部 对 角 线 。 个 难点 ，Ho 曾 注释 过 : 在 许多 已 发 表 的 该 引 理 的 证 
明 中 ， 这 样 的 顶点 p 是 可 以 找到 的 ， J b, 不 一 定 非得 是 PP 的 一 条 内 部 对 角 线 就 行 ， 见 练习 
21。) 问 题 的 关键 是 选择 一 个 顶点 p， 使 得 人 bap 最 小 。 为 了 说 明 能 做 到 这 一 点 ， 注 意 从 a 点 出 发 
经 过 pp 点 的 射线 必 与 线段 bc 相交 于 一 点 ， 比 如 说 相交 于 gq 点 。 于 是 八 bag 内 部 不 可 能 含有 了 中 的 
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任何 顶点 。 因 此， 可 以 连接 5 和 而 形成 P 的 一 条 内 部 对 角 线 。 图 3 给 出 了 zp 点 位 置 的 说 明 。 4 


7 是 三 角形 Aabc 
Pp 是 7 内 P 的 顶点， 使 得 bap 最 小 
bp 必定 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 





图 3 在 简单 多 边 形 中 建立 一 条 内 部 对 角 线 


5.2.5 利用 良 序 性 证 明 

数学 归纳 法 原理 和 强 归纳 法 的 有 效 性 源 于 整数 集合 的 基本 公理 一 一 良 序 性 公理 ( 见 附 录 
A)。 良 序 性 公理 断言 : 任意 一 个 非 空 的 非 负 整数 集合 都 有 最 小 元 素 。 我 们 将 会 看 到 ， 良 序 性 
公理 是 怎样 直接 应 用 于 证 明 中 的 。 此 外 ， 可 以 证 明 : 良 序 性 公理 、 数 学 归纳 法 原理 以 及 强 归纳 
法 之 间 是 等 价 的 ( 见 练习 41 一 43) 。 也 就 是 说 ， 给 定 三 种 技巧 中 的 任何 一 种 ， 其 有 效 性 都 可 以 
用 另外 两 种 技巧 中 的 任何 一 种 来 证 明 。 在 5.1 节 中 ， 我们 曾 证 明 过 良 序 性 公理 蕴含 着 数学 归纳 
法 原理 ， 关 于 它们 等 价 性 的 另 一 半 证 明 ， 在 本 节 最 后 留 作 练习 ， 见 练习 31、42 和 43。 

良 序 性 公理 ”任意 一 个 非 空 的 非 负 整数 集合 都 有 最 小 元 素 。 

良 序 性 公理 经 常 可 以 直接 应 用 于 证 明 中 。 

用 良 序 性 证 明 整 除 算法 。 回 忆 一 下 ， 整 除 算法 说 : 车 a 是 整数 且 d 是 正 整数 ， 则 存 
在 唯一 的 整数 g 和 7 满足 0 二 r=<d 和 a 二 dg 十 r。 

解 设 S 是 形 如 a 一 dg 的 非 负 整数 的 集合 ， 其 中 g 是 整数 。 这 个 集合 非 空 ， 因 为 一 dg 可 
以 任意 大 ( 取 gq 是 绝对 值 很 大 的 负 整 数 )。 根 据 良 序 性 ，S 有 最 小 元 r= 二 a 一 dg 。 

整数 r+ 非 负 且 r 二 d。 若 不 是 这 样 ， 则 S 里 存在 更 小 的 非 负 整数 ， 即 a 一 4d(go 十 1)。 为 了 看 
出 这 一 点 ,假设 r 宇 4。 因 为 a= dg 十 7， ee dgs) 一 dr 一 d 宇 0。 因 此 ， 
存在 满足 0 过 r=<a 的 整数 r+ 和 gq。 证 明 gq 和 > 都 是 唯一 的 ， 留 给 读者 作为 练习 37。 4 

het tt wi nt ree ea 
胜 负 。 所 谓 选 手 p; ，p; ，…，p 形成 回路 ， 就 是 p, 战胜 p, ，p; 战胜 p3，…，p-1 战 胜 p,， 
pa 战胜 p,。 用 良 序 性 公理 证 明 : 如 果 在 主客 场 循环 赛 的 选手 中 存在 长 度 为 m(m 宇 3) 的 回路 ， 
则 必定 存在 这 些 选手 中 三 个 选手 的 回路 。 

解 ”假设 不 存在 三 个 选手 的 回路 。 因 为 在 主客 场 循 环 赛 中 至 少 有 一 个 回路 ， 所 以 存在 长 度 
为 nr 的 回路 的 所 有 正 整 数 的 集合 是 非 空 的 。 根据 良 序 性 ， 这 个 正 整 数 集合 有 最 小 元 &， 假 设 
k 必 定 大 于 3。 因此 ， 存 在 选手 回路 p, ，p;，p3，…，ps 并且 不 存在 更 短 的 回路 。 

现在 假设 不 存在 这 些 选手 中 三 个 选手 的 回路 ， 所 以 3。 考 虑 这 个 回路 的 前 三 个 元 素 pi， 
ps，ps。 在 pi 与 ps; 之 间 的 比赛 有 两 种 可 能 的 结果 。 如 果 -p; 战 胜 p,， 那 么 p,，p:;，p; 就 是 长 
度 为 3 的 回路 ,与 不 存在 三 个 选手 的 回路 的 假设 相 矛 盾 。 因 此 ， 必 定 是 p 战胜 p;。 这 意味 着 


可 以 从 回路 pl ，ps。，p;，-…，p 中 忽略 p; 来 获得 长 度 为 k 一 1 的 回路 pi, ps, ps, ,pi， 
与 最 短 回 路 长 度 为 的 假设 相 了 矛盾 。 结 论 是 必定 存在 长 度 为 3 的 回路 。 本 
练习 


1. 用 强 归纳 法 证 明 : 如 果 你 能 跑 一 英里 或 两 英里 ， 且 如 果 你 能 跑 一 个 特定 的 英里 数 ， 那 你 就 还 能 多 跑 两 
英里 ,证 明 你 能 跑 任 意 的 英里 数 。 


久 纳 与 递 轴 303 








. 用 强 归 纳 法 证 明 : 如 果 你 知道 排列 着 无 限 长 的 多 米 诺 骨牌 中 的 前 3 个 会 倒 下 ， 且 如 果 1 个 多 米 诺 骨 牌 


倒 下 ， 那么 排 在 它 后 面 的 3 个 骨牌 也 会 倒 下 ， 证明 所 有 的 多 米 诺 骨 上牌 都 会 倒 下 。 


. 设 P(n) 是 命题 ; 一 份 分 邮资 可 以 只 用 3 分 和 5 分 的 邮票 来 构成 。 此 练习 简 述 了 用 强 归纳 法 证 明 对 


n 宇 8，P(n) 为 真 时 的 要 点 。 

a) 证 明 P(8)、P(9) 和 P(10) 为 真 ， 从 而 完成 基础 步骤 的 证 明 。 
b) 证 明 中 的 归纳 假设 是 什么 ? 

c) 在 归纳 步骤 需要 证 明 什 么 ? 

d) 对 三 10， 完 成 归纳 步 又 。 

e) 解 释 为 什么 上 述 步 又 证 明了 : 只 要 n 宇 8， 命 题 就 为 真 。 


, 设 P(n) 是 命题 一 份 n 分 邮资 可 以 只 用 4 分 和 7 分 的 邮票 来 构成 。 此 练习 简 述 了 用 强 归纳 法 证 明 对 


n 宇 18，P(n) 为 真 时 的 要 点 。 

a) 证 明 P(18)、P(19)、P(20) 和 P(21) 为 真 ， 从 而 完成 基础 步骤 的 证 明 。 
b) 证 明 中 的 归纳 假设 是 什么 ? 

c) 在 归纳 步骤 需要 证 明 什 么 ? 

d) 对 A 之 21， 完 成 归纳 步骤 。 

e) 解 释 为 什么 上 述 步骤 证 明了 : 只 要 n 宇 18 时 ， 命 题 就 为 真 。 


. a) 确 定 只 用 4 分 和 11 分 的 邮票 可 以 构成 多 少数 量 的 邮资 。 


b) 用 数学 归纳 法 原理 证 明 你 对 a 的 回答 。 注 意 必 须 明 确 陈述 归纳 步骤 中 的 归纳 假设 。 
中 用 强 归纳 法 证 明 你 对 a 的 回答 。 在 该 证 明 中 ， 归 纳 假 设 与 用 数学 归纳 法 原理 证 明 中 的 归纳 假设 有 什 
么 不 同 ? 


. a) 确 定 只 用 3 分 和 10 分 的 邮票 可 以 构成 多 少数 量 的 邮资 。 


b) 用 数学 归纳 法 原理 证 明 你 对 a 的 回答 。 注 意 必须 明确 陈述 归纳 步 又 中 的 归纳 假设 。 

c) 用 强 归纳 法 证 明 你 对 a 的 回答 。 在 该 证 明 中 ， 归纳 假设 与 用 数学 归纳 法 原理 证 明 中 的 归纳 假设 有 什 
么 不 同 ? 

只 用 2 美元 和 5 美元 的 钞票 可 以 构成 多 少数 量 的 钱 ? 用 强 归 纳 法 证 明 你 的 回答 。 





7 
8. 假设 商店 提供 面额 为 25 美元 和 40 美元 的 礼券 ， 确 定 用 这 些 礼券 可 以 构成 多 少 可 能 的 总 量 。 用 强 归纳 


*9. 


10. 


il; 


法 证 明 你 的 回答 。 

用 强 归纳 法 证 明 V3 是 无 理 数 。[ 提 示 : 设 P(n) 是 命题 ， 对 任意 正 整 数 5, V2 了 关 n/b5。] 

假设 一 种 巧克力 棒 由 排列 成 长 方形 的 n 个 方块 组 成 。 整 个 棱 或 棒 的 较 小 的 长 方形 块 可 以 沿 着 分 隔 方 
块 的 垂直 线 或 水 平 线 折 断 。 假 设 一 次 只 能 折断 一 块 ， 确 定 为 了 把 整个 棒 折 断 成 ”个 分 开 的 方块 ， 必 
须 先后 折断 多 少 次 。 用 强 归 纳 法 证 明 你 的 答案 。 

考虑 Nim 游戏 的 如 下 变种 。 这 个 游戏 从 nn 根 火 柴 开 始 。 两 名 选手 轮流 取 走 火柴 ,每 次 取 一 根 、 两 根 
或 三 根 。 取 走 最 后 一 根 火柴 的 选手 落 败 。 用 强 归 纳 法 证 明 : 如 果 每 名 选手 按照 最 好 可 能 的 策略 来 玩 游 
戏 ， 那 么 车 对 于 某 个 非 负 整数 j 来 说 , n 二 47、4j 十 2 或 41 十 3 时 ， 则 第 一 名 选手 获胜 ， 而 在 n= 二 4j 十 1 
的 其 他 情形 下 第 二 名 选手 获胜 。 


. 用 强 归纳 法 证 明 : 任意 正 整 数 n 都 可 以 写成 2 的 不 同 宕 次 之 和 ， 即 可 以 写成 整数 的 一 个 子 集 2 一 1、 


2 一 2、2: 一 4 等 的 和 。[ 提 示 : 对 归纳 步 台 ,分 别 考虑 十 1 是 偶数 和 奇数 时 的 情况 。 当 十 1 是 偶数 
时 ， 注 意 (4 十 1)/2 是 整数 。] 





. 拼 板 游戏 是 将 拼 板 相继 拼 在 一 起 而 形成 一 块 。 每 一 步 都 将 一 片 拼 板 拼 到 块 上 去 或 者 将 两 块 拼接 在 一 起 。 


用 强 归 纳 法 证 明 : 无 论 采用 什么 样 的 步骤 ,要 拼 成 n 片 拼 板 的 一 块 ， 都 恰好 需要 "一 1 步 才 能 完成 。 


. 假设 从 一 堆 半 块 石 头 开始 ， 通 过 连续 地 把 一 堆 石头 分 成 较 小 的 两 堆 石头 ， 把 开始 的 这 堆 石 头 分 成 ? 


堆 ， 每 堆 只 有 1 块 石头 。 每 次 分 开 一 堆 石 头 时 ， 就 把 所 分 出 的 较 小 的 两 堆 石头 的 数目 相 乘 ， 即 如 果 

分 出 的 这 两 堆 分 别 有 > 和; 块 石 头 ， 则 计算 出 rs。 证 明 : 无 论 如何 分 这 些 堆 ， 每 一 步 计算 出 来 的 乘积 

之 和 等 于 n(n 一 1)/2。 

.证 明 : 在 1.8 节 例 12 的 看 食 游 戏 中 ， 如 果 初 始 格 子 是 方形 ， 那 么 第 一 选手 具有 一 个 获胜 的 策略 。[ 扣 
示 : 用 强 归纳 法 证 明 下 面 的 策略 是 有 效 的 。 第 一 步 ， 第 一 个 选手 咬 掉 除了 左边 和 上 边 以 外 的 所 有 人 饼 
干 。 在 接 下 来 的 步骤 中 ， 当 第 二 个 选手 咬 控 上 边 或 左边 的 饼干 以 后 ， 第 一 个 选手 分 别 在 左边 或 上 边 





* 16. 


1 


- 


* 18. 


Co 
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以 相同 的 相对 位 置 咬 掉 饼干 。] 

证 明 : 在 1.8 节 例 12 的 看 食 游 戏 中 ， 如 果 初 始 格 子 是 两 个 方形 ， 即 台子 是 2Xn 的 格子 ， 那么 第 一 选 
手 具 有 获胜 的 策略 。[ 提 示 : 用 强 归纳 法 证 明 。 第 一 个 选手 的 第 一 步 应 该 先 咬 掉 最 底层 最 右 端的 那 块 
饼干 。] 


. 用 强 归 纳 法 证 明 : 如 果 对 一 个 具有 4 条 边 的 简单 多 边 形 进 行 三 角形 化 ， 那 么 三 角形 化 时 至 少 有 两 个 


三 角形 都 有 两 条 边 是 该 多 边 形 的 外 部 边界 。 

用 强 归纳 法 证 明 : 当 把 一 个 具有 相 邻 顶点 ww，v。，…，w 的 凸 多 边 形 P 三 角形 化 为 x 一 2 个 三 角形 
时 ， 这 ”一 2 个 三 角形 可 以 编号 为 1，2，…，n 一 2， 使 得 对 i 二 1，2，…，n 一 2， 都 有 vi 是 三 角形 的 
一 个 顶点 。 

Pick 定理 断言 : 平面 上 顶点 都 在 格 点 上 ( 即 顶点 都 具有 整数 坐标 ) 的 简单 多 边 形 的 面积 等 于 I(P) 十 
B(P)/2 一 1， 其 中 I(P) 和 B(P) 分 别 是 PP 内 和 P 的 边界 上 格 点 的 个 数 。 利 用 强 归 纳 法 证 明 关 于 P 的 
顶点 数 来 证 明 Pick 定理 。[ 提 示 : 关于 基础 步 又， 首先 对 矩形 证 明定 理 成 立 ， 然 后 对 直角 三 角形 证 明 
定理 成 立 ， 最 后 注意 到 : 一 个 三 角形 区 域 是 由 包含 该 三 角形 在 内 的 一 个 较 大 的 矩形 区 域 减 去 至 多 三 
个 角形 区 域 所 得 到 的 结果 。 关 于 归纳 步骤 ， 利 用 引 理 1 即 可 。] 

设 P 是 简单 多 边 形 ， 其 顶点 分 别 为 vi，vs，…，wv,， 相 邻 顶 点 之 间 都 有 一 条 边 ， 且 vw 和 vw 之 间 也 有 
一 条 边 。 如 果 连 接 w 的 两 个 邻接 的 线段 是 该 简单 多 边 形 的 一 条 内 部 对 角 线 ， 则 称 顶 点 v; 是 一 只 耳 
末 。 如 果 具 有 和 耳 人 条 w 和 它 的 两 个 邻接 顶点 所 构成 的 三 角形 内 部 与 耳 休 wv; 和 它 的 两 个 邻接 顶点 所 构成 
的 三 角形 内 部 不 相交 ， 则 称 耳 打 w 和 耳 朱 wv 是 不 重 又 的 。 证 明 : 任何 具有 至 少 4 个 顶点 的 简单 多 边 
形 都 具有 至 少 两 只 不 重 倒 的 耳 朱 。 

在 引 理 1 的 证 明 中 曾 提 到 过 : 关于 寻找 顶点 p， 使 得 线段 5, 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 的 许多 不 正确 的 
方法 也 都 得 到 了 发 表 。 该 练习 给 出 了 一 些 错 误 证 明 中 选择 p 的 方法 。 考 虑 下 图 所 示 的 两 个 多 边 形 ， 
证 明 对 如 下 每 种 关于 p 的 错误 选择 ， 线 段 b, 不 一 定 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 。 

a) 力 是 已 的 满足 角 一 apz 最 小 的 顶点 。 

b)p 是 P 的 具有 最 小 xz 坐标 ( 除外) 的 顶点 。 

Q)p 是 P 的 与 b 距离 最 近 的 顶点 。 


C € 


练习 22 和 23 给 出 了 归纳 载 入 可 用 于 证 明 计 算 几 何 学 中 一 些 结论 的 例子 。 


* 32, 


23. 


设 P(n) 是 命题 ， 当 不 相交 的 对 角 线 画 于 具有 nn 条 边 的 凸 多 边 形 内 部 时 ， 多 边 形 中 至 少 有 两 个 顶点 不 

是 这 些 对 角 线 的 端点 。 

a) 证 明 : 当 利 用 强 归 纳 法 对 所 有 大 于 等 于 3 的 整数 证 明 P(n) 为 真 时 ， 归 纳 步骤 是 行 不 通 的 。 

b) 证 明 : 可 以 用 强 归 纳 法 证 明 更 强 的 断言 : 对 nn 三 4，Q(n) 为 真 。 其 中 Q(n) 是 命题 ， 当 不 相交 的 对 角 
线 画 于 具有 nn 条 边 的 是 多边形 内 部 时 ， 至 少 有 两 个 不 相 邻 的 顶点 不 是 这 些 对 角 线 的 端点 。 从 而 也 
就 证 明了 P(n) 为 真 。 

设 E(n) 是 命题 对 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 三 角 化 ， 这 些 三 角形 中 至 少 有 一 个 三 角形 的 两 条 边 都 是 

多 边 形 的 外 部 边界 。 

a) 解 释 当 使 用 强 归纳 法 证 明 对 所 有 大 于 等 于 4 的 整数 证 明 E(n) 为 真 时 ,会 陷入 困难 境地 。 
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b) 证 明 可 以 用 强 归纳 法 证 明 更 强 的 断言 对 所 有 n 宇 4，T(n) 为 真 。 其 中 T(n) 是 命题 ,对 简单 多 边 形 
的 任何 三 角 化 ， 这 些 三 角形 中 至 少 有 两 个 三 角形 的 两 条 边 都 是 多 边 形 的 外 部 边界 。 

在 3. 1 节 练 习 60 的 说 明 中 定义 的 稳定 指派 称 为 一 个 最 佳 配对 ， 如 果 不 存在 这 样 的 稳定 指派 : 一 个 求 

婚 者 与 一 个 他 喜欢 的 被 追求 者 配 成 了 一 对 。 用 强 归 纳 法 证 明 : 延期 接纳 算法 对 求婚 者 将 产生 一 个 最 

佳 稳定 指派 。 

设 P(n) 是 命题 函数 。 确 定 对 哪些 正 整数 >， 命题 PCn) 必 为 真 ， 验 证 你 的 答案 ， 如 果 

a)P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整 数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 PCn 十 2) 为 真 。 

b)P(1) 和 PC(2) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整 数 n， 如 果 P(n) 和 Pln 十 1) 为 真 ， 那么 Pln 十 2) 为 真 。 

c)P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整 数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 P(2n) 为 真 。 

d) P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 Pln 十 1) 为 真 。 

设 P(n) 是 命题 函数 。 确 定 对 哪些 非 负 整数 n， 命题 PC(n) 必 为 真 ， 如 果 

a) 忆 (0) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整数 n， 如 果 P(n) 为 真 , 那么 P(z 十 2) 为 真 。 

b) P(0) 为 真 ， 对 所 有 的 非 负 整数 >， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 PCn 十 3) 为 真 。 

c)P(0) 和 P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整数 n， 如 果 PCz) 和 Pin 十 1) 为 真 ， 那么 P(n 十 2) 为 真 。 

d) P(0) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 Pn 十 2) 和 Pl(n 十 3) 为 真 。 

证 明 如 果 命 题 ， 对 无 限 多 的 正 整 数 nP(n) 为 真 ， 且 对 所 有 正 整 数 nP(n 十 1) 一 P(n) 为 真 ， 那么 ， 对 

所 有 正 整数 nP(n) 为 真 。 

设 5 是 一 个 固定 的 整数 ，; 是 一 个 固定 的 正 整数 。 证 明 : 如 果 对 所 有 正 整 数 k 宇 6 十 j， 都 有 P(5)， 

P(5 十 1),，*…，P(65 十 7) 为 真 ， 且 [PC(6) 和 PC(6 十 1) 人 … 人 PC(k)]>P(k 十 1) 为 真 (k 宇 6 十 j) ， 则 对 所 n 宇 

b 的 整数 n，P(n) 为 真 。 

下 面 强 归 纳 法 的 “证 明 ” 有 什么 错误 ? 

“定理 ”， 对 所 有 非 负 整数 n， 都 有 5Xn==0。 

基础 步骤 : 5.% O00, . 

归纳 步骤 : 假设 对 所 有 满足 0<j<& 的 非 负 整数 ;， 都 有 5j 二 0。 设 & 十 1==i 十 j}， 其 中 i、j 都 是 小 于 

& 十 1 的 自然 数 。 根 据 归纳 假设 有 5(k 十 1)==5(i 十 站 ==5i 十 5j 二 0 十 0 二 0。 

找 出 下 列 “ 证 明 ” 的 错误 : 当 a 是非 零 实数 时 ， 对 所 有 非 负 整数 n， 有 a" 二 1。 

基础 步骤 :根据 a? 的 定义 ，a' 二 1 为 真 。 

归纳 步骤 ， 假定 对 满足 jk 的 所 有 非 负 整数 ) 来 说 ，a’ 一 1。 

注意 





i 


通过 证 明 从 良 序 性 公理 得 出 强 归纳 法 来 证 明 强 归纳 法 是 有 效 的 证 明 方 法 。 

找 出 下 面 “ 证 明 ” 中 的 瑕 辣 : 任意 大 于 等 于 3 分 的 邮资 都 可 以 只 用 3 分 和 4 分 的 邮票 来 构成 。 

基础 步骤 : 可 以 只 用 一 张 3 分 的 邮票 来 构成 3 分 的 邮资 ， 只 用 一 张 4 分 的 邮票 来 构成 4 分 的 邮资 。 
归纳 步骤 : 假设 对 所 有 满足 jk 的 非 负 整数 ;7， 只 用 3 分 和 4 分 的 邮票 就 能 构成 j 分 的 邮资 。 那 么 就 
可 以 通过 用 一 张 4 分 的 邮票 代替 一 张 3 分 的 邮票 ， 或 通过 用 三 张 3 分 的 邮票 代替 两 张 4 分 的 邮票 来 构 
成 十 1 分 的 邮资 。 

证 明 ， 如 果 能 够 证 明 如 下 命题 ， 那 么 就 可 以 证 明 : 对 所 有 的 正 整 数 n 和 此 P(n, 上 ) 为 真 。 
a)P(1，1) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 和 上 ，PCn,，k) 一 [Pln 十 1，k) 人 Pln,k& 十 1)] 为 真 。 

b) 对 所 有 的 正 整 数 k，P(1, &) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 和 有 ，P(l(n,，k) 一 Pl(n 十 1，&) 为 真 。 

c) 对 所 有 的 正 整 数 n，P(n， 1) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 和 kk，P(n,，k) 一 Pl(n，k 十 1) 为 真 。 

证 明 : 对 所 有 的 正 整 数 n 和 k， 





>771G+1DG 二 2)…G 十 一 1) 二 n(n 十 1)(n 十 2)%(n 十 k)/(k 十 1) 


[提示 : 利用 练习 33 中 的 技巧 。] 

证 明 : 若 wa，a ，…，aw 是 nn 个 不 同 的 实数 ， 则 无 论 在 它们 的 乘积 中 插入 多 少 对 括号 ， 计 算 这 个 
数 之 积 都 要 使 用 ”一 1 次 乘法 。[ 提 示 : 利用 强 归纳 法 并 且 考 虑 最 后 一 次 的 乘法 。] 

良 序 性 可 以 用 来 证 明 : 两 个 正 整数 有 唯一 的 最 大 公 因 子 。 设 a 和 2 都 是 正 整 数 ， 设 S 是 形 如 as 十 bt 
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的 正 整数 的 集合 ， 其 中 * 和 + 都 是 正 整数 。 

a) 证 明 : S 非 空 。 

b) 用 良 序 性 证 明 : S 有 最 小 元 c。 

c 证 明 : 车 ad 是 a 和 2 的 公 因 子 , 则 4d 是 c 的 因子 。 

qd) 证 明 : cl|a 和 c|2。[ 提 示 : 首先 假定 ca。 则 a=gc 十 +r， 其 中 0 二 r<c。 证 明 rE S， 这 与 对 c 的 选 
择 相 矛盾 。] 

e) 从 c) 和 d) 得 出 : a 和 5 的 最 大 公 因 子 存 在 。 通 过 证 明 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 是 唯一 的 来 完成 证 明 。 

. 设 a 是 一 个 整数 ，d 是 一 个 正 整 数 。 证 明 : 满足 4 二 dg 十 r 及 0 过 r<a 的 整数 g 和 vr 是 唯一 的 。g 和 -~ 
的 存在 性 已 在 例 5 中 证 明 过 了 。 

. 用 数学 归纳 法 证 明 : 具有 偶数 个 格子 且 去 掉 了 一 个 黑 格 和 一 个 白 格 的 矩形 棋盘 可 用 多 米 诺 骨牌 覆盖 。 

. 你 能 用 良 序 性 证 明 下 面 的 命题 吗 ?“ 每 一 个 正 整 数 都 可 以 用 不 超过 15 个 英语 单词 来 描述 ”。 
假定 这 些 词 取 自 某 个 特定 的 英语 词典 。[ 提 示 : 假如 存在 正 整 数 ， 它 们 不 能 用 不 超过 15 个 英语 单词 
来 描述 。 那 么 ， 根 据 良 序 性 公理 ， 不 能 用 不 超过 15 个 英语 单词 来 描述 的 最 小 整数 是 存在 的 。] 

. 用 和 良 序 性 证 明 : 车 z 和 y 是 满足 x 二 y 的 实数 ， 则 存在 有 理 数 ~ 满足 z<r<y。[ 提 示 : 证 明 存 在 正 整 
数 A 满 足 A 之 1/(y 一 z)。 然 后 通过 考虑 数 |zj 十 7)/A， 其 中 7/ 是 正 整数 ， 来 证 明 存 在 有 理 数 ” 具有 介 
于 xz 和 y 之 间 的 分 母 A。] 

. 证 明 : 如 果 把 数学 归纳 法 原理 作为 公理 ， 那 么 良 序 性 是 可 以 证 明 的 。 

. 证 明 : 数学 归纳 法 原理 与 强 归 纳 法 是 等 价 的 ， 即 每 一 个 的 有 效 性 都 可 利用 另 一 个 的 有 效 性 来 证 明 。 

, 证 明 : 如 果 我 们 不 把 良 序 性 作为 公理 ， 而 是 把 数学 归纳 法 原理 或 强 归 纳 法 作为 公理 ， 那 么 良 序 性 是 
可 以 证 明 的 。 


3 递归 定义 与 结构 归纳 法 
3;1 引言 

有 时 难以 用 明确 的 方式 来 定义 一 个 对 象 。 不 过 ， 用 这 个 对 象 来 定义 它 自身 ， 这 也 许 是 容易 
。 这 种 过 程 称 为 递归 。 例 如 ， 图 1 所 示 的 图 画 是 递归 产生 的 。 首 先 ， 给 出 一 幅 原 图 。 然 后 实 
在 前 一 幅 图 画 的 中 央 递 归 地 放 上 更 小 的 图 画 这 样 一 个 过 程 。 

















图 1 递归 定义 的 图 画 
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可 以 用 递归 来 定义 序列 、 函 数 和 和 集合。 在 前 面 的 讨论 里 ， 用 显 式 的 公式 来 规定 序列 里 的 
项 。 例 如， 用 “对 n 二 0，1，2，… 来 说 ,a 二 2"”” 来 给 出 2 的 才 的 序列 。 不 过 ， 通 过 给 出 这 个 
序列 的 第 一 项 ， 即 a 二 1， 以 及 从 该 序列 前 面 的 项 来 求 出 当前 项 的 公式 ， 即 对 n= 二 0，1，2,… 
来 说 w+i 一 2a,， 也 可 以 定义 这 个 序列 。 当 通过 规定 如 何 从 前 面 的 各 项 求 出 序列 各 项 来 递归 地 
定义 序列 时 ， 可 以 用 归纳 法 来 证 明 关 于 这 个 序列 的 结果 。 

当 递归 地 定义 集合 时 ,在 基础 步骤 里 规定 一 些 初始 元 素 ， 并 且 在 递归 步骤 里 提供 一 条 规 
则 ， 从 已 有 的 那些 元 素来 构造 新 的 元 素 。 为 了 证 明 关于 递归 定义 的 集合 的 结果 ,使 用 所 谓 的 结 
构 归 纳 法 。 


5. 3.2 递归 地 定义 函数 

为 了 定义 以 非 负 整数 集合 作为 其 定义 域 的 函数 ， 使 用 两 个 步骤 ， 

基础 步骤 ， 规定 这 个 函数 在 0 处 的 值 。 

递归 步骤 : 给 出 从 较 小 的 整数 处 的 值 来 求 出 当前 的 值 的 规则 。 

这 样 的 定义 称 为 递归 定义 或 归纳 定义 。 注 意 一 个 从 非 负 整数 集合 到 实数 集合 的 函数 f(n) 
就 是 一 个 序列 we ，w …， 其 中 w 是 一 个 实数 ，i 是 非 负 整数 。 所 以 ，2.4 节 中 采用 递 推 关 系 定 
义 一 个 实数 序列 a。 ，a,… 就 是 定义 一 个 从 非 负 整数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 

假定 了 是 用 

庆 用 三 8 
A (N33 
来 递归 定义 的 。 求 出 f(1)、f(2)、f(3) 和 f(4)。 
解 ” 从 这 个 递归 定义 得 出 
f(1)= 2f(0) 二 3 二 2。63 十 3 二 9 
f(2)= 2f(1) 二 3 二 2。9 十 3 二 21 
f(3)= 2f(2) 二 3 二 2。21 十 3 = 二 45 
f(4)= 2f(3) 十 3 =2。45 十 3 = 93 q 
递归 定义 的 函数 是 良 定义 的 。 即 对 于 每 一 个 正 整 数 ， 函 数 对 应 取 值 是 清楚 定义 的 。 这 意味 
着 给 定 任 意 整数 ， 我 们 可 以 使 用 定义 的 这 两 个 部 分 得 到 对 应 整数 的 函数 值 ， 无 论 怎 么 使 用 这 两 
部 分 定义 都 会 得 到 同样 的 值 。 这 是 数学 归纳 法 原理 的 一 个 结果 ( 见 本 节 练 习 56) 。 在 下 面 的 例 2 
和 例 3 中 给 出 递归 定义 的 其 他 例子 。 

@ 给 出 w 的 递归 定义 ， 其 中 4 是非 零 实数 且 n 是 非 负 整数 。 

解 ” 这 个 递归 定义 包括 两 个 部 分 。 首 先 规定 aa， 即 ar = 二 1。 然 后 给 出 从 a 求 出 es: 的 规 
则 ， 即 对 n= 二 0，1，2，3，*…，a”""! 二 a。a”"。 这 两 个 等 式 对 所 有 非 负 整数 唯一 地 定义 了 a"。 4 


给 出 ya 的 递归 定义 。 
解 ” 这 个 递归 定义 的 第 一 部 分 是 


第 二 部 分 是 


n 


Vas {a) to ,| 


在 函数 的 某 些 递归 定义 中 ， 规 定 了 函数 在 前 & 个 正 整 数 处 的 值 ， 而 且 给 出 了 从 一 个 较 大 的 
整数 之 前 的 部 分 或 全 部 & 个 整数 处 的 函数 值 来 确定 在 该 整数 处 的 函数 值 的 规则 。 从 强 归纳 法 可 
以 得 出 ， 这 样 的 递归 定义 的 函数 是 良 定义 的 函数 ( 见 本 节 练 习 57) 。 

回忆 2. 4 节 斐 波 那 契 数 f。 ， 矿 ，f。，…， 是 用 方程 组 f 二 0， 刻 二 1 和 

a nh 
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来 定义 的 ， 其 中 ”一 2，3，4，…。[ 我 们 认为 斐 波 那 契 数 f, 或 者 是 序列 f。，f;，… 的 第 nn 项 或 
者 是 函数 f(n) 在 n 时 的 取 值 。] 

可 以 用 斐 波 那 契 数 的 递归 定义 来 证 明 这 些 数 的 许多 性 质 。 在 例 4 里 给 出 一 个 这 样 的 性 质 。 

证 明 : 当 n 宇 3 时 ， 有 了 />>a”*， 其 中 a=(1 十 V5)/2。 

解 ”可 以 用 强 归 纳 法 来 证 明 这 个 不 等 式 。 设 P(n) 是 命题 ，f,a”*。 想 要 证 明 的 是 当 n 是 
大 于 或 等 于 3 的 整数 时 ， 有 P(n) 为 真 。 

基础 步骤 : 首先 ， 由 于 

和 

所 以 PC3) 和 P(4) 都 为 真 。 

归纳 步骤 : 现在 假定 P(j) 为 真 ， 即 对 所 有 满足 3 二 ;二 的 整数 j 来 说 有 fj; 二 a”*， 其 中 
k 宇 4。 必 须 证 明 PC(k 十 1) 为 真 ， 即 fi41ae'。 因 为 a 是 zx’ 一 x 一 1=0 的 解 ( 二 次 方程 求 根 公式 
说 明 这 一 点 )， 所 以 得 出 = 二 a 十 1。 因 此 ， 

a !=a: 。 a :二 (gal)a =a a 二] 。a =a Tat’ 
根据 归纳 假设 ， 因 为 & 之 4， 所 以 得 出 
几 
因此 就 有 
fin=fitfii>a Ta =a 

由 此 得 出 PC(k 十 1) 为 真 ， 证 毕 。 4 

评注 归纳 步骤 证 明了 当 k 宇 4 时 ， 从 对 3 三 j 志 来 说 P(j) 为 真 的 假定 就 可 以 得 出 
P(k 十 1)。 因 此 ， 归 纳 步 骤 没 有 证 明 P(3) 一 P(4)。 因 此 ， 不 得 不 单独 证 明 P(4) 为 真 。 

现在 可 以 证 明 : 欧 几 里 得 算法 用 O(log 65) 次 除法 来 求 出 正 整 数 a 和 8 的 最 大 公 因 子 ， 其 中 
a 二 b, 





证 明 回忆 一 下 ， 当 用 欧 几 里 得 算法 求 满足 ac 之 的 gcd(a,，5) 时 ， 得 出 了 下 面 的 等 式 序列 
(其 中 4a=n6,， b= )。 
ro= nqiTr 0<ri<n 
n= 72q2 十 7 0<rn<nr 


Why es Gal U's 
rl La 
这 里 为 了 求 1, = gcd(a, 5b) 而 使 用 了 n 次 除法 。 注意 商 hy a gi 都 至 少 是 15 另外 ， 
q, 宇 2， 因 为 7, 二 -1!。 这 就 蕴含 着 | 
re 1 = fs 
ras 2 2 fs = A 
a en re ed fa = 


nk 
b=n 宇 ri 二 7 2 -3 a 
由 此 得 出 ， 若 欧 几 里 得 算法 为 了 求 出 满足 a 宇 6 的 gcd(a,，5) 而 使 用 了 nn 次 除法 ， 则 
b 之 f,+1。 从 例 4 中 知道 ， 对 nn 二 2 来 说 f41 之 a”!， 其 中 a 二 (1 十 V5)/2。 因 此 得 出 6 汪 >a”!。 另 
外 ， 因 为 logoasz0.208 之 1/5， 所 以 可 以 看 出 
logi,6>(n—1)logoa> (nO—1)/5 
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因此 ，n 一 1 二 5， logiw,6。 现 在 假定 5 有 上 个 十 进 制 位 。 则 5 二 10* 且 logop<R。 由 此 得 出 一 1 去 
5k， 而 且 因 为 是 整数 ， 所 以 得 出 n 过 5 证 毕 。 4 

因为 5 的 十 进 制 位 数 等 于 Llogi,8] 十 1， 它 小 于 或 等 于 log,b 十 1， 所 以 定理 1 说 求 出 满足 a 二 6 
的 gcd(a，5) 所 需要 的 除法 次 数 小 于 或 等 于 5(log1o6b 十 1)。 因 为 5(log1b 十 1) 是 O(log 5)， 所 以 
可 以 看 出 当 a 过 5 时 ， 欧 几 里 得 算法 就 用 O(log 5) 次 除法 来 求 出 gcd(a，5)。 


5. 3.3 递归 地 定义 集合 与 结构 

前 面 探讨 了 如 何 递归 地 定义 函数 。 现 在 把 注意 力 转移 到 如 何 递归 地 定义 集合 。 正 如 在 函数 
的 递归 定义 中 那样 ， 集 合 的 递归 定义 有 两 个 部 分 : 基础 步骤 和 递归 步骤 。 在 基础 步骤 中 ， 规 定 
初始 的 一 些 元 素 。 在 递归 步 又 中 ， 给 出 用 来 从 已 知 属于 集合 的 元 素来 构造 集合 的 新 元 素 的 规 
则 。 递 归 定义 也 可 以 包含 一 条 排斥 规则 ， 这 条 规则 规定 ， 递 归 定 义 的 集合 仅仅 包含 基础 步 又 所 
规定 的 以 及 递归 步骤 的 应 用 所 生成 的 那些 元 素 。 在 本 书 的 讨论 中 ， 将 总 是 默认 排斥 规则 成 立 ， 
因而 任何 元 素 都 不 属于 递归 定义 的 集合 ， 除 非 这 个 元 素 属 于 基础 步 又 所 规定 的 初始 的 一 些 元 
素 ， 或 者 是 可 以 一 次 或 多 次 使 用 递归 步骤 来 生成 的 。 稍 后 将 介绍 如 何 用 所 谓 的 结构 归纳 法 技术 
来 证 明 关于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 

例 5、 例 6、 例 8 和 例 9 解释 集合 的 递归 定义 。 在 每 个 例子 中 ， 都 说 明 递 归 步 骤 的 头 几 次 
应 用 所 生成 的 那些 元 素 。 

考虑 如 下 定义 的 整数 集合 的 子 集 S。 


基础 步骤 : 3ES。 

递归 步骤 : 若 zES 且 yES， 则 z 十 yE S。 

基础 步骤 中 求 出 的 S 中 的 新 元 素 是 3， 递归 步骤 的 首次 应 用 求 出 的 是 3 十 3 二 6， 递 归 步 又 
的 第 二 次 应 用 求 出 的 是 3 十 6 二 6 十 3 二 9 以 及 6 十 6 二 12， 等 等 。 4 

在 对 字符 串 的 研究 中 ， 递归 定义 起 着 重要 作用 (例如 ， 参 见 第 13 章 对 形式 语言 的 介绍 )。 
在 2.4 节 中 ， 字 和 母 表 3 上 的 字符 串 是 里 符号 的 有 穷 序列 。 定 义 1 说 明 可 以 递归 地 定义 互 上 的 
字符 串 的 集合 >” 。 
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字符 串 的 递归 定义 的 基础 步 又 说 空 串 属于 3" 。 递 归 步 又 说 把 三 的 符号 添加 到 5* 的 字 
符 串 结尾 后 面 就 生成 新 的 字符 串 。 在 递归 步 又 的 每 次 应 用 中 ， 都 生成 包含 一 个 更 多 符号 的 
字符 串 。 

CC 国 千 5={0, 1), 则 5 中 的 字符 串 ( 即 所 有 比特 串 的 集合 ) 是 : 在 基础 步骤 中 规定 属于 
5* 的 4， 在 递归 步骤 的 首次 应 用 中 形成 的 0 和 1， 在 递归 步骤 的 第 二 次 应 用 中 形成 的 00、01、 
10 和 11， 等 等 。 4 





Links > 


斐 波 那 契 (Fibonacci，1170 一 12S0) ” 斐 波 那 契 出 生 在 意大利 的 商业 中 心 比 萨 ， 被 
称 为 比萨 的 列 奥 那 多 (Leonardo) 。 斐 波 那 契 是 一 位 商人 。 他 遍 游 中 东 各 地 ， 在 那里 他 
。 接触 到 阿拉 伯 数 学 。 在 他 的 著作 《算盘 书 )Liber Abaci) 中 ， 斐 波 那 契 向 欧洲 人 介绍 了 
阿拉 伯 的 数字 记号 和 算术 的 算法 。 著 名 的 兔子 问题 (在 8. 1 节 描 述 ) 就 出 自 此 书 。 斐 波 
那 契 还 写 过 关于 几何 学 和 三 角 学 以 及 关于 丢 番 图 方程 的 各 种 论著 ， 丢 番 图 方程 是 关 
于 寻找 方程 整数 解 的 。 
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递归 定义 可 用 于 在 递归 定义 的 集合 的 元 素 上 来 定义 运算 或 函数 。 定 义 2 说 明了 这 一 点 ， 定 
义 2 是 关于 两 个 字符 串 的 连接 的 ， ld Bb ol 





往生 而 不 诗 符 wi 和 w 的 连接 是 wi en w, a wi = abra 
w, 二 cadabra 的 连接 是 wiw, 二 abracadabra。 
字符 串 的 长 度 给 出 字符 串 ww 的 长 度 1(w) 的 递归 定义 。 
解 字符 串 的 长 度 可 以 定义 为 
1A)=0 4 
1(wXx) 二 1(w) 十 1， 若 wE5* 且 XEB 
el de en 在 例 8 和 例 9 里 说 明 这 一 点 。 
复合 命题 的 合式 公式 ”可 以 定义 关于 T、F、 命 题 变 量 以 及 集合 (上 ， 人 ，V ， 一 ，} 
ER 
基础 步骤 : T、F 和 ;都 是 合式 公式 ， 其 中 ; 是 命题 变量 。 
递归 步骤 : 若 巨 和 下 都 是 合式 公式 ， 则 (DJE)、(EAF)、(EV FF)、(E>F) 和 (Ee 下) 都 是 
和 罕 式 公 武 5 
” 例如， 根据 基 础 步 又， 就 可 以 知道 T、EF、z 和 9g 都 是 合式 公式 ， 其 中 p 和 9g 都 是 命题 变 
量 。 从 递归 步骤 的 初次 应 用 就 可 以 知道 (pV g)、(p 一 F)、(F>g) 和 (gqg 八 F) 都 是 合式 公式 。 递 
归 步 骤 的 第 二 次 应 用 就 说 明 ((pVg) 一 (g 八 F))、(gV (pVg)) 和 ((p>F) 一 T) 都 是 合式 公式 。 
我 们 留 给 读者 证 明 p-~ 人 q、pq 信 和 -人 pg 不 是 合式 公式 ， 可 以 通过 不 能 采用 基础 步骤 和 多 次 运 
et tm S| 
运算 符 与 运算 数 的 合式 公式 ”可 以 递归 地 定义 由 变量 、 数 字 以 及 集合 {十 ， 一 ， 
*， > ^}( 其 中 x 表示 乘法 ， 个 表示 指数 ) 上 的 运算 符 所 组 成 的 合式 公式 的 集合 。 
基础 步骤 : 若 工 是 数字 或 变量 ， 则 z 是 合式 公式 。 
递归 步骤 : 若 下 和 6G 是 合式 公式 ， 则 (FE 二 G) 、(CF 一 G) 、(CFx*G)、(CFMG) 和 (CF+G) 都 是 
合式 公式 。 
Links > 
加 布 里 尔 。 拉 梅 (Gabriel Lamé€，1795 一 1870) ”他 于 1813 年 进入 工业 高 等 专科 学 
校 ，1817 年 毕业 。 之 后 在 米内 效 高 等 专科 学 校 继续 接受 教育 ， 于 1820 年 毕业 
: 1820 年 拉 梅 来 到 俄国 ， 被 任命 为 圣彼得堡 公路 与 运输 学 校 的 校长 。 在 俄国 期 间 
| 他 不 仅 教书 ， 而 且 设 计 道 路 和 桥梁 。 他 在 1832 年 回 到 巴黎 ， 帮 助 成 立 一 家 工程 公司 。 
， 不 过 ， 他 很 快 离开 这 个 公司 ， 接 受 了 工业 高 等 专科 学 校 的 物理 学 教授 职务 ， 担 任 这 
SS 个 职务 直到 1844 年 。 在 此 期 间 ， 他 作为 工程 顾问 活跃 在 学 术 之 外 的 领域 ， 担 任 过 煤 
OMe oak 矿 的 首席 工程 师 并 且 参 与 过 铁路 建设 。 
拉 梅 对 数论 、 应 用 数学 以 及 热力 学 都 做 出 了 开创 性 工作 。 他 最 著名 的 工作 包括 
引入 曲线 坐标 。 他 研究 数论 ， 证 明了 n==7 时 的 费 马 大 定理 ， 以 及 本 文 给 出 的 欧 几 里 得 算法 所 用 除法 次 数 
的 上 界 。 
有 史 以 来 最 伟大 的 数学 家 之 一 的 高 斯 ， 认 为 拉 梅 是 法 国 当 时 最 出 色 的 数学 家 。 不 过 ， 法 国 数学 家 认 
为 他 太 工 程 化 ， 而 法 国 科 学 家 认为 他 太 理 论 化 
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例如 ， 根据 基 础 步骤 就 可 以 看 出 +、y、0 和 3 都 是 合式 公式 (因为 任何 变量 和 数字 都 是 合式 
公式 )。 应 用 递归 步骤 一 次 所 生成 的 合式 公式 包括 (zx 十 3)、(3 十 y)、(zx 一 y)、(3 一 0)、(xz x* 3)、 
(3¥#*y)、(3/0)、(x/y)、(3 人 zx) 以 及 (0 和 43) 等 。 应 用 递归 步骤 两 次 就 可 以 说 明 像 ((zx 十 3) 十 3) 
和 (x 一 (3* y)) 这 样 的 公式 也 是 合式 公式 。[ 注 意 (3/0) 是 合式 公式 ， 因 为 这 里 只 考虑 语法 。] 我 
们 留 给 读者 证 明 z3 十 、yx 十 x 和 x*z/y 不 是 合式 公式 ， 可 以 通过 不 能 采用 基础 步骤 和 多 次 运 
用 递归 步骤 来 得 到 这 些 公式 的 方式 来 证 明 。 | 

第 11 章 将 深入 研究 树 。 树 是 特殊 类 型 的 图 ， 图 是 由 顶点 和 连接 一 些 顶 点 对 的 边 所 组 成 的 。 
第 10 章 将 研究 图 。 这 里 将 简单 地 介绍 树 和 图 以 说 明 如 何 递归 地 定义 树 和 图 。 


步骤 lb. 






图 2 解释 了 从 基础 步 又 开始 并 应 用 递归 步骤 一 次 和 两 次 所 形成 的 一 些 根 树 。 注意， 递归 定 
义 的 每 次 应 用 都 形成 了 无 穷 多 个 根 树 。 


基础 步骤 @。 





| 2 





图 2 建立 根 树 


根 树 是 特殊 情形 的 二 又 树 。 我 们 将 给 出 两 种 类 型 的 二 叉 树 的 定义 ， 即 满 二 叉 树 和 扩展 二 又 
树 。 在 每 种 类 型 二 又 树 的 定义 的 递归 步骤 中 ， 都 把 两 个 二 又 树 组 合 起 来 形成 一 个 新 的 二 又 树 ， 
指定 这 两 个 二 又 树 中 的 一 个 作为 左 子 树 ， 另 一 个 作为 右 子 树 。 在 扩展 二 叉 树 中 ， 左 子 树 或 右 子 
树 可 以 为 空 ,但 是 在 满 二 又 树 中 ， 这 是 不 允许 的 。 在 计算 机 科学 中 ， 二 又 树 是 最 重要 的 结构 类 
型 之 一 。 第 11 章 将 看 到 二 又 树 如 何 用 在 搜索 和 排序 算法 、 数 据 压缩 算法 以 及 许多 其 他 应 用 中 。 
首先 定义 扩展 二 又 树 。 





图 3 解释 如 何 通过 应 用 递归 步骤 一 次 至 
现在 说 明 如 何 定义 满 二 又 树 的 集合 。 注 意 ， 这 个 递归 定义 与 扩展 二 又 树 的 递归 定义 之 间 的 
差别 完全 在 于 基础 步骤 。 












IE 
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图 3 建立 扩展 二 叉 树 








图 4 解释 如 何 通过 应 用 递归 步骤 一 次 和 两 次 来 建立 满 二 又 树 。 





图 4 建立 满 二 又 树 


5.3.4 结构 归纳 法 
为 了 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 ， 一 般 都 使 用 某 种 形式 的 数学 归纳 法 。 例 10 解释 了 
递归 定义 的 集合 与 数学 归纳 法 之 间 的 关系 。 


证 明 : 例 5 所 定义 集合 S 是 所 有 为 3 的 倍数 的 正 整数 的 集合 。 
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解 设 A 是 被 3 整除 的 所 有 正 整数 的 集合 。 为 了 证 明 A==S， 必 须 证 明 A 是 S 的 子 集 且 S 
是 A 的 子 集 。 为 了 证 明 A 是 S 的 子 集 ， 必 须 证 明 被 3 整除 的 每 个 正 整 数 都 属于 S。 我 们 将 用 数 
学 归纳 法 来 证 明 它 。 

设 P(n) 是 命题 ,3n 属于 S。 基 础 步骤 成 立 ， 因 为 根据 S 的 递归 定义 的 第 一 部 分 ，3，1=3 
是 属于 S$ 的 。 为 了 证 明 归 纳 步 又 ， 假 定 PCR) 为 真 ， 即 3k 属 于 S。 因 为 3k 属 于 S 而 且 因 为 3 属 
于 S， 所 以 从 S 的 递归 定义 的 第 二 部 分 得 出 3k 十 3 二 3(k 十 1) 也 属于 S。 

为 了 证 明 S 是 A 的 子 集 ， 使 用 S 的 递归 定义 。 首 先 ， 该 定义 的 基础 步骤 规定 3 属于 S。 因 
为 3 二 3。，1， 所 以 所 有 在 这 个 步骤 里 属于 S 的 元 素 都 被 3 整除 。 为 了 完成 证 明 ， 必 须 证 明 所 有 
用 该 递归 定义 的 第 二 部 分 所 生成 的 属于 S 的 元 素 都 属于 A。 这 包括 证 明 当 xz 和 y 都 是 S 中 的 元 
素 并 且 假定 它们 都 属于 A 时 ,就 有 xz 十 y 属 于 A。: 现 在 若 z 和 y 都 属于 A， 则 可 以 得 出 3|z 和 
3|y。 根 据 4.1 节 的 定理 1， 得 出 3|x 十 y, 证 毕 。、 本 

例 10 使 用 正 整数 集合 上 的 数学 归纳 法 和 递归 定义 来 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 但 
是 ， 除 了 直接 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 外 ， 还 有 一 种 更 方便 的 称 为 结 
构 归 纳 法 的 归纳 法 形式 ， 它 不 直接 使 用 数学 归纳 法 也 可 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 结 构 
归纳 法 证 明 包 含 如 下 两 个 部 分 : 

基础 步骤 : 证 明 对 于 递归 定义 的 基础 步骤 所 规定 的 属于 该 集合 的 所 有 元 素来 说 ， 结 果 
成 立 。 

递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 定义 的 递归 步骤 中 用 来 构造 新 元 素 的 每 个 元 素来 说 命题 为 真 ， 则 
对 于 这 些 新 的 元 素来 说 结果 成 立 。 

结构 归纳 法 的 有 效 性 来 自 非 负 整数 的 数学 归纳 法 原理 。 为 了 看 出 这 一 点 ， 设 P(n) 为 : 对 
于 递归 定义 的 递归 步 又 的 不 超过 nn 次 应 用 所 生成 的 所 有 元 素来 说 ， 断 言 为 真 。 如 果 能 够 证 明 当 
n 是 正 整 数 时 PC(n) 为 真 ， 那 就 证 明了 数学 归纳 法 原理 蕴含 着 结构 归纳 法 原理 。 在 结构 归纳 法 的 
基础 步 又 中 , 证 明 P(0) 为 真 。 换 句 话 说 ,证 明 对 于 所 有 在 定义 的 基础 步骤 中 规定 为 属于 集合 
的 元 素来 说 ， 结 果 为 真 。 归 纳 步骤 的 后 果 是 ， 如 果 假 设 PCR) 为 真 ， 则 得 出 P(k 十 1) 为 真 。 当 
用 结构 归纳 法 完成 一 个 证 明 时 ， 就 已 经 证 明了 P(0) 为 真 并 且 P(b) 列 含 PCR 十 1) 。 根 据 数学 归 
纳 法 就 可 以 得 出 对 于 所 有 非 负 整数 nn 来 说 ，P(n) 为 真 。 这 也 就 证 明了 对 于 递归 定义 生成 的 所 有 
元 素来 说 结果 为 真 ， 并 且 证 明了 结构 归纳 法 是 一 种 有 效 的 证 明 技术 。 

使 用 结构 归纳 法 证 明 的 例子 ”结构 归纳 法 可 以 用 于 证 明 递 归 构 造 的 集合 中 的 所 有 元 素 具 有 
一 个 特殊 的 性 质 。 我 们 将 使 用 结构 归纳 法 证 明 关 于 合式 公式 、 字 符 串 和 二 叉 树 的 结果 来 表明 这 
一 思想 。 对 于 每 个 证 明 ， 我 们 必须 执行 适当 的 基础 步 又 和 递归 步骤 。 例 如 ， 用 结构 归纳 法 证 明 
例 8 中 定义 的 合式 公式 集合 的 相关 结果 ， 其 中 指定 T、F 和 每 个 命题 变量 ; 是 合式 公式 ， 并 且 
要 求 如 果 瑟 和正 是 合式 公式 ， 那 么 CE) 、(CEAF)、(CEVF)、(CE-~F) 和 (E<>F) 是 合式 公式 ， 
我 们 需要 完成 这 个 基础 步骤 和 递归 步骤 。 

基础 步骤 : 证 明 当 ;是 命题 变量 时 ， 对 于 TT、F 和 ;来 说 结果 为 真 。 

递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 复合 命题 p 和 9g 来 说 ,结果 为 真 ， 则 对 于 (Hp)、(pV gq)、(p 信 
g)、(p 王 gq) 和 (p>g) 来 说 ， 结 果 都 为 真 。 

例 11 解释 如 何 用 结构 归纳 法 证 明 关于 合式 公式 的 结果 。 

0 矿 DB 证 明 : 例 8 所 定义 的 复合 命题 的 每 个 合式 公式 都 含有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括号 。 

解 基础 步骤 : 公式 T、F 和 ;每 个 都 不 包含 括号 ， 所 以 显然 它们 含有 相等 个 数 的 左 括号 
和 右 括 号 。 

递归 步骤 : 假设 户 和 9 都 是 各 自 含 有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括号 的 合式 公式 。 换 句 话 说， 
如 果 和 和 2 分 别 是 p 和 gq 中 左 括号 的 个 数 ，~ 和 , 分别 是 p 和 g 中 右 括号 的 个 数 ， 则 1 二 7。 
且 4,==7,。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 (Hp)、(pV gq)、(pAq)、(p>q) 和 (p>q) 也 各 自 含 有 
相等 个 数 的 左 括号 和 右 括号 。 这 些 复合 命题 中 第 一 个 的 左 括号 的 个 数 等 于 /十 1， 其 他 每 个 复 








合 命 题 的 左 括 号 个 数 等 于 /十 ,十 1。 同 样 ， 这 些 复合 命题 中 第 一 个 的 右 括号 个 数 等 于 x, 十 1， 
其 他 每 个 复合 命题 的 右 插 号 个 数 等 于 7, 十 7 十 1。 因 为 /==r, 且 1 二 r,， 所 以 这 些 复合 表达 式 每 
个 都 含有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括号 。 这 样 就 完成 了 归纳 证 明 。 4 

假设 P(w) 是 wE 3" 的 字符 串 集 合 上 的 命题 函数 。 为 了 用 结构 归纳 法 来 证 明 对 于 所 有 
EYE 的 字符 串 来 说 PCw) 成 立 ， 需 要 同时 完成 基础 步 又 和 递归 步 又。 这 些 步 又 是 : 

基础 步骤 : 证 明 PCA) 为 真 。 

递归 步骤 : 假设 P(w) 为 真 ， 其 中 wE€E35*， 证 明 如 果 zxE3， 则 P(wz) 也 必定 为 真 。 

例 12 解释 如 何在 关于 字符 串 的 证 明 中 使 用 结构 归纳 法 。 

用 结构 归纳 法 证 明 LCzy)==1(z) 十 1(y)， 其 中 x 和 y 属于 5S" ， 即 字母 表 卫 上 的 字符 
串 的 集合 。 

解 ” 本 证 明 将 基于 定义 1 所 给 出 对 集合 5" 的 递归 定义 和 例 7 对 字符 串 长 度 的 定义 。 设 
P(y) 是 命题 : 当 zE3 时 就 有 ZLCzy) 王 0Cz) 十 1Cy) 。 

基础 步骤 : 为 了 完成 基础 步 又， 必须 证 明 P(A) 为 真 。 即 必须 证 明 对 所 有 zxE 35" 来 说 ， 有 
/zh) 一 !(z) 十 /(A) 。 因 为 对 每 个 字符 串 z 来 说 ，!(z)= 三 !(Cz) 王 2Cz) 十 0 王 上 Cz) 十 CA)， 所 以 
P(A) 为 真 。 

归纳 步骤 : 为 了 完成 归纳 步骤 ,假定 P(y) 为 真 ， 而 且 证 明 这 个 假定 蕴含 着 当 a€5 时 ， 就 
有 P(Cya) 为 真 。 需 要 证 明 的 是 ， 对 每 个 cE 了 来 说 有 !(Czya) 三 !(z) 十 (ya)。 为 了 证 明 这 一 点 ， 
注意 到 根据 !(z) 的 递归 定义 (在 例 7 中 给 出 )， 有 lizxya) 二 lxy) 十 1 和 ZLCya)= 王 2 上 Cy) 二 1。 而且， 
根据 归纳 假设 ， 有 !(Czy) 三 !Cz) 十 !(y) 。 故 得 出 !Czya) 三 上 Cz) 十 !Cy) 十 1 一 上 Cz) 十 2Cya) 。 本 

可 以 用 结构 归纳 法 证 明 关于 树 或 特殊 类 别 的 树 的 结果 。 例 如 ， 为 了 用 结构 归纳 法 证 明 关于 
满 二 又 树 的 结果 ， 需 要 证 明 下 面 的 基础 步骤 和 递归 步骤 。 

基础 步骤 : 证 明 对 于 只 含有 单个 顶点 的 树 来 说 ， 结 果 为 真 。 

递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 树 和 全 来 说 结果 为 真 ， 则 对 于 包含 树 根 > 和 以 工作 为 左 子 
树 且 以 三 作为 右 子 树 的 树 厂 。T 来 说 结果 为 真 。 

在 给 出 例子 说 明 如 何 用 结构 归纳 法 来 证 明 关 于 满 二 又 树 的 结果 之 前 ， 需 要 一 些 定 义 。 将 递 
归 地 定义 满 二 又 树 工 的 高 度 h(T) 和 顶点 数 n(T)。 首 先 定义 满 二 又 树 的 高 度 。 





如 果 设 n( 了 表示 满 二 又 树 的 顶点 个 数 ， 则 n(T) 满 足下 面 的 递归 定义 : 

基础 步骤 : 只 含有 树 根 + 的 满 二 又 树 工 的 顶点 数 n(T) 是 n(T)=1。 

递归 步骤 : 如果 全 和 7T; 都 是 满 二 又 树 ， 则 满 二 又 树 == TT， TT 的 顶点 数 是 2CT) 王 1 十 
n(Ti)+n( Ti), 

tb bi ddl 个 关于 清二 又 树 的 结果 。 





证 明 用 结构 归纳 法 证 明 这 个 不 等 式 。 

基础 步骤 : 对 于 只 含有 树 根 7 的 满 二 又 树 来 说 ， 结 果 为 真 ， 因 为 n(T) 二 1 并且 h(T)==0， 
所 以 nD=IE i=1; 

归纳 步骤 : 对 于 归纳 假设 ,假定 当 T， 和 了 都 是 满 二 叉 树 时 ，n(T) 过 2*" 一 1 并 且 
n(T,) 坊 2” 一 1。 根据 nCT) 和 有 h(T) 的 递归 公式 , 就 有 nC(T)= 二 1 十 n(Ti) 十 n(Ts) 和 有 h(T)= 
1+max(h(T,), h(T,)), 
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我 们 发 现 
n(T) = 1+n(T)++n(T,) 根据 n(T) 的 递归 公式 

妥 1 十 (24m + 一 1) 十 (2%D2H 一 1) 根据 归纳 假设 
< 因为 两 项 之 和 至 多 是 较 大 项 的 2 倍 
二 总 2max(AMT ) ,ACT ))+1 = 因 为 max(2” ,2”) 一 2 max(z, 习 
三 2。242- 一 工 根据 h(T) 的 递归 定义 
| 

这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 S| 


5.3.5 广义 归纳 法 

可 以 扩展 数学 归纳 法 来 证 明 关 于 除 整 数 集合 以 外 的 其 他 具有 和 良 序 性 的 集合 的 结果 。 虽 然 
9.6 节 将 讨论 这 个 概念 ， 但 是 这 里 给 出 一 个 例子 来 说 明 这 种 方法 的 有 用 性。 

作为 一 个 例子 ， 注 意 到 可 以 定义 NXN( 非 负 整 数 的 有 序 对 ) 上 的 序 ， 规 定 如 果 zi 二 xz; 或 者 
二 二 Zs 且 和 二 y， 则 (zx;，y) 小 于 等 于 (x;，ys)。 这 称 为 字典 序 。 具 有 这 个 序 的 集合 NXN 具 有 
性 质 :， NXN 的 每 个 子 集 合 都 有 最 小 元 (参见 9. 6 节 补 充 练习 53) 。 这 意味 着 可 以 递归 地 定义 满足 
mEN 和 nEN 的 项 a,,,， 并 且 用 数学 归纳 法 的 变种 来 证 明 关 于 这 些 项 的 结果 ， 例 13 说 明 这 一 点 。 

假设 对 于 (m。n) ENXN 来 说 递归 地 定义 cu,， 令 ao.。 = 二 0 并 且 

Qnmn—=an-int+l n=0 £m>0 
i m0 

证 明 对 于 所 有 (m，n) E NXN 来 说 ( 即 对 于 非 负 整数 的 所 有 有 序 对 来 说 )， a 二 m 十 n(n 十 1)/2。 

解 ” 用 广义 的 数学 归纳 法 可 以 证 明 a, 二 m 十 n(n 十 1)/2。 基 础 步骤 要 求证 明 : 当 (m，n)== 
(0，0) 时 这 个 公式 是 有 效 的 。 归 纳 步 又 要 求证 明 : 如 果 对 于 按照 NXN 上 字典 序 小 于 (mm ，?z) 的 
所 有 有 序 对 来 说 ， 这 个 公式 是 有 效 的 ， 则 对 于 Cm，nn) 来 说 这 个 公式 也 是 成 立 的 。 

基础 步骤 : 设 (m，n) 二 (0，0)。 于 是 根据 a,,, 递 归 定 义 的 基础 情形 就 有 ao,o 二 0。 另 外 ， 当 
m 二 n 二 0 时 ，m 十 n(n 十 1)/2= 二 0 十 (0，1)/2= 二 0。 这 样 就 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 假设 当 按照 NXN 上 字典 序 (m',， nn ) 小 于 Gm, nD) 时 aww 二 m' 十 n'(n' 十 1)/2。 
根据 递归 定义 ， 如 果 nn 二 0， 则 44 二 am-iw 十 1。 因 为 (mr 一 1，nn) 小 于 (m，n)， 归 纳 假设 a,_1,, 二 
m 一 1 十 nCn 十 1)/2， 所 以 a 二 xm 一 1 十 n(n 十 1)/2 十 1 二 m 十 n(n 十 1)/2， 给 出 了 所 需要 的 等 式 。 
现在 假设 ?>0， 所 以 a 二 awr_i 十 n。 因 为 (m,n 一 1) 小 于 Cm，n)， 归 纳 假设 告诉 我 们 cv: 一 
Mm 十 (nn 一 1)n/2， 所 以 aj;, 二 mx 十 (nn 一 1)n/2 十 n= 二 mm 十 (一 n 十 2n)/2 二 m 十 n(n 十 1)/2。 这 样 就 完 





成 了 归纳 步骤 。 | 
9.6 节 将 说 明 这 种 证 明 技 术 的 合理 性 。 

练习 

1. 求 出 Al1) 、FC2) 、FG3) 和 FC4)， 若 Fa) 递归 地 定义 成 : f(0)= 二 1， 而 且 对 n 二 0，1，2，… 来 说 ， 
a) Fn 十 1) 一 zz) 十 2 b) flnt1)=3f(n) 
e) fnt+1)=27" d) F(n 十 1) 王 Fo)2 十 Fa) 十 1 

2. 求 出 f(1)、f(2)、fC(3)、f(4) 和 了 (5),， 若 f(r) 递归 地 定义 成 : f(0)=3，,， 而且 对 n=0,，1，2，… 
a) flnt+1)=—2f(n) b) flnt1)=3f(n)+7 
fnt+1)=fn)—2f(n)—2 d) fnt1)=3/"/ 


3. 求 出 f(2)、f(3)、f(4) 和 f(5), 车 f 递归 地 定义 成 : f(0)== 一 1，f(1)= 王 2， 而 且 对 n= 二 1，2， 
来 说 ， 
a) flnt+1)=f(n)+3f(n—1) b) fnt+1)= fn)’ f(a—1) 
fnt+1)=3fn)—4f(n—1)? d) fnt+1)=f(n—1)/f(n) 

4. 求 出 f(2)、f(3)、f(4) 和 f(5),， 车 上 递归 地 定义 成 : f(0)= 二 f(1) 二 1， 而且 对 n= 二 1，2，… 来 说 ， 


9. 


10. 
11. 





a}f nt)= fn — fn—1) Dat1)= fn)f (nO—1) 
fmt = nn 1 ont 1 = fn nl) 


. 确定 下 列 这 些 所 谓 的 定义 是 否 每 个 都 是 从 非 负 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f 的 有 效 递 归 定 义 。 如 果 f 


是 良 定义 ， 则 求 出 当 n 是 非 负 整数 时 f(n) 的 一 个 公式 并 证 明 这 个 公式 是 有 效 的 。 

a)f(0) 二 0， 对 于 n 宇 1 来 说 f(n)=2f(n 一 2)。 

b)f(0)= 二 1， 对 于 nn 宇 1 来 说 f(n)= 二 fl(n 一 1) 一 1。 

©)f(0)=2，f(1)=3， 对 于 nn 宇 2 来 说 f(n)=f(n 一 1) 一 1。 

d) f(0)=1，f(1)==2， 对 于 n 宇 2 来 说 f(n)==2f(n 一 2)。 

e) 了 (0)= 二 1， 如 果 nn 是 奇数 且 n 宇 1 则 f(n)= 二 3f(n 一 1); 如 果 n 是 偶数 且 n 宇 2 则 f(n)==9f(n 一 2)。 


. 确定 下 列 这 些 所 谓 的 定义 是 否 每 个 都 是 从 非 负 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f 的 有 效 递 归 定 义 。 如 果 了 


是 良 定义 ， 则 求 出 当 n 是非 负 整数 时 f(n) 的 一 个 公式 并 证 明 这 个 公式 是 有 效 的 。 

a) f(0) 二 1， 对 于 nn 宇 1 来 说 f(n)= 一 f(n 一 1)。 

b) FL0) 三 1， 庆 1 三 0 了 (2)==2, 对 于 nn 汪 3 来 说 f(n)=2f(n 一 3)，。 
¢)f(0)=0，f(1)==1， 对 于 nn 宇 2 来 说 ，f(n)==2f(n 十 1)。 

d) f(0)=0，f(1)= 二 1， 对 于 n 宇 1 来 说 ，f(n)= 二 2f(n 一 1)。 

e) f(0) 二 2， 如 果 nn 是 奇数 且 n 宇 1 则 f(n) 二 fn 一 1); 如 果 n 宇 2 则 f(n)==2f(n 一 2)。 


。 给 出 序列 {a,} 的 递归 定义 ，z 王 1，2，3，…， 若 
a)a, =6n b)a, 王 2 十 1 
c)a 一 10" d)a, 王 5 

. 给 出 序列 {a,} 的 递归 定义 ，z 王 1，2，3，…， 若 
a)a, 一 47 一 2 b)a,=1 十 (一 1)" 
Ca,=n(nt1) d)a, = 


设 下 是 这 样 的 函数 ， 使 得 (nm) 是 前 个 正 整 数 之 和 。 给 出 F(n) 的 递归 定义 。 
给 出 S, (nn) 的 递归 定义 ， 即 整数 m 与 非 负 整数 之 和 。 
给 出 P,(n) 的 递归 定义 ， 即 整数 m 与 非 负 整 数 n 之 积 。 


在 练习 12 一 19 中 ，f, 是 第 郊 个 斐 波 那 契 数 。 


12. 
. 证 明 ， 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 及 十 fi 十 … 十 fzw-i 二 fz。 

。 证明， 当 nn 是 正 整 数 时 ， 有 f+ifs-i 一 访 =( 一 1)"。 

.证明 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 foi 二 fifi 十 … 十 far-i fan 二 ff&,。 

. 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 fo 一 所 十 fz 一 … 一 fan-i 十 fa 二 fzn-1 一 1。 

. 确定 用 欧 几 里 得 算法 求 出 斐 波 那 契 数 f, 和 ,+1 的 最 大 公 因 子 所 用 的 除法 次 数 ， 其 中 是非 负 整数 。 


19. 
* 20. 


21 


证 明 : 2 n 是 正 整数 时 ， 有 nt 








用 数学 归纳 法 验证 你 的 答案 。 


. 设 


证 明 当 n 是正 整数 时 ， 有 


通过 在 练习 18 中 等 式 的 两 边 取 行列 式 ， 证 明 练 习 14 中 给 出 的 恒等式 。( 本 题 依赖 于 2X2 矩阵 的 行列 
式 概念 。) 

给 出 函数 max 和 min 的 递归 定义 ， 使 得 max(a ，a ，…，a,) 和 min(al，as，*…，a,) 分 别 是 个 数 
a1，as，…，a» 中 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


设 a， Q2， ***», dn 和 bi1， Bay “2 Db 都 是 实数 。 用 练习 20 中 给 出 的 递归 定义 来 证 明 下 面 的 结果 。 
Aa)max(—as Us “ss 0)=—=—min(as a “sy di) 
b)imnaxtar Dh a ths Si» mx(as, a “~, WimaxCh, bes ss by) 


c)min(Cai 十 页， 好 十 到 ，a 十 加 ) 过 minGai，az， ***, ax)+minCb, bo, **, b,) 
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22. 证 明 集合 S 是 正 整数 集合 ， 它 定义 成 : 1ES， 而 且 当 sES 和 ES 时 就 有 十 iE S。 
23. 给 出 是 5 的 倍数 的 正 整数 集合 的 递归 定义 。 
24. 给 出 下 述 集 合 的 递归 定义 : 
a) 正 奇数 集合 b)3 的 正 整数 次 震 的 集合 
c) 整 系数 多 项 式 的 集合 
25. 给 出 下 述 集合 的 递归 定义 : 
a) 正 偶数 集合 b) 模 3 与 2 同 余 的 正 整数 的 集合 
c) 不 能 被 5 整除 的 正 整 数 的 集合 
26. 设 S 是 一 个 正 整数 集合 ， 定 义 如 下 : 
基础 步骤 : 1ES。 
归纳 步骤 : 如 果 n€ES, 则 3n 二 2ES 且 n*€5。 
a) 证 明 如 果 nE€ S， 则 nn 硅 1(mod 4) 。 
b) 证 明 存 在 一 个 整数 mm 三 1(mod 4) 不 属于 S。 
27. 设 S 是 一 个 正 整数 集合 ， 定 义 如 下 : 
基础 步骤 : 5ES 
归纳 步骤 : 如 果 n€ES, 则 3nES 且 n:€5。 
a) 证 明 如 果 n€ES， 则 n 圭 5(mod 10) 。 
b) 证 明 存 在 一 个 整数 mm-=5(Cmod 10) 不 属于 S。 
28. 设 S 是 如 下 递归 定义 的 整数 有 序 对 的 集合 : 
基础 步骤 : (0，0)ES。 
递归 步骤 : 如 果 (a, 5)ES， 则 (a 十 2, 6 十 3)ES 有 (a+3, 6 十 2)E€S。 
a) 列 出 递归 定义 的 前 5 次 应 用 所 产生 的 S 的 元 素 。 
b) 对 定义 的 递归 步骤 的 应 用 次 数 使 用 强 归纳 法 来 证 明 : 当 (a, 6b)€ES 时 ,5|a+b。 
c) 用 结构 归纳 法 证 明 : 当 (ae，bES 时 ，5|a 十 5。 
29. 设 S 是 如 下 递归 地 定义 的 整数 有 序 对 的 集合 : 
基础 步骤 : (0，0)ES。 
递归 步骤 : 如 果 (a, 5)ES, 则 (a, 6 十 1)ES、(a+1, b 十 1)€ES 且 (a+2, b 二 1)E€S, 
a) 列 出 递归 定义 的 前 4 次 应 用 所 产生 的 S 的 元 素 。 
b) 对 定义 的 递归 步骤 的 应 用 次 数 使 用 强 归纳 法 来 证 明 : 当 (a, 5)ES 时 ,a26。 
c) 用 结构 归纳 法 证 明 : 当 (a, 5b)E€S 时 , a<<26b。 
30. 给 出 下 列 每 个 正 整数 有 序 对 的 集合 的 递归 定义 。[ 提 示 : 把 集合 中 的 点 画 在 平面 上 并 且 寻 找 包 含 集 合 
中 的 点 的 直线 。] 
a)S={(a, 6b) |cEZ+ ，pEZ+ 且 < 十 是 奇数 }》 
b)S={(a, b)|a€Z’, bEZ* HE alo} 
©)S={(a, |a€Z', bEZ* HE 3|atb} 
31. 给 出 下 列 每 个 正 整数 有 序 对 的 集合 的 递归 定义 。 用 结构 归纳 法 证 明 所 找到 的 递归 定义 是 正确 的 。[ 提 
示 : 为 了 找 出 递归 定义 ， 把 集合 中 的 点 画 在 平面 上 并 且 寻 找 模式 。] 
a)S 二 {(a, 5) |aEZ+ ，pEZ+ 且 ca 二 2 是 偶数 }》 
b)S={(ae，b|aEZ+ ，pEZ+ 且 < 或 0 是 奇数 ) 
ec)S={(a, 6b) |aEZ+ ，pEZ+ 且 ao 十 0 是 奇数 且 3 | 分 
32. 证 明 : 在 比特 串 中 ， 字 符 串 01 至 多 比 字 符 串 10 多 出 现 1 次 。 
33. 定义 由 表示 集合 的 变量 和 { ”，U ， 门 ,- } 中 的 运算 符 所 组 成 的 集合 的 合式 公式 。 
34. a) 给 出 计算 比特 串 ; 中 1 的 个 数 的 函数 ones(s) 的 递归 定义 。 
b) 用 结构 归纳 法 证 明 ones(st) 二 ones(s) 十 ones(1)。 
35. a) 给 出 等 于 十 进 制 数字 的 非 空 字符 串 中 最 小 数字 的 函数 m(s) 的 递归 定义 。 
b) 用 结构 归纳 法 证 明 m2(52) 二 min(m(s)，m(1))。 
一 个 字符 囊 的 倒置 ( 反 转 )， 是 由 原 字 符 囊 里 的 符号 以 相反 顺序 组 成 的 字符 事 。 把 字符 囊 也 的 倒置 表示 成 wR。 
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36. 


[= 


37: 


*38. 


3 


2 


< 40. 
41. 


* 42. 
. 用 练习 37 和 数学 归纳 法 证 明 : iwi) 二 i，l(w)， 其 中 多 是 比特 串 而 i 是 非 负 整 数 。 
* 44. 


46. 
. 仿照 例 13 用 广义 归纳 法 证 明 : 如 果 把 a,,, 递 归 地 定义 成 ao 二 0 并 且 


x* 49. 


求 出 下 面 比特 串 的 倒置 。 

a)0101 b)1 1011 

c)1000 1001 0111 

给 出 字符 串 的 倒置 的 递归 定义 。[ 提 示 : 首先 定义 空 串 的 倒置 。 然 后 把 长 度 为 n 十 1 的 字符 串 w 写 成 
Zy， 其 中 并 是 长 度 为 的 字符 串 ， 并 且 利 用 x* 和 y 来 表示 w 的 倒置 。] 

用 结构 归纳 法 证 明 : (wws)* 二 we wt 。 


. 给 出 wi’ 的 递归 定义 ， 其 中 w 是 字符 串 而 i 是 非 负 整数 。( 这 里 w 表示 字符 串 w 的 i 份 复制 品 的 
连接 。) 
给 出 回 文 比特 串 的 集合 的 递归 定义 。 
比特 串 集 合 A 定义 成 
A€EA 
0OziEA xzEA 


其 中 人 是 空 串 。 哪 些 字 符 串 属于 A? 
递归 地 定义 ;所 包含 的 0 比 1L 多 的 比特 串 的 集合 。 


证 明 : 当 巴 是 比特 串 而 ; 是 非 负 整 数 时 ， 有 (ax) 一 (w)。 即 证 明 一 个 字符 串 的 倒置 的 :次 害 是 这 
个 字符 串 的 :次 需 的 倒置 。 


. 用 结构 归纳 法 证 明 ; n(T) 宇 24(T) 十 1， 其 中 人 是 满 二 叉 树 ，n(T) 等 于 工 的 顶点 数 ，h(T) 是 TT 的 


高 度 。 
可 以 递归 地 定义 满 二 叉 树 的 树叶 和 内 点 。 

基础 步骤 : 树 根 + 是 恰 有 一 个 顶点 7 的 满 二 叉 树 的 树叶 。 这 个 树 没有 内 点 。 

递归 步 又: 树 T 一 五。T 的 树叶 集合 是 Ti 的 树叶 集合 与 Ts 的 树叶 集合 的 并 。 工 的 内 点 集合 是 了 的 
树 根 > 与 T; 的 内 点 集合 与 To 的 内 点 集合 的 并 。 

用 结构 归纳 法 证 明 : 满 二 又 树 的 树叶 数 1(T) 比 工 的 内 点 数 i( 了 T) 多 1， 


Tamsin tl n= 0 
pi 7 之 0 
则 对 于 所 有 (Cm，n) ENXN 来 说 ,a 三 m 十 n。 


. 仿照 例 15 用 广义 归纳 法 证 明 : 如 果 把 cew* 递 归 地 定义 成 wa: 一 5 并 且 


anCoin 十 2 n=1 fH m>1 
二 多 n>1 

则 对 于 所 有 (Cm，n) EZ1+ XZit 来 说 ，aw.w 二 2Cm 十 nn) 十 1。 

正 整数 n 的 分 拆 是 把 n 写成 正 整 数 之 和 的 方式 。 例 如 ，7==3 十 2 十 1 十 1 是 7 的 分 拆 。 设 P 等 于 m 的 

不 同 分 拆 的 数目 ， 其 中 和 式 里 项 的 顺序 无 关 紧 要 ， 并 设 P,,, 是 用 不 超过 的 正 整 数 之 和 来 表示 m 的 

不 同方 式 数 。 

a) 证 明 : 和 

b) 证 明 : 下 面 的 已 ,的 递归 定义 是 正确 的 。 


7 一 工 

1 n=] 
Psi = Pv m=n 

i m 二 nn 之 1 


Pear Pre ml 
ce) 用 这 个 递归 定义 求 出 5 和 6 的 分 拆 数 。 


iinks》 考虑 阿 克 曼 函 数 的 一 个 变种 的 下 述 归 纳 定义 。 这 个 函数 是 根据 德国 数学 家 威 尔 海 姆 。 阿 克 曼 的 名 字 来 命 
名 的 ， 他 是 大 数学 家 大 卫 。 和 项 尔 伯 特 的 学 生 。 在 递归 函数 论 以 及 涉及 集合 合并 的 某 些 算法 的 复杂 性 研究 


中 


， 阿 克 曼 函数 起 到 了 重要 的 作用 。( 这 个 函数 有 多 种 不 同 的 变种 ， 都 称 为 阿 克 曙 函数， 并且 都 有 类 似 的 


性 质 ， 尽 管 它们 的 值 不 一 定 相 等 。) 


x 
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2n 1 一 0 

0 宇 1, n= 二 0 
Alm, 1)= 0 

几 1 之 1]，7 一 1 


Cm 一 J] 故 《 苑 ， 交 一 ] 六 交 罗 5 RW 二 2 


练习 50 一 57 涉及 这 种 形式 的 阿 克 曼 函数 。 


50. 


Sl 
52. 
53, 


54. 
55, 
56. 
S57 
58. 
59. 


60. 


61. 


求 出 下 列 阿 克 曼 函数 的 值 。 

a)A(1，0) b)A(0，1) 
ec)A(1，1) d)A(2, 2) 
证 明 : 当 m 宇 1 时， 有 A(lm,，2)==4。 


证 明 ; 当 n 宇 1 时， 有 A(l, n)==2"。 


求 出 下 列 阿 克 曼 函数 的 值 。 
a)A(2，3) x*b)A(3, 3) \ 
求 出 A(3，4)，。 
证 明 ; 当 和 nn 都 是 非 负 整 数 时 ， 有 Alm, n 十 1D 这 AC(m, n)。 


证 明 : 当 和 nn 都 是 非 负 整数 时 ， 有 Alm 十 1,， nn) 宇 A(m, n)。 

证 明 ， 当 i 和 7 都 是 非 负 整数 时 ， 有 A(i, 门 宇 j。 

用 数学 归纳 法 证 明 ; 通过 规定 FR(0) 和 从 FF(n) 获 得 FCn 十 1) 的 规则 所 定义 的 函数 下 是 良 定 义 的 。 

用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 : 通过 规定 (0) 以 及 从 FF(k)(k 二 0，1，2,，…，n) 获 得 Fn 十 1) 的 规则 所 
定义 的 函数 是 良 定义 的 。 

证 明 : 下 述 每 一 个 所 谓 的 对 正 整 数 集合 上 的 函数 的 递归 定义 都 不 能 产生 良 定义 的 函数 。 

a) 对 n 宇 1 来 说 Fn)=1 十 F([n/2]), 且 F(1)=1。 

b) 对 n 宇 2 来 说 Fn)==1 十 F(n 一 3), 上 且 F(1)=2 和 FF(2)=3。 

ec) 对 n 宇 2 来 说 Fn)==1 十 F(n/2), 且 F(1)=1 和 F(2)==2。 ; 

qd) 若 nn 是 偶数 且 n 宇 2， 则 FF(n)==1 十 F(n/2); 车 nn 是 奇数 ， 则 F(n)==1 一 F(n 一 1), 且 F(1)=1。 
e) 若 nn 是 偶数 且 人 2， 则 F(n)==1 十 F(n/2); 车 nn 是 奇数 且 n 宇 3, 则 Fn)==F(3n 一 1), 且 F(1)=1。 
证 明 : 下 述 每 一 个 所 谓 的 对 正 整 数 集合 上 的 函数 的 递归 定义 都 不 能 产生 良 定义 的 函数 。 

a) 对 n 宇 1 来 说 FF(n)=1 十 F([(n 二 1)/2]), 且 F(1)=1。 

b) 对 nn 这 2 来 说 Fl(n)=1 十 F(n 一 2), 且 FF(1)==0。 

ec) 对 n 宇 3 来 说 F(n)=1 十 F(n/3), 且 F(1)=1, F(2)==2，F(3)=3。 

d) 若 是 偶数 且 n 宇 2， 则 下 (n)==1 十 F(n/2); 车 nn 是 奇数 ， 则 F(n)==1 十 Fl(n 一 2),， 且 F(1)==1。 
e@) 若 n 宇 2,， 则 FC(n)=1 十 F(F(n 一 1)),， 且 F(1)=2。 


练习 62 一 64 处 理 对 数 函 数 的 和 迭代。 像 通常 一 样 ， 设 log7 表 示 以 2 为 底 妈 的 对 数 。 函 数 log“n 递 归 地 定义 成 


n k=0 
ee log* Dn 有 定义 且 为 正 数 
无 定义 其 他 情况 


迭代 对 数 是 函数 log n， 它 在 nn 处 的 值 是 使 得 log“n<<1 的 最 小 的 非 负 整 数 尼 。 


62. 


63. 


64. 


求 出 下 述 的 每 一 个 值 ; 


a)log'”16 b)log'’ 256 ce)1og(3) 265 536 d)log'22 
对 下 述 的 每 一 个 log* n 的 值 ， 求 出 的 值 ， 

a)2 b)4 c)8 d)16 

e)256 f)65 536 多 ) 22048 


求 出 使 得 log* mn 二 5 的 最 小 整数 nx。 确定 这 个 数 的 十 进 制 位 数 。 


练习 65 一 67 处 理 和 迭代 函数 的 值 。 假 定 f(n) 是 从 实数 集合 或 正 实数 集合 或 菜 些 其 他 的 实数 集合 到 实数 集 
合 的 函数 ， 使 得 f(n) 是 单调 递增 的 ( 即 当 n 二 m 时 ， 有 f(n) 二 f(m)， 并 且 对 了 的 定义 域 里 的 所 有 nn 来 说 ， 
FOOD)< az)。 函 数 Fi (2 递归 地 定义 成 


n k=0 
fn)= 可 
0 


另外 ， 设 < 是 正 实 数 。 和 迭代 函 数 六 是 为 了 把 f 的 自 交 量 缩小 到 小 于 或 等 于 c 所 需要 的 了 的 迭代 次 数 ， 所 


Links 


Extro 
Exampies, 


> 
> 
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以 大 (n) 是 使 得 f*(n) 过 c 的 最 小 的 非 负 整数 &。 

65. 设 Fo 一 2 一 0， 其 中 oa 是 正 整数 。 求 出 Fe (n) 的 公式 。 当 nn 是 正 整 数 时 ，f? (n) 的 值 是 什么 ? 
66. 设 fl(n) 二 n/2。 求 出 f*(n) 的 公式 。 当 nn 是正 整数 时 ，f? (n) 的 值 是 什么 ? 

67. 设 f(n)= 二 Vn。 求 出 Fe (nn) 的 公式 。 当 nn 是 正 整 数 时 ，f2 (n) 的 值 是 什么 ? 


5.4 递归 算法 
5.4.1 引言 
有 时 可 以 把 带 有 具体 的 一 组 输入 问题 的 解 归 约 到 带 更 小 的 一 组 输入 的 相同 问题 的 解 。 例 如 ， 
求 两 个 正 整数 c 和 4 的 最 大 公 因 子 的 问题 ， 其 中 迪 a， 就 可 以 归 约 到 求 一 对 更 小 的 整数 ( 即 5 mod 
a 和 a) 的 最 大 公 因 子 的 问题 ， 因 为 gcd(5 mod as，a) 一 gcdCa，0) 。 当 可 以 实现 这 样 的 归 约 时 ， 就 
可 以 用 一 系列 归 约 来 求 出 原 问 题 的 解 ， 直 到 把 问题 归 约 到 解 是 已 知 的 某 个 初始 情形 为 止 。 例 如 ， 
对 求 最 大 公 因 子 来 说 ， 归 约 持续 到 两 个 数 中 较 小 的 一 个 为 零 ， 因 为 当 a>0 时 ，gcd(a,0)=a。 
我 们 将 看 到 ， 连 续 地 把 问题 归 约 到 带 更 小 输入 的 相同 问题 ， 这 样 的 算法 可 用 来 解决 广泛 的 
问题 。 





本 节 将 描述 大 量 不 同 的 递归 算法 。 

给 出 计算 n! 的 递归 算法 ,其 中 是 一 个 非 负 整数 。 

解 ” 可 以 建立 一 个 求 n! 的 递归 算法 ， 其 中 是 一 个 非 负 整数 。 根 据 n! 的 递归 定义 ， 当 ?> 
是 一 个 正 整 数 时 , n! = 二 n*，(n 一 1)!,， 且 0! 二 1。 为 了 对 某 个 特定 的 整数 求 n!， 执行 n 次 递 
归 ， 每 一 次 都 用 在 下 一 个 较 小 整数 处 的 阶乘 函数 值 代 替 阶 乘 函 数 的 值 。 在 最 后 一 步 时 ， 代 入 
01。 所 得 到 的 递归 算法 由 算法 1 所 示 。 

为 了 理解 该 算法 是 如 何 工 作 的 ， 我们 来 追踪 用 算法 计算 4! 时 的 每 一 步 。 首 先 ， 利 用 归纳 步 
又 ， 有 4! = 二 4。31。 然 后 ， 重 复 使 用 归纳 步骤 ,， 有 3! ==3。21、 2! 一 2。1!、1! ==1。，01。 代 
入 0! =1 的 值 ， 并 回 代 以 上 各 步 ， 即 得 1! =1，1=1、 2! =2.1! =2、 3! =3.2! 一 3， 2 一 
6、 4! =4.。3! 一 4。6 一 24。 4 





算法 1 计算 n! 的 递归 算法 
procedure factorial(n: 非 负 整数 ) 
if n=0 then return 1 

else return n * factorial(n—1) 


{输出 是 n1} \ 








例 2 说 明了 如 何 构 造 一 个 递归 算法 ， 从 函数 的 递归 定义 来 计算 函数 的 值 。 

给 出 计算 a" 的 递归 算法 ， 其 中 a 是 非 零 实数 而 n 是 非 负 整数 。 

解 ” 可 以 让 递归 算法 是 基于 a" 的 递归 定义 。 这 个 定义 说 对 xz 之 0 来 说 有 a” 三 a，a"， 而 初 
始 条 件 是 a 二 1。 为 了 求 出 a”， 连 续 地 用 这 个 递归 定义 来 缩小 指数 ， 直 到 指数 是 0。 在 算法 2 
里 给 出 了 这 个 过 程 。 4 





算法 2 计算 a" 的 递归 算法 

procedure power(a: 非 零 实数 ，n: 非 负 整数 ) 
if n=0 then return 1 

else return a* power(a, 7—1) 


{输出 是 a”) 
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下 面 给 出 求 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 

给 出 求 满足 c<2 的 两 个 非 负 整 数 a 和 8 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 

解 可 以 基于 gcd(Ca， 史 三 gcdCmoda，a) 和 当 0>0 时 gcdC0，0) 王 0 找 出 递归 算法 中 的 过 
程 。 这 产生 了 欧 几 里 得 算法 的 递归 版 本 一 一 算法 3。 

当 输入 为 a 二 5、5b 二 8 时 ， 跟 踪 算 法 3 以 说 明 它 是 如 何 工 作 的 。 对 该 输入 ， 算 法 执行 “else” 
语句 ， 得 到 gcd(5，8) 二 gcd(8 mod 5，5) 王 gcd(3，5)。 再 执行 此 语句 ， 得 到 gcd(3，5) 一 gcd(5 
mod 3，3) 王 gcd(2，3)， 然 后 得 到 gcd(2，3)= 二 gcd(3 mod 2，2) 王 gcd(1，2)， 再 得 到 gcd(1， 
2) 王 gcd(2 mod 1，1) 王 gcd(0，1)。 最 后 ， 算 法 执行 第 一 步 ， 由 a 二 0 得 到 gcd(0，1) 王 1。 因 
此 ， 算 法 的 执行 结果 是 gcd(C5，8) 王 1。 4 





算法 3 计算 gcd(a,，5) 的 递归 算法 
procedure gcdl(a,，b: 非 负 整 数 且 a 二 5) 
if a=0 then return b 

else return gcd(b mod a, a) 


{输出 是 gcd(a，5)} 











设计 一 个 计算 " mod m 的 递归 算法 ,其 中 5、n 和 m 是 满足 m 宇 2、n 宇 0 且 1<b<m 
的 整数 。 

解 ”可 以 基于 如 mod m= 二 (5，(b”!'mod m))mod m 这 个 事实 来 构建 递归 算法 ， 这 个 事实 来 
自 4. 1 节 推 论 2 和 初始 条 件 六 mod m= 二 1。 在 本 节 把 这 个 事实 留 给 读者 作为 练习 12。 | 

然而 ， 通 过 观察 下 面 的 事实 ， 可 以 设计 出 效率 更 高 的 递归 算法 。 

b” mod m= (bmod m)’ mod m 
当 是 偶数 时 ， 以 及 
b" mod 7 一 (CjJmod m)’ mod m* b mod m) mod m 

当 n 是 奇数 时 ， 用 伪 码 将 其 写成 算法 4。 

下 面 对 输 入 5 二 2、n 二 5 及 m= 二 3 来 跟踪 算法 4， 以 说 明 该 算法 是 如 何 工作 的 。 首 先 ， 由 于 
7 一 5 是 奇数 ， 所 以 执行 “else” 语 句 ， 从 而 有 mpower(2，5，3) 王 (mpower(2，2，3): mod 3。2 
mod 3) mod 3。 接 下 来 执行 “else if” 语 句 ， 得 到 mpower(2，2，3) 一 mpower(2，1，3)” ”mod 3。 
再 执行 “else” 语 句 ， 得 到 mpower(2，1，3) 二 (mpower(2，0，3)* mod 3。2 mod 3) mod 3。 最 
后 ， 执 行 “if” 语 句 ， 得 到 mpower(2，0，3) 王 1。 下 面 进 行 回 代 ， 得 到 mpower(2，1，3)= 
1 mod 3。2 mod 3) mod 3 二 2， 从 而 mpower(2，2，3) 二 2* mod 3 一 1， 最 后 ，mpower(2，5，3) 一 
(1 mod 3。2 mod 3) mod 3 一 2。 本 








算法 4 递归 模 指数 
procedure mpower(b，n，m: 整数 日 g 盖 0，7r 志 2，7 志 0) 
if n=0 then 
return 1 
else if n 是 偶数 then 
return mpower(b, n/2, m)’ mod m 
else 
return(mpower(b, [n/2|], m)’ mod mb mod m)mod m 


{输出 是 b” mod m} 
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现在 将 要 给 出 3. 1 节 所 介绍 的 搜索 算法 的 递归 形式 。 

把 线性 搜索 算法 表达 成 递归 过 程 。 

解 ”为 了 在 搜索 序列 w ，a;，…，a, 中 搜索 zx， 在 算法 的 第 i 步 比 较 x 与 ai。 若 工 等 于 ua,， 
则 i 是 zx 的 位 置 。 否 则 ， 对 xz 的 搜索 就 归 约 到 在 少 了 一 个 元 素 的 序列 ( 即 序列 ar，…，o,) 中 
的 搜索 。 现 在 给 出 一 个 递归 过 程 ， 用 伪 码 把 这 个 过 程 表示 成 算法 5。 

设 search(i，j， Xx) 是 在 序列 w，ar，…，w 中 搜索 xz 的 过 程 。 过 程 的 输入 包括 三 元 组 
(1，n，x)。 车 剩余 序列 的 第 一 项 是 z， 或 者 若 序 列 只 有 一 项 并 且 它 不 是 zx， 则 过 程 在 这 一 步 终 
止 。 若 zz 不 是 第 一 项 而 且 存 在 其 他 的 项 ， 则 执行 同样 的 过 程 ， 但 是 搜索 序列 减少 一 项 ， 它 是 通 
过 删除 搜索 序列 的 第 一 项 而 获得 的 。 4 








算法 5 递归 线性 搜索 算法 
procedure search(i，j，Xx: 1，j，X 是 整数 ，1 二 ij 二 nn) 
if a;= x then 
return 1 
else if 1 = 7 then 
return 0 
else 


return search(i 十 1, ;}, xz) 


{输出 是 a ，a ，…，a 中 民 的 位 置 ， 如 果 有 z; 否则 它 是 0} 











构造 二 分 搜索 算法 的 递归 形式 。 

解 ”假定 要 在 序列 mw ，a;，…，a, 中 求 出 zz 的 位 置 。 为 了 执行 二 分 搜索 ， 首 先 比 较 z 与 
中 间 项 a(n 十 1)/2。 若 等 于 这 一 项 ， 则 算法 将 终止 。 否则 ， 把 搜索 归 约 到 更 小 的 搜索 序列 ， 
即 若 zx 小 于 原 序 列 的 中 间 项 ， 则 归 约 到 序列 的 前 一 半 ， 否则 归 约 到 后 一 半 。 已 经 把 搜索 问题 
的 解 归 约 到 带 长 度 近似 为 一 半 的 序列 的 相同 问题 的 解 。 二 分 搜索 算法 的 这 种 递归 形式 表达 成 
算法 6。 本 





算法 6 递归 二 分 搜索 算法 
procedure binary search(i，7，Zz: i，j， 工 是 整数 ，1 二 i 二 n,， 1 二 j 志 nn) 
m :=|(i 二 7)/2] 
让 zx=a,, then 
return m 
else if(x<a,, and i=m)then \ 
return binary search(i, m—1, zx) 
else if(x>a, and jm)then 
return binary search(m + 1, j}, zx) 


else return 0 


{ 输 出 是 wa ，a ，…，a, 中 迟 的 位 置 ， 如 果 有 x; 否则 为 0} 











5. 4.2 证 明 递归 算法 的 正确 性 

数学 归纳 法 以 及 它 的 变种 一 一 强 归纳 法 ， 都 可 以 证 明 一 个 递归 算法 的 正确 性 ， 即 可 以 证 明 
算法 对 所 有 可 能 的 输入 值 ， 都 能 产生 所 需要 的 输出 。 例 7 和 例 8 说 明了 如 何 用 数学 归纳 法 或 强 
归纳 法 来 证 明 算 法 的 正确 性 。 首 先 ， 证 明 算法 2 的 正确 性 。 

@ 证 明 算 法 2( 求 实数 的 寡 ) 的 正确 性 。 

解 ” 我 们 对 指数 nn 做 数学 归纳 法 。 
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基础 步骤 ， 如 果 n 二 0， 算法 的 第 一 步 告诉 我 们 : power(a，0) 二 1。 这 是 正确 的 ， 因 为 对 
任意 非 零 实数 a， 都 有 a = 二 1。 这 就 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 归纳 假设 是 命题 对 所 有 a 关 0 及 非 负 整数 有， 都 有 power(a，k) 二 a*。 即 归纳 假 
设 是 命题 : 算法 能 正确 地 计算 a。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需要 证 明 : 如 果 归 纳 假设 为 真 ， 那么 算 
法 能 正确 计算 a '。 因 为 十 1 是 正 整数 ， 所 以 当 算法 计算 a! 时 ， 它 将 做 power(a，k 十 1) 二 
a。power(a，A&) 。 根 据 归 纳 假 设 ， 有 power(a,，k) 二 a*， 所 以 power(a, kk 十 1) 二 a ， power(a， 
k) 二 a。a* 二 a"'' 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又， 因此 可 以 得 出 结论 : 当 a 关 0 及 n 是 一 个 非 负 整 数 
时 ,算法 2 总 能 正确 地 计算 a”。 4 

一 般 情况 下 ， 需要 用 强 归纳 法 而 不 是 数学 归纳 法 来 证 明 算法 的 正确 性 。 例 8 就 说 明了 这 一 
点 。 例 8 说 明了 如 何 用 强 归纳 法 来 证 明 算 法 4 的 正确 性 。 

证 明 算 法 4( 求 模 指数 ) 的 正确 性 。 

解 ” 对 指数 n 用 强 归 纳 法 。 

基础 步骤 : 当 n 二 0 时 ，mpower(b5,，n，m) 二 1。 因 为 当 b 是 整数 ，m 是 整数 ,满足 mm 二 2 
时 如 mod m 二 1]， 所 以 基础 步骤 就 完成 了 。 

归纳 步骤 : 归纳 假 没 是 当 b 是 正 整数 ，m 是 整数 ， 满 足 m 宇 2 时 ， 对 于 所 有 整数 0 二 j 二 
来 说 ，mpower(b,，j，m) 二 5 mod m。 为 了 完成 归纳 步骤 ,我 们 证 明 当 归纳 假设 正确 时 ， 
mpower(b，k，m) 二 6* mod m。 因 为 递归 算法 对 于 衣 在 奇数 和 偶数 时 处 理 不 同 ， 所 以 我 们 将 归 
纳 步 又 分 为 两 种 情况 。 

当 上 是 偶数 时 ， 有 mpower(b,， k，m) 二 mpower(b, k/2,， m)’* mod m= 二 (6b** mod m)’ mod 
m 二 b+ mod m， 其 中 使 用 了 归纳 假设 以 便 把 mpower(56，k/2，m) 换 成 ?mod m。 

当 & 是 奇数 时 ， 有 

mpower(b, k, m)=((mpower(b, [k/2|], m)) mod m* b mod m) mod m 
一 ((bL%2J mod m)’ mod m* b mod m) mod m=0 :11! mod m= mod m 

利用 4. 1 节 推 论 2， 因 为 当 是 奇数 时 2|k/2」 十 1 二 2(k 一 1)/2 十 1 二 k&。 这 里 使 用 了 归纳 假设 以 
便 把 mpower(b6，[k/2 ]，m) 换 成 5L* 站 mod m。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又， 根据 归纳 假设 知道 算法 4 是 正确 的 。 4 


5.4.3 递归 与 迭代 

函数 在 取 某 一 个 正 整 数 时 的 值 通过 函数 在 较 小 整数 时 的 值 来 表示 ， 这 是 一 个 递归 定义 。 这 
意味 着 我 们 可 以 设计 递归 算法 来 计算 在 取 某 一 个 正 整 数 时 该 递归 定义 的 函数 值 。 我 们 不 是 连续 
地 在 较 小 的 整数 点 处 计算 函数 的 值 ， 而 是 从 函数 在 一 个 或 多 个 整数 点 处 的 函数 值 开 始 ， 然 后 连 
续 地 应 用 递归 定义 一 个 一 个 地 求 得 函数 在 较 大 整数 点 处 的 函数 值 。 这 样 的 过 程 就 称 为 迭代 。 通 
常 ， 一 个 用 递归 定义 的 迭代 算法 序列 要 比 用 递归 过 程 计算 会 减少 很 多 计算 量 ( 除 非 使 用 特定 用 
途 的 递归 机 ) 。 这 一 点 可 以 通过 用 计算 第 个 裴 波 那 契 数 的 迭代 过 程 和 递归 过 程 来 说 明 。 我 们 
先 给 出 递归 过 程 。 








算法 7 斐 波 那 契 数 的 递归 算法 

procedure fibonacci(z: 非 负 整数 ) 

if n=0 then return 0 

else if n=1 then return 1 

| else return fibonacci(n—1) 十 fibonacci(n—2) 
| {输出 是 fibonacci(z) 》 











当 使 用 递归 算法 求 f, 时 ， 首 先 把 f, 表示 成 f,-1 十 f,-:。 然 后 把 这 两 个 斐 波 那 契 数 都 换 成 


Links 


Demo》 








两 个 前 面 的 韭 波 那 契 数 之 和 。 当 f 或 有 出 现时 ， 就 直接 换 成 它 的 值 。 

注意 ,在 递归 的 每 个 阶段 ， 直 到 获得 fi 或 f。 为 止 , 需要 
求 值 的 斐 波 那 契 数 的 个 数 都 一 直 翻 倍 。 例 如 ， 当 使 用 这 个 递归 
算法 求 出 f 时 ， 就 必须 完成 图 1 中 的 树 形 图 所 说 明 的 全 部 计 
算 。 这 个 树 包括 用 f 标记 的 根 以 及 从 根 到 用 两 个 斐 波 那 契 数 
fs 和 fi 标记 的 顶点 的 分 支 ， 它们 出 现在 fs 的 计算 的 归 约 中 。 
每 个 后 续 的 归 约 都 产生 树 中 的 两 个 分 支 。 当 遇 到 f。 和 fi 时 ， 
这 种 分 支 结束 。 读 者 可 以 验证 一 下 ， 这 个 算法 需要 fi1 一 1 次 
加 法 来 求 出 f。 


2 图 1 递归 地 求 六 的 值 











算法 8 计算 斐 波 那 契 数 的 迭代 算法 
procedure iterative fibonacci(n: 非 负 整数 ) 
if n=0 then return 0 
else 
元 3 一 0 
4 
for i :=] to n—1 
z :二 ZX 十 y 
Wy 
y :=z 
return y 


{ 输 出 是 第 2 个 斐 波 那 契 数 } 











这 个 过 程 把 xz 初始化 成 1 二 0， 把 y 初始化 成 fi 二 1。 当 经 过 循环 时 ， 把 zx 和 y 的 和 赋 给 
辅助 变量 =。 然 后 把 z 赋 成 y 的 值 ， 而 把 y 赋 成 辅助 变量 z 的 值 。 因 此 ， 在 经 过 第 一 次 循环 之 
后 得 出 zx 等 于 fi 而 y 等 于 fo 十 有 i 二 ff。 另 外 ， 在 经 过 n 一 1 次 循环 之 后 等 于 f,_1 而 y 等 于 了 ， 
(读者 应 当 验 证 这 个 命题 )。 当 ”之 1 时 ， 用 这 个 迭代 方法 求 出 f, 仅仅 使 用 了 nn 一 1 次 加 法 。 因 
此 ， 这 个 算法 比 递归 算法 需要 的 计算 少 得 多 。 

已 经 说 明 当 求 递 归 定 义 的 函数 的 值 时 ， 递 归 算 法 可 能 比 迭代 算法 需要 更 多 的 计算 量 。 有 时 
使 用 递归 算法 可 能 更 好 ， 即 使 它 比 迭代 过 程 更 低 效 ， 特 别 是 当 递 归 方 法 容易 实现 而 迭代 方法 不 
容易 实现 时 。( 男 外 ， 或 许可 以 用 专门 设计 来 处 理 递归 的 机 器 ， 它 们 抵消 了 使 用 迭代 的 好 处 。) 


5.4.4 归并 排序 

现在 描述 称 为 归并 排序 算法 的 递归 排序 算法 。 在 概括 性 地 描述 归并 排序 算法 之 前 ， 将 用 一 
个 例子 来 说 明 它 是 如 何 工 作 的 。 

GG 时 用 归并 排序 来 排序 列表 8，2，4，6，9，7，10，1，5，3。 

解 ”归并 排序 首先 通过 不 断 地 把 表 一 分 为 二 来 把 表 分 成 单个 的 元 素 。 这 个 例子 的 子 表 的 序 
列表 示 成 图 2 上 方 所 示 的 高 度 为 4 的 平衡 二 又 树 。 

排序 是 通过 不 断 地 合并 成 对 的 表 来 完成 的 。 在 第 一 阶段 里 ， 把 成 对 的 单个 元 素 合并 成 按 升 
序 排列 的 长 度 为 二 的 表 。 然 后 对 成 对 的 表 进 行 连续 的 合并 ， 直 到 整个 表 都 排 成 升序 为 止 。 把 这 
些 合并 成 按 升序 排列 的 表 的 序列 表示 成 图 2 下 方 所 示 的 高 度 为 4 的 平衡 二 又 树 ( 注 意 ， 这 个 树 
是 “上 下 其 倒 地 ”显示 的 )。 4 

在 一 般 情况 下 ， 归 并 排序 是 这 样 进行 的 : 反复 地 把 表 分 成 长 度 相等 的 两 个 子 表 ( 或 者 其 中 
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一 个 子 表 比 另 一 个 子 表 多 一 个 元 素 )， 直 到 每 个 子 表 包 含 一 个 元 素 为 止 。 这 些 子 表 的 序列 可 以 
表示 成 平衡 二 又 树 。 这 个 过 程 继续 进行 : 不 断 地 合并 成 对 的 子 表 ， 其 中 的 两 个 表 都 是 按 升序 排 
列 的 ， 把 它们 合并 成 元 素 都 是 按 升序 排列 的 较 大 的 表 ， 直 到 原来 的 表 排 成 升序 为 止 。 这 些 合并 
的 子 表 的 序列 可 以 表示 成 平衡 二 又 树 


82 冰 97 10153 


pa 


7 
8 > 7 10 
7 10 


Ey; 人 wx 


24689 0 


L222 3339.10 


图 2 对 8，2，4，6，9%，7，10，1，5，3 的 归并 排序 

也 可 以 递归 地 描述 归并 排序 。 为 了 做 归并 排序 ， 把 表 分 成 大 小 相等 或 近似 相等 的 两 个 子 
表 ， 用 归并 排序 算法 排序 每 个 子 表 ， 然 后 合并 这 两 个 子 表 。 算 法 9 给 出 归并 排序 的 递归 形式 
这 个 算法 使 用 子 过 程 merge， 算 法 10 描述 merge 


算法 9 递归 归并 排序 


procedure mergesort( 工 一 al ，…，an) 
if n 之 1 then 


m :一 |z/2] 
Li ss=adys dss 
L; 3 


一 Qm+l， Qm+2， 





» Um 


Se Qn 





L := merge(mergesort(L1) 


， mergesort(L,)) 
{ 现 在 工 中 的 元 素 以 非 降 序 排列 } 








为 了 实现 归并 排序 ， 需 要 把 两 个 有 序 表 合并 成 更 大 有 序 表 的 有 效 算法 。 现 在 将 描述 这 样 的 
过 程 。 


人 描述 如 何 合并 两 个 表 2，3，5，6 和 1， 


解 表 1 说 明 所 使 用 的 步 又。 首先 ， 比 较 两 个 表 中 的 最 小 元 素 ， 它 们 分 别 是 2 和 1 


元 素 ， 它 介 。 因 为 
1 较 小 ， 所 以 把 它 放 在 合并 的 表 的 开头 并 且 从 第 二 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 2， 
3，5，6， 第 二 个 表 是 4， 组合 而 成 的 表 是 1 。 





表 1 合并 已 排序 的 表 2，3，5，6 和 1，4 
第 一 个 表 第 二 个 表 合并 的 表 比较 





2356 14 1<=2 
2356 4 1 2=4 
3'56 4 12 3=4 
56 4 上 改名 4<5 
5 6 1234 
123456 











其 次 ， 比 较 2 和 4， 它 们 是 两 个 表 中 的 最 小 元 素 。 因 为 2 较 小 ， 所 以 将 它 添加 到 组 合 的 表 并 
且 从 第 一 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 3，5，6， 第 二 个 表 是 4， 组合 而 成 的 表 是 
se 

继续 比较 3 和 4， 它们 是 各 自 表 中 的 最 小 元 素 。 因 为 3 是 这 两 个 元 素 中 较 小 的 ， 所 以 将 它 
添加 到 组 合 的 表 并 且 从 第 一 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 5，6， 第 二 个 表 是 4， 组 
合 而 成 的 表 是 1，2，3。 

然后 比较 5 和 4， 它 们 是 两 个 表 里 的 最 小 元 素 。 因 为 4 是 这 两 个 元 素 中 较 小 的 ， 所 以 将 它 
添加 到 组 合 的 表 并 且 从 第 二 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 5，6， 第 二 个 表 是 空 的 ， 
组 合 而 成 的 表 是 1，2，3，4。 

最 后 ， 因 为 第 二 个 表 是 空 的 ， 所 以 第 一 个 表 中 的 所 有 元 素 可 以 附加 到 组 合 表 的 后 面 ， 保 持 
它们 在 第 一 个 表 中 的 出 现 顺 序 。 这 样 就 产生 出 有 序 表 1，2，3，4，5，6。 4 

现在 考虑 将 两 个 有 序 表 L, 和 工 ; 合并 成 一 个 有 序 表 工 的 一 般 问题 。 可 以 使 用 下 面 的 过 程 。 
从 空 表 工 开始 。 比 较 两 个 表 的 最 小 元 素 。 把 这 两 个 元 素 中 较 小 的 放 到 工 后 面 ， 并 且 从 它 所 在 的 
表 中 删除 它 。 下 一 步 ， 若 志 和 L 有 一 个 是 空 的 ， 则 附加 另 一 个 ( 非 空 ) 表 到 L， 这 样 就 完成 了 
合并 。 若 L, 和 L 都 非 空 ， 则 重复 这 个 过 程 。 算 法 10 给 出 这 个 过 程 的 伪 代 码 描述 。 


算法 10 归并 两 个 表 
procedure merge(Li，L; : 已 排序 的 表 ) 
L :一 空 表 
while L! 和 L, 都 非 空 
从 Li 和 工 ; 的 第 一 元 素 中 较 小 的 元 素 所 在 的 表 中 删除 这 个 元 素 并 且 把 这 个 元 素 放 到 工 的 左 端 
让 删除 这 个 元 素 导致 一 个 表 为 空 then 从 另 一 个 表 中 删除 所 有 元 素 并 且 把 这 些 元 素 附加 到 工 的 后 面 
return L{L 是 元 素 按照 递增 顺序 排列 的 已 归并 的 表 } 











在 对 归并 排序 的 分 析 中 ， 将 需要 估计 合并 两 个 有 序 表 L, 和 工 ; 所 用 的 比较 次 数 。 对 于 算法 
10 来 说 ， 可 以 容易 地 得 出 这 样 的 估计 。 每 次 比较 LL, 的 一 个 元 素 与 志 的 一 个 元 素 ， 把 一 个 附加 
元 素 添 加 到 合并 的 表 工 中 。 不 过 ， 当 厂 或 工 :为 空 时 ， 就 不 需要 更 多 的 比较 了 。 因 此 ， 当 执行 
人 次 比较 时 ， 其 中 和? 分别 是 志和 工 : 中 的 元 素 个 数 ， 算 法 10 效率 最 低 ，L, 和 工 , 每 

只 剩 下 一 个 元 素 。 下 一 次 比较 将 是 最 后 一 次 ， 因 为 这 次 比较 使 得 这 两 个 表 之 一 为 空 。 因 此 ， 
法 10 使 用 不 超过 zz le 次 比较 。 下 面 的 引 理 总 结 了 这 个 估计 。 





有 时 使 用 远 远 少 于 m 十 n 一 1 次 比较 就 可 以 合并 两 个 长 度 为 m 入 的 有 序 表 。 例 如 ， 当 
m 王 1 时 ， 可 以 用 二 又 搜 索 过 程 来 把 第 一 个 表 里 的 这 一 个 元 素 放 到 第 二 个 表 中 。 这 只 需要 [lognl 
次 比较 ， 对 m 二 1 来 说 ，[log n1 比 m 十 n 一 1 二 nn 小 得 多 。 在 另 一 方面 对 m 和 wn 的 某 些 值 来 说 ， 
引 理 1 给 出 了 最 好 可 能 的 界限 。 即 存在 着 带 有 m 个 和 nn 个 元 素 的 表 ， 比 较 次 数 少 于 m 十 n 一 1 
次 是 无 法 合并 它们 的 。( 见 本 节 练 习 47。) 
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现在 可 以 分 析 归 并 排序 的 复杂 性 了 。 与 研究 一 般 性 问题 不 一 样 的 是 ， 将 假定 表 中 的 元 素 个 
数 n 是 2 的 宕 ， 比 方 说 2”"。 这 样 将 使 分 析 不 太 复 杂 ， 但 是 当 实 际 情况 不 是 这 样 时 ， 还 可 以 做 各 
种 修改 ， 这 些 修改 将 产生 同样 的 估计 。 

在 分 解 过 程 的 第 一 阶段 ， 把 表 分 解 成 两 个 子 表 ， 每 个 子 表 都 有 2” 个 元 素 ， 位 于 分 解 所 生 
成 的 树 的 1 层 上 。 这 个 过 程 继续 下 去 ， 把 两 个 带 2” 个 元 素 的 子 表 分 解 成 4 个 在 2 层 上 各 有 
2" 个 元 素 的 子 表 ， 以 此 类 推 。 在 一 般 情 况 下 ,在 & 一 1 层 上 有 2 和 所 :个 表 ， 每 个 表 有 2”“ 个 元 
素 。 在 & 一 1 层 上 的 这 些 表 分 解 成 在 & 层 上 的 2 个 表 ， 每 个 表 有 2"“ 个 元 素 。 在 这 个 过 程 的 最 
后 ， 有 2" 个 表 ， 每 个 表 有 一 个 元 素 ， 在 m 层 上 。 

可 以 这 样 来 开始 合并 : 把 2" 个 含有 一 个 元 素 的 表 成 对 地 组 合成 2”!' 个 表 ， 都 在 m 一 1 层 
上 ， 各 有 两 个 元 素 。 为 了 这 样 做 ,把 2”' 对 含 一 个 元 素 的 表 合 并 。 每 一 对 表 的 合并 恰好 需要 一 
次 比较 。 \ 

这 个 过 程 继续 下 去 ， 使 得 在 & 层 上 (k= 二 m，m 一 1]，xm 一 2，…，3，2，1)，2* 个 各 有 2" “个 
元 素 的 表 合并 成 2 ! 个 表 ， 各 有 2"“ 十 1 个 元 素 ， 都 在 & 一 1 层 上 。 为 了 这 样 做 ， 需要 总 共 2* 
次 合并 两 个 表 ， 每 个 表 有 2" “个 元 素 。 但 是 ,根据 引 理 1， 这 些 合并 每 个 都 可 以 用 至 多 2"“ 十 
2" 一 1 一 2 全 一 1 次 比较 来 完成 。 因 此 ， 从 & 层 进行 到 & 一 1 层 ， 可 以 用 至 多 2* (2” 一 1) 





次 比较 来 完成 。 
对 所 有 这 些 估计 求 和 就 证 明了 归并 排序 所 需要 的 比较 次 数 至 多 是 
y， 二 3 2 = 2 = m2 1)= nlogno=n 二 1 


因为 二 logn 和 二 2"。( 这 样 求 >)2" 的 值 ， 注 意 它 是 m 个 相同 项 的 和 ， 每 个 都 等 于 2m。 这 


样 求 2" 的 值 ， 用 2.4 节 定 理 1 几何 级 数 各 项 求 和 的 公式 。) 
定理 1 总 结 了 我 们 发 现 的 归并 排序 达到 了 排序 算法 所 需 比较 次 数 的 最 好 可 能 的 大 O 估计 。 
”1 对 个 元 素 的 表 进 行 归并 排序 所 需要 的 比较 次 数 是 OClo8 


在 第 11 章 ， 我 们 将 证 明 最 快 的 比较 排序 算法 具有 OCnlog 由 时 间 复杂 度 。( 比 较 排序 算法 
是 以 两 个 数 比较 为 基础 的 .) 定 理 1 告诉 我 们 归并 排序 算法 针对 排序 算法 取得 了 最 好 可 能 的 大 O 
估计 时 间 复杂 度 。 练 习 50 将 描述 另 一 个 有 效 的 算法 一 一 快速 排序 。 


练习 

1. 当 给 定 n=5 作为 输入 时 ， 跟 踪 算 法 1。 即 ， 像 例 4 中 求 4! 那样 ， 证 明 算 法 1 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 
求 551s 

2. 当 给 定 n==6 作为 输入 时 ， 跟 踪 算法 1。 即 ， 像 例 4 中 求 4! 那样 ,证明 算法 1 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 
Ss 

3. 跟踪 算法 4 计算 gcdC8，13)。 即 ， 证 明 算法 4 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 gcd(8，13)。 

4. 跟踪 算法 4 计算 gcd(12, 7)。 即 ,证 明 算法 4 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 gcd(12，7) 。 

5. 当 给 定 m= 二 5,，n 二 11 和 6 二 3 作为 输入 时 ， 跟 踪 算 法 3。 即 ,证 明 算 法 3 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 3" 
mod 5 。 

6. 当 给 定 m= 二 7，n 二 10 和 0 一 2 作为 输入 时 ， 跟 踪 算 法 3。 即 ， 证 明 算 法 3 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 2” 
mod 7 。 

.7. 给 出 当 n 是正 整数 而 zx 是 整数 时 ， 只 用 加 法 计算 nz 的 递归 算法 。 

8. 给 出 求 前 nn 个 正 整 数 之 和 的 递归 算法 。 

9. 给 出 求 前 个 正 奇数 之 和 的 递归 算法 。 

10. 给 出 求 有 限 整 数 集合 中 的 最 大 值 的 递归 算法 ,利用 事实 : 个 整数 中 的 最 大 值 是 列表 中 最 后 一 个 整数 
与 n 一 1 个 整数 列表 中 最 大 值 之 间 的 较 大 者 。 














. 给 出 求 有 限 整数 集合 中 的 最 小 值 的 递归 算法 ， 利 用 事实 : ”个 整数 中 的 最 小 值 是 列表 中 最 后 一 个 整数 


与 ?一 1 个 整数 列表 中 最 小 值 之 间 的 较 小 者 。 


. 设计 一 个 递归 算法 ， 当 n、xz 和 m 都 是 正 整 数 时 ， 基 于 事实 zx" mod xm 一 (zimod m*， x mod m) mod 


m， 求 出 x” mod m。 


. 给 出 当 n 和 m 都 是 正 整 数 时 ， 求 n! mod m 的 递归 算法 。 
. 给 出 求 整数 列表 中 的 众 数 的 递归 算法 。( 众 数 是 列表 中 出 现 的 频繁 程度 至 少 与 其 他 每 个 元 素 一 样 的 


元 素 。) 


. 设计 一 个 递归 算法 ， 它 计算 假如 gcd(a, 6) 三 gcdla，b 一 a) 时， 满足 a<b 的 两 个 非 负 整数 和 ”的 最 


大 公 因 子 。 


. 证 明 : 练习 8 找到 的 求 前 个 正 整 数 之 和 的 递归 算法 是 正确 的 。 
. 设计 把 两 个 非 负 整数 x 和 y 相 乘 的 递归 算法 ， 基 于 这 样 的 事实 : 当 > 是 偶数 时 zy 一 2(z。(>/2))， 


当 y 是 奇数 时 zy 一 2(z。[Ly/2j) 十 z， 以 及 初始 条 件 : 当 y 一 0 时 zy 一 0。 


. 证 明 : 当 是 非 负 整数 时 ,算法 1 关于 求 n! 是 正确 的 。 

. 证 明 : 当 a、5 是 非 负 整数 且 a< 时， 算法 3 关于 求 gcd(Ca，0) 是 正确 的 。 
. 证 明 : 练习 17 中 设计 的 算法 是 正确 的 。 

. 证 明 : 练习 7 中 找到 的 递归 算法 是 正确 的 。 


. 证 明 : 练习 10 中 找到 的 递归 算法 是 正确 的 。 

. 利用 事实 (z 十 1) 一 客 十 2n 十 1， 设 计 一 个 求 wr 的 递归 算法 ， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 然 后 证 明 该 算 
法 的 正确 性 。 

. 设计 求 a” 的 递归 算法 ， 其 中 a 是 实数 而 n 是 正 整数 。[ 提 示 : 利用 等 式 a” 一 (a”)?。] 


. 对 于 求 a” 的 值 ， 练 习 24 的 算法 所 用 的 乘法 次 数 与 算法 2 所 用 的 乘法 次 数 相 比较 的 结果 如 何 ? 

. 用 练习 24 的 算法 ,设计 当 是 非 负 整数 时 求 a” 的 值 的 算法 。[ 提 示 : 利用 nn 的 二 进 制 展 开 式 。] 

. 对 于 求 a" 的 值 ， 练 习 26 的 算法 所 用 的 乘法 次 数 与 算法 2 所 用 的 乘法 次 数 相 比较 的 结果 如 何 ? 

. 为 了 求 出 斐 波 那 契 数 f; ， 在 算法 7 和 算法 8 里 给 出 的 递归 算法 和 迭代 算法 ， 各自 分别 使 用 多 少 次 


加 法 ? 


. 设计 求 一 个 序列 的 第 ”项 的 递归 算法 ， 该 序列 定义 成 : ao 二 1，a1 二 2， 而 且 对 ”一 2，3，4，… 来 说 


有 二 a 


. 设计 求 练习 29 定义 的 序列 的 第 nn 项 的 迭代 算法 。 
. 求 练习 29 的 序列 的 递归 算法 与 迭代 算法 ， 哪 个 算法 更 有 效 ? 
. 设计 求 一 个 序列 的 第 ”项 的 递归 算法 ， 该 序列 定义 成 : wm 一 1，w 一 2，w 一 3， 而 且 对 2 一 3，4，5， 和 … 


来 说 有 w 王 a -1: 十 az 十 os。 


. 设计 求 练习 32 定义 的 序列 的 第 ”项 的 迭代 算法 。 
. 求 练习 32 的 序列 的 递归 算法 与 迄 代 算法 ， 哪个 算法 更 有 效 ? 
. 给 出 求 一 个 序列 的 第 ”项 的 递归 算法 和 和 迭代 算法 ， 该 序列 定义 成 : ao 二 1， a 二 3， 4s 二 5， 而 且 4 二 


an-1，a?-。。a;_s。 哪 个 算法 更 有 效 ? 


. 根据 5. 3 节 练 习 47 给 出 的 递归 定义 ， 给 出 求 正 整 数 的 划分 数 的 递归 算法 。 

. 给 出 求 字符 串 的 倒置 的 递归 算法 。( 见 5. 3 节 练 习 34 前 面 的 说 明 对 比特 串 的 倒置 的 定义 。) 
. 给 出 当世 是 比特 串 时 ， 求 字符 串 wi( 即 w 的 i 个 复制 品 的 连接 ) 的 递归 算法 。 

. 证 明 : 练习 37 所 给 出 的 关于 字符 串 倒置 的 递归 算法 是 正确 的 。 

. 证 明 : 练习 38 所 给 出 的 关于 字符 串 连接 的 递归 算法 是 正确 的 。 

. 给 出 用 右 三 联 骨 牌 覆 盖 一 个 去 掉 了 一 格 的 2"X2" 棋盘 的 递归 算法 。 

. 利用 5.2 节 中 的 引 理 1， 给 出 对 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 三 角 化 的 递归 算法 。 

. 给 出 递归 算法 来 计算 阿 克 曼 函数 的 值 。[ 提 示 : 见 5. 3 节 练习 48 前 面 的 说 明 。] 
. 用 归并 排序 来 排序 4，3，2，5，1，8，7，6， 说 明 算法 所 用 的 所 有 步骤 。 

. 用 归并 排序 来 排序 65，4d，a，f，g，h，z，p，o, 有 &， 说 明 算 法 所 用 的 所 有 步 又。 
. 为 了 用 算法 10 来 合并 下 面 的 成 对 的 表 ， 需 要 多 少 次 比较 ? 


a)l, 3, 8, 7, 95 2» 43 68，10 
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WIly Zr 3457 85 7983 0 10 
Cl oid ,WB Dm dd 0 

47. 证 明 : 存在 着 带 有 m 个 和 n 个 元 素 的 表 ， 使 得 它们 不 能 用 算法 10 以 少 于 mm 十 n 一 1 次 的 比较 来 合并 成 
一 个 有 序 表 。 

* 48. 当 两 个 升序 的 表 里 的 元 素 个 数 如 下 时 ， 把 它们 合并 成 一 个 升序 的 表 ， 所 需要 的 最 少 比较 次 数 是 什么 ? 
a)1，4 b)2, 4 c)3, 4 d)4, 4 

* 49. 证 明 : 归并 排序 算法 是 正确 的 。 

快速 排序 是 一 个 有 效 算法 。 为 了 排序 a1，as，…，a,， 这 个 算法 首先 挑 出 第 一 个 元 素 ai 并 构造 两 个 子 

表 ， 第 一 个 子 表 包含 小 于 ai 的 元 素 ， 是 按照 元 素 出 现 的 顺序 排列 的 。 第 二 个 子 表 和 包含 大 于 ail 的 元 素 ， 

是 按照 元 素 出 现 的 顺序 排列 的 。 然 后 把 al 放 在 第 一 个 子 表 的 后 面 。 对 每 个 子 表 递 归 地 重复 这 个 过 程 ， 直 

到 所 有 子 表 都 只 包含 一 个 项 为 止 。n 个 项 的 有 序 表 是 这 样 获得 的 按照 只 含有 一 个 项 的 子 表 出 现 的 顺序 

来 组 合 它们 。 

50. 用 快速 排序 来 排序 3，5，7，8，1，9，2，4，6。 \ 

51. 设 a，as，…，a, 是 个 不 同 实数 的 表 。 从 这 个 表 构造 两 个 子 表 ， 第 一 个 子 表 包 含 小 于 ai 的 元 素 而 
第 三 个 子 表 包 含 大 于 ai 的 元 素 ， 那 么 需要 多 少 次 比较 ? 

52, 用 伪 代 码 描述 快速 排序 算法 。 

53. 用 快速 排序 算法 来 排序 四 个 元 素 的 表 ， 需 要 的 最 大 比较 次 数 是 什么 ? 

54. 用 快速 排序 算法 来 排序 四 个 元 素 的 表 ， 需 要 的 最 小 比较 次 数 是 什么 ? 

55. 就 所 用 的 比较 次 数 而 言 ， 确 定 快速 排序 算法 的 最 坏 情形 复杂 性 。 


5.5 程序 正确 性 
5.5.1 引言 

假定 设计 了 一 个 解决 问题 的 算法 ， 而 且 编写 了 实现 它 的 程序 。 如 何 才 能 保证 这 个 程序 总 是 
产生 正确 的 答案 ? 在 消除 了 所 有 的 错误 使 得 语法 正确 之 后 ， 可 以 用 简单 的 输入 来 测试 这 个 程 
序 。 若 对 任何 简单 输入 来 说 产生 了 不 正确 的 结果 ， 则 它 是 不 正确 的 。 但 是 即使 对 所 有 的 简单 输 
入 来 说 这 个 程序 都 给 出 了 正确 的 答案 ， 它 也 不 一 定 总 是 产生 正确 的 答案 (除非 已 经 测试 了 所 有 
可 能 的 输入 ) 。 需 要 一 个 说 明 这 个 程序 总 是 给 出 正确 答案 的 证 明 。 

程序 验证 ( 即 程序 正确 性 的 证 明 ) 使 用 在 本 章 里 描述 的 推理 规则 和 证 明 技 术 ， 包 括 数学 归纳 
法 。 因 为 不 正确 的 程序 可 能 导致 灾难 性 的 后 果 ， 所 以 已 经 构造 了 大 量 的 方法 来 对 程序 进行 验 
证 。 在 使 程序 验证 自动 化 以 便 可 以 用 计算 机 来 完成 方面 已 经 做 出 了 大 量 努 力 , 但 取得 的 进展 是 
非常 有 限 的 。 事实 上 ,一些 数学 家 和 计算 机 理论 家 争论 的 使 复杂 程序 的 正确 性 证 明 机 械 化 永远 
是 不 现实 的 。 

本 节 将 介绍 用 来 证 明 程 序 正确 的 一 些 概念 和 方法 。 有 许多 不 同方 法 用 来 证 明 程序 的 正确 
性 。 在 本 节 中 我 们 将 讨论 广泛 使 用 的 由 Tony Hoare 提出 的 程序 验证 方法 。 还 有 一 些 其 他 方法 
也 同样 常用 。 不 过 ， 在 本 书 中 将 不 展开 讨论 程序 验证 的 完整 方法 。 本 节 将 把 逻辑 规则 、 证 明 技 
术 以 及 算法 的 概念 联系 在 一 起 ， 对 程序 验证 领域 给 予 粗 略 的 介绍 


5.5.2 程序 验证 

若 对 每 个 可 能 的 输入 来 说 程序 都 产生 正确 的 输出 ， 则 说 这 个 程序 是 正确 的 。 一 个 程序 的 正 
确 性 证 明 包 括 两 个 部 分 。 第 一 部 分 证 明 : 若 程序 终止 ， 则 获得 正确 的 答案 。 证 明 的 这 一 部 分 证 
明了 程序 的 部 分 正确 性 。 证 明 的 第 二 部 分 证 明 : 程序 总 是 终止 。 

为 了 规定 程序 产生 正确 的 输出 是 什么 意思 ， 使 用 两 个 命题 。 第 一 个 是 初始 断言 ， 它 给 出 输 
入 值 必须 具有 的 性 质 。 第 二 个 是 终结 断言 ， 它 给 出 假如 程序 做 了 要 求 它 做 的 事情 ， 则 程序 的 输 
当地 当 自 者 的 性 所 当 验 证 一 个 程序 时 ， 必 须 提 供 适 当 的 初始 断言 和 终结 断言 。 


定义 1 车 当 对 一 一 个 程序 或 程序 段 S 的 输入 值 来 说 初始 断言 为 真 时 ， 就 有 对 S 的 输出 
值 来 说 终结 断言 g 为 真 ， ee 
S 是 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 部 分 正确 的 。 








iinks 
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注意 记号 p{S)g 称 为 霍 尔 三 元 组 ， 因 为 托尼 ，。 霍 尔 引 入 了 部 分 正确 性 的 概念 。 
注意 ， 部 分 正确 性 的 概念 与 程序 是 否 终止 是 无 关 的 ， 它 仅仅 关注 若 程 序 终 止 ， 则 程序 是 否 
做 了 期 待 它 做 的 事情 。 
可 以 用 一 个 简单 的 例子 说 明 初 始 断 言 和 终结 断言 的 概念 。 
证 明 程 序 段 
y :一 2 
z :一 工 十 y 
是 相对 于 初始 断言 p : x 二 1 和 终结 断言 9 : zx 二 3 部 分 正确 的 。 
解 ” 假 定 zp 为 真 ， 所 以 在 程序 开始 时 x 二 1。 则 把 y 赋值 成 2， 而 把 = 赋值 成 x 和 y 值 之 
和 ， 即 3。 因此 ，S 是 相对 于 初始 断言 pb 和 终结 断言 g 部 分 正确 的 。 因 此 ，p{S}g 为 真 。 4 


5.5.3 推理 规则 
一 条 有 用 的 推理 规则 是 通过 把 一 个 程序 分 成 一 系列 子 程序 ， 然 后 证 明 每 个 子 程序 为 正确 的 
来 证 明 这 个 程序 为 正确 的 。 
假定 把 程序 S 分 成 子 程序 S; 和 S,。 写 3 一 S;; S, 来 表示 S 是 由 Si 后 接 S, 来 组 成 的 。 假 
定 已 经 证 明了 S; 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 的 正确 性 ， 以 及 S, 相对 于 初始 断言 9 和 终结 
断言 > 的 正确 性 。 由 此 得 出 了 若 p 为 真 且 Si, 执行 并 终止 则 g 为 真 ; 若 9 为 真 且 S 执行 并 终止 
则 为 真 。 因 此 ， 阁 户 为 真 且 S=S; S; 执行 并 终止 则 ”为 真 。 这 条 推理 规则 称 为 合成 规则 ， 
它 可 以 叙述 成 
plSi}g 
‘gq{S2}r 





DBs Si}r 
在 本 节 后面 将 使 用 这 条 推理 规则 。 
下 一 步 ， 将 给 出 含有 条 件 语 句 和 循环 的 程序 段 的 推理 规则 。 因 为 可 以 把 程序 分 成 程序 段 ， 
以 便 进 行 正 确 性 证 明 ， 所 以 这 样 就 能 够 验证 许多 不 同 的 程序 。 
5. 5.4 条 件 语句 
首先 将 给 出 条 件 语句 的 推理 规则 。 假 定 一 个 程序 段 形 如 





If condition then 
Ss 











其 中 S 是 一 个 语句 块 。 若 condition( 条 件 ) 为 真 ， 则 S 执行 ， 而 当 condition 为 假 时 ， 则 S 不 执 
行 。 为 了 验证 这 个 程序 段 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 来 说 是 正确 的 ， 必 须 做 两 件 事情 。 首 
先 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 也 为 真 时 ， 在 S 终止 之 后 9 为 真 。 其次， 必须 证 明 当 为 真 
且 condition 为 假 时 ，g 为 真 (因为 在 这 种 情形 中 S 不 执行 )。 

这 导致 下 面 的 推理 规则 : 


(pA condition){S}g 
(pA-condition)—>q 


“Pp{if condition then S}g 


例 2 说明 如 何 使 用 这 条 推理 规则 。 
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验证 程序 段 


if zx>y then 
y :一 工 


相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 > 之 字 是 正确 的 。 
解 ” 当 初始 断言 为 真 且 z>y 时 ， 则 执行 赋值 语句 y :二 xz。 因此， 在 这 种 情形 里 ， 断 言 y 之 z 
的 终结 断言 为 真 。 另外， 当初 始 断 言 为 真 且 zx>y 为 假 因而 zx 委 > 时 ， 终 结 断言 再 次 为 真 。 因 此 ， 
使 用 这 种 类 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 这 个 程序 相对 于 给 定 的 初始 断言 和 终结 断言 是 正确 的 。 二 
同 理 ， 考 虑 含有 如 下 命题 的 程序 。 











if condition then \ 
Si 

else 
S2 





若 condition( 条 件 ) 为 真 ， 则 执行 S, ; 若 condition 为 假 ， 则 执行 $ 。 为 了 验证 这 个 程序 段 相对 
于 初始 断言 上 和 终结 断言 9 是 正确 的 ， 必 须 做 两 件 事情 。 首 先 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 
为 真 时 ， 在 Si 终止 之 后 q 为 真 。 其 次 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 为 假 时 ,在 S; 终止 之 后 
q 为 真 。 这 导致 下 面 的 推理 规则 : 


(pA condition){Si}g 
(pA-condition){S,}g 





“plif condition then S, else S,}g 
例 3 说明 如 何 使 用 这 条 推理 规则 。 
验证 程序 段 





if zx<<0 then 
abs := 一 zx 


else 


Links > 





abs :一 工 








C. 安东尼 ， R. 霍 尔 (C. Anthony R. Hoare，1934 一 ) 霍 尔 出 生 在 锡 兰 (现在 称 为 
| 斯里兰卡) 的 科伦坡 ,他 的 父亲 是 大 英 帝 国 在 锡 兰 的 公务 员 ， 他 的 外 祖父 在 锡 兰 拥有 
一 个 种 植 园 。 他 在 那里 度 过 了 少年 时 光 ， 并 于 1945 年 移居 英格兰 。 霍 尔 在 牛津 大 学 
| 学 习 哲 学 和 古典 学 ， 同 时 ， 对 数理 逻辑 的 力量 和 数学 真 值 的 确定 性 的 痴迷 使 得 他 开 
| 始 对 计算 技术 感 兴趣 。 他 于 1956 年 从 牛津 大 学 获得 学 士 学 位 。 
霍 尔 在 英国 皇家 海军 服务 期 间 学 习 了 俄语 ， 后 来 ， 他 在 莫斯科 国立 大 学 研究 计 
本 算 机 自然 语言 翻译 。 他 于 1960 年 回 到 了 英格兰 ， 在 一 家 小 型 计算 机 制造 厂 工作 ， 在 
Cpu ont 那里 他 写 出 了 Algol 编程 语言 的 编译 器 。1968 年 ， 他 成 为 贝尔 法 斯 特 女 王 大 学 的 计 
算 机 科学 教授 ; 1977 年 ， 他 移居 到 英国 牛津 大 学 ， 成 为 一 名 计算 技术 教授 ， 他 现在 还 是 一 名 名 誉 教授 。 
他 是 英国 皇家 学 会 的 院士 ， 并 在 微软 剑桥 研究 中 心 拥 有 一 个 职位 。 

霍 尔 在 编程 语言 和 编程 方法 论 方面 做 出 了 许多 贡献 。 他 首次 定义 了 一 种 基于 如 何 证 明 程 序 正 确 符合 
其 需求 规格 的 编程 语言 。 霍 尔 还 发 明了 一 种 最 常用 的 排序 算法 : 快速 排序 算法 ( 见 5.4 节 练 习 50 的 前 导 
文 ) 。1980 年 他 获得 ACM 图 灵 奖 ，2000 年 他 因 在 教育 和 计算 机 科学 的 贡献 被 封 为 琐 士 。 霍 尔 还 是 一 位 
计算 机 科学 在 技术 和 社会 方面 的 著名 作家 。 











相对 于 初始 断言 和 终结 断言 abs 二 |z| 是 正确 的 。 

解 ” 必 须 证 明 两 件 事情 。 首 先 必须 证 明 : 若 初始 断言 为 真 且 z<0， 则 abs 二 |x|。 这 是 正 
确 的 ， 因 为 当 z<0 时 赋值 语句 abs : 一 一 工 让 abs 二 一 + 成 立 , 根据 定义 当 x 过 0 时 它 是 |z|。 
其 次 必须 证 明 : 车 初始 断言 为 真 且 z<0 为 假 时 ，( 所 以 xz 宇 0) 则 abs 二 |x|。 这 是 正确 的 ， 因 为 
在 这 种 情形 中 ， 程序 使 用 赋值 语句 abs : 二 x， 而 根据 定义 ， 当 xz 宇 0 时 z 是 |z|， 所 以 abs 二 工 。 
因此 ， 利 用 对 手 这 种 类 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 这 个 程序 相对 于 给 定 的 初始 断言 和 终结 断言 是 
正确 的 。 4 


5.5.5 循环 不 变量 
下 面 将 描述 while 循环 的 正确 性 证 明 。 为 了 逐步 如 下 类 型 程序 段 的 推理 规则 : 


while condition 
S 


注意 ，S 反复 执行 直到 condition 变 假 为 止 。 必 须 选 择 一 个 每 次 执行 S 时 都 保持 为 真 的 断言 。 这 
样 的 断言 称 为 循环 不 变量 。 换 句 话说 ， 若 (z 人 condition){(S}z2 为 真 ， 则 p 是 循环 不 变量 。 

假定 p 是 循环 不 变量 。 可 以 得 出 若 在 执行 这 个 程序 段 之 前 p 为 真 ， 则 在 程序 终止 后 p 和 
了 1condition 都 为 真 ， 假 如 程序 真 的 终止 。 这 个 推理 规则 是 


(pAcondition){S}p 











“» p{while condition S} ("condition M\ p) 
例 4 说明 如 何 使 用 循环 不 变量 。 
需要 一 个 循环 不 变量 来 验证 当 n 是 正 整 数 时 ， 如 下 程序 段 以 factorial 二 n! 终止 。 








于 


factorial :一 1 
while < 一 7 
begin 

i :=i 十 1 


factorial :=factorial * i 











设 是 命题 “factorial=il 并 且 i 过 洲 。 首 先 证 明 p 是 循环 不 变量 。 假 设 在 执行 一 遍 while 循 
环 的 开头 时 ，p 为 真 而 且 while 循环 的 条 件 成 立 。 换 句 话 说 ，factorial 二 il 且 i 二 n。i 和 factorial 的 
新 值 i 和 factorial,. 现 在 是 i 二 i 十 1 和 factorial,. 二 factorial。 (i 十 1)= 二 (i 十 1)1 二 iiw!。 由 于 
i<n， 所 以 也 及 二 i 十 1 二 n。 因 此 在 循环 执行 的 结尾 p 为 真 。 这 就 证 明了 p 是 循环 不 变量 。 

现在 考虑 上 述 程 序 段 。 在 正好 要 进入 循环 之 前 ,i 二 1<n 和 factorial 二 1 二 11 三 i 都 为 真 ， 
所 以 p 为 真 。 由 于 zp 是 循环 不 变量 ， 所 以 刚刚 介绍 过 的 推理 规则 就 蕴含 着 如 果 while 循环 终止 ， 
那么 循环 终止 时 p 为 真 且 i<n 为 假 。 在 这样 的 情况 下 ， 最 终 factorial 二 il 和 in 都 为 真 ， 但 


i 二 n 为 假 。 换 句 话说 ，i 二 n 目 factorial 二 il 一 24， 这 正 是 想 要 的 结果 。 
最 后 还 需要 验证 while 循环 确实 终止 。 在 程序 开头 把 i 赋值 成 1， 所 以 在 nn 一 1 次 执行 循环 
后 ,i 的 新 的 值 是 xn， 循环 在 这 时 就 终止 了 。 本 


下 面 将 给 出 最 后 一 个 例子 来 说 明 如 何 用 各 种 推理 规则 来 验证 较 长 的 程序 的 正确 性 。 
简 述 如 何 验 证 计算 两 个 整数 之 积 的 程序 S 的 正确 性 。 
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procedure multiply(m, n: 整数 ) 
if n= 0 thena :=—n 
le :二 nn 
k:=0 
rz':=0 
whilek < a 
| 


IX: 三 7 十 m 


S2 


k :=k 二 1 


ifn<0 then product :一 一 工 
4 





else product :一 工 
return product 
{product 等 于 mn} 














目标 是 证 明 在 执行 S 之 后 product 有 值 mn。 通 过 把 S 分 成 S 王 Si; S,; S;; S,， 如 S 的 程 
序 清单 所 示 那 样 ， 就 可 以 完成 正确 性 证 明 。 可 以 用 合成 规则 来 建立 正确 性 证 明 。 细 节 将 留 给 读 
者 作为 练习 。 

设 p 是 初始 断言 : mn 和 都 是 整数 。 则 可 以 证 明 当 gq 是 命题 p 人 人 (a= |n|) 时 ，p{Si)g 为 
真 。 下 一 步 , 设 r 是 命题 g 人 (k= 二 0) 人 (z= 二 0)。 容 易 验 证 gq{S,)r 为 真 。 可 以 证 明 “x 二 mk 上 且 
ka” 是 S; 中 的 循环 不 变量 。 另 外 ， 容 易 看 出 ， 在 a 次 循环 之 后 循环 终止 上 且 & 一 a， 所 以 这 时 
ZX 二 ma。 因 为 r 蕴含 着 z= 二 mm，0 和 0 二 a， 所 以 在 进入 循环 之 前 循环 不 变量 为 真 。 因 为 循环 终止 
且 有 一 a， 所 以 得 出 r{S;})s 为 真 ， 其 中 ;是 命题 “zx 二 ma 有 是 a 二 |n|”。 最 后 ， 可 以 证 明 S, 相对 
于 初始 断言 * 和 终结 断言 t+ 是 正确 的 ， 其 中 t 是 命题 “product 二 mn”。 . 

把 所 有 这 些 结果 放 到 一 起 来 考虑 ， 因 为 p{S1}q、gq{S,}r、r{S;}s 和 s{S,}t 都 为 真 ， 所 以 从 
合成 规则 得 出 p{S}t 为 真 。 另 外 ， 因 为 所 有 4 个 程序 段 都 终止 ， 所 以 S 终 止 。 这 样 就 验证 了 这 
个 程序 的 正确 性 。 4 


练习 

1. 证 明 程 序 段 
3 一】 
z :一 十 y 
相对 于 初始 断言 x 二 0 和 终结 断言 z= 二 1 是 正确 的 。 

2. 验证 程序 段 


if zx<0 then x :一 0 


相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 x 宇 0 是 正确 的 。 
3. 验证 程序 段 
Z: 一 2 
z :一 并 十 y 
if y>0 then 
z :一 z 十 1 
else 
z=0 
相对 于 初始 断言 y= 二 3 和 终结 断言 = 二 6 是 正确 的 。 
4. 验证 程序 段 


if zx<<y then 


min :一 工 








else 


min :=y 


相对 于 初始 断言 和 终结 断言 (x 三 y 人 min 二 x)V (z>y 人 人 min 一 y) 是 正确 的 。 
* 5. 设计 一 条 推理 规则 来 验证 形 如 
if condition 1 then 
Si 
else if condition 2 then 
S; 


else 
S， 


的 语句 的 部 分 正确 性 ， 其 中 S; ，S ，…，S, 都 是 语句 块 。 
6. 使 用 在 练习 5 讨论 的 推理 规则 来 验证 程序 


if zx<<0 then 
2 人 7 到 
else if x>0 then 
| 
else if x=0 then 


y :一 2 


相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 > 一 2 是 正确 的 。 
7. 用 循环 不 变量 证 明 下 述 计算 实数 z 的 2” 次 方 宕 的 程序 是 正确 的 ， 其 中 站 是 正 整数 。 


power ;一 1 
i:=1 
while i<n 
power :二 power* Zz 


2 


* 8. 证 明 在 5.4 节 给 出 的 求 f, 的 迭代 程序 是 正确 的 。 
9. 给 出 在 例 5 给 出 的 正确 性 证 明 的 所 有 细节 。 
10. 假定 蕴含 式 po 一 p: 和 程序 断言 p1{S})g 都 为 真 。 证明 po{S)gq 也 必然 为 真 。 
11. 假定 程序 断言 p{S}gq。 和 蕴含 式 go 一 gq! 都 为 真 。 证 明 p{S)g! 也 必然 为 真 。 
12. 下 面 的 程序 计算 商 数 和 余数 。 


g :=0 
while rd 
r:=r—d 
gq :二 gq 十 1 
验证 它 相 对 于 初始 断言 “a 和 4 都 是 正 整数 ”和 终结 断言 “gq 和 7 是 使 得 a 二 dg 十 r 和 0 二 r<4d 的 整 
数 ” 是 正确 的 。 
13. 用 循环 不 变量 验证 欧 几 里 得 算法 (4. 3 节 算法 1) 相 对 于 初始 断言 “a 和 2 都 是 正 整数 ”和 终结 断言 
“x 二 gcd(a,，5)” 是 部 分 正确 的 。 


关键 术语 和 结论 


术语 
序列 (sequence) : 以 整数 集合 的 子 集 合作 为 定义 域 的 函数 。 
几何 序列 (geometric progression) : 形 如 a，ar，ar* ，… 的 序列 ， 其 中 4 和 7 都 是 实数 。 
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等 差 序列 (arithmetic progression) : 形 如 a，a 十 4d，a 十 2d，… 的 序列 ， 其 中 a 和 4d 都 是 实数 。 

数学 归纳 法 原理 (the principle of mathematical induction) ， 命题 “车 P(1) 为 真 且 YkLP(k) 一 P(k 十 1) ] 为 
真 ， 则 YnP(n) 为 真 ”。 

基础 步骤 (basis step): 在 VnP(n) 的 数学 归纳 法 证 明 中 对 P(1) 的 证 明 。 

归纳 步骤 (inductive step): 在 VnP(n) 的 数学 归纳 法 证 明 中 对 P(&) 一 P(k 十 1) 的 证 明 。 

强 归纳 法 (strong induction) : 命题 “ 若 P(1) 为 真 且 YkLCP(1) 信 … 人 和信 PCR)) 一 PCk 十 1)] 为 真 ， 则 YnP(n) 
为 真 ”。 

良 序 性 (well-ordering property) : 非 负 整数 的 每 个 非 空 集合 都 有 最 小 元 素 。 

函数 的 递归 定义 (recursive definition of a function) : 规定 一 组 初始 的 函数 值 以 及 从 较 小 整数 处 的 函数 值 获 
得 较 大 整数 处 的 函数 值 的 规则 。 

集合 的 递归 定义 (recursive definition of a set); 规定 集合 里 的 一 组 初始 元 素 以 及 从 已 知 属于 集合 的 元 素 获 
得 其 他 元 素 的 规则 。 > 

结构 归纳 法 (structural induction) : 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 的 技术 。 

递归 算法 (recursive algorithm) : 通过 把 问题 归 约 到 带 有 较 小 输入 的 同样 问题 而 进行 的 算法 。 

归并 排序 (merge sort) : 排序 一 个 表 的 排序 算法 ， 它 把 一 个 表 分 成 两 个 表 ， 对 得 出 的 两 个 表 各 自 进 行 排 
序 ， 并且 把 结果 归并 成 一 个 有 序 表 。 

迭代 (iteration): 基于 反复 利用 循环 中 的 操作 的 过 程 。 

程序 正确 性 (program correctness): 对 过 程 总 是 产生 正确 结果 的 验证 。 

循环 不 变量 (loop invariant) : 在 循环 的 每 次 执行 期 间 都 保持 为 真 的 性 质 。 

初始 断言 (initial assertion) : 规定 程序 的 输入 值 所 具有 的 性 质 的 命题 。 

终结 断言 (final assertion) : 规定 若 程 序 正 确 地 工作 则 输出 值 所 应 当 具 有 的 性 质 的 命题 。 


复习 题 
1. a) 能 否 用 数学 归纳 法 原理 求 出 一 个 序列 的 前 n 项 之 和 的 公式 ? 
b) 能 否 用 数学 归纳 法 原理 来 判定 一 个 序列 的 前 n 项 之 和 的 给 定 公 式 是 正确 的 ? 
©) 求 出 前 个 正 偶数 之 和 的 公式 ， 并 且 用 数学 归纳 法 证 明 它 。 
2, a) 对 哪些 正 整 数 来 说 11n 十 17<2" 为 真 ? 
b) 用 数学 归纳 法 来 证 明 a 中 所 做 的 猜想 。 
3. a) 仅 用 5 分 和 9 分 的 邮票 ， 可 以 组 成 哪些 数量 的 邮资 ? 
b) 用 数学 归纳 法 证 明 所 做 的 猜想 。 
c) 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 所 做 的 猜想 。 
d) 找 出 与 b 和 ec 中 所 给 出 的 证 明 不 同 之 处 。 
4. 给 出 使 用 强 归 纳 法 的 三 个 不 同 的 证 明 例子 。 
5. a) 叙 述 正 整数 集合 的 良 序 性 。 
b) 利 用 这 个 性 质证 明 : 每 个 正 整 数 都 可 以 写成 素数 之 积 。 
6. 3a) 解 释 为 什么 若 通过 规定 f(1) 以 及 从 fln 一 1) 求 出 f(n) 的 规则 来 递归 地 定义 一 个 函数 ， 则 这 个 函数 是 
良 定 义 的 。 
b) 给 出 函数 f(n) 二 (n 十 1)! 的 递归 定义 。 
7. a) 给 出 斐 波 那 契 数 的 递归 定义 。 
b) 证 明 : 当 x 关 3 时 ， 有 方 >o ， 其 中 f, 是 斐 波 那 契 序列 的 第 n 项 而 a 二 (1 十 V5)/2。 
8. a) 解 释 为 什么 若 通过 规定 at 和 oa 以 及 从 wa ，a ，…，as-1(n 二 3，4，5,，…) 来 求 a, 的 规则 来 递归 地 
定义 一 个 序列 ， 则 这 个 序列 是 良 定 义 的 。 
b) 若 zi 三 1，a 一 2，aw, 一 ai 十 az 十 … 十 aa ，2 王 3，4，5，…， 试 求 出 w, 的 值 。 
9. 给 出 两 个 例子 说 明 对 由 元 素 和 运算 组 成 的 不 同 集合 来 说 ， 如 何 递归 地 定义 合式 公式 。 
10. a) 给 出 字符 串 长 度 的 递归 定义 。 
b) 用 a 的 递归 定义 来 证 明 li(zxy) 二 1(z) 十 L(y)。 
11. a) 什 么 是 递归 算法 ? 


12. 
13. 


14. 


15. 
16. 
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b) 描 述 计 算 序 列 里 个 数 之 和 的 递归 算法 。 

描述 计算 两 个 正 整数 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 

a) 描 述 归 并 排序 算法 。 

b) 用 归并 排序 算法 把 表 4，10，1，5，3，8，7，2，6，9 排 成 升序 。 

c) 给 出 归并 排序 使 用 的 比较 次 数 的 大 O 估计。 

a) 测 试 一 个 计算 机 程序 ， 看 看 对 某 些 输入 值 来 说 它 是 否 产生 了 正确 的 输出 ， 是 否 这 样 就 验证 了 这 个 
程序 总 是 产生 正确 的 输出 ? 

b) 证 明了 一 个 计算 机 程序 是 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 为 部 分 正确 的 ， 是否 这 样 就 验证 了 这 个 程序 
总 是 产生 正确 的 输出 ? 若 不 是 ， 则 还 需要 证 明 什 么 其 他 东西 ? 

可 以 用 什么 技术 来 证 明 长 的 计算 机 程序 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 是 部 分 正确 的 ? 

什么 是 循环 不 变量 ?如 何 使 用 循环 不 变量 ? 


补充 练习 


1s; 


16. 


17 


18. 


”9 
* 20. 
* 21, 


. 用 数学 归纳 法 证 明 -3 


i es RE 
9 To i 1 37， 其 中 是正 整数 。 





.证明 : 当 )7 是 正 整数 时 ， 有 1 十 33 十 53 十 … 十 (2 十 1)3 一 (2 十 1) (222 十 42 十 1) 。 
. 证 明 : 当 交 是 正 整 数 时 ， 有 1， 2 十 2，21 十 3。22 十 … 十 2。2 一 :一 (2 一 1)。2" 十 1。 
. 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 


1 





4 Rp 
Te a ot 
， 证明， 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 
eT 1 a 
1.4 4.。7 (3n—2)(3n 二 +1) 3z 十 1 


. 证 明 : 当 ?” 是 大 于 4 的 正 整数 时 ， 有 2” 二 ne 十 n。 

. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 大 于 9 的 正 整 数 时 ， 就 有 2" 过 7 。 

. 求 出 整数 N， 使 得 当 n 大 于 NN 时 ， 有 2"> 扩 。 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结果 是 正确 的 。 
. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 是 正 整 数 时 ,a 一 5 是 a 一 b" 的 因子 。 

.用 数学 归纳 法 证 明 ， 当 ) 是 非 负 整数 时 ， 妈 十 (z 十 1)3 十 (2 十 2)3 能 被 9 整除 。 

. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ，6"*! 十 7”! 能 被 43 整除 。 

.用 数学 归纳 法 证 明 ， 当 是 正 整数 时 ，3”1? 十 56n 十 55 能 被 64 整除 。 

,用 数学 归纳 法 证 明 等 差 序列 各 项 之 和 的 公式 : 


a 十 (a 十 Qd) 十 … 十 (a 二 nd) 二 (n 十 1) (2a 十 nd)/2 


. 假定 对 7 一 1， 2 n 来 说 ， aj; 三 b; (mod ID) 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 


0) a; 三 六 b; (mod m) 
j=1 j=1 

并 a; 三 I b; (mod m) 
j=1 一 1 


证 明 : 车 nn 是 正 整 数 ， 则 


bp kk 十 4 nn(3n 二 7) 
EC 二 1)(R 十 2) 2(n 十 1)(n 十 2) 


对 于 哪些 正 整 数 n,，n 十 6 二 (rw? 一 8n)/16? 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 答案 。 





. (需要 微 积 分 知识 ) 假 设 f(z) 一 ex 并 且 g (zx) 一 ze*。 用 数学 归纳 法 以 及 乘积 求 导 规则 和 尹 (z) 一 e 的 


事实 来 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ，g(n) (zx) 二 (x 十 n)e”。 

(需要 微 积分 知识 ) 假 设 f(x) 二 er 并 且 g (zx) 二 e* ,其 中 c 是 常数 。 用 数学 归纳 法 以 及 复合 求 导 规 则 和 
f(z) 二 e* 的 事实 来 证 明 : 当 n 是 正 整数 时 ，g(n) 二 ce”。 

确定 哪些 斐 波 那 契 数 是 偶数 ， 用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 来 证 明 你 的 猜想 。 

确定 哪些 斐 波 那 契 数 能 被 3 整除 ， 用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 来 证 明 你 的 猜想 。 

证 明 : 对 所 有 非 负 整数 nn 来 说 ，fif 十 frrifuti 二 futr+1， 其 中 是 非 负 整 数 且 f; 表示 第 ;个 斐 波 那 
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契 数 。 


卢 卡 斯 (Lucas) 数 的 序列 定义 成 ， 而 二 25 ed | 以 及 对 7 一 2，3，4， "来 说 ， Te el 


22. 


23. 
* 24. 


25. 


* 26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


3 


32. 


33, 


34. 


35. 


* 36， 


37, 


# 38 


39. 


* 40. 


证 明 : 当 n 是正 整 数 时 ， 有 十 f+z 二 bi1， 其 中 f; 和 17; 分别 是 第 i 个 非 波 那 契 数 和 第 i 个 卢 卡 
斯 数 。 

证 明 : 当 是 非 负 整数 且 1; 是 第 i 个 卢 卡 斯 数 时 ， 有 书 十 8 十 … 十 人 二 llnti 十 2。 

用 数学 归纳 法 证 明 : 任意 个 连续 正 整 数 之 积 能 被 a1 整除 。[ 提 示 : 利用 恒等式 m《(m 十 1)*…(m 十 
n—1)/nl=(m—1)m(mt+ mtn—2)/n!l+m(mt+1) mt+n—2)/(n—1)1).] 

用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是正 整数 时 ， 有 (cos x 十 i sin x)" 二 cos nz 十 i sin nx。[ 提 示 : 利用 恒等式 
cos(ab)=cosa cosb—sina sinb 和 sin(a 二 0)=sin a cos 0 十 cos a sinb。] 


用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整 数 且 sin(zx/2) 隆 0 时 ， 有 


Dy eos jz = cos[ (nt Dz/2dsin(nz /2)sin(z/2) 


7 一 1 


用 数学 归纳 法 证 明 : 对 于 每 个 正 整数 z 


D7 = 


(需要 微 积 分 知识 ) 假 设 序列 zi ，z ，…，z，… 递 归 地 定义 成 一 0 和 zi+i 一 Wz 十 6。 
a) 用 数学 归纳 法 证 明 :-zi 过 zs 二 … 过 x, 二 …， 即 序列 {x,} 是 单调 递增 的 。 
b) 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 于 n=1,，2,…， ZX, 二 3。 
c) 证 明 : lim xz, 一 3。 
证 明 : 如 果 nn 是正 整 数 ， 且 n 宇 2， 则 
< 1 区 一 1 和 037 十 2 
3 
用 数学 归纳 法 证 明 3.6 节 中 的 定理 1， 即 证 明 如 果 65 是 一 个 正 整 数 ，4 二 1，n 也 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 
n 可 以 唯一 表示 为 n= 二 aib* 十 ar_-16* 下! 十 … 十 a1b 十 ao。 
如 果 平 面 上 的 点 (x，y) 中 xz 和 y 都 是 整数 ， 则 称 点 (x，y) 为 格 点 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 至 少 需要 n 十 1 
条 直线 才能 确保 满足 x 宇 9、y 宇 0 及 z 十 y<n 的 格 点 (x，y) 位 于 其 中 的 一 条 直线 上 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 利 用 数学 归纳 法 和 乘积 规则 证 明 : 如 果 n 是 一 个 正 整 数 ， 且 fi (x)，f2 (xz),，…， 
f(z) 都 是 可 导 函 数 ， 那 么 
(ANC NEUE ONE DAN 2 2 C2 A 
fi re) fo ff ta) fk) falz) fn 
(需要 2. 6 节 中 的 知识 ) 设 B=MA4AM '， 其 中 A 和 B 都 是 nXn 和 矩阵 ，M 可 逆 。 证 明 : 对 所 有 的 正 整数 
& 都 有 有 一 MA4M 1 。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 在 平面 上 画 线 时 ， 只 需要 用 两 种 颜色 来 对 所 形成 的 区 域 着 色 ， 使 得 具有 共 
同 边界 的 区 域 都 有 不 同 的 颜色 。 
证 明 : 当 n 宇 3 时, n! 总 可 以 表示 成 n 的 不 同 正 因子 之 和 。[ 提 示 : 利用 归纳 载 人 。 首 先 试 着 用 数学 
归纳 法 证 明 该 结论 。 当 你 发 现 证 明 失 败 时 ， 找 出 一 个 用 数学 归纳 法 容易 证 明 的 更 强 的 断言 。] 
用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 x;，xs，…，zx 都 是 正 实数 ， 且 n 宇 2， 则 有 
1 1 I 业 1 1 
人 


2 3 Xl 

用 数学 归纳 法 证 明 : 车 nn 个 人 站 成 一 队 ， 其 中 是 正 整数 ， 并 且 若 该 队 中 第 一 个 人 是 女人 ， 最 后 一 
个 人 是 男人 ， 则 队 中 某 处 有 一 个 女人 直接 站 在 一 个 男人 的 前 面 。 

假设 在 一 个 国家 中 有 直达 的 单行 道路 连接 每 一 对 城市 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 存在 一 个 城市 ， 从 其 他 
每 个 城市 都 可 以 直达 这 个 城市 ， 或 者 恰好 经 由 一 个 其 他 城市 而 到 达 这 个 城市 。 

用 数学 归纳 法 证 明 : 当 个 圆周 把 平面 分 成 区 域 时 ， 这 些 区 域 可 以 用 两 种 颜色 着 色 ， 使 得 具有 共同 
边界 的 区 域 都 染 成 不 同 的 颜色 。 

假设 有 足够 的 燃料 让 环行 赛 道上 一 组 汽车 中 的 一 辆 跑 完 一 圈 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 在 这 组 汽车 中 存 
在 一 辆 汽车 ， 当 它 沿 着 赛 道 前 进 时 ， 可 以 通过 从 其 他 汽车 获得 加 油 来 跑 完 一 圈 。 














338 第 5 章 








41. 


42. 


43. 


44. 


麦卡锡 91 函数 (人 工 智能 的 黄 基 人 之 


45. 


xx 46。 


47. 


48. 


* 49. 


* 50, 


x Sls 


S2. 


证 明 : 如 果 是正 整数 ， 则 有 
” (2;—D( > Ue) = ncnt 1)/2 


用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 a、6b 和 c 是 一 个 直角 三 角形 的 三 条 边 长 ，c 是 斜 边 的 边 长 ， 则 对 于 所 有 整 
数 n 三 3， 有 a 十 乒 二 ce" 成立。 


用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 n 为 整数 ， 序 列 2mod n，2? mod n，22 mod n，2*” mod n，-…， 最 后 是 一 

常数 。( 即 在 有 限 个 项 以 后 的 所 有 项 都 一 样 。) 

单位 分 数 或 埃及 分 数 是 形 如 1/n 的 分 数 ， 其 中 nn 是正 整数 。 在 本 题 中 ,将 用 强 归纳 法 证 明 ; 可 以 用 贪 

心算 法 把 每 个 满足 0 二 p/g 二 1 的 有 理 数 p/g 表达 成 不 同 的 单位 分 数 之 和 。 在 算法 的 每 一 步 ， 求 出 最 小 

的 正 整数 ?使 得 这 个 和 可 以 加 上 1/n 而 不 超过 p/q。 例 如 ， 为 了 表达 5/7， 从 1/2 这 个 和 开始 。 由 于 5/ 

7 一 1/2 二 3/14， 所 以 把 1/5 加 上 这 个 和 ， 因 为 5 是 最 小 的 正 整数 使 得 1/k 二 3/14。 由 于 3/14 一 1/5== 

1/70， 所 以 算法 终止 ,证 明 5/7==1/2 十 1/5 十 1/70。 设 T(p) 是 命题 ,对 于 所 有 满足 0 二 p/g 二 1 的 有 理 

数 p/g 来 说 这 个 算法 终止 。 通 过 证 明 对 于 所 有 正 整 数 p 来 说 T(p) 为 真 ， 将 证 明 这 个 算法 总 是 终止 。 

a) 证 明基 础 步骤 T(1) 成 立 。 

b) 假 设 对 于 满足 二 p 的 正 整 数 k& 来 说 T(k) 成 立 。 换 句 话 说 ,假设 对 于 所 有 有 理 数 &/r 来 说 算法 终 
止 ， 其 中 1<k=p。 证明; 如 果 从 p/g 开始 并 且 算 法 第 一 步 选 择 分 数 1/n， 则 p/g==p'/g 十 1/n， 
其 中 p'==np 一 g 且 g = 二 ng。 在 考虑 p/g 二 1/n 的 情形 之 后 ， 用 归纳 假设 证 明 : 当 贪 心算 法 从 p'/g' 开 
始 时 ， 这 个 算法 总 会 终止 ， 从 而 完成 归纳 步骤 。 

John McCarthy 所 定义 ) 定 义 成 : 对 所 有 正 整数 妹 来 说 应 用 规则 

无 一 二 0 n>> 100 








M(n) = 
M(M(n+11)) 7 过 100 
通过 连续 地 使 用 M(n) 的 定义 规则 求 
a) M(102) b) M(101) c)M(99) 
. d)M(97) e)M(87) f)M(76) 


证 明 ; 函数 M(z) 是 从 正 整数 集合 到 正 整 数 集合 的 良 定 义 函 数 。[ 提 示 : 证 明 对 所 有 满足 n 志 101 的 正 
整数 来 说 都 有 M(z) 一 91。] 
下 述 的 证 明 当 ) 是 正 整数 时 有 








1 1 1 3 ly! 
TD 
是 否 正确 ? 为 你 的 答案 给 出 理由 。 
基础 步骤 : 当 n 二 1 时 结果 为 真 ， 因 为 
ee 
ss 2 1 
归纳 步骤 : 假定 对 nn 来 说 结果 为 真 。 则 
+ 十 志 一 个 -一 也 一 一 十 ( 1 __1 )= 宇 1 
八 下 党 (n—l)n -7 十 1 2 n 三 “六 二 工 2 
因此 ， 若 对 ?来 说 结果 为 真 ， 则 对 ”十 1 来 说 结果 为 真 。 证 毕 。 
设 Al，As，…，A, 是 一 组 集合 ， 且 对 k= 二 3，4,…',， nn 都 有 Rs 二 Al 四 4 及 R= 二 Ri-1@@ A;。 利 用 数学 


归纳 法 证 明 : 当 且 仅 当 z 属于 A, ，A4A: ，…，A4, 中 二 个 奇数 下 标的 集合 时 ， 有 zER,。( 回 忆 2.2 节 中 的 
定义 : S 四 了 T 是 集合 S 和 工 的 对 称 差 。) 

证 明 : 若 在 ”个 圆 中 每 两 个 都 恰好 相交 于 两 点 ， 而 任意 三 个 都 没有 公共 点 ， 则 这 些 圆 把 平面 划分 成 
12 一 7 十 2 个 区 域 。 

证 明 : 车 在 个 平面 中 任意 三 个 都 有 公共 点 ， 而 任意 四 个 都 没有 公共 点 ， 则 这 些 平面 把 三 维 空间 划 
分 成 (ww 十 5n 十 6)/6 个 区 域 。 

用 良 序 性 证 明 ; V5 是 无 理 数 。 [提示 : 假定 /3 是 有 理 数 ; 证 明 形 如 56V3 的 正 整 数组 成 的 集合 有 最 小 元 
素 a。 然 后 证 明 a V2 一 a 是 具有 这 种 形式 的 更 小 的 正 整数 。] 

若 一 个 集合 的 每 个 非 空子 集合 都 有 最 小 元 素 ， 则 这 个 集合 是 良 序 性 的 。 判 断 下 面 的 每 个 集合 是 否 和 良 
序 性 的 。 


关 关 


关 关 
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a) 整 数 集合 b) 大 于 一 100 的 整数 的 集合 
c) 正 有 理 数 集合 d) 分 母 小 于 100 的 正 有 理 数 的 集合 
53. a) 证 明 : 若 al， CQ2， ”9 CQn 都 是 正 整数 ， 则 gcd(Cal， 人 
gedCa 二 Gn))s 


b) 利 用 a 和 欧 几 里 得 算法 得 出 一 个 计算 n 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
54. 描述 一 个 递归 算法 ， 把 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 表示 成 这 些 整 数 的 线性 组 合 。 
55. 求 出 f(n) 的 显 式 公式 ， 其 中 f(1)==1 而 且 若 nn 宇 2 则 f(n)= 二 fl(n 一 1) 十 2n 一 1。 用 数学 归纳 法 证 明 你 
的 结果 。 
56. 给 出 由 所 含有 的 0 是 1 的 两 倍 的 比特 串 所 组 成 的 集合 的 递归 定义 。 
57. 设 S 是 比特 串 的 集合 ， 它 递归 地 定义 成 : ME S， 并 且 若 zxES,， 则 0zES，ziES， 其中， 是 空 串 。 
a) 求 出 S 中 所 有 长 度 不 超过 5 的 串 。 b) 给 出 对 S 中 元 素 的 显 式 描 述 。 
58. 设 S 是 字符 串 的 集合 ， 它 递归 地 定义 成 : abc€E S，bac€E SS，acb€ S， 并 且 若 zxES 则 apczES，apzcE S， 
azpbcES 和 zabc€ S。 
a) 求 出 S$ 中 长 度 为 8 或 更 短 的 所 有 串 。 
b) 证 明 : S 中 的 每 个 元 素 都 有 能 被 3 整除 的 长 度 。 
由 所 有 平衡 的 括号 串 组 成 的 集合 递归 地 定义 成 : AE B， 其 中 4 是 空 囊 。 若 xX，yE€EB, 则 (zx)E€B, xzy€B。 
59. 证 明 :〈()()) 是 平衡 的 括号 串 而 (())) 不 是 平 衔 的 括号 串 。 
60. 求 出 所 有 恰好 带 6 个 符号 的 平衡 的 括号 串 。 
61. 求 出 所 有 带 4 个 或 更 少 符号 的 平衡 的 括号 串 。 
62. 用 归纳 法 证 明 : 若 z 是 平衡 的 括号 串 ， 则 在 z 左 括号 的 个 数 等 于 右 括号 的 个 数 。 
在 括号 串 的 集合 上 定义 函数 N 为 : 
N(A)= 0,N(() = 1,N()) =—1 
N(uw)= N(u) 十 No) 
其 中 4 是 空 串 ,wx 和 w 都 是 串 。 可 以 证 明 N 是 良 定义 的 。 
63. 求 
a) N(()) b)NC)D))(C))(C(C) 
cINCCC) CO NGCGOKCGD GD 
64. 证 明 : 括号 串 w 是 平衡 的 当 且 仅 当 N(w) 二 0， 而 且 当 ww 是 w 的 前 缀 ( 即 w==uv) 时 ， 有 N(w) 宕 0。 
65. 给 出 一 个 求 所 有 包含 ”个 或 更 少 符号 的 平衡 的 括号 串 的 递归 算法 。 
66. 根据 下 述 的 事实 : 若 a>>p 则 gcdl(a,， 565) 二 gcd(b，a); 车 a 和 5 都 是 偶数 则 gcd(a, 5)==2gcd(a/2,， 5b/ 


Links 》 


约翰 ， 麦卡锡 (John McCarthy，1927 一 2011) 他 出 生 在 波士顿 ， 在 波士顿 和 洛 
， 杉 矶 长 大 。 他 在 本 科 和 研究 生 阶 段 学 习 的 都 是 数学 。1948 年 他 从 加 州 理工 学 院 获 得 
学 士 学 位 并 在 1951 年 从 普林斯顿 获得 博士 学 位 。 从 普林斯顿 毕业 后 ， 麦 卡 锡 在 普 林 
斯 顿 大 学 、 斯 坦 福 大 学 、 达 特 茅 斯 和 麻 省 理工 学 院 任职 。1962 一 1994 年 他 一 直 在 斯 
| 坦 福 大 学 任职 ， 是 那里 的 荣誉 教授 。 在 斯 坦 福 大 学 ， 他 是 人 工 智 能 实验 室 的 主任 ， 
， 担任 工程 学 院 的 名 誉 院 长 ， 并 且 是 胡 佛 学 院 的 资深 院士 。 





Ohormer MayonsTY 麦卡锡 是 人 工 智能 研究 的 开拓 者 ,“ 人 工 智能 ”就 是 他 在 1955 年 发 明 的 术语 。 他 
Gety imates 致力 于 关于 智能 的 计算 机 行为 所 需要 的 推理 和 信息 需求 的 问题 。 麦 卡 锡 是 设计 分 时 


计算 机 系统 的 首 批 计算 机 科学 家 之 一 。 他 开发 了 LISP， 这 是 用 符号 表达 式 来 计算 的 
一 种 程序 设计 语言 。 他 在 用 逻辑 来 验证 计算 机 程序 的 正确 性 方面 起 到 了 重要 作用 。 麦 卡 锡 还 致力 于 研究 
计算 机 技术 的 社会 影响 问题 。 他 还 致力 于 研究 在 情况 不 是 错综复杂 的 假设 下 人 和 计算 机 如 何 形成 猜想 的 
问题 。 麦 卡 锡 是 人 类 可 持续 性 发 展 的 倡导 者 并 且 是 关于 人 类 未 来 的 乐观 者 。 他 还 编写 科幻 故事 。 他 最 近 
的 一 些 著作 探索 了 我 们 的 世界 是 由 更 高 的 力量 所 编写 的 计算 机 程序 的 可 能 性 。 
麦卡锡 所 获得 过 的 国际 奖励 有 : 美国 计算 机 学 会 的 图 灵 奖 、 国 际 人 工 智 能 会 议 的 杰出 研究 工作 奖 、 
京都 奖 和 美国 国家 科学 奖章 。 
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2)，gcd(0,，5b) 二 6; 若 a 是 偶数 而 5b 是 奇数 ，gcdl(a, 65) 二 gcd(a, 5b 一 a) 则 gcd(a, 46) 二 gcd(a/2,， 5b)， 
给 出 一 个 求 满足 两 个 非 负 整数 a 和 4。 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 


67. 验证 程序 段 


证 xz>y then 


相对 于 初始 断言 了 和 终结 断言 zx 和 > 是 正确 的 。 


68. 提出 一 条 验证 递归 程序 的 推理 规则 ， 并 用 它 验 证 5. 4 节 给 出 的 计算 阶乘 的 递归 程序 。 
69. 设计 求 整数 表 中 整数 0 出 现 次 数 的 递归 算法 。 


练 


习 70 一 77 处 理 某 些 不 寻常 的 序列 ， 这 些 序列 非 正 式 地 称 为 自生 成 序列 ， 它 们 是 用 简单 的 递归 关系 或 规 


则 产生 的 。 尤 其 是 ， 练 习 70~75 处 理 序 列 {a(n)}， 它 定义 成 : 对 n 宇 1 来 说 ,a(n) 二 n 一 a(a(n 一 1)), 且 
a(0) 二 0。( 这 个 序列 以 及 在 练习 74 和 练习 75 里 的 序列 ， 都 是 在 道格拉斯 。 霍 夫 斯 塔 德 的 奇妙 的 书 ( 歌 德 


尔 


、 埃 合 尔 、 书 区)(G6del，Escher，Bach)[ Ho99] 中 定义 的 )。 





70. 求 出 在 本 题 前 面 的 说 明 中 定义 的 序列 {a(n)} 的 前 10 项。 

71. 证 明 : 这 个 序列 是 良 定义 的 。 即 证 明 对 所 有 非 负 整数 nn 来 说 ，a(n) 是 唯一 定义 的 。 

72. 证 明 : a() 二 [In 十 1)/pj] x， 其 中 yy 二 ( 一 1+YV5)/2。[ 提 示 : 首先 证 明 对 所 有 n 这 0 来 说 ，(jmn 一 [nj ) 十 
(pen 一 [jn])==1。 然 后 ,证 明 对 满足 0 三 a1 和 a 关 1 一 pu 的 所 有 实数 a 来 说 ，[(1 十 j) (1 一 a)] 十 La 十 
记 ==1， 分 别 考 虑 0 过 a 二 1 一 和 1 一 /过 a<1 的 情形 。] 

73. 利用 练习 72 的 公式 证 明 : 车 jn 一 Ln] 过 1 一 xy， 则 a(n)==a(n 一 1)， 否 则 a(n)= 二 a(n 一 1) 十 1。 

74. 求 出 下 面 每 个 自生 成 序列 的 前 10 项 
a) 对 n 宇 1 来 说 a(n) 二 n 一 a(a(a(n 一 1)))， 有 目 a(0) 二 0。 
b) 对 n 宇 1 来 说 ，a(n)==n 一 a(al(a(a(n 一 1))))， 且 a(0)==0。 
©) 对 n 宇 3 来 说 ，a(n)= 二 aln 一 a(n 一 1)) 十 a(n 一 a(n 一 2)), 且 a(1)==] 和 a(2)=1。 

75. 求 出 序列 m(n) 和 f(n) 的 前 10 项 ,它们 是 用 下 面 的 租 套 的 递归 关系 来 定义 的 : 对 n 宇 1 来 说 ，m(n) 二 
n—f (mn—1)), f(n =n—m(f(n—1)), 有 £ f(0)=1 和 m0)=0, 

哥伦布 的 自生 成 序列 是 具有 下 述 性 质 的 、 唯 一 的 、 非 减 的 正 整 数 序 列 al，as，a3，…， 对 每 个 正 整 数 上 


来 说 ， 这 个 序列 恰好 包含 有 的 ak 次 出 现 。 
76. 求 出 哥伦布 的 自生 成 序列 的 前 20 项 。 
77. 证 明 : 若 f(n) 是 使 得 a 二 =n 的 最 大 整数 m， 其 中 a 是 哥伦布 的 自生 成 序列 的 第 mx 项 ， 则 f(n) = 


Dy of)) = TY js 


k=1 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1 


© oA 个 nn 


给 定 去 掉 一 个 格子 的 2"X2" 棋盘 ， 用 工 背 状 的 拼 片 构造 出 这 个 棋盘 。 


. 对 含有 变量 zx、> 和 > 以 及 运算 符 { 十 ，* ，X， 一 } 的 表达 式 来 说 ， 生 成 所 有 的 带 有 个 或 更 少 符号 的 


合式 公式 。 


.生成 所 有 带 有 个 或 更 少 符号 的 命题 的 合式 公式 、 其 中 每 个 符号 是 T、F、 命 题 变量 p 和 9g 之 一 或 全 ， 


V;-A, "=, 守 } 中 的 一 个 运算 符 。 


.给 定 一 个 字符 串 ， 求 出 它 的 倒置 。 

. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 x， 用 递归 求 a”。 

. 给 定 实数 a 和 非 负 整 数 x， 用 递归 求 a”。 

. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 nx， 利用 的 二 进 制 展开 式 和 计算 a” 的 递归 算法 来 求 a”。 
. 给 定 两 个 不 全 为 零 的 整数 ， 用 递归 求 它们 的 最 大 公 因 子 。 


. 给 定 整 数 的 列表 和 元 素 z+， 用 线性 搜索 的 递归 实现 求 x 在 这 个 列表 中 的 位 置 。 
10. 
11. 


给 定 整 数 的 列表 和 元 素 z， 用 二 又 搜 索 的 递归 实现 求 x 在 这 个 列表 中 的 位 置 。 
给 定 非 负 整数 2， 用 和 迭代 来 求 第 ”个 辈 波 那 契 数 。 
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Xx 


12. 
13, 
14. 
15. 
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给 定 非 负 整 数 >， 用 递归 来 求 第 ”个 斐 波 那 契 数 。 

给 定 一 个 正 整 数 ， 求 出 这 个 整数 的 划分 的 数目 。( 参 见 5. 3 节 练 习 47。) 

给 定 正 整 数 m 和 n， 求 出 阿 克 曼 函数 在 (m,n) 处 的 值 A(m，n) 。( 参 见 5. 3 节 练 习 48 前 面 的 说 明 。) 
给 定 n 个 整数 的 列表 ， 用 归并 排序 给 这 些 整数 排序 。 


计算 和 探索 
用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1 


[i 


让 n! 具有 不 超过 100 位 十 进 制 数 字 和 不 超过 1000 位 十 进 制 数 字 的 n 的 最 大 值 是 多 少 ? 


. 确定 哪些 斐 波 那 契 数 能 被 5 整除 、 哪 些 能 被 7 整除 、 哪 些 能 被 11 整除 。 证 明 你 的 猜想 是 正确 的 。 
. 用 右 三 联 骨 牌 构造 出 去 掉 一 个 格子 的 16X16、32X32 和 64X64 的 棋盘 。 

. 探索 用 右 三 联 骨 有 牌 可 以 完全 地 覆盖 哪些 mXn 棋盘 。 能 否 形成 关于 这 个 问题 的 猜想 ? 

. 设计 一 个 算法 : 确定 一 点 是 否 为 一 个 简单 多 边 形 的 内 点 或 外 点 。 

. 设计 一 个 算法 : 将 一 个 简单 多 边 形 三 角 化 。 

. 阿 克 曼 函数 的 哪些 值 是 足够 小 的 使 得 能 够 计算 出 它们 ? 

.比较 一 下 递归 地 计算 斐 波 那 契 数 与 迭代 地 计算 它们 所 需要 的 运算 次 数 或 时 间 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1 
2. 


小 mm 和 


~ 


描述 数学 归纳 法 的 起 源 。 谁 是 第 一 批 使 用 它 的 人 ? 他 们 在 哪个 问题 上 用 到 了 它 ? 
解释 如 何 证 明 关 于 简单 多 边 形 的 若 尔 当 曲线 定理 ， 并 给 出 一 个 算法 : 确定 一 点 是 否 为 一 个 简单 多 边 形 
的 内 点 或 外 点 。 


. 描述 在 计算 几何 学 中 ， 简 单 多 边 形 的 三 角 化 是 如 何 应 用 于 某 些 关键 的 算法 中 的 。 

,. 描述 斐 波 那 契 数 在 生物 物理 学 中 大 量 不 同 的 应 用 。 

. 描述 在 递归 定义 的 理论 里 以 及 在 集合 合并 算法 的 复杂 性 分 析 里 对 阿 克 曼 函数 的 使 用 情况 。 

. 给 出 高 德 纳 箭 号 表示 法 的 递归 定义 ， 并 说 明 它 在 不 同 例子 中 的 应 用 ， 包 括 如 何 表示 阿 克 曼 函数 的 值 


(在 5. 3 节 练 习 50 的 前 导 文中 有 定义 )。 


, 讨论 一 些 用 来 证 明 程 序 正确 性 的 方法 ， 并 且 将 它们 与 5. 5 节 所 描述 的 霍 尔 方法 进行 比较 。 


8. 解释 如 何 扩充 程序 正确 性 的 思想 和 概念 来 证 明 操作 系统 是 安全 的 。 
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组 合 数学 这 一 研究 个 体 安排 的 学 科 ， 是 离散 数学 的 重要 部 分 。 早 在 17 世纪 就 开始 了 这 类 
课题 的 研究 ， 当 时 在 赌博 游戏 的 研究 中 出 现 了 组 合 问题 。 枚 举 一 一 具有 确定 性 质 的 个 体 的 计 
数 ， 是 组 合 数学 的 一 个 重要 部 分 。 我 们 必须 对 个 体 计 数 以 求解 许多 不 同类 型 的 问题 。 例 如 ， 用 
计数 确定 算法 的 复杂 性 。 计 数 也 用 于 确定 是 否 存在 着 能 够 充分 满足 需求 的 电话 号 码 或 因特网 地 
址 。 近 年 来 ， 它 在 数学 生物 学 ， 特 别 是 DNA 测序 研究 中 发 挥 着 重要 作用 。 此 外 ， 计 数 技术 也 
广泛 用 于 计算 事件 的 概率 。 

6. 1 节 将 要 研究 的 基本 计数 规则 可 以 求解 各 种 各 样 的 问题 。 例 如 ， 可 以 用 这 些 规则 来 计数 
美国 各 种 可 能 的 电话 号 码 ， 计 算 机 系统 中 允许 使 用 的 密码 ， 以 及 比赛 结束 时 赛跑 运动 员 的 名 
次 。 男 一 个 重要 的 组 合 工 具 是 铝 巢 原理 ,将 在 6. 2 节 研 究 。 这 个 原理 指出 ， 当 把 物体 放 在 盒子 
里 时 ， 若 物体 比 盒子 多 ， 那 么 有 一 个 盒子 至 少 包 含 两 个 物体 。 例 如 ， 我 们 可 以 用 这 个 原理 证 明 
在 15 个 或 者 更 多 的 学 生 中 至 少 有 3 人 出 生 在 相同 的 星期 几 。 

我 们 可 以 用 集合 中 个 体 可 重复 或 者 不 可 重复 的 有 序 或 无 序 安 排 来 描述 许多 计数 问题 。 这 些 
安排 称 为 排列 和 组 合 ， 在 许多 计数 问题 中 都 会 用 到 它们 。 例 如 ， 在 2000 个 学 生 参 加 的 考试 竞 
赛 中 最 终 将 有 100 个 获胜 者 被 邀请 赴 宴 。 我 们 可 以 枚 举 将 被 邀请 的 100 个 学 生 的 可 能 的 组 合 ， 
以 及 最 终 10 名 获奖 者 的 产生 方式 。 

组 合 数学 的 男 一 个 问题 涉及 生成 某 个 特定 类 型 的 所 有 排列 。 这 在 计算 机 模拟 中 通常 是 很 重 
要 的 。 我 们 将 设计 算法 来 生成 各 种 类 型 的 排列 。 


6. 1 计数 的 基础 


6. 1.1 引言 

假设 计算 机 系统 的 密码 由 6、7 或 8 个 字符 组 成 ， 每 个 字符 必须 是 数字 或 字母 表 中 的 字母 ， 
每 个 密码 必须 至 少 包含 一 位 数字 。 问 有 多 少 个 这 样 的 密码 ? 本 节 将 介绍 回答 这 个 问题 及 各 种 其 
他 计数 问题 所 需要 的 技术 。 

数学 和 计算 机 科学 中 存在 着 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 必须 为 成 功 的 实验 结果 和 所 有 可 能 的 实 
验 结果 计数 ， 以 确定 离散 事件 的 概率 。 我 们 需要 对 某 个 算法 用 到 的 操作 数 计 数 ， 以 便 研 究 它 的 
时 间 复 杂 性 。 

本 节 将 介绍 基本 的 计数 方法 。 这 些 方法 是 几乎 所 有 计数 技术 的 基础 。 


6. 1.2 基本 的 计数 原则 
Assessment》 我 们 将 提出 两 个 基本 的 计数 原则 : 乘积 法 则 和 求 和 法 则 。 然 后 将 说 明 怎 样 用 它们 来 求解 许 
多 不 同 的 计数 问题 。 
当 一 de sd ei 
I 被 分 解 成 两 个 任务 。 如 果 完 成 第 一 个 任务 有 mm 种 方式 ， 
个 任务 ; 那么 完成 这 程 有 和 mm 种 方式 。 











Eapples》 1 一 10 讨论 怎样 使 用 乘积 法 则 。 
一 个 新 建 公司 中 只 有 两 个 雇员 Sanchez 和 Patel， 公 司 租用 了 一 个 大 楼 的 底层 ， 共 12 
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个 办 公 室 。 有 多 少 种 方法 为 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 ? 
解 ”对 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 的 过 程 是 这 样 的 : 为 Sanchez 分 配 办 公 室 ， 有 12 种 方法 ， 然 
后 为 Patel 分 配 一 个 不 同 的 办 公 室 ， 有 11 种 方法 。 根 据 乘积 法 则 ， 为 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 共 


有 12。11 王 132 种 方法 。 二 
用 一 个 大 写 英 文字 母 和 一 个 不 超过 100 的 正 整数 给 礼堂 的 座位 编号 。 那 么 不 同 编号 
的 座位 最 多 有 多 少 ? 


解 ”给 一 个 座位 编号 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 ， 即 从 26 个 字母 中 先 选择 一 个 字母 分 配给 这 
个 座位 ， 然 后 再 从 100 个 正 整 数 中 选择 一 个 整数 分 配给 它 。 乘 积 法 则 表明 一 个 座位 可 以 有 26 ， 
100 王 2600 种 不 同 的 编号 方式 。 因 此 ， 不 同 编号 的 座位 数 至 多 是 2600。 4 

时 某 云 数据 中 心 有 32 台 计算 机 ， 每 台 计 算 机 有 24 个 端口 。 问 在 这 个 中 心 有 多 少 个 不 
同 的 计算 机 端口 ? 

解 ”选择 一 个 端口 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 。 首 先 挑 二 台 计算 机 ， 然 后 在 这 台 计算 机 上 挑 一 
个 端口 。 因 为 有 32 种 方式 选择 计算 机 ， 而 不 管 选 择 了 哪 台 计算 机 ， 又 有 24 种 方式 选择 端口 ， 


所 以 由 乘积 法 则 存在 32。，24 王 768 个 端口 。 4 
经 常会 用 到 推广 的 乘积 法 则 。 假 定 一 个 过 程 由 执行 任务 T,，T,;，…，7T, 来 完成 。 如 果 在 
完成 任务 之 后 用 n; 种 方式 来 完成 T;(i 二 1，2,，…，m)， 那 么 完成 这 个 过 程 有 *， nn *，… nn 


种 方式 。 可 以 由 两 个 任务 的 乘积 法 则 通过 数学 归纳 法 证 明 推广 的 乘积 法 则 ( 见 本 节 练 习 76)。 
GZ 有 多 少 个 不 同 的 7 位 比特 串 ? 
解 ”每 位 有 两 种 选择 方式 ， 可 以 是 0 或 1。 因 此 ， 乘 积 法 则 表明 总 共有 2 一 128 个 不 同 的 7 
位 比特 串 。 a 
@@ 国 如 果 每 个 车 牌 由 3 个 大 写 英文 字母 后 跟 3 个 数字 的 序列 构成 (任何 字母 的 序列 都 允 
许 ， 即 使 是 不 良 词汇 ) ， 那 么 有 多 少 个 不 同 的 有 效 车 牌 ? 
解 ”对 3 个 字母 中 的 每 个 字母 有 26 种 选择 ， 对 3 个 数字 中 的 每 个 数字 有 10 种 选择 。 因 
此 ， 由 乘积 法 则 总 共有 26。26。，26。，10。10。10 二 17 576 000 个 可 能 的 车 牌 。 


fe Fe 
每 个 字母 有 26 种 选择 每 个 数字 有 10 种 选择 


计数 函数 ”从 一 个 元 集 到 一 个 m 元 集 存在 多 少 个 函数 ? 

解 ” 函 数 对 于 定义 域 中 个 元 素 中 的 每 个 元 素 都 要 选择 陪 域 中 个 元 素 中 的 一 个 元 素来 对 
应 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 存在 n*，n*，…。n 二 n” 个 从 m 元 集 到 元 集 的 函数 。 例 如 ， 从 一 个 3 元 
集 到 一 个 5 元 集 存在 5 个 不 同 的 函数 。 4 

@ 季 计数 一 对 一 函数 ”从 一 个 mn 元 集 到 一 个 n 元 集 存 在 多 少 个 一 对 一 函数 ? 

解 ” 首 先 注意 ， 当 mm 二 n 时 没有 从 mm 元 集 到 nn 元 集 的 一 对 一 函数 。 现 在 令 mn。 假 设 定义 
域 中 的 元 素 是 w ，a,，…，a,。 有 种 方式 选择 函数 在 w 的 值 。 因 为 函数 是 一 对 一 的 ， 所 以 可 
以 有 nn 一 1 种 方式 选择 函数 在 w 的 值 (因为 wm 用 过 的 值 不 能 再 用 ) 。 一 般 地 ， 有 "一 & 十 1 种 方式 选 
择 函 数 在 w 的 值 。 由 乘积 法 则 ， 从 一 个 mm 元 集 到 一 个 n 元 集 存在 着 n(n 一 1)(n 一 2)*…(n 一 m 十 1) 
个 一 对 一 函数 。 例 如 ， 从 一 个 3 元 集 到 一 个 5 元 集 存在 5 4。 3 三 60 个 一 对 一 函数 。 4 

电话 编号 计划 “北美 洲 编号 计划 ”(NANP) 规 定 美国 、 加 拿 大 以 及 北美 洲 许多 其 他 
地 区 的 电话 号 码 的 格式 。 在 这 个 编号 计划 中 ， 一 个 电话 号 码 由 10 个 数字 组 成 ， 这 些 数字 由 一 
个 3 位 的 地 区 代码 、 一 个 3 位 的 局 代码 以 及 一 个 4 位 的 话机 代码 组 成 。 出 于 信和 号 的 考虑 ， 在 一 
些 数 字 上 有 某 种 限制 。 为 了 规定 允许 的 格式 ， 令 X 表 示 可 以 在 0 到 9 之 间 任 意 选 取 的 数字 ，N 
表示 可 以 在 2 到 9 之 间 选 取 的 数字 ， 而 Y 表示 必须 取 0 或 1 的 数字 。 下 面 讨 论 两 个 编号 计划 ， 
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分 别称 为 老 计划 和 新 计划 ( 老 计 划 是 20 世纪 60 年 代 使 用 的 ， 已 经 被 新 计划 代替 了 ， 但 目前 对 
新 号 码 需求 的 迅速 增长 使 得 这 个 新 计划 也 将 显得 落伍 了 。 在 这 个 例题 中 ， 用 于 表示 数字 的 字母 
遵循 “北美 洲 编号 计划 ”) 。 正 如 将 要 证 明 的 ， 新 计划 人 允许 使 用 更 多 的 号 码 。 
在 老 计划 中 ， 地 区 代码 、 局 代码 和 话机 代码 的 格式 分 别 为 NYX、NNX 和 XXXX， 因 而 电 
话 号 码 的 形式 为 NYX-NNX-XXXX。 在 新 计划 中 ， 这 些 代 码 的 格式 分 别 为 NXX、NXX 和 
XXXX， 因 而 电话 号 码 的 形式 为 NXX-NXX-XXXX。 在 老 计 划 和 新 计划 下 分 别 可 能 有 和 多少 个 不 
同 的 北美 洲 电话 号 码 ? 
解 ” 由 乘积 法 则 ， 格 式 为 NYX 的 地 区 代码 有 8。 2 10=160 个 ， 格 式 为 NXX 的 地 区 代码 
有 8。，10。，10 二 800 个 。 类 似 地 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 8. 8， 10 二 640 个 格式 为 NNX 的 局 代码 。 
乘积 法 则 也 表明 存在 着 10。10。10. 10=10 000 个 格式 为 XXXX 的 话机 代码 。 
因此 ， 再 次 使 用 乘积 法 则 ， 在 老 计 划 下 存在 
160。640。10 000 王 1024 000 000 
个 不 同 的 北美 洲 有 效 的 电话 号 码 。 在 新 计划 下 存在 
800 .800 .10 000 王 6 400 000 000 
个 不 同 的 电话 号 码 。 4 
时 执行 下 面 的 代码 以 后 ,的 值 是 什么 ? 











k:=0 
for i :=1 to 7 


for i, :=1 to n; 


: for i, :=1 to n,, 
k :二 上 k 十 1 











解 的 初 值 是 0。 这 个 由 套 的 循环 每 执行 一 次 , 就 加 1。 令 T 表示 执行 第 i 个 循环 的 任 
务 ， 那么 循环 执行 的 次 数 就 是 完成 任务 T，T,，…，T, 的 方法 数 。 因 为 对 每 个 整数 i ，1<<i 壹 
nn， 第 j 个 循环 都 执行 一 次 ， 所 以 执行 任务 T (j= 二 1，2，…，m) 的 方法 数 就 是 n。 由 乘积 法 则 ， 
这 个 榜 套 的 循环 执行 了 nn…n,, 次 。 因 此 最 后 的 值 是 nn.…n。 4 

(计数 有 穷 集 的 子 集 用 乘积 法 则 证 明 一 个 有 穷 集 S 的 不 同 的 子 集 数 是 2 ”| 。 

解 设 S 是 有 穷 集 。 按 任意 的 顺序 将 S 的 元 素 列 成 一 个 表 。 考 虑 到 在 S 的 子 集 和 长 度 为 
1S| 的 比特 串 之 间 存 在 着 一 对 一 的 对 应 ， 即 如 果 表 的 第 i 个 元 素 在 这 个 子 集中 ， 则 该 子 集 对 应 
的 比特 串 的 第 i 位 为 1， 否 则 该 位 为 0。、 由 乘积 法 则 ， 存 在 着 2 个 长 度 为 |S | 的 比特 串 。 因 此 
| PCS) |==2151 。(5.1 节 中 例 10 用 数学 归纳 法 证 明了 这 个 事实 。) 

乘积 法 则 也 常用 集合 的 语言 表述 如 下 :如 果 A, ，A, ，…，A, 是 有 穷 集 ， 那 么 在 这 些 集合 
的 笛 卡 儿 积 中 的 元 素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 积 。 为 了 把 这 种 表述 与 乘积 法 则 联系 起 来 ， 注 意 
到 在 笛 卡 儿 积 A XA, X… XA 中 选 一 个 元 素 的 任务 是 通过 在 A, 中 选 一 个 元 素 ，A, 中 选 一 个 
元 素 ，…，A, 中 选 一 个 元 素来 完成 的 。 由 乘积 法 则 得 到 

| 二 [A, | 人 LA | 

DNA 和 基因 组 ”生物 体 的 遗传 信息 是 使 用 脱氧 核糖 核酸 CDNA) 编 码 的 ， 或 对 于 某 
些 病 毒 ， 采 用 核糖 核酸 (RNA) 。DNA 和 RNA 是 非常 复杂 的 分 子 ， 采 用 非常 多 的 分 子 相 互 作 
用 的 方式 支持 生命 中 的 不 同 过 程 。 对 于 我 们 而 言 ， 我 们 只 对 DNA 和 RNA 如 何 进行 遗传 信息 
编码 给 出 简短 的 描述 。 

DNA 分 子 由 2 条 脱氧 核糖 核 昔 酸 链 组 成 ， 每 个 核 音 酸 的 子 部 分 称 为 碱 基 ， 其 中 有 腺 味 叭 
CA) 、 胞 喀 啶 (C) 、 鸟 味 叭 (G) 或 胸腺 喀 啶 CT)。DNA 包括 不 同 碱 基 的 两 条 链 通过 氢 键 结合 
一 起 ， 而 且 A 仅 与 了 配对 ，C 只 与 G 配对 。 与 DNA 不 同 ，RNA 分 子 由 1 条 核糖 核 苷 酸 链 组 
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成 ， 其 中 尿 喀 啶 (U) 代 替 了 胸腺 喀 啶 。 因 此 ,在 DNA 中 可 能 碱 基 对 是 A-T 和 C-G， 而 在 RNA 
中 碱 基 对 是 A-U 和 C-G。 生 物 的 DNA 包括 多 段 DNA， 它 们 形成 不 同 的 染色 体 ， 一 个 基因 是 一 
个 DNA 分 子 的 片段 ， 编 码 一 种 特定 蛋白 质 。 一 个 生物 体 的 全 部 基因 信息 称 为 基因 组 。 

DNA 和 RNA 碱 基 序 列 编码 的 蛋白 质 长 链 称 为 氨基 酸 。 人 类 必需 的 氨基 酸 有 22 种 。 我 们 很 
快 能 看 到 至 少 三 个 碱 基 的 序列 就 可 以 编码 出 这 22 种 不 同 的 氨基 酸 。 首 先 ， 因 为 在 DNA 中 有 四 种 
可 能 的 碱 基 A、C、G 和 了 ,所 以 由 乘积 法 则 ,- 4 = 二 16 二 22 种 不 同 的 两 碱 基 序 列 。 但 全 三 64 种 不 
同 的 三 碱 基 序列 ， 这 样 可 以 足够 编码 22 种 不 同 的 氨基 酸 。( 其 至 可 以 出 现 不 同 的 三 碱 基 序 列 对 应 
相同 的 氨基 酸 的 情况 。) 

像 藻 类 和 细菌 这 样 的 简单 生物 的 DNA 具有 10 和 107 个 链接 。 每 个 链接 都 是 这 四 种 可 能 
碱 基 的 一 种 。 更 复杂 的 生物 ， 如 昆虫 、 鸟 类 和 哺乳 动物 ， 它 们 的 DNA 具有 10” 和 10" 个 链接 。 
因此 ， 由 乘积 法 则 ， 在 简单 生物 中 具有 至 少 4" 种 不 局 的 碱 基 序 列 ， 而 复杂 生物 中 具有 至 少 
41 种 不 同 的 碱 基 序 列 。 这 些 都 是 不 可 想象 的 大 数字 ， 这 也 帮助 我 们 解释 了 为 什么 生物 有 这 人 么 多 
种 类 。 在 过 去 的 数 十 年 中 ， 确 定 不 同 生物 体 的 基因 组 的 技术 一 直 在 发 展 。 第 一 步 就 是 确定 第 一 
个 基因 在 生物 体 DNA 中 的 位 置 。 接 着 的 任务 称 为 基因 测序 ， 确 定 每 个 基因 的 链接 序列 。( 当 然 ， 
这 些 基 因 上 链接 的 特定 序列 取决 于 一 个 物种 特定 的 个 体 表达 ， 必 须 对 它 的 DNA 进行 分 析 。) 例 
如 ， 人 类 基因 组 包含 大 约 23 000 个 基因 ， 每 一 个 基因 有 1000 或 者 更 多 个 链接 。 基 因 测 序 技术 运 
用 了 许多 新 开发 的 算法 ， 也 运用 了 组 合 学 中 大 量 的 新 思路 。 许 多 数学 家 和 计算 机 科学 家 在 解决 
涉及 基因 组 的 问题 时 ， 参 与 了 对 分 子 信息 学 和 计算 生物 学 这 一 快速 发 展 领域 的 研究 。 4 
现在 引入 求 和 法 则 。 






六 总 


例 12 说 明 怎 样 使 用 求 和 法 则 。 

肆 懈 假定 要 选 一 位 数学 学 院 的 教师 或 数学 专业 的 学 生 作 为 校 委 会 的 代表 。 如 果 有 37 位 
数学 学 院 的 教师 和 83 位 数学 专业 的 学 生 ， 那 么 这 个 代表 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 

解 ”完成 第 一 项 任务 ， 选 一 位 数学 学 院 的 教师 ， 可 以 有 37 种 方式 。 完 成 第 二 项 任务 ， 选 
一 位 数学 专业 的 学 生 ， 有 83 种 方式 。 根 据 求 和 法 则 ， 结 果 有 37 十 83 二 120 种 可 能 的 方式 来 挑 
选 这 个 代表 。 | 

可 以 把 求 和 法 则 推广 到 多 于 两 项 任务 的 情况 。 假 定 任务 TT ，T，…，T, 分 别 有 h，ns，…， 
n, 种 完成 方式 ， 并 且 任 何 两 项 任务 都 不 能 同时 执行 ， 那 么 完成 其 中 一 项 任务 的 方式 数 是 nn 十 no。 
十 … 十 n,。 如 例 13 和 例 14 所 示 ， 这 个 推广 的 求 和 法 则 在 计数 问题 中 常常 用 到 。 这 个 求 和 法 则 
可 以 使 用 数学 归纳 法 从 两 个 集合 的 求 和 法 则 加 以 证 明 ( 见 本 节 练 习 75) 。 

全 驳 一 个 学 生 可 以 从 三 个 表 中 的 一 个 表 选 择 一 个 计算 机 课题 。 这 三 个 表 分 别 包 含 23、 
15 和 19 个 可 能 的 课题 。 那 么 课题 的 选择 可 能 有 多 少 种 ? 

解 ”这 个 学 生 有 23 种 方式 从 第 一 个 表 中 选择 课题 ， 有 15 种 方式 从 第 二 个 表 中 选择 课题 ， 








有 19 种 方式 从 第 三 个 表 中 选择 课题 。 因 此 ， 共 有 23 十 15 十 19 一 57 种 选择 课题 的 方式 。 4 
Ch 了 在 执行 下 面 的 代码 后 ,& 的 值 是 什么 (n, ，n, ，…，n,, 是 正 整数 )? 
k:=0 
fori :=1 ton 
k :=k 十 1 
for i, :=1 to n, 
:一 有 十 1 
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for i,, :=1 to n, 
k :二 =k 十 1 





解 的 初 值 是 0。 这 个 代码 块 由 m 个 不 同 的 循环 构成 。 循 环 中 的 每 次 执行 都 要 加 1。 为 
了 确定 这 段 代码 执行 后 的 值 ， 我 们 需要 知道 循环 执行 了 多 少 次 。 注 意 ， 执 行 第 i 次 循环 共 及 
种 方式 。 由 于 一 次 只 能 执行 一 个 循环 ， 因 此 由 求 和 法 则 可 以 算出 & 的 最 终 值 ， 即 执行 m 个 循环 
中 的 一 个 共有 十 nw 十 … 十 n 种 方式 。 q 

求 和 法 则 可 以 用 集合 的 语言 表述 : 如果 A, ，A,，…，A, 是 不 交 的 集合 ， 那 么 在 其 并 集中 
的 元 素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 和 。 为 了 把 这 种 表述 与 求 和 法 则 联系 起 来 ， 令 T; 是 从 A,;(i= 
1，2，…，7m) 中 选择 一 个 元 素 的 任务 。 有 |A; | 种 方式 执行 T;。 由 于 任何 两 个 任务 不 可 能 同时 
执行 ， 所 以 根据 求 和 法 则 ， 从 其 中 某 个 集合 中 选择 一 个 元 素 的 方式 数 ， 即 在 并 集中 的 元 素 
数 ， 是 

1AUAU…UA。|=|4 | 十 14 十 … 十 |A A 站 Ay= 名 ， 对 于 所 有 的 i 7 

这 个 等 式 仅 适 用 于 问题 中 的 集合 是 不 相交 的 情况 。 当 这 些 集 合 含 有 公共 元 素 时 ， 人 情况 要 复 

杂 得 多 。 本 节 的 后 面 将 对 这 种 情况 进行 简要 的 讨论 ， 更 深入 的 讨论 放 在 第 8 章 。 


6. 1.3 比较 复杂 的 计数 问题 

许多 计数 问题 不 能 仅仅 使 用 求 和 法 则 或 者 乘积 法 则 来 求解 。 但 是 ， 许 多 复杂 的 计数 问题 可 
以 结合 使 用 这 两 个 法 则 来 求解 。 我 们 从 编程 语言 BASIC 中 变量 名 个 数 的 计数 开始 。( 在 练习 
中 ， 我 们 将 考虑 Java 中 变量 名 的 个 数 。) 然 后 针对 一 组 特别 限制 ， 计 算 有 效 密码 的 个 数 。 

在 计算 机 语言 BASIC 的 某 个 版 本 中 ， 变 量 的 名 字 是 含有 一 个 或 两 个 字符 的 符号 串 ， 
其 中 的 大 写 和 小 写字 母 是 不 加 区 分 的 (一 个 字母 数字 字符 或 者 取 自 26 个 英文 字母 ， 或 者 取 自 10 
个 数字 ) 。 此 外 ， 变 量 名 必须 以 字母 开始 ， 并 且 必 须 与 由 两 个 字符 构成 的 用 于 程序 设计 的 5 个 
保留 字 相 区 别 。 在 BASIC 的 这 个 版 本 中 有 多 少 个 不 同 的 变量 名 ? 

解 令 V 等 于 在 这 个 BASIC 版 本 中 的 不 同 变量 名 的 个 数 ，V, 是 单字 符 的 变量 名 的 个 数 ， 
V: 是 两 个 字符 的 变量 名 的 个 数 。 那 么 由 求 和 法 则 ,VV 十 V,。 由 于 单字 符 变量 名 必须 是 字 
母 ， 所 以 Vi 二 26。 又 根据 乘积 法 则 存在 26*，36 个 以 字母 打头 且 以 字 二 数字 结尾 的 2 位 字符 串 。 
但 是 其 中 5 个 不 包含 在 内 ， 因 此 V;= 二 26，36 一 5 二 931。 所 以 ,在 这 个 BASIC 版 本 中 存在 V= 
Vi 十 Vs 二 26 十 931 二 957 个 不 同 的 变量 名 。 4 

计算 机 系统 的 每 个 用 户 有 一 个 由 6 一 8 个 字符 构成 的 密码 ， 其 中 每 个 字符 是 大 写字 
母 或 者 数字 ， 且 每 个 密码 必须 至 少 包含 一 个 数字 。 有 多 少 可 能 的 密码 ? 

解 设 已 是 可 能 的 密码 总 数 ， 且 PP, 、P, 分 别 表示 6、7 或 8 位 的 可 能 的 密码 数 。 由 求 
和 法 则 ，P=P, 十 P;, 十 P,。 我 们 现在 求 P,、P,， 和 Ps 。 直 接 求 P, 是 困难 的 。 而 求 由 6 个 大 写 
字母 和 数字 构成 的 字符 串 的 个 数 是 容易 的 ， 其 中 包含 那些 没有 数字 的 串 ， 然 后 从 中 减 去 没有 数 
字 的 串 数 就 得 到 P, 。 由 乘积 法 则 ，6 个 字符 的 串 的 个 数 是 36  ， 而 没有 数字 的 字符 串 的 个 数 是 
26" 。 因 此 ， 

了 ,一 365 一 265 一 2 176 782 336 一 308915 776 二 1 867 866 560 
类 似 地 ， 得 到 
也 ,一 367 一 267 一 78 364 164 096 一 8 031 810 176=70 332 353 920 
和 
P, 一 368 一 268 一 2 821 109 907 456 一 208 827 064 576=2 612 282 842 880 
因此 
P= P,P;++P: = 2684483063360 4 
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全 及 计数 因特网 网 址 在 由 计算 机 的 物理 网 络 互 连 而 成 的 因特网 中 ， 每 台 计 算 机 (或 者 
更 精确 地 说 是 计算 机 的 每 个 网 络 连接 ) 被 分 配 一 个 因特网 地 址 (IP 地 址 ) 。 在 因特网 协议 版 本 4 
(IPv4) 中 , 一 个 地 址 是 一 个 32 位 的 比特 串 。 它 以 网 络 号 (netid) 开 始 ， 后面 跟 随 着 主机 号 
(hostid) ， 把 一 个 计算 机 认定 为 某 个 指定 网 络 的 成 员 。 

根据 网 络 号 和 主机 号 位 数 的 不 同 ， 使 用 3 种 地 址 形式 。 用 于 最 大 网 络 的 A 类 地 址 ， 由 0 后 跟 7 
位 的 网 络 号 和 24 位 的 主机 号 构成 。 用 于 中 等 网 络 的 B 类 地 址 ， 由 10 后 跟 14 位 的 网 络 号 和 16 位 的 
主机 号 构成 。 用 于 最 小 网 络 的 C 类 地 址 ， 由 110 后 跟 21 位 的 网 络 号 和 8 位 的 主机 号 构成 。 由 于 特定 
用 途 ， 对 地 址 有 着 某 些 限 制 : 1111111 在 A 类 网 络 的 网 络 号 中 是 无 效 的 ， 全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 
对 任何 网 络 都 是 无 效 的 。 因 特 网 上 的 一 台 计 算 机 有 二 个 A 类 、B 类 或 C 类 地 址 。( 除 了 A 类 、B 类 
和 C 类 地 址 外 ,还 有 D 类 地 址 和 巨 类 地 址 。D 类 地 址 在 多 台 计 算 机 同时 编 址 时 用 于 组 播 ， 它 由 1110 
后 跟 28 位 组 成 。E 类 地 址 保留 为 将 来 应 用 ， 由 11110 后 跟 27 位 组 成 。D 和 下 类 地 址 不 会 分 配给 因 
特 网 中 的 计算 机 作为 地 址 ,) 图 1 显示 了 IPv4 的 编 址 。( 信 类 和 B 类 网 络 号 的 数量 限制 已 经 使 得 
IPv4 编 址 不 够 用 了 。 用 于 代替 IPv4 的 IPv6 使 用 128 位 地 址 来 解决 这 个 问题 。) 
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图 1 因特网 地 址 (IPv4) 


对 因特网 上 的 计算 机 有 和 多少 不 同 的 有 效 IPv4 地 址 ? 

解 令 z 是 因特网 上 计算 机 的 有 效 地 址 数 ， za、zs 和 zc 分 别 表示 A 类 、 B 类 和 C 类 的 有 
效 地 址 数 。 由 求 和 法 则 ，z=zs 十 zs 十 ze。 为 了 找到 za， 由 于 1111111 是 无 效 的 ， 所 以 存在 
2' 一 1 二 127 个 A 类 的 网 络 号 。 对 于 每 个 网 络 号 ， 存 在 2* 一 2 二 16 777 214 个 主机 号 ， 这 是 由 于 
全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 是 无 效 的 。 因 此 ， 

za=127 .16777214=2 130 706 178 

为 了 找到 ze 和 zc， 首 先 注意 存在 2“ 二 16 384 个 也 类 网 络 号 和 22 一 2 097 152 个 C 类 网 络 
号 。 对 每 个 B 类 网 络 号 存在 2" 一 2 二 65 534 个 主机 号 ， 而 对 每 个 C 类 网 络 号 存在 2* 一 2 二 254 个 
主机 号 ， 这 也 考虑 到 全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 是 无 效 的 。 因 此 ， 

za 一 1073 709 056 ，zc 一 532 676 608 
我 们 可 以 得 出 IPv4 有 效 地 址 的 总 数 是 
ZX 二 Xa 十 zs 十 zc 二 2 130 706 178 十 1 073 709 056 十 532 676 608 王 3 737 091 842 看 


6.1.4 减法 法 则 (两 个 集合 的 容 斥 原理 ) 

假设 一 项 任务 可 以 通过 两 种 方法 之 一 来 完成 ， 但 在 这 两 种 方法 中 ， 有 一 些 方法 是 相同 的 。 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 不 能 通过 求 和 法 则 来 计算 完成 任务 的 方法 数 。 如 果 我 们 将 两 种 方法 的 数量 
相 加 ， 总 数 会 超过 正确 结果 ， 因 为 我 们 将 两 种 方法 中 相同 的 部 分 算 了 两 次 。 

为 了 正确 计算 完成 任务 的 方法 数 ， 我 们 必须 减 去 算 了 两 次 的 部 分 。 这 就 产生 了 一 个 重要 的 
林村 涤 各 、 


减法 法 则 也 称 为 容 斥 原理 ， 特别 是 在 计算 两 个 集合 并 集 的 元 素 个 数 时 。 令 A 和 As 是 集 
合 ，|A, | 是 从 A, 选择 一 个 元 素 的 方法 数 ，| A, | 是 从 A, 选择 一 个 元 素 的 方法 数 。 从 Al 或 4， 
中 选择 一 个 元 素 的 方法 数 是 从 它们 的 并 集中 选择 元 素 的 方法 数 ， 这 等 于 从 A, 选择 一 个 元 素 的 
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方法 数 与 从 A, 选择 一 个 元 素 的 方法 数 的 和 减 去 从 A 和 A, 中 都 选择 一 个 元 素 的 方法 数 。 因 为 
|A1U A, | 表示 从 A 或 者 A, 中 选择 一 个 元 素 的 方法 数 ，|A, mA, | 表示 从 A, 和 A, 中 同时 选择 
一 个 元 素 的 方法 数 ， 所 以 我 们 有 

[A UAs|= |Ai|1 |A; | |A.NA,| 























这 就 是 2.2 节 给 出 的 计数 两 个 集合 并 集中 元 素 的 公式 。 1 
例 18 显示 了 怎样 用 减法 法 则 来 求解 计数 问题 。 
6B 以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 比特 串 有 多 少 个 ? dn 
解 ”在 应 用 容 斥 原理 之 前 ， 我 们 需要 解决 三 个 计数 问题 ， 如 
图 2 所 示 。 首 先 ， 我 们 构造 以 1 开始 的 8 位 比特 种 ， 共 有 2 一 128 WE 
种 方式 ， 这 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 第 一 位 只 有 一 种 选择 方 1 0 
式 ， 而 其 他 7 位 中 的 每 位 有 两 种 选择 方式 。 类 似 地 ， 构造 以 00 结 es. 
束 的 8 位 比特 串 ， 共 有 2 一 64 种 方式 ， 这 也 是 由 乘积 法 则 得 到 2 二 32 种 方式 
的 。 因 为 前 6 位 的 每 位 有 两 种 选择 方式 ， 而 最 后 两 位 只 有 一 种 选 ” 图 2 以 1 开始 或 者 以 00 
择 方 式 。 结束 的 8 位 比特 串 





接 下 来 同时 完成 这 两 个 任务 ， 构 造 以 1 开始 以 00 结束 的 8 位 比特 串 ， 共 有 于 一 32 种 方式 。 
即 在 完成 上 述 两 个 任务 的 方式 中 ， 有 32 种 是 相同 的 。 这 里 也 使 用 了 乘积 法 则 ， 因 为 第 一 位 只 
有 一 种 选择 方式 ， 从 第 二 位 到 第 六 位 每 位 可 以 有 两 种 选择 方式 ， 最 后 两 位 也 只 有 一 种 选择 方 
式 。 因 而 ， 以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 比特 串 的 个 数 ， 即 完成 第 一 或 第 二 个 任务 的 方式 数 ， 
等 于 128 十 64 一 32 一 160。 4 

我 们 将 给 出 一 个 例题 来 说 明 容 斥 原理 如 何 用 于 解决 计数 问题 。 

了 某 计 算 机 公司 收 到 了 350 份 大 学 毕业 生 求 职 一 组 新 网 络 服务 器 工作 的 申请 书 。 假 如 
这 些 申请 人 中 有 220 人 主 修 的 是 计算 机 科学 专业 ， 有 147 人 主 修 的 是 商务 专业 ， 有 51 人 既 主 
修了 计算 机 科学 专业 又 主 修了 商务 专业 。 那 么 ， 有 多 少 个 申请 人 既 没 有 主 修 计 算 机 科学 专业 又 
没有 主 修 商务 专业 ? 

解 ” 为 了 求 出 既 没有 主 修 计算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商务 专业 的 申请 人 的 个 数 ， 可 以 从 总 
的 申请 人 数 中 减 去 主 修 计算 机 科学 专业 的 人 数 ， 或 减 去 主 修 商务 专业 的 人 数 ( 或 减 去 二 者 人 数 
之 和 )。 设 A, 是 主 修 计算 机 科学 专业 的 学 生 的 集合 ，A, 是 主 修 商务 专业 的 学 生 的 集合 ， 那 么 
A U A, 是 主 修 计算 机 科学 专业 或 主 修 商 务 专业 学 生 的 集合 ，Al 门 A 是 既 主 修 计 算 机 科学 专业 
又 主 修 商务 专业 学 生 的 集合 。 根 据 减法 法 则 ， 主 修 计算 机 科学 专业 或 主 修 商 务 专业 (或 二 者 都 
主 修 ) 的 学 生 的 人 数 为 

[AUA,|=|A| 二 A;|—|AiNMA;|=220+147 一 51==316 

因此 得 到 结论 : 有 350 一 316 二 34 个 申请 人 既 没 有 主 修 计算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商 务 专 

业 。 本 例题 的 文 氏 图 见 图 3。 二 








[41U4,|=|U|-|4.U4,| 
=|U|-(|4,|+|4,|-|4.N4,|) 
=350-(220+147=51) 
=350-316 
=34 





[41|=220 |4.N4;|=51 |4,|=147 
图 3 既 没 有 主 修 计 算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商务 专业 的 申请 人 
减法 法 则 或 者 容 斥 原理 可 以 推广 来 求 完成 nn 个 不 同 任务 中 的 一 个 任务 的 方式 数 ， 换 句 话 
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说 ,就 是 寻找 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 ， 其 中 是 正 整 数 。 我 们 将 在 第 8 章 研究 容 斥 原理 和 
它 的 某 些 应 用 。 


6.1.5 除法 法 则 
我 们 介绍 了 计数 中 的 乘积 法 则 、 求 和 法 则 和 减法 法 则 。 是 否 有 除法 法 则 呢 ? 实际 上 ， 在 解 
决 某 些 计数 问题 时 也 存在 这 样 的 法 则 。 






方式 完成 的 过 程 实现 ， 而 对 于 每 种 完成 任 
那么 完成 这 个 任务 的 方法 数 为 n/d。 

我 们 可 用 集合 的 方式 再 描述 一 遍 除 法 法 则 :“ 如 果 一 个 有 限 集 A 是 nn 个 有 4d 个 元 素 的 互 斥 
集合 的 并 集 ， 那么 n= |A|/d。” 

我 们 也 可 用 函数 的 方式 定义 除法 法 则 :“ 如 果 f 是 一 个 A 到 B 的 函数 ，A 和 B 都 是 有 限 集 
合 ， 那 么 对 于 每 一 个 取 值 YE B， 正 好 有 d 个 值 z€E A 使 得 f(z) 二 y( 在 这 种 情况 下 ，f 是 4 对 1 
的 ), 那么 |B|==|A|/d。” 

评注 ”在 一 个 任务 能 以 nn 种 不 同方 式 实现 ,但 对 于 每 一 种 实现 任务 的 方法 有 d 种 等 价 的 方 
法 的 情况 下 ， 就 要 用 到 除法 法 则 。 在 这 种 情况 下 ,我们 就 说 完成 任务 有 n/d 种 不 等 价 的 方法 。 

lta seen i a ee 

四 假设 在 牧场 中 有 一 个 计数 奶牛 腿 数 的 系统 。 假 设 这 个 系统 统计 出 该 牧场 的 奶牛 共有 
572 hy 则 牧场 中 有 多 少 只 奶牛 ? 假设 每 只 奶牛 有 4 条 腿 ， 而且 没 有 其 他 动物 。 

解 设 n 为 牧场 统计 的 奶牛 腿 数 。 因 为 每 头 奶 牛 有 4 条 腿 ， 由 除法 法 则 可 知 牧场 有 n/4 头 
奶牛 。 所 以 ，572 条 腿 的 牧场 有 572/4 王 143 头 奶 牛 。 4 

4 个 人 坐 在 一 个 圆桌 旁边 ， 有 多 少 种 坐 法 ? 如 果 每 个 人 左右 相 邻 的 人 都 相同 就 认为 
是 同一 种 坐 法 。 

解 ”我 们 任意 选择 一 个 桌子 旁边 的 椅子 ， 标 记 为 座位 1， 依 圆桌 顺 时 针 依 次 标记 其 他 椅 
子 。 座 位 1 有 4 种 选择 坐 人 的 方法 ， 座 位 2 有 3 种 选择 坐 人 的 方法 ， 座 位 3 有 2 种 选择 坐 人 的 
方法 ， 座 位 4 有 1 种 选择 坐 人 的 方法 ， 这样 有 4! 三 24 种 方法 将 4 个 人 安排 在 圆桌 旁边 。 然 
而 ， 每 一 个 座位 1 可 选 的 4 种 坐 法 中 都 会 产生 相同 的 安排 ， 因 为 我 们 仅 将 一 个 人 左边 或 者 右边 
相 邻 的 人 不 一 样 才 视 为 两 种 不 同 的 安排 。 因 为 有 4 种 选择 人 坐 座位 1 的 方法 ， 所 以 由 除法 法 则 
将 4 个 人 安排 到 一 个 圆桌 旁 的 不 同 的 方法 数 是 24/4 二 6 种 。 4 


6.1.6 树 图 

可 以 使 用 树 图 求解 计数 问题 。 一 棵 树 由 根 、 从 根 出 发 的 许多 分 支 以 及 可 能 从 其 他 分 支 端 点 
出 发 的 新 的 分 支 构成 (我 们 将 在 第 11 章 详 细 地 研究 树 )。 为 了 在 计数 中 使 用 树 ， 我 们 用 一 个 分 
支 表示 每 个 可 能 的 选择 ， 用 树叶 表示 可 能 的 结果 。 这 些 树叶 是 某 些 分 支 的 端点 ， 从 这 些 端点 不 
再 进一步 分 支 。 

注意 ， 当 用 树 图 求解 计数 问题 时 ， 为 到 达 一 片 树 叶 所 做 的 选择 个 


数 可 能 是 不 同 的 (作为 例子 ， 见 例 22) 。 人 
有 多 少 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 比特 串 ? 第 3 位 1 %0 %0 $1 %0 
解 图 4 的 树 图 给 出 了 所 有 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 比特 串 。 我 们 “第 4 位 

看 出 存在 8 个 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 比特 串 。 4 Se 
全 在 两 个 队 ( 队 1 和 队 2) 之 间 的 决赛 至 多 由 5 次 比赛 构成 。 先 ee 

胜 3 次 的 队 赢得 决赛 。 决 赛 可 能 出 现 多 少 种 不 同 的 方式 ? 的 4 位 比特 串 


解 ” 在 图 5 的 树 图 中 ， 以 每 次 比赛 的 得 胜 者 给 出 了 决赛 可 能 进行 
的 所 有 方式 。 我 们 看 到 有 20 种 不 同 的 决赛 方式 。 4 





灰色 表示 得 胜 
队 2 队 1 
第 1 场 
队 2 队 1 队 2 队 1 
第 2 场 
队 1 队 2 队 1 队 2 队 1 队 2 
第 3 场 
队 2 队 1 
1 1 必 1 2 2 
队 队 队 队 队 队 第 4 场 
队 2 队 2 队 1 队 2 队 1 队 1 
第 5 场 
队 2 队 1 队 2 队 1 队 2 队 : 队 2 队 1 队 2 队 1 队 2 队 1 


图 5 5 次 决赛 胜 3 次 


假设 “我 爱 新 泽 西 ”工作 衫 有 5 种 不 同 的 规格 : S、M、L、XL 和 XXL。 又 知道 
XL 规格 只 有 红色 、 绿 色 和 黑色 三 种 颜色 ，XXL 规格 只 有 绿色 和 黑色 。 除 此 之 外 ， 其 他 规格 有 
四 种 颜色 : 白色 、 红 色 、 绿 色 和 黑色 。 如 果 每 种 规格 和 颜色 的 工 恤 衫 至 少 一 件 ， 那 么 一 个 纪念 
品 商店 必须 库存 多 少 件 不 同 的 工人 恤衫 ? 
解 图 6 的 树 图 给 出 了 所 有 规格 和 颜色 的 配对 。 从 图 6 中 可 知 这 个 纪念 品 商店 老板 必须 库 
存 17 件 不 同 的 工作 衫 。 S| 
W= 白 色 , R= 红色 , G= 绿 色 , B= 黑色 


S M L XL XXL 


ww RG BWR GG EW RG BR OG BG DB 
图 6 计数 不 同 的 本 恤衫 


练习 \ 

1. 一 个 学 院 有 18 个 数学 专业 和 325 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 。 
a) 选 两 个 代表 ， 使 得 一 个 是 数学 专业 的 而 另 一 个 是 计算 机 科学 专业 的 ， 有 多 少 种 方式 ? 
b) 选 一 个 数学 专业 或 计算 机 科学 专业 的 代表 又 有 多 少 种 方式 ? 

2. 一 个 办 公 大 楼 有 27 层 ， 每 层 有 37 个 办 公 室 ， 那 么 在 这 个 大 楼 里 有 多 少 个 办 公 室 ? 

3. 一 次 多 项 选择 考试 包含 10 个 问题 。 每 个 问题 有 4 个 可 能 的 答案 。 
a) 在 这 次 考试 中 如 果 每 个 问题 都 要 回答 ， 一 个 学 生 回 答 这 些 问题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 
b) 在 这 次 考试 中 如 果 人 允许 某 些 答案 空缺 ， 一 个 学 生 回答 这 些 问题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 

4. 某 种 商标 的 衬衫 有 12 种 颜色 ， 有 男 式 和 女 式 2 种 样式 ， 每 种 样式 有 3 种 大 小 型 号 。 这 些 衬衫 有 多 少 种 
不 同 的 类 型 ? 

5. 从 纽约 到 丹佛 有 6 条 不 同 的 航线 ， 而 从 丹佛 到 旧金山 有 ?7 条 。 如 果 选 一 个 到 丹佛 的 航班 ， 接 着 选 一 个 
到 旧金山 的 航班 ， 那 么 从 纽约 经 丹佛 到 旧金山 的 旅行 有 多 少 种 不 同 的 可 能 性 ? 

6. 从 波士顿 到 底特律 有 4 条 汽车 主干 线 ， 而 从 底特律 到 洛杉矶 有 6 条。 那么 从 波士顿 经 底特律 到 洛杉矶 
的 汽车 主干 线 有 多 少 条 ? 


计 数 S51 








7. 如 果 用 3 个 字母 作为 姓名 的 缩写 ， 人 们 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 
8. 如 果 这 3 个 字母 不 允许 重复 ， 人 们 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 
9. 如 果 这 3 个 字母 以 A 开始， 人 们 又 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 


10. 
I 
.位 数 不 超 过 6 的 比特 串 有 多 少 个 ? 

,位 数 不 超 过 nn 且 全 由 1 组 成 的 比特 串 有 和 多少 个 ? 这 里 的 nn 是正 整数 。 

. 首尾 都 是 1 的 2 位 比特 串 有 多 少 个 ? 这 里 的 n 是正 整数 。 

. 位 数 不 超 过 4 且 由 小 写字 母 构 成 的 串 有 多 少 个 (不 计 空 串 )? 

. 由 4 个 小 写字 和 母 构 成 且 含 有 字母 z 的 串 有 多 少 个 ? 

. 由 5 个 ASCII 码 构成 且 至 少 包含 一 个 @ 字 符 的 串 有 多 少 个 ? [注意 : 有 128 个 不 同 的 ASCII 码 。] 
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8 位 比特 串 有 多 少 个 ? 
首尾 都 是 1 的 10 位 比特 串 有 多 少 个 ? 


. 有 多 少 满足 以 下 条 件 的 5 元 素 DNA 序列 ? ~\ 

a) 由 A 结束 b) 开 始 于 .TT 并 结束 于 G 
ce) 只 包含 A 和 工 d) 不 包含 C 

有 多 少 满足 以 下 条 件 的 6 元 素 RNA 序列 ? 

a) 不 包含 U b) 结 束 于 GU 

c) 开 始 于 C d) 只 包含 A 或 者 U 

在 5 到 31 之 间 有 多 少 个 满足 以 下 条 件 的 正 整数 ， 这 些 整数 是 什么 ? 

a) 能 被 3 整除 b) 能 被 4 整除 


c) 能 被 3 和 4 同时 整除 

在 50 到 100 之 间 有 多 少 个 满足 以 下 条 件 的 正 整数 ， 这 些 整数 是 什么 ? 
a) 能 被 7 整除 b) 能 被 11 整除 

c) 能 被 7 和 11 同时 整除 

有 多 少 个 小 于 1000 的 满足 以 下 条 件 的 正 整 数 ? 


a) 被 7 整除 b) 被 7 整除 但 不 被 11 整除 
c) 同 时 被 7 和 11 整除 d) 被 7 或 11 整除 

e) 恰 好 被 7 或 11 中 的 一 个 数 整除 f) 既 不 被 7 整除 ， 也 不 被 11 整除 
外 含有 不 同 的 数字 h) 含 有 不 同 的 数字 且 是 偶数 
在 100 到 999 之 间 包 含 多 少 个 满足 以 下 条 件 的 正 整数 ? 

a) 被 7 整除 b) 是 奇数 

c) 有 相同 的 3 个 十 进 制 数字 d) 不 被 4 整除 

e) 被 3 或 4 整除 f) 不 被 3 也 不 被 4 整除 
g) 被 3 整除 但 不 被 4 整除 h) 被 3 和 4 整除 

在 1000 到 9999 之 间 包 含 多 少 个 满足 以 下 条 件 的 正 整数 ? 

a) 被 9 整除 b) 是 偶数 

c) 有 不 同 的 十 进 制 数字 d) 不 被 3 整除 

e) 被 5 或 7 整除 f) 不 被 5 也 不 被 7 整除 
g) 被 5 整除 但 不 被 7 整除 h) 被 5 和 7 整除 

有 多 少 个 串 含 有 3 个 十 进 制 数 字 且 满足 以 下 条 件 ? 

a) 同 一 数字 不 能 出 现 3 次 b) 以 奇数 数字 开始 


c) 恰 有 2 个 数字 是 4 
有 多 少 个 串 含 有 4 个 十 进 制 数字 且 满 足以 下 条 件 ? 
a) 同 一 数字 不 出 现 两 次 b) 以 偶数 数字 结束 


”ec) 恰 有 3 个 数字 是 9 
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一 个 委员 会 由 50 个 州 的 代表 构成 ， 每 个 州 可 从 州长 或 两 个 参议 员 中 选 一 个 人 参加 ， 有 多 少 种 不 同 的 
方式 ? 

用 3 个 数字 后 跟 3 个 字母 或 者 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 

用 2 个 字母 后 跟 4 个 数字 或 者 2 个 数字 后 跟 4 个 字母 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 
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Py 
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用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 或 者 4 个 字母 后 跟 2 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 
用 2 个 或 3 个 字母 后 跟 2 个 或 3 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 
由 8 个 英语 字母 可 构成 多 少 个 串 ? 


a) 如 果 字 母 可 以 重复 b) 如 果 字 母 不 能 重复 
c) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 又 开始 d) 如 果 字 母 不 能 重复 且 以 X 开 始 
e) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 XX 开始 和 结束 f) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 


g) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 和 结束 

h) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 或 结束 

由 8 个 英语 字母 可 构成 多 少 个 串 ? 

a) 如 果 字 母 可 以 重复 且 不 包含 元 音字 母 

b) 如 果 字 母 不 能 重复 且 不 包含 元 音字 母 

c) 如 果 字 母 可 以 重复 上 且 以 元 音字 母 开 始 

d) 如果 字 母 不 能 重复 且 以 元 音字 母 开始 

e) 如 果 字 母 可 以 重复 上 且 包 含 至 少 一 个 元 音字 母 

人 如 果 字 母 可 以 重复 且 包含 恰好 一 个 元 音字 母 

g) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 并 至 少 包含 一 个 元 音字 母 

h) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 和 结束 并 至 少 包含 一 个 元 音字 母 

从 10 元 素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 个 不 同 的 函数 ? 

a)2 b)3 c)4 d)5 

从 5 元素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 一 对 一 的 函数 ? 

a)4 b)5 c)6 d)7 

从 集合 {1，2，…，n}) 到 集合 {0，1} 有 和 多少 个 函数 ? 这 里 的 nn 是 正 整数 。 

从 集合 {1 ，2，…，n}) 到 集合 {0，1} 有 和 多少 个 满足 下 列 条 件 的 函数 ? 这 里 的 nn 是 正 整数 。 
a) 一 对 一 的 b) 对 1 入 n 赋值 为 0 ©) 对 恰好 一 个 小 于 nn 的 正 整 数 赋值 为 1 
从 5 元素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 个 部 分 函数 ( 见 2. 3 节 )? 

a)1 b)2 c)5 d)9 

从 m 元 素 集 合 到 nn 元 素 集合 有 多 少 个 部 分 函数 ( 见 2. 3 节 的 定义 13)? 这 里 的 m 和 nn 是 正 整数 。 
100 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 的 元 素数 多 于 1? 

如 果 一 个 字符 串 反 转 后 所 得 结果 与 原来 的 字符 捉 一 样 ， 就 称 它 是 一 个 回 文 。 有 和 多少 个 长 为 n 的 比特 
串 是 回 文 ? 

有 多 少 满 足以 下 条 件 的 4 元 素 DNA 序列 ? 


a) 不 包含 碱 基 工 b) 包 含 序 列 ACG 

0) 包含 所 有 4 种 碱 基 A、T、C 和 G d) 只 包含 4 种 碱 基 A、T、C 和 G 中 的 3 种 碱 基 
有 多 少 满足 以 下 条 件 的 4 元 素 RNA 疗 列 ? 

a) 碱 基 包 含 U \ b) 不 包含 序列 CUG 

©) 不 包含 所 有 4 种 碱 基 A、U、C 和 G 中 只 包含 4 种 碱 基 A、U、C 和 G 中 两 种 碱 基 


某 月 有 22 个 工作 日 ,一 家 初创 公司 每 个 工作 日 都 给 每 名 员工 发 送 一 份 公司 通讯 。 如 果 一 共 发 送 了 
4642 份 公司 通讯 ， 则 这 家 公司 有 多 少 员 工 ? 假设 这 个 月 没有 人 员 变 动 。 

某 大 学 有 434 名 大 一 学 生 、883 名 大 二 学 生 和 43 名 大 三 学 生 注册 了 算法 导论 课程 。 如 果 一 个 班 只 能 
安排 34 名 学 生 ， 那 么 这 门 课 需要 安排 多 少 个 班 才能 保障 所 有 注册 的 学 生 都 能 上 这 门 课 ? 

一 组 10 个 人 选取 4 人 坐 在 4 人 的 圆桌 旁边 ， 一 共有 多 少 种 坐 法 ? 当 每 个 人 左右 邻 座 都 相同 时 算 为 同 
一 种 坐 法 。 

6 个 人 坐 在 一 个 圆桌 旁边 ， 一 共有 多 少 种 坐 法? 当 每 一 个 人 有 相同 邻 座 而 不 考虑 左右 算 为 同一 种 会 
坐 法 。 

在 一 个 婚礼 上 摄影 师 从 10 个 人 中 安排 6 个 人 在 一 排 拍照 ， 其 中 新 娘 和 新 郎 也 在 这 10 个 人 中 ， 如 果 满 
足下 述 条 件 ， 有 多 少 种 安排 方式 ? 

a) 新 娘 必 须 在 照片 中 b) 新 娘 和 新 郎 必须 都 在 照片 中 

新娘 和 新 郎 恰好 有 一 人 在 照片 中 
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在 一 个 婚礼 上 摄影 师 安排 6 个 人 在 一 排 拍 照 ， 包 含 新 娘 和 新 郎 在 内 ， 如 果 满 足下 述 条 件 ， 有 多 少 种 

安排 方式 ? 

a) 新 娘 必 须 在 新 郎 旁 边 b) 新 娘 不 在 新 郎 旁 边 

©) 新 娘 在 新 郎 左边 的 某 个 位 置 

有 和 多少 个 7 位 比特 串 以 2 个 0 开始 或 以 3 个 1 结束 ? 

有 多 少 个 10 位 比特 串 以 3 个 0 开始 或 以 2 个 0 结束 ? 

有 多 少 个 10 位 比特 串 包 含 5 个 连续 的 0 或 者 5 个 连续 的 1? 

有 多 少 个 8 位 比特 串 包 含 3 个 连续 的 0 或 者 4 个 连续 的 1? 

离散 数学 班 的 每 个 学 生 都 是 计算 机 科学 或 数学 专业 的 ， 或 者 是 同时 修 这 两 个 专业 的 。 如 果 有 38 个 人 

是 计算 机 科学 专业 的 (包含 同时 修 两 个 专业 的 ) ，23 个 人 是 数学 专业 的 (包含 同时 修 两 个 专业 的 )，7 

个 人 是 同时 修 两 个 专业 的 ， 那 么 这 个 班 有 多 少 个 学 生 ? 

有 多 少 个 不 超过 100 的 正 整 数 能 被 4 或 6 整除 ? 、\ 

如 果 一 个 人 最 少 有 2 个、 最 多 有 5 个 不 同 的 姓名 首 字 母 ; 那么 他 能 有 多 少 个 不 同 的 姓名 首 字 母 呢 ? 

假定 每 个 姓名 首 字母 都 取 自 26 个 英文 字母 。 

假定 一 个 计算 机 系统 的 口令 最 少 有 8 个、 最 多 有 12 个 字符 ， 其 中 口令 中 的 每 个 字符 可 以 是 小 写 英 文 

字母 、 大 写 英文 字母 、 数 字 或 6 个 特殊 字符 (x 、 二 、 二 、!、 十 、 二 =) 中 的 一 个 。 

a) 该 计算 机 系统 可 以 有 多 少 个 不 同 的 口令 ? b) 有 多 少 个 口令 含有 6 个 特殊 字符 中 的 一 个 ? 

c) 如 果 一 个 黑客 核对 每 个 可 能 的 口令 需要 1 纳 秒 时 间 ， 他 要 核对 完 所 有 可 能 的 口令 需要 多 少时 间 ? 

在 C 程序 设计 语言 中 的 变量 名 是 一 个 字符 串 ， 可 以 包含 大 写字 母 、 小 写字 母 、 数 字 或 下 划 线 。 此 外 ， 

字符 串 的 第 一 个 字符 必须 是 字母 (大 写 或 小 写字 母 ) 或 下 划 线 。 如 果 一 个 变量 名 由 它 的 前 8 个 字符 确 

定 ， 那 么 在 C 语言 中 可 以 命名 多 少 个 不 同 的 变量 ? (注意 : 变量 名 包含 的 字符 数 可 以 少 于 8 个 )。 

Java 程序 设计 语言 中 的 变量 名 是 一 个 长 度 从 1 到 65 535 的 字符 串 ， 可 包含 大 、 小 写字 母 、 美 元 符号 、 

下 划 线 或 者 数字 ， 第 一 个 字符 不 能 是 数字 。 那 么 在 Java 语言 中 可 以 命名 多 少 个 不 同 的 变量 ? 

国际 电信 联盟 (ITU) 规 定 一 个 电话 号 码 包含 国家 编码 为 1 到 3 的 数字 ，0 不 能 为 国家 编码 ， 接 着 是 最 

多 15 位 数字 的 号 码 ， 满 足 这 种 规定 的 电话 号 码 一 共有 多 少 个 ? 

假定 在 将 来 的 某 个 时 间 世 界 上 的 每 部 电话 将 被 分 配 一 个 号 码 ， 这 个 号 码 包含 一 个 1 到 3 位 数字 的 形 

如 X、XX 或 XXX 的 国家 代码 ， 后 面 跟随 着 一 个 10 位 数字 的 形 如 NXX-NXX-XXXX 的 电话 号 码 

(如 例 8 所 描述 的 ) 。 在 这 个 编码 计划 中 ， 全 世界 将 有 多 少 个 不 同 的 有 效 电话 号 码 ? 

维 吉 尼 亚 密码 系统 中 密码 是 一 个 英文 字母 串 ， 大 小 写 无 关 。 在 这 个 密码 系统 中 有 多 少 长 度 为 3、4、 

5， 或 者 6 个 字母 的 不 同 密码 ? 

用 于 Wi-Fi( 无 线 保 真 ) 网 络 的 有 线 等 效 保密 (WEP) 协 议 的 密码 是 一 个 或 者 10、26， 或 者 58 位 的 十 六 

进 制 数 字 串 ， 一 共 能 有 多 少 种 这 样 的 密码 ? 

设 p 和 g 都 是 素数 ,n= pq。 使 用 容 斥 原理 计算 不 超过 n 并 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 。 

使 用 容 斥 原理 计算 小 于 1 000 000 且 不 能 被 4 或 者 6 整除 的 正 整数 的 个 数 。 

使 用 树 图 找 出 不 含 3 个 连续 0 的 4 位 比特 串 的 个 数 。 

有 多 少 种 不 同 的 方式 排列 字母 a、b、c 和 d， 使 得 b 不 紧 跟 在 a 的 后 边 ? 

使 用 树 图 找 出 世界 职业 棒球 大 赛 可 能 出 现 的 方式 数 ， 其 中 ?7 场 中 先 胜 4 场 的 队 赢得 这 个 比赛 。 

使 用 树 图 确定 {3，7，9，11，24} 的 子 集 数 ， 使 得 子 集中 的 元 素 之 和 小 于 28。 

a) 假 设 一 个 商店 出 售 6 种 不 同 的 软饮料 : 可 乐 、 姜 汁 茶 、 橙 汁 、 乐 啤 露 、 柠 檬 茶 和 奶油 苏打 。 所 有 
品种 的 瓶装 饮料 都 有 12 短 司 规格 的 。 除 了 柠 榜 茶 外 ， 其 他 品种 都 有 20 盘 司 规格 的 。 只 有 可 乐 和 姜 
汁 茶 有 32 盘 司 规格 的 。 除 了 柠檬 茶 和 奶油 苏打 以 外 ， 其 他 品种 都 有 64 盘 司 规格 的 。 如 果 这 个 商店 
要 具有 所 有 品种 和 规格 的 饮料 ， 使 用 树 图 确定 它 必 须 库 存 多 少 瓶 不 同 的 饮料 ? 

b) 使 用 计数 原理 回答 a 中 的 问题 。 

a) 假 设 运动 鞋 的 流行 式样 对 男女 都 适用 。 女 鞋 的 大 小 号 码 是 6、7、8、9， 男 鞋 的 大 小 号 码 是 8、9、 
10、11 和 12。 男 鞋 有 白色 和 黑色 ， 而 女 鞋 是 白色 、 红 色 和 黑色 。 如 果 一 个 商店 各 种 大 小 和 颜色 的 
男 、 女 运动 鞋 必须 至 少 存 一 双 ， 用 树 图 确定 所 需要 的 鞋 的 数目 。 

b) 使 用 计数 原理 回答 a 中 的 问题 。 

确定 有 nn 个 选手 参加 的 淘汰 赛 的 比赛 场次 数 。 淘 汰 赛 的 规则 是 每 一 场 比赛 有 两 名 选手 参加 ， 胜 者 晋 
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级 ， 败 者 淘汰 。 

确定 有 nn 个 选手 参加 的 双 败 淘汰 赛 的 比赛 场次 数 的 最 小 值 和 最 大 值 。 双 败 淘汰 赛 规则 是 每 一 场 比赛 

有 两 名 选手 参加 ， 胜 者 晋级 ， 仅 失败 一 场 的 选手 晋级 。 

使 用 乘积 法 则 证 明 对 于 nn 个 变量 的 命题 存在 22 个 不 同 的 真 值 表 。 

使 用 数学 归纳 法 从 两 个 任务 的 求 和 法 则 证 明 关 于 m 个 任务 的 求 和 法 则 。 

使 用 数学 归纳 法 从 两 个 任务 的 乘积 法 则 证 明 关 于 m 个 任务 的 乘积 法 则 。 

具有 nn 条 边 的 凸 多 边 形 有 多 少 条 对 角 线 ? (如 果 在 多 边 形 内 或 边界 的 每 两 个 顶点 的 连 线 完全 在 这 个 集 

合 内 ， 则 称 为 凸 多 边 形 ) 。 

因特网 中 的 数据 以 数据 报 传输 ， 数 据 报 是 由 比特 数据 块 构 成 的 。 每 个 数据 报 包 含有 头 信息 和 数据 区 ， 

头 信息 最 多 分 成 14 个 不 同 的 字段 (详细 说 明 许多 事项 ， 包 括 发 送 和 接收 地 址 )， 数 据 区 包含 被 传输 的 

实际 数据 。14 个 头 信 息 字段 中 有 一 个 头 长 度 字段 (表示 为 HLEN)， 根 据 协 议 规定 是 4 比特 ， 它 说 明 

了 以 32 比特 为 一 个 数据 块 的 头 信息 的 长 度 。 例 如 ， 如 果 HLEN==0110， 那 么 头 信息 由 6 个 32 比特 的 

数据 块 构成 。14 个 头 信息 字段 中 的 另 一 个 字段 是 16 比特 的 总 长 度 字段 (表示 为 TOTAL LENGTH)， 

它 说 明了 以 比特 为 单位 的 整个 数据 报 ( 包 含 头 信息 和 数据 区 在 内 ) 的 总 长 度 。 数 据 区 的 长 度 是 数据 报 

的 总 长 度 减 去 头 的 长 度 。 

a)TOTAL LENGTH 的 最 大 值 (16 比特 长 ) 确 定 了 因特网 数据 报 以 字 节 (8 比特 的 数据 块 ) 为 单位 的 最 
大 总 长 度 。 这 个 值 是 多 少 ? 

b) HLEN 的 最 大 值 (4 比特 长 ) 确 定 了 头 信息 以 32 比特 数据 块 为 单位 的 最 大 总 长 度 ， 这 个 值 是 多 少 ? 
以 字 节 为 单位 的 最 大 的 头 信息 的 总 长 度 是 多 少 ? 

c) 最 小 的 (最 常见 的 ) 头 长 度 是 20 字 节 。 因 特 网 数据 报 的 数据 区 以 字 节 为 单位 的 最 大 总 长 度 是 多 少 ? 

d) 如 果 头 长 度 是 20 字 节 并 且 总 长 度 尽 可 能 地 长 ， 那 么 在 数据 区 可 以 传输 多 少 个 不 同 的 字 节 串 ? 


2 鲍 巢 原理 


6.2.1 引言 


有 20 只 铝 子 要 飞 往 19 个 铝 巢 栖息 。 由 于 有 20 只 铝 子 ， 而 只 有 19 个 铝 梨 ， 所 以 这 19 个 钥 


集中 至 少 有 1 个 铀 全 里 最 少 栖息 着 2 只 够 子 。 为 了 说 明 这 个 结论 是 真 的， 注意 如 果 每 个 使 梨 中 
最 多 栖息 1 只 饮 子 ,那么 最 多 只 有 19 只 铝 子 有 住处 ， 其 中 每 只 钥 子 一 个 梨 。 这 个 例子 阐述 了 
一 个 一 般 原 理 ， 叫 作 鲍 梨 原 理 。 该 原理 断言 : 如 果 铝 子 数 比 铝 梨 数 多 ， 那 么 一 定 有 一 个 铝 梨 里 
至 少 有 2 只 角子 ( 见 图 1) 。 当 然 ， 这 个 原理 除了 锅子 和 铝 梨 外 也 可 以 用 于 其 他 对 象 。 

































a) b) c) 
图 1 鸽子 比 铝 梨 多 


或 更 多 的 物 . 
证 明 假定 & 个 盒子 中 没有 一 个 盒子 包含 的 物体 多 于 1 个 ， 那 么 物体 总 数 至 多 是 &， 这 与 





至 少 有 &A 十 1 个 物体 矛盾 。 4 
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铝 梨 原理 也 叫 作 狄 利克 雷 抽 懂 原理 ， 以 19 世纪 的 德国 数学 家 狄 利克 雷 的 名 字 命 名 ， 他 经 
常 在 工作 中 使 用 这 个 原理 。( 狄 利克 雷 不 是 第 一 个 使 用 这 个 原理 的 人 。 至 少 有 两 个 巴黎 人 用 有 
相同 数量 的 头发 的 事例 说 明 这 个 原理 的 可 追溯 到 17 世纪 ， 见 练习 35。) 这 是 对 我 们 前 几 章 中 证 
明 方法 的 一 个 重要 补充 。 我 们 在 这 一 章 介 绍 它 ， 因 为 它 在 组 合 学 中 有 许多 重要 应 用 。 
我 们 将 说 明 铝 梨 原 理 的 有 用 性 。 我 们 首先 证 明 关 于 函数 的 一 个 推论 















证 明 ” 设 函 数 f 陪 域 中 的 每 一 个 元 素 y 都 有 一 个 盒子 ， 包 含 了 定义 域 中 满足 f(x) 二 yy 的 
x。 因 为 定义 域 有 十 1 或 者 更 多 个 元 素 ， 而 陪 域 具 有 个 元 素 ， 所 以 由 铀 梨 原理 可 知 这 些 盒子 
中 有 一 个 包含 了 定义 域 中 2 个 或 者 更 多 的 工 元 素 。 这 说 明 f 不 是 一 对 一 函数 。 二 

例 1 一 3 说 明了 怎样 使 用 饮 巢 原理 。 

Ow 在 一 组 367 个 人 中 一 定 至 少 有 2 个 人 有 相同 的 生日 ， 这 是 由 于 只 有 366 个 可 能 的 生日 。 4 

@ 在 27 个 英文 单词 中 一 定 至 少 有 2 个 单词 以 同一 个 字母 开始 ， 因 为 英文 字母 表 中 只 有 
26 个 字母 。 4 

@ 国 如 果 考 试 的 分 数 是 从 0 到 100， 班 上 必须 有 和 多少 个 学 生 才 能 保证 在 这 次 期 末 考 试 中 
至 少 有 2 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 ” 期 末 考 试 有 101 个 分 数 。 铝 梨 原 理 证 明 在 102 个 学 生 中 一 定 至 少 有 2 个 学 生 具 有 相同 
的 分 数 。 q 

鲁 梨 原理 在 许多 证 明 中 都 是 有 用 的 工具 ， 有 些 证 明 结果 是 令 人 意外 的 ， 正 如 例 4 所 给 
出 的 。 

GB 证 明 : 对 每 个 整数 n， 存 在 一 个 数 是 n 的 倍数 且 在 它 的 十 进 制 表示 中 只 出 现 0 和 1。 

解 令 nn 是 正 整数 。 考 虑 个 整数 1，11，111，…，11…1( 在 这 个 表 中 ， 最 后 一 个 整数 的 
十 进 制 表示 中 具有 n 十 1 个 1)。 注 意 当 一 个 整数 被 n 整除 时 存在 个 可 能 的 余数 。 因 为 这 个 表 
中 及 十 1 个 整数 ， 由 铝 梨 原理 ， 必 有 两 个 整数 在 除 以 nn 时 有 相同 的 余数 。 这 两 个 整数 之 差 的 
十 进 制 表示 中 只 含有 0 和 1， 且 它 能 被 ”整除 。 对 


6.2.2 广义 驶 草原 理 

铝 梨 原理 指出 当 物 体 比 盒子 多 时 一 定 至 少 有 2 个 物体 在 同一 个 盒子 里 。 但 是 当 物 体 数 超过 
盒子 数 的 倍数 时 可 以 得 出 更 多 的 结果 。 例 如 ， 在 任意 21 个 十 进 制 数字 中 一 定 有 3 个 是 相同 的 。 
这 是 由 于 21 个 物体 被 分 配 到 10 个 盒子 里 ， 那 么 某 个 盒子 的 物体 一 定 多 于 2 个。 
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| G.L. 狄 利克 雷 (G. Lejenue Dirichlet，1805 一 1859) ” 狄 利 克 雷 出 生 在 德国 科隆 附 
4 近 的 一 个 比利时 家 庭 。 他 的 父亲 是 一 位 邮政 局 长 。 狄 利克 雷 在 年 轻 时 对 数学 感 兴趣 。 
”他 12 岁 在 波恩 读 中 学 时 ， 就 将 所 有 零用 钱 用 在 买 数 学 书 上 。14 岁 时 ， 他 进入 科隆 耶 
稣 会 学 院 ，16 岁 时 ， 他 开始 在 巴黎 大 学 学 习 。1825 年 ， 他 回 到 德国 ， 在 布雷 斯 劳 大 
学 获得 一 个 职位 。1828 年 他 转 到 柏林 大 学 。1855 年 ， 在 哥 廷 根 大 学 他 当选 为 高 斯 的 
| 接替 者 。 据 说 狄 利克 雷 是 第 一 个 掌握 高 斯 《算术 研究 》(Disquisitiones Arithmeticae) 一 
TR DA 书 的 人 ， 是 提前 20 年 出 现 的 人 。 据 说 他 总 是 将 这 本 书 带 在 身边 ， 甚 至 在 他 旅行 的 时 
Phot 候 。 狄 利克 雷 在 数论 方面 有 许多 重要 发 现 ， 包括 定理 “ 当 a、5b 互 素 条 件 下 ， 在 az 十 8 

算术 级 数 中 有 无 限 多 的 素数 ”。 他 证 明了 n= 二 5 时 的 费 马 大 定理 ， 即 方程 x 十 y 二 xz 
没有 非 平 凡 整 数 解 。 狄 利克 雷 在 数学 分 析 方 面 也 做 出 了 许多 贡献 。 狄 利克 雷 被 认为 是 一 位 能 非常 清晰 地 
解释 想法 的 优秀 教师 。 他 村 了 作曲 家 菲 利 克 斯 。 门 德尔 松 的 姐妹 之 一 一 一 丽 贝 卡 。 门 德尔 松 。 
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(Hi1) <a((F+1)-1)=N 

这 里 用 到 不 等 式 [N/k] 二 (N/k) 十 1。 这 与 存在 总 数 N 个 物体 矛盾 。 4 

一 类 普遍 的 问题 是 ， 把 一 些 物体 分 到 个 盒子 中 ， 使 得 某 个 盒子 至 少 含 有 r 个 物体 ， 求 这 
些 物体 的 最 少 个 数 。 当 有 NN 个 物体 时 ， 广 义 铝 梨 原理 告诉 我 们 ， 只 要 [NI 辫 r， 一 定 有 7 个 
物体 在 同一 个 盒子 里 。 满 足 NMRE>r 一 1 的 最 小 正 整数 ， 即 N==k(r 一 1) 十 1， 是 满足 不 等 式 [N/ 
k| 宇 r 的 最 小 正 整数 。 还 可 能 有 更 小 的 N 值 吗 ? 答案 是 没有 ， 因 为 如 果 我 们 有 &(Cr 一 1) 个 物体 ， 
我 们 就 可 以 在 & 个 盒子 的 每 个 盒子 中 放 ~ 一 1 个 物体 ， 因 此 没有 一 个 盒子 至 少 有 > 个 物体 。 

当 思 考 这 种 问题 时 ， 下 面 的 想法 是 有 用 的 ， 就 是 在 不 断 地 放 物 体 时 怎样 避免 一 个 盒子 至 少 
有 rr 个 物体 出 现 。 为 避免 把 第 r 个 物体 放 到 任何 一 个 盒子 里 ， 每 个 盒子 最 终 将 以 具有 7 一 1 个 物 
体 结 束 。 如 果 不 允 许 将 第 ~ 个 物体 放 到 盒子 里 ， 就 没有 办 法 增加 下 一 个 物体 。 

例 5~8 说 明了 怎样 使 用 广义 够 梨 原 理 。 

人 国 在 100 个 人 中 至 少 有 [100/121=9 个 人 生 在 同一 个 月 。 4 


G@ 惕 如 果 有 5 个 可 能 的 成 绩 A、B、C、D 和 FF， 那 么 在 一 个 离散 数学 班 里 最 少 有 多 少 个 
学 生 才能 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 ”为 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ， 需 要 的 最 少 学 生 数 是 使 得 [N/51=6 的 最 小 整 
数 N。 这 样 的 最 小 整数 是 N==5，5 十 1 二 26。 如 果 只 有 25 个 学 生 ， 可 能 是 5 个 学 生得 到 同样 的 
分 数 ， 而 没有 6 个 学 生得 到 同样 的 分 数 。 于 是 ，26 是 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 分 数 所 需 的 最 
少 学 生 数 。 q 

@ 蚁 a) 从 一 副 标 准 的 52 张 牌 中 必须 选 多 少 张 牌 才 能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 同样 的 
花色 ? 

b) 必 须 选 多 少 张 牌 才 能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 红心 ? 

解 a) 假 设 存在 4 个 盒子 保存 4 种 花色 的 牌 ， 选 中 的 牌 放 在 同 种 花色 的 盒子 里 。 使 用 广义 
鲁 巢 原理 ， 如 果 选 了 N 张 牌 ， 那么 至 少 有 一 个 盒子 含有 至 少 TN/41 张 牌 。 因 此 如 果 [N/41 宇 3， 
我 们 知道 至 少 选 了 3 张 同 种 花色 的 牌 。 使 得 TN/41 写 3 的 最 小 的 整数 N 是 N= 二 2，4 十 1 二 9， 所 
以 9 张 牌 就 足够 了 。 注 意 如 果 选 8 张 牌 ， 可 能 每 种 花色 2 张 牌 ， 因 此 必须 选 9 张 牌 才能 保证 选 
出 的 牌 中 至 少 3 张 是 同样 的 花色 。 想 到 这 一 点 的 一 个 好 方法 就 是 ， 注 意 到 在 选 了 8 张 牌 以 后 没 
有 办 法 避免 出 现 3 张 同样 花色 的 牌 。 “ 

b) 我 们 不 用 广义 铝 梨 原理 回答 这 个 问题 ， 因 为 我 们 要 保证 存在 3 张 红 心 而 不 仅仅 是 3 张 同 
样 花色 的 牌 。 在 最 坏 情况 下 ， 在 选 一 张 红 心 以 前 可 能 已 经 选 了 所 有 的 黑 桃 、 方 块 、 梅 花 ， 总 共 
39 张 牌 ， 下 面 选 的 3 张 牌 将 都 是 红心 。 因 此 为 得 到 3 张 红 心 ， 可 能 需要 选 42 张 牌 。 4 

@ 国 为 保证 一 个 州 的 2500 万 个 电话 有 不 同 的 10 位 电话 号 码 ， 所 需 的 地 区 代码 的 最 小 数 
是 多 少 ? (假定 电话 号 码 是 NXX-NXX-XXXX 形式 ， 其 中 前 -3 位 是 地 区 代码 ，N 表示 从 2 到 9 
的 十 进 制 数字 ，X 表示 任何 十 进 制 数 字 。) 

解 有 800 万 个 形 如 NXX-XXXX 的 不 同 的 电话 号 码 ( 如 6.1 节 的 例 8 所 示 )。 因 此 ， 由 广 
义 鸽 梨 原理 ， 在 2500 万 个 电话 号 码 中 ， 一 定 至 少 有 [25 000 000/8 000 0001 个 同样 的 电话 号 码 。 
因此 至 少 需要 4 个 地 区 代码 来 保证 所 有 的 10 位 号 码 是 不 同 的 。 4 

尽管 例 9 没有 用 到 广义 馈 巢 原理 ,但 也 用 到 了 类 似 的 原理 。 

@ 假设 计算 机 科学 实验 室 有 15 台 工 作 站 和 10 台 服 务 器 。 可 以 用 一 条 电缆 直接 把 工作 
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站 连接 到 服务 器 。 同 一 时 刻 只 有 一 条 到 服务 器 的 直接 连接 是 有 效 的 。 我 们 想 保证 在 任何 时 刻 任 
何 一 组 不 超过 10 台 工 作 站 可 以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 尽 管 我 们 可 以 通过 将 每 
台 工 作 站 直接 连接 到 每 台 服 务 器 (使 用 150 条 连 线 ) 来 做 到 这 一 点 ,但 达到 这 个 目标 所 需要 的 最 
少 直 接连 线 的 数目 是 多 少 ? 

解 ” 将 工作 站 标记 为 Wl，W,，…，Wis ， 服 务 器 标记 为 S, ，S ，…，S,。。 假 设 对 于 &==1， 
2，…，10， 我 们 连接 W; 到 S;:， 并 且 Wu、 Wis、Wis、Wu 和 Wis 中 的 每 个 工作 站 都 连接 到 所 有 
的 10 台 服 务 器 。 总 共 10 十 5。10= 王 60 条 直接 连 线 。 显 然 ， 在 任何 时 刻 ， 任 何 一 组 不 超过 10 台 工 
作 站 可 以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 为 看 到 这 一 点 只 要 注意 下 述 事实 : 如 果 这 个 组 
包含 工作 站 W;(1 二 二 10)， 那么 W; 可 以 访问 服务 器 S; 。 对 于 组 里 的 每 台 工作 站 Wi (k 宇 11), 一 
定 存 在 不 在 组 里 的 工作 站 W;(1 志 二 10) 与 之 对 应 ， 因 此 Wi 可 以 访问 服务 器 S; (这 是 由 于 存在 多 
少 台 不 在 组 里 的 工作 站 W;，1j 二 10， 至 少 存在 同样 多 台 的 服务 器 S; 可 以 被 其 他 工作 站 访问 )。 

现在 假设 在 工作 站 和 服务 器 之 间 直 接连 线 少 于 60 条 ;那么 某 台 服务 器 将 至 多 连接 [|59/10j」 = 
5 台 工 作 站 。( 如 果 所 有 的 服务 器 连接 到 至 少 6 台 工 作 站 ,那么 将 存在 至 少 6，10 二 60 条 直接 连 
线 。) 这 意味 着 剩 下 的 9 台 服务 器 对 于 其 他 10 台 工 作 站 同时 访问 不 同 的 服务 器 就 不 够 用 了 。 因 
此 ， 至 少 需要 60 条 直接 连 线 ， 从 而 得 到 答案 是 60。 4 


6.2.3 ”人 镶 巢 原理 的 几 个 简单 应 用 

在 铝 梨 原理 的 许多 有 趣 应 用 中 ， 必 须 用 某 种 巧妙 的 方式 选择 放 入 盒子 中 的 物体 。 下 面 将 描 
述 这 样 的 一 些 应 用 。 

GD 在 30 天 的 一 个 月 里 ， 某 棒球 队 一 天 至 少 打 一 场 比赛 ， 但 至 多 打 45 场 。 证 明 一 定 有 
连续 的 若干 天 内 这 个 队 恰 好 打 了 14 场 。 

解 令 w 是 在 这 个 月 的 第 7 天 或 第 7 天 之 前 所 打 的 场 数 。 则 wm ，a ，…，aso 是 不 同 正 整数 
的 一 个 递增 序列 ， 其 中 1<a; 志 45。 而 且 wa 十 14，ow 十 14，…，asa 十 14 也 是 不 同 正 整数 的 一 
递增 序列 ， 其 中 15 委 ww 十 14 委 59。 

60 个 正 整 数 4a，as，…，aso， a 十 14，as 十 14，…，aso 十 14 全 都 小 于 等 于 59。 因 此 ， 由 
铝 梨 原理 ， 有 两 个 正 整数 相等 。 因 为 整数 w (j= 二 1，2，…，30) 都 不 相同 ,， 并且 ww 十 14(7 王 1， 
2，…，30) 也 不 相同 ， 所 以 一 定 存在 下 标 ; 和 7 满足 a; 二 a 十 14。 这 意味 着 从 第 j 十 1 天 到 第 
天 恰好 打 了 14 场 比赛 。 | 

证 明 在 不 超过 2n 的 任意 nn 十 1 个 正 整数 中 一 定 存在 一 个 正 整数 被 另 一 个 正 整 数 
整除 。 

解 把 ”十 1 个 整数 QI，Q，"”， a,+1 中 的 每 一 个 都 写成 2 的 究 与 一 个 奇数 的 乘积 。 换 句 话 
说 , 令 a= 二 25g;(j= 二 1]，2，…，n 十 1),， 其 中 是 非 负 整数 ，g; 是 奇数 。 整 数 qi; ，gq:，…， 
di 都 是 小 于 2n 的 正 奇数 。 因 为 只 存在 nn 个 小 于 2n 的 正 奇数 ， 所 以 由 驶 梨 原 理 ，g, ，g;，…， 
qs+1 中 必 有 两 个 相等 。 于 是 ， 存 在 整数 i 和 j 使 得 g; 二 gq;。 令 g; 与 gq; 的 公共 值 是 g， 那 么 
2%g，aj 二 2%q。 因 而 ， 若 外 二 k;， 则 a; 整除 a;; 若 尺 之 局 ， 则 w 整除 a;。 本 

巧妙 地 应 用 铝 梨 原理 证 明了 在 不 同 整数 的 序列 中 存在 着 确定 长 度 的 递增 或 递减 子 序列 。 在 
给 出 这 个 应 用 之 前 先 回顾 某 些 定义 。 假 定 mw ，ww ，…，ax 是 实数 序列 。 它 的 一 个 子 序 列 是 形 如 
a; ，a;，*…，a; 的 序列 ， 其 中 1 过 i 过 … 过 i, 寺 N。 因 此 一 个 子 序列 是 从 初始 序列 得 到 的 序 
列 ， 按 照 原来 的 顺序 选取 初始 序列 的 某 些 项 ， 也 许 要 排除 其 他 的 项 。 如 果 这 个 序列 的 每 一 项 都 
大 于 它 前 面 的 项 ， as We 就 称 为 严格 递减 的 。 





在 证 明定 理 3 之 前 先 给 出 一 个 例子 。 





序列 8，11，9，1，4，6，12，10，5，7 包含 10 项 。 由 于 10=3: 十 1， 存 在 四 个 长 
为 4 的 严格 递增 子 序列 ， 即 1，4，6，12;， 1，4，6，7; 1，4，6，10 和 1，4，5，7。 还 存在 
一 个 长 为 4 的 严格 递减 子 序 列 ， 即 11，9，6，5。 4 

现在 给 出 定理 的 证 明 。 

证 明 令 wm，aww，…，oaz+ 是 巡 十 1 个 不 同 实数 的 序列 。 与 序列 中 的 每 一 项 a; 相关 联 着 一 
个 有 序 对 ， 即 (i;，d;)， 其 中 纺 是 从 ax 开始 的 最 长 的 递增 子 序列 的 长 度 ，d 是 从 ai 开始 的 最 
长 的 递减 子 序列 的 长 度 。 

假定 没有 长 为 ?十 1 的 递增 或 递减 子 序 列 。 那 么 i 和 di 都 是 小 于 或 等 于 ”的 正 整数 ，&= 
1，2，…，, 允 十 1。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 关 于 (， 弘 ) 存 在 过 个 可 能 的 有 序 对 。 根 据 铝 巢 原理 ， 
x 十 1 个 有 序 对 中 必 有 两 个 相等 。 换 句 话 说 ， 存 在 项 a, 和 a,，s 二 t， 使 得 ==i, 和 4d, 二 4d,。 我 们 将 证 
明 这 是 不 可 能 的 。 由 于 序列 的 项 是 不 同 的 ， 所 以 不 是 a. 二 a, 就 是 a. 记 a,。 如 果 a, 二 a,， 那 么 由 于 i== 
ii， 所 以 把 a, 加 到 从 a, 开始 的 长 度 为 i 的 递增 子 序列 前 面 就 构造 出 一 个 从 a, 开始 的 长 度 为 i 十 1 的 
递增 子 序列 。 从 而 产生 矛盾 。 类 似 地 ， 如 果 a, 记 a,， 可 以 证 明 d, 一 定 大 于 d,， 从 而 也 产生 矛盾 。 

最 后 的 例子 说 明了 怎样 把 广义 钢 巢 原理 用 于 组 合 学 的 重要 部 分 ， 即 拉 姆 齐 理论 (Ramsey 
theory) ， 它 是 以 英国 数学 家 拉 姆 齐 的 名 字 命名 的 。 拉 姆 齐 理论 通常 可 用 于 处 理 集 合 元 素 的 子 
集 分 配 问题 。 

假定 一 组 有 6 个 人 ， 任 意 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 。 证 明 在 这 组 人 中 或 存在 3 
个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 存在 3 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

解 令 4 是 6 个 人 中 的 一 人 ， 组 里 其 他 5 个 人 中 至 少 有 3 个 是 A 的 朋友 ， 或 至 少 有 3 个 是 
A 的 敌人 。 这 可 从 广义 铝 梨 原理 得 出 ， 因 为 当 5 个 物体 分 成 两 个 集合 时 ， 其 中 的 一 个 集合 至 少 
有 [5/21 二 3 个 元 素 。 若 是 前 一 种 情况 ,假定 B、C 和 D 是 A 的 朋友 。 如 果 这 3 个 人 中 有 2 个 也 
是 朋友 ， 那 么 这 2 个 人 和 A 构成 彼此 是 朋友 的 3 人 组 。 否则，B、C 和 构成 彼此 为 敌人 的 3 
人 组 。 对 于 后 一 种 情况 的 证 明 ， 当 A 存在 3 个 或 更 多 的 敌人 时 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 。 S| 

拉 姆 齐 数 尺 (mx，n)( 其 中 mm 和 nn 是 大 于 或 等 于 2 的 正 整数 ) 表 示 : 假设 晚会 上 每 两 个 人 是 朋 
友 或 者 是 敌人 ， 那 么 在 一 个 晚会 上 使 得 或 者 有 mm 个 人 两 两 都 是 朋友 ， 或 者 有 nn 个 人 两 两 都 是 敌 
人 所 需要 的 最 少 人 数 。 例 13 显示 R(3，3) 二 6。 在 一 组 5 个 人 中 ,其 中 每 两 个 人 是 朋友 或 者 是 
敌人 ， 可 能 没有 3 个 人 两 两 是 朋友 ， 也 没有 3 个 人 两 两 是 敌人 ， 因 此 我 们 断言 R(3，3) 二 6( 见 
练习 28) 。 

可 以 证 明 某 些 关 于 拉 姆 齐 数 的 有 用 的 性 质 ， 但 是 对 于 大 多 数 拉 姆 齐 数 ， 找 到 精确 的 值 是 困 
难 的 。 根 据 对 称 性 可 以 证 明 RC(m， 裕 二 RC(n，m)( 见 练习 32) 。 对 于 每 个 正 整数 n 宇 2， 我 们 也 
有 R(2，n) 二 n( 见 练习 31) 。 只 知道 9 余 拉 姆 齐 数 RC(m，n) (3 三 m 志 nn) 的 精确 值 ， 其 中 包括 
R(4，4) 二 18。 对 许多 其 他 的 拉 姆 齐 数 只 知道 界 ， 包 括 R(5，5) 在 内 , 已 知 它 满足 43 委 尺 (5， 
5) 委 49。 有 兴趣 更 多 地 了 解 有 关 拉 姆 齐 数 知识 的 读者 可 以 参考 [MiRo91] 或 LGrRoSp90] 。 


Links 》 





富 兰 克 。 波 拉 姆 顿 。 拉 姆 齐 (Frank Plumpton Ramsey，1903 一 1930) 拉 姆 齐 是 
剑桥 马 格 达 林 学 院 校长 的 儿子 ， 在 温 彻 斯 特 和 特 里 尼 特 学 院 受 过 教育 。1923 年 毕业 
以 后 ， 他 应 聘 在 剑桥 皇家 学 院 工 作 ， 并 在 那里 度 过 余生 。 拉 姆 齐 对 数理 逻辑 做 出 了 
| 重要 的 贡献 。 我 们 现在 所 称 的 拉 姆 齐 理论 是 由 他 在 “一 个 形式 逻辑 问题 ”(On a 
Problem of Formal Logic) 的 论文 中 所 发 表 的 聪明 的 组 合 论辩 引起 的 。 拉 姆 齐 也 对 经 济 
数学 理论 做 出 了 贡献 。 他 作为 在 数学 基础 方面 的 优秀 讲师 而 受到 注意 。 据 他 的 一 位 

兄长 说 ， 从 英国 文学 到 政治 学 ， 他 几乎 对 任何 事 都 感 兴趣 。 拉 姆 齐 结 过 婚 ， 并 有 两 
个 女儿 。 他 因 慢 性 肝病 死 于 26 岁 ， 他 的 死 使 得 数学 界 和 剑桥 大 学 失去 了 一 个 才华 横 
溢 的 年 轻 学 者 。 





Courtesy of Stephen Frank 
Burch 
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练习 


1. 
2. 


20. 


21. 


假定 周末 不 排 课 ,， 证明: 在 任 一 组 6 门 课 中 一 定 有 2 门 课 安 排 在 同一 天 上 课 。 

如 果 一 个 班 有 30 个 学 生 ， 证 明 : 至 少 2 个 学 生 的 姓 以 同一 个 字母 开头 。 

抽 层 里 有 一 打 棕 色 的 短 袜 和 一 打黑 色 的 短 袜 ， 全 都 没有 配 好 对 。 一 个 人 在 黑暗 中 随机 取出 一 些 袜子 。 
a) 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 同色 的 ? 

b) 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 黑色 的 ? 


. 一 个 碗 里 有 10 个 红 球 和 10 个 蓝 球 。 一 个 女士 不 看 着 球 而 随机 地 选取 。 


a) 她 必须 选 多 少 个 球 才 能 保证 至 少 有 3 个 球 是 同色 的 ? 
b) 她 必须 选 多 少 个 球 才能 保证 至 少 有 3 个 球 是 蓝 色 的 ? 


. 某 学 院 的 学 生 属 于 四 个 年 级 ， 这 是 依据 他 们 的 毕业 年 份 来 划分 的 。 每 一 个 学 生 必 须 选 择 21 个 专业 中 


的 一 个 专业 。 需 要 多 少 学 生 才 能 保证 在 同一 年 同一 个 专业 有 两 名 学 生 将 要 毕业 ? 


. 一 所 大 学 有 6 名 教授 讲授 离散 数学 导论 这 门 课 。6 名 教授 采用 相同 的 期 未 试卷。 如 果 最 低 分 为 0， 最 


高 分 为 100， 需 要 多 少 学 生 才 能 保证 同一 名 教授 所 教 的 学 生 中 有 两 名 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 


.证明 : 在 任意 5 个 整数 中 (不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 的 余数 相等 。 

. 设 d 是 正 整 数 。 证 明 : 在 任意 一 组 d 十 1 个 整数 中 (不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 的 余数 相等 。 

. 设 ” 是 正 整数 。 证 明 : 在 任意 一 组 个 连续 的 正 整数 中 恰好 有 1 个 被 整除 。 

. 证 明 : 如 果 /是 从 S 到 了 的 函数 ， 其 中 S 和 了 是 有 穷 集 ， 满 足 | S| 之 |T| ， 那 么 在 S 中 存在 元 素 si 


和 s; 使 得 Cs ) 一 ss )， 或 者 换 名 话说， 三 不 是 一 对 一 的 。 


. 在 一 个 大 学 里 每 个 学 生来 自 50 个 州 中 的 一 个 州 ， 那 么 必须 有 多 少 个 学 生 注册 才能 保证 至 少 有 100 个 


学 生来 自 同 一 个 州 ? 


. 设 (zi，yi)(i 王 1，2，3，4,，5) 是 zy 平面 上 一 组 具有 整数 坐标 的 5 个 不 同 的 点 。 证 明 : 至 少 有 一 对 


点 的 连 线 中 点 的 坐标 是 整数 。 


, 设 (zi，yi， zi)(i 二 1]，2，3，4，5，6，7，8,，9) 是 zyz 空间 中 一 组 具有 整数 坐标 的 9 个 不 同 的 点 。 


证 明 : 至 少 有 一 对 点 的 连 线 中 点 的 坐标 是 整数 。 


. 至 少 需要 多 少 个 有 序 对 (ce， 刀 才能 保证 存在 两 个 有 序 对 (ai ，b ) 和 (a,; ，b,)， 使 得 a mod 5 一 as mod 5 


并 且 六 mod 5 二 b, mod 5? 


. a) 证 明 : 如 果 从 前 8 个 正 整 数 中 选 5 个 整数 ， 一 定 存 在 一 对 整数 其 和 等 于 9。 


b) 如 果 不 是 选 5 个 而 是 选 4 个 整数 ，a 的 结论 还 为 真 吗 ? 


. a) 证 明 : 如 果 从 前 10 个 正 整数 中 选 7 个 整数 ， 一 定 至 少 存在 2 对 整数 其 和 等 于 11。 


b) 如 果 不 是 选 7 个 而 是 选 6 个 整数 ，a 的 结论 还 为 真 吗 ? 


. 从 集合 {1，2，3，4，5，6)} 中 必须 选 多 少 个 数 才能 保证 其 中 至 少 有 一 对 数 之 和 等 于 7? 
. 从 集合 {1，3，5，7，9，11，13，15} 中 必须 选 多 少 个 数 才 能 保证 其 中 至 少 有 一 对 数 之 和 等 于 16? 
. 一 个 公司 在 仓库 中 存储 产品 。 仓 库 中 的 存储 柜 由 通道 、 它 们 在 通道 中 的 位 置 和 货架 来 指定 。 整 个 仓 


库 有 50 个 通道 ， 每 个 通道 有 85 个 水 平 位 置 ， 每 个 位 置 有 5 个 货架 。 公 司 产品 数 至 少 是 多 少 才 能 使 得 
在 同一 个 存储 柜 中 至 少 有 2 个 产品 ? 

设 一 个 小 学 院 的 离散 数学 班 中 有 9 个 学 生 。 

a) 证 明 : 这 个 班 一 定 至 少 有 5 个 男生 ， 或 者 至 少 有 5 个 女生 。 

b) 证 明 : 这 个 班 一 定 至 少 有 3 个 男生 ， 或 者 至 少 有 7 个 女生 。 

在 25 个 学 生 的 离散 数学 班 中 ， 设 学 生 有 一 年 级 的 、 二 年 级 的 或 者 三 年 级 的 。 

a) 证 明 : 这 个 班 至 少 有 9 个 是 一 年 级 的 ， 或 至 少 有 9 个 是 二 年 级 的 ， 或 至 少 有 9 个 是 三 年 级 的 。 

b) 证 明 : 这 个 班 至 少 有 3 个 是 一 年 级 的 ， 或 至 少 有 19 个 是 二 年 级 的 ， 或 至 少 有 5 个 是 三 年 级 的 。 


. 在 序列 22，5，7，2，23，10，15，21，3，17 中 找 出 一 个 最 长 的 递增 子 序列 和 一 个 最 长 的 递减 子 序列 。 
. 构造 16 个 正 整 数 的 序列 ， 使 得 它 没 有 5 项 的 递增 或 递减 子 序列 。 
. 如 果 101 个 不 同 高 度 的 人 站 在 一 条 线 上 ， 证 明 可 能 找到 11 个 人 使 得 他 们 在 线 上 的 高 度 是 按 递增 或 者 


递减 顺序 排列 的 。 


. 25 个 女孩 和 25 个 男孩 围 坐 一 个 圆桌 旁边 ,证明 总 会 有 一 个 人 的 邻 座 都 是 男孩 。 
. 假设 有 21 个 女生 和 21 个 男生 参加 数学 竞赛 。 设 每 一 个 参赛 者 解 出 了 至 少 6 个 题目 ， 对 于 每 一 个 男生 -女生 
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对 ， 他 们 至 少 解 出 了 一 个 相同 的 题目 。 证 明 有 一 个 题目 至 少 被 3 个 女生 和 至 少 被 3 个 男生 解答 出 来 。 

用 伪 码 描述 一 个 算法 产生 一 个 不 同 整 数 序 列 的 最 大 递增 或 递减 子 序列 。 

证 明 : 在 任 一 组 5 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 ), 不 一 定 有 3 个 人 彼此 都 是 朋友 或 

者 3 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

证 明 : 在 任 一 组 10 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 )， 或 存在 3 个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 

存在 4 个 人 彼此 都 是 敌人 ， 并 且 存 在 3 个 人 彼此 是 敌人 ， 或 存在 4 个 人 彼此 是 朋友 。 

使 用 练习 29 证 明 : 在 任 一 组 20 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 )， 或 存在 4 个 人 彼此 都 

是 朋友 ， 或 存在 4 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

证 明 : 如 果 是 正 整 数 ，n 宇 2， 那 么 拉 姆 齐 数 R(2，n) 等 于 n。( 回 忆 6. 2 节 例 13 后 对 拉 姆 齐 数 的 讨论 。) 

证 明 : 如 果 m 和 nn 是 正 整数 ，m 宇 2，n 宇 2， 那 么 拉 姆 齐 数 RC(m，n) 和 RC(n，m) 相 等 。 

证 明 : 在 加 利 福 尼 亚 州 (人 口 3900 万 ) 至 少 有 6 个 人 姓名 的 3 个 缩写 字母 相同 并 且 他 们 生 在 一 年 的 同 
天 (但 不 一 定 是 同一 年 )。 假 设 每 个 人 的 姓名 都 有 3 个 缩写 字母 。 

证 明 : 如 果 美 国 工薪 阶层 有 100 000 000 人 的 工资 低 于 1 000 000 美元 ， 那 么 去 年 有 2 个 人 挣 的 钱 恰好 

相同 (精确 到 美 分 ) 。 

在 17 世纪， 巴黎 人 口 超过 800 000。 那 时 ， 认 为 人 的 头发 不 会 超过 200 000 根 。 设 这 些 数据 都 是 正确 

的 ， 而 且 每 一 个 人 头 上 至 少 有 一 根 头 发 (没有 人 完全 没有 头发 )。 使 用 铝 巢 原理 证 明 ， 如 法 国 作家 皮 

尔 尼 科 尔 所 做 的 ， 有 两 个 巴黎 人 有 相同 数量 的 头发 。 使 用 广义 铝 梨 原理 证 明 至 少 有 5 个 巴黎 人 有 相 

同 数量 的 头发 。 

设 没 有 人 有 超过 1 000 000 根 头 发 ， 纽 约 2016 年 人 口 为 8 537 673。 证 明 2016 年 至 少 9 个 人 有 相同 数 

量 的 头发 。 

一 个 大 学 有 38 个 不 同 的 时 间 段 来 安排 课程 ， 如 果 有 677 门 不 同 的 课程 ， 那 么 需要 多 少 个 不 同 的 教室 ? 

一 个 计算 机 网 络 由 6 台 计 算 机 组 成 。 每 台 计 算 机 至 少 直接 连接 到 一 台 其 他 的 计算 机 。 证 明 : 网 络 中 

至 少 有 两 台 计算 机 直接 连接 相同 数目 的 其 他 计算 机 。 

一 个 计算 机 网 络 由 6 台 计 算 机 组 成 。 每 台 计算 机 直接 连接 到 零 台 或 者 更 多 台 其 他 计算 机 。 证 明 : 网 

络 中 至 少 有 两 台 计 算 机 直接 连接 相同 数目 的 其 他 计算 机 。( 提 示 : 不 可 能 一 台 计算 机 不 与 任何 计算 机 

相连 或 连接 到 所 有 其 他 计算 机 。) 

把 8 台 计 算 机 连接 到 4 台 打 印 机 上 ， 为 保证 4 台 计 算 机 可 以 直接 访问 4 台 不 同 的 打印 机 ， 找 出 至 少 需 

要 多 少 条 缆 线 。 证 明 你 的 答案 。 

把 100 台 计 算 机 连接 到 20 台 打 印 机 上 ， 为 保证 20 台 计 算 机 可 以 直接 访问 20 台 不 同 的 打印 机 ， 找 出 

至 少 需要 多 少 条 缆 线 。 证 明 你 的 答案 。 

证 明 : 在 至 少 2 个 人 的 聚会 中 ， 存 在 2 个 人 认识 人 数 相同 的 其 他 人 。 

一 个 摔跤 选手 是 75 小 时 之 内 的 冠军 。 该 选手 一 小 时 至 少 赛 一 场 ， 但 总 共 不 超过 125 场 。 证 明 : 存在 

着 连续 的 若干 个 小 时 使 得 该 选手 恰好 进行 了 24 场 比赛 。 

如 果 在 练习 43 中 的 24 替换 如 下 ， 命题 是 否 为 真 ? 

a)2 b)23 c)25 d)30 

如 果 了 是 从 S 到 了 的 函数 ， 其 中 S$ 和 人 是 有 穷 集 ， 并 且 mm 一 ||S| /|1TI]， 那 么 证 明 至 少 存在 S 的 mm 

个 元 素 映 射 到 工 的 同一 个 值 。 即 存在 S 中 的 元 素 S: ，s ，…，s 使 得 f(s1) 二 f(s2) 二 … 二 了 (sm)。 

一 条 街道 上 有 51 所 房子 ， 每 所 房子 的 地 址 在 1900 到 1099 之 间 ( 包 括 1000 与 1099)。 证明， 至 少 有 2 

所 房子 的 地 址 是 连续 的 。 

设 工 是 无 理 数 。 证 明 ， 对 于 某 个 不 超过 的 正 整数 )， 在 jz 与 到 jz 最 近 的 整数 之 间 的 差 的 绝对 值 小 于 1/n。 

设 ，ns;，…，n, 是 正 整数 。 证 明 : 如 果 将 如 十 nz 十 … 十 nn 一 t 十 1 个 物体 放 到 个 盒子 里 ， 则 对 某 个 

i(i 二 1]，2，…，z)， 第 i 个 盒子 包含 了 至 少 n 个 物体 。 

在 这 个 练习 中 概述 了 基于 广义 名 巢 原理 的 定理 3 的 证 明 ， 使 用 的 记号 与 教科 书 中 的 证 明 一 样 。 





a) 假 定 妆 2，t 一 1，2，…， 关 十 1。 使 用 广义 铝 梨 类 理 证 明 : 存在 "十 1 个 项 cu 、a ，…，au+i 满 
足 a = = ， 其 中 1<&k1 < 过 …< 之 kn。 
b) 证 明 : Q6 ar) Ds [提示 : 假定 ai Sap ， 证 明 这 将 推出 i > 的 矛盾 。] 


j+1 


c) 使 用 a 和 b 证 明 : 如 果 没 有 长 度 为 n 十 1 的 递增 子 序 列 ， 那 么 一 定 有 同样 长 度 的 递减 子 序列 。 


计 数 361 





6.3 排列 与 组 合 
6. 3.1 引言 

许多 计数 问题 都 可 以 通过 找到 特定 大 小 的 集合 中 不 同 元 素 排列 的 不 同方 法 数 来 得 以 解决 ， 
其 中 这 些 元 素 的 次 序 是 有 限制 的 。 许 多 其 他 计数 问题 也 可 以 通过 从 特定 大 小 的 集合 元 素 中 选择 
特定 数量 元 素 的 方法 数 来 得 以 解决 ， 其 中 这 些 元 素 的 次 序 是 不 受 限制 的 。 例 如 ， 从 5 个 学 生 中 
选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 照 相 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 从 4 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 
会 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 本 节 将 介绍 一 些 方法 来 解决 此 类 问题 。 
6.3.2 排列 

我 们 先 通过 解决 引言 中 提出 的 第 一 个 问题 以 及 一 些 其 他 相关 问题 来 开始 本 节 的 内 容 。 

从 5 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 照相 人 有 多 少 种 选择 方法 ? 让 5 个 学 生 站 成 一 
行 照 相 ， 有 多 少 种 排列 方法 ? 

解 首先 ， 注 意 选 择 学 生 时 次 序 是 有 限制 的 。 从 5 个 学 生 中 选择 第 一 个 学 生 站 在 一 行 的 
第 一 个 位 置 有 5 种 方法 。 一 旦 这 个 学 生 被 选 定之 后 ， 则 有 4 种 方法 选择 第 二 个 学 生 站 在 一 行 
的 第 二 个 位 置 。 当 第 一 和 第 二 个 学 生 都 被 选 定之 后 ， 则 有 3 种 方法 选择 第 三 个 学 生 站 在 一 行 
的 第 三 个 位 置 。 根 据 乘积 法 则 ， 共 有 5*4。 3 二 60 种 方法 从 5 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 站 成 一 
行 来 照相 。 

为 了 排列 所 有 5 个 学 生 站 成 一 行 来 照相 ， 选 择 第 一 个 学 生 时 有 5 种 方法 ， 选 择 第 二 个 学 生 
时 有 4 种 方法 ， 第 三 个 学 生 时 有 3 种 方法 ， 第 四 个 学 生 时 有 2 种 方法 ， 第 五 个 学 生 时 有 1 种 方 
法 。 因 此 ， 共 有 5。 4，3，2。1 三 120 种 方法 让 所 有 5 个 学 生 站 成 一 行 来 照相 。 | | 

例 1 阐述 了 不 同 个 体 有 次 序 的 排列 是 如 何 计 数 的 。 这 也 引出 了 几 个 术语 。 

集合 中 不 同 元 素 的 排列 ， 是 对 这 些 元 素 的 一 种 有 序 安 排 。 我 们 也 对 集合 中 某 些 元 素 的 有 序 
安排 感 兴趣 。 对 一 个 集合 中 ~ 个 元 素 的 有 序 安排 称 为 上 排列。 

设 S=({1，2，3}。3，1，2 是 S 的 一 个 排列 ，3，2 是 S 的 一 个 2 排列 。 4 

一 个 元 集 的 r 排列 数 记 为 PC(n，r)。 我 们 可 以 使 用 乘积 法 则 求 出 Pl(n,， 7)。 

设 S={1，2，3}。S 的 2 排列 有 如 下 有 序 安排 : a, 6b; a, c; 6b, a; D，ci Cc, a; 5c， 
6。 因 此， 具有 3 个 元 素 的 这 个 集合 共有 6 个 2 排列 。 所 有 具有 3 个 元 素 的 集合 都 有 6 个 2 排 
列 。 有 3 种 方法 选择 排列 中 的 第 一 个 元 素 。 有 2 种 方法 选择 排列 中 的 第 二 个 元 素 ， 因 为 第 二 个 元 
素 必须 不 同 于 第 一 个 元 素 。 因 此 ， 根 据 乘积 法 则 ， 有 P(3，2) 一 3， 2 一 6。 4 
下 面 利 用 乘积 法 则 找 出 求 PC(n,，7) 的 一 个 公式 ， 其 中 nn 和 vr 都 是 任意 正 整 数 ， 且 1<r<n。 







证 明 选择 这 个 排列 的 第 一 个 元 素 可 以 及 n 种 方法 ， 因 为 集合 中 及 n 个 元 素 。 选 择 排列 的 
第 二 个 元 素 有 "一 1 种 方法 ， 由 于 在 使 用 了 为 第 一 个 位 置 挑 出 的 元 素 之 后 集合 里 还 留 下 了 n 一 1 
个 元 素 。 类 似 地 ， 选 择 第 三 个 元 素 有 ”一 2 种 方法 ， 以 此 类 推 ， 直 到 选择 第 ~ 个 元 素 恰 好 有 
2 一 (7r 一 1) 王 2 一 r 十 1 种 方法 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 
n(n 1 nn 1 

个 集合 的 7 排列 。 4 

注意 ， 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 就 有 Pl(n，0)= 二 1， 因 为 恰好 有 一 种 方法 来 排列 0 个 元 素 。 
也 就 是 说 ,恰好 有 一 个 排列 中 没有 元 素 ， 即 空 排列 。 
下 面 给 出 定理 1 的 一 个 有 用 的 推论 。 
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证 明 当 ” 和 是 整数 ， 且 1 二 rn 时 ， 由 定理 1 有 
P(nyr) 一 102 一 1)02 一 27…(2 一 7 十 1) = 


nl 
nD! 
因为 只 要 是非 负 整数 ， 就 有 2 一 对 一 1， 所 以 我 们 知道 公式 Pln, 四 一 二 开 7， 当 二 

n 4 72 1 n AE 

0 时 也 成 立 。 4 

由 定理 1 知道 ， 如 果 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 P(n，n) 二 n!。 用 一 些 例子 来 说 明 这 个 结论 。 

@ 在 进入 竞赛 的 100 个 不 同 的 人 中 有 和 多少 种 方法 选 出 一 个 一 等 奖 得 主 、 一 个 二 等 奖 得 
主 和 一 个 三 等 奖 得 主 ? 

解 不管 哪个 人 得 哪个 奖 ， 选取 3 个 得 奖 人 的 方法 数 是 从 100 个 元 素 的 集合 中 有 序 选 择 3 
个 元 素 的 方法 数 ， 即 100 个 元 素 的 集合 的 3 排列 数 。 因 此 ， 答 案 是 

P(100,3) = 100 .99 .98 = 970 200 4 

@ 蝎 假定 有 8 个 赛跑 运动 员 。 第 一 名 得 到 一 枚 金牌 ， 第 二 名 得 到 一 枚 银牌 ， 第 三 名 得 到 
一 枚 铜牌 。 如 果 比 赛 可 能 出 现 所 有 可 能 的 结果 ， 有 多 少 种 不 同 的 颁奖 方式 ? 

解 颁奖 方式 就 是 8 元 素 的 集合 的 3 排列 数 。 因 此 存在 P(8，3) 二 8，7，6 二 336 种 可 能 的 
颁奖 方式 。 4 

0 假定 一 个 女 推销 员 要 访问 8 个 不 同 的 城市 。 她 的 访问 必须 从 某 个 指定 的 城市 开始 ， 
但 对 其 他 7 个 城市 的 访问 可 以 按照 任何 次 序 进 行 。 当 访问 这 些 城市 时 ， 这 个 女 推销 员 可 以 有 多 
少 种 可 能 的 次 序 ? 

解 ”由 于 第 一 个 城市 是 确定 的 ， 而 其 他 7 个 城市 可 以 是 任意 的 顺序 ， 所 以 城市 之 间 可 能 的 
路 径 数 是 7 个 元 素 的 排列 数 。 因 此 ， 这 个 女 推销 员 有 7! 二 7.，6。，5。，4。3。，2。1 二 5040 种 方 
式 选 择 她 的 旅行 。 比 如 说 ， 如 果 这 个 女 推 销 员 想 要 在 城市 中 找 出 具有 最 短 距离 的 路 径 ， 并且 她 
对 每 一 条 可 能 的 路 径 计算 总 距离 ， 那 么 她 必须 考虑 5040 条 路 径 。 本 

字母 ABCDEFGH 有 多 少 种 排列 包含 串 ABC? 

解 ”由 于 字母 ABC 必须 成 组 出 现 ， 我 们 可 以 通过 找 6 个 对 象 ， 即 组 ABC 和 单个 字母 D、 
E、F、G 和 HH 的 排列 数 得 到 答案 。 由 于 这 6 个 对 象 可 以 按 任何 次 序 出 现 ， 因 此 ， 存 在 6! = 
720 种 ABCDEFGH 字母 的 排列 ， 其 中 ABC 成 组 出 现 。 4 


\ 
6.3.3， 组合 

现在 把 注意 力 转 到 无 序 选 择 个 体 的 计数 上 上 来。 我们 先 通 过 解决 本 章 引 言 中 提出 的 第 二 个 问 
题 来 开始 本 节 的 内 容 。 

@ 国 从 4 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 会 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 

解 ”为 了 回答 这 个 问题 ， 只 需 从 含有 4 个 学 生 的 集合 中 找到 具有 .3 个 元 素 的 子 集 的 个 数 。 
我 们 知道 ， 一 共有 4 个 这 样 的 子 集 ， 每 个 子 集中 都 有 一 个 不 同 的 学 生 ， 因 为 选择 4 个 学 生 等 价 
于 从 4 个 学 生 中 选 出 一 个 人 离开 这 个 集合 。 这 就 意味 着 有 4 种 方法 选择 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 
会 ， 这 与 学 生 的 次 序 是 无 关 的 。 司 

例 8 阐明 了 这 样 一 个 事实 : 许多 计数 问题 都 可 以 通过 从 具有 nn 个 元 素 的 集合 中 求 得 特定 大 
小 的 子 集 的 个 数 来 得 以 解决 ， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 

合 元 素 的 一 个 + 组合 是 从 这 个 集合 无 序 选取 的 7 个 元 素 。 于 是 ,简单 地 说 ,一 个 + 组合 
是 这 个 集合 的 一 个 > 个 元 素 的 子 集 。 
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GG 时 设 S 是 集合 (1，2，3，4)}， 那么 (1，3，4} 是 S 的 一 个 3 组合 。( 注 意 ，{4，1，3} 与 
组 合 {1，3，4)} 是 一 样 的 ， 因 为 集合 中 元 素 顺 序 是 没有 关系 的 。) 二 


具有 个 不 同 元 素 的 集合 的 组 合 数 记 为 CCn,7)。 注 意 Cln,， 站 也 记 作 (”)， 并 且 称 为 二 


项 式 系数 。 在 6. 4 节 我 们 将 学 习 这 个 记号 。 
Ow 因为 {o，2，-， 帮 的 2 组 合 是 Tay 6b)、{a, co}、 {a, d}、{b, c)、{b, d} 和 {c,d}， 
共 6 个 子 集 ， 所 以 CC(4，2) 一 6。 4 
可 以 用 关于 集合 的 + 排列 数 的 公式 确定 n 元 素 的 集合 的 + 组 合 数 。 为 此 只 需 注意 集合 的 > 
排列 可 以 按 下 述 方法 得 到 : 首先 构成 集合 的 组合， 接着 排列 这 些 组 合 中 的 元 素 。 下 面 的 定理 
给 出 了 Cln,， 7) 的 值 ， 它 的 证 明 就 是 基于 这 个 观察 





















证 明 可 以 如 下 得 到 这 个 集合 的 > 排列 。 先 构成 集合 的 Cl(n,， 让 个 r+ 组 合 ， 然后 以 PCn， 
门 种 方式 排序 每 个 ~ 组 合 中 的 元 素 ， 这 可 以 用 P(r，7) 种 方式 来 做 。 因 此 ， 
Pln, 7)=C(n, r)* Plr, 7) 
这 就 推出 
PUnsr). < mR nl 


Plr,7) rl/tr zy)! Phen = 
我 们 可 以 用 计数 的 除法 法 则 证 明 这 个 定理 。 因 为 在 组 合 中 不 考虑 元 素 的 顺序 ， 并 且 有 
P(r，7) 种 方式 排序 n 元素 的 rr 组合 中 的 这 rr 个 元 素 ， 所 以 n 个 元 素 的 每 个 Cl(n，n)r 组 全 对 应 一 


个 P(r， Dr 排列 。 因 此， 由 除法 法 则 Cln, 四 一 了 C2 人， 也 就 是 前 面 的 Cln, 四 一 汪 首 5。 14 


Fl Cn 
尽管 定理 2 中 的 公式 很 清楚 ， 但 对 很 大 的 n 和 vr 而 言 ， 这 个 公式 并 没有 什么 用 处 。 其 原因 
是 ， 在 实际 计算 中 ， 只 能 对 较 小 的 整数 求 阶乘 的 准确 值 ， 而 且 当 用 浮 点 数 来 计算 时 ， 从 定理 2 
的 公式 中 得 到 的 结果 可 能 并 不 是 一 个 整数 值 。 因 此 ， 当 计算 C(n, 7) 时 ， 首 先 注意 ， 如 果 从 定 
理 2 的 Cln,，7) 计 算 公 式 的 分 子 和 分 母 中 都 消去 (n 一 r)! 后 ， 可 以 得 到 


CRE 一 Ee n(n 一 1).…(n 一 rr 十 1) 


rn r! 

因此 , 为 了 计算 Cl(n,，r)， 可 以 从 分 子 和 分 母 中 消去 分 母 中 所 有 和 较 大 的 因子 ， 再 把 分 子 中 
所 有 没有 消去 的 项 相 乘 ， 然 后 再 除 以 分 母 中 较 小 的 因子 。[ 如 果 是 用 手 而 不 是 用 机 器 计算 ， 有 
必要 再 在 n(n 一 1)…(n 一 r 十 1) 和 rl! 中 消去 公 因数 .注意 许多 计算 器 中 都 有 一 个 关于 计算 Cln， 
7) 内 置 函 数 ， 这 些 函 数 可 以 对 相对 较 小 的 n 和 vr 求 结果 ， 许 多 计算 机 程序 也 可 以 用 来 求 Cl(n， 
n) 的 值 。[ 这 些 函 数 可 能 称 为 chose(n，k) 或 binom(n，k)。] 

例 11 说 明了 当 有 相对 于 n 较 小 时 ， 以 及 当 上 接近 于 n 时 ， 如 何 计算 C(n，r)。 该 例子 也 给 
出 了 组 合 数 C(n，7) 的 一 个 关键 的 恒等式 。 

从 一 副 52 张 标准 扑克 牌 中 选 出 5 张 ， 共 有 多 少 种 不 同方 法 ?从 一 副 52 张 标准 扑克 
牌 中 选 出 47 张 ， 又 有 多 少 种 不 同方 法 ? 

解 ” 因 为 从 52 张 牌 中 选 出 5 张 , 这 5 张 牌 的 次 序 不 受 限 制 ， 所 以 不 同 的 选择 方法 数 共 有 


-sol 
CK 
为 了 计算 C(52，5)， 首 先 在 分 子 和 分 母 中 都 消去 47!， 得 
52.51.50.49.48 
CL525) 人 





Cln,r) = 
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上 述 表达 式 还 可 以 化 简 。 首 先 将 分 子 中 的 50 除 以 分 母 中 的 因子 5， 则 在 分 子 中 得 到 因子 10; 
然后 将 分 子 中 的 48 除 以 分 母 中 的 因子 4， 则 在 分 子 中 得 到 因子 12; 再 将 分 子 中 的 51 除 以 分 母 
中 的 因子 3， 则 在 分 子 中 得 到 因子 17; 最 后 将 分 子 中 的 52 除 以 分 母 中 的 因子 2， 在 分 子 中 得 到 
因子 26 。 于 是 得 到 
C(52，5) 一 26。17. 10.49。12 王 2 598 960 
因此 ， 从 一 副 52 张 标 准 扑克 牌 中 选 出 5 张 ， 共 有 2 598 960 种 不 同方 法 。 注 意 从 一 副 52 张 标准 
扑克 牌 中 选 出 47 张 ， 不 同 的 选择 方法 数 为 
521 


C(52,47) = 47151 


不 用 再 计算 这 个 值 了 ， 因 为 CC52，57) 王 C(52，5) 。( 因 为 在 计算 它们 的 公式 中 ， 只 有 分 母 中 5! 和 
471 的 次 序 是 不 同 的 .) 因 此 ， 从 一 副 52 张 标准 扑克 牌 中 选 出 47 张 ， 共 有 2 598 960 种 不 同方 法 。 世 

在 例 11 中 ， 我 们 看 到 C(52，5) 王 C(52，47) 。 这 很 容易 理解 ， 因 为 52 张 牌 中 取 5 张 牌 也 
就 等 同 于 选取 余下 的 47 张 牌 。 这 个 等 式 是 引 理 2 中 关于 ”组合 数 的 有 用 的 恒等式 的 一 个 特例 。 








2 
Cln,7)= rli(n—r)! 
ES 
Cln,n 7) 一 na—rn)!ln— nj! (nO—r)lr!l 
因此 , .Cln, 7)==C(n, n—7)。 


”我 们 也 可 以 不 用 代数 运算 证 明 推论 2。 而 是 使 用 组 合 证 明 。 我 们 在 定义 1 描述 了 这 种 重要 








可 以 使 用 组 合 证 明 来 证 明 许多 涉及 二 项 式 系数 的 恒等式 ， 如 果 可 以 说 明 一 个 恒等式 两 边 通 
过 不 同 的 方法 计数 了 同样 的 元 素 ， 那 么 对 这 个 恒等式 就 可 以 使 用 组 合 证 明 。 现 在 提供 一 个 推论 
2 的 组 合 证 明 。 我 们 同时 提供 双 计数 证 明和 双 射 证 明 ， 两 者 基于 相同 的 基本 原理 。 

证 明 ”我们 将 使 用 双 射 证 明 方 法 证 明 C(n, rr) 二 cl(n,，n 一 r)， 对 于 所 有 整数 n，r，0 二 7r 壹 
n。 设 S 是 有 n 个 元 素 的 集合 。 从 S 的 子 集 A 到 A 的 一 个 函数 是 一 个 从 > 个 元 素 的 子 集 S 到 
一 r 个 元 素 子 集 的 双 射 函数 (读者 可 证 明 )。 因 为 这 两 个 有 限 集合 有 双 射 函数 ， 所 以 这 两 个 集合 
必定 有 相同 的 元 素 个 数 ， 恒 等 式 Cl(n, 二 cL(n，n 一 7) 可 得 。 

另 一 种 方法 ,我们 可 以 通过 双 计 数 证 明 来 解释 。 由 定义 ，CCn, 7) 是 7 元 素 的 S 子 集 的 个 
数 。 但 S 的 子 集 A 也 确定 了 不 在 A 中 的 元 素 ， 即 A。 因 为 7 个 元 素 的 S 子 集 的 补 集 有 nn 一 r 个 
元 素 ， 具 有 ~ 个 元 素 的 S 子 集 的 个 数 是 Cln， 一 r)。 因 此 Cln, 7) 二 Cln, n 一 7)。 4 

earphs》 @ 田 有 多 少 种 方式 从 10 个 选手 的 网 球 队 中 选择 5 个 选手 外 出 参加 在 另 一 个 学 校 的 比赛 ? 

解 答案 由 10 元 素 集合 的 5 组 合 数 给 出 。 根 据 定理 2， 这 个 组 合 数 是 


Cl10， 5) 一 让 一 252 4 


吕 是 耻 一 组 30 个 人 被 培训 作为 宇航 员 去 完成 首次 登陆 火星 的 任务 。 有 多 少 种 方式 选 出 6 
个 人 的 小 组 来 完成 这 个 任务 (假设 所 有 的 小 组 成 员 有 同样 的 工作 )? 

解 因为 不 考虑 这 些 人 被 选 的 次 序 ， 所 以 从 30 个 人 中 选 6 个 人 的 小 组 的 方式 数 是 30 元 素 
集合 的 6 组 合 数 。 根 据 定理 2， 这 个 组 合 数 是 
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‘30! 30 29. 28727%26 "25 
C500 61241 6%8d. 2.1 


合葬 有 多 少 个 长 度 为 盖 的 比特 串 恰 好 包含 ~ 个 1? 

解 ” 在 长 度 为 n 的 比特 串 中 r 个 1 的 位 置 构成 了 集合 {1，2，…, nn} 的 r+ 组 合 。 因 此 ， 有 
Cln, 了 ) 个 长 度 为 nn 的 比特 串 恰好 包含 r 个 1。 4 

合 国 为 开发 学 校 的 离散 数学 课程 要 选 出 一 个 委员 会 。 如 果 数 学 系 有 9 个 教师 ， 计 算 机 科 
学 系 有 11 个 教师 。 而 这 个 委员 会 要 由 3 个 数学 系 的 教师 和 4 个 计算 机 科学 系 的 教师 组 成 ， 那 
么 有 多 少 种 选择 方式 ? 

解 ” 由 乘积 法 则 ， 答 案 是 9 元 素 集合 的 3 组 合 数 与 11 元 素 集合 的 4 组 合 数 之 积 。 根 据 定 
理 2， 选 择 这 个 委员 会 的 方式 数 是 


一 593 775 


3 91 li"N\ 
nn 可 

练习 
1. 列 出 {e，2，c} 的 所 有 排列 。 
2. 集合 {a, 5,，c，d，e，f，g} 有 多 少 个 排列 ? 
3. {a，b，c，d，e，f，g} 有 多 少 个 排列 以 a 结尾 ? 
4. 令 'S 二 {1]，2，3, 4，5}， 

a) 列 出 S 的 所 有 3 排列 。 b) 列 出 S 的 所 有 3 组 合 。 
5. 求 出 下 面 的 每 个 值 。 

PC65 3 bPC6, 5) 

erPl8, 1 dP(8, 5) 

e)P(8, 8) f)P(10, 9) 
6. 求 出 下 面 的 每 个 值 。 

CS5 1) WCGtS 3 

c)C(8，4) d)C(8, 8) 

e)C(8, 0) DG 6 


Sy 


求 出 9 元 素 集合 的 5 排列 数 。 

如 果 不 允 许 并 列 名 次 ， 在 结束 比赛 时 5 个 赛跑 运动 员 有 多 少 种 不 同 的 排名 次 序 ? 

, 在 一 场 12 匹 马 的 赛马 中 ， 如 果 所 有 的 比赛 结果 都 是 可 能 的 ， 对 于 第 一 名 、 第 二 名 和 第 三 名 有 多少 种 
可 能 性 ? 

10. 有 6 个 不 同 的 人 竞选 州长 。 有 多 少 种 不 同 的 次 序 在 选票 上 打印 竞选 者 的 名 字 ? 

11. 多 少 个 10 位 比特 串 包 含 


> % 


a) 恰 好 4 个 1? 的 至 多 4 个 19 

c) 至 少 4 个 1? d)0 的 个 数 和 1 的 个 数 相等 ? 
12. 多 少 个 12 位 比特 串 包 含 

a) 恰 好 3 个 1? b) 至 多 3 个 1? 

c) 至 少 3 个 1? d)0 的 个 数 和 1 的 个 数 相等 ? 


13. 一 个 组 有 个 男士 和 ?个 女士 。 如 果 把 他 们 男女 相间 地 排 成 一 排 ， 有 多 少 种 方式 ? 
14. 有 多 少 种 不 同 的 方式 选择 两 个 小 于 100 的 正 整 数 ? 

15. 有 多 少 种 不 同 的 方式 从 英语 字母 表 中 选择 5 个 字母 ? 

16. 一 个 10 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 含有 奇数 个 元 素 ? 

17. 一 个 100 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 包含 的 元 素 多 于 2 个 ? 

18. 一 个 硬币 被 搓 8 次 ， 每 次 可 能 出 现 头 像 或 者 非 头像 。 有 多 少 种 可 能 的 结果 


a) 包 含 各 种 不 同 的 情况 ? b) 包 含 恰 好 3 个 头像 ? 
c) 包 含 至 少 3 个 头像 ? d) 头 像 和 非 头 像 的 数目 相等 ? 


19. 一 个 硬币 被 搓 10 次 ， 每 次 可 能 出 现 头像 或 者 非 头 像 。 有 多 少 种 可 能 的 结果 





20. 


21, 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


a) 包 含 各 种 不 同 的 情况 ? b) 包 含 恰好 2 个 头像 ? 
c) 至 多 有 3 个 不 是 头像 ? d) 头 像 和 非 头 像 的 数目 相等 ? 
多 少 个 10 位 比特 串 

a) 恰 好 有 3 个 0? b)0 比 1 多 ? 

c) 至 少 有 7 个 1? d) 至 少 有 3 个 1? 
字母 ABCDEFG 有 多 少 个 排列 包含 

a) 串 BCD? b) 串 CFGA? 

c) 串 BA 和 GF? d) 串 ABC 和 DE? 
e) 串 ABC 和 CDE? f) 串 CBA 和 BED? 
字母 ABCDEFGH 有 多 少 个 排列 包含 

a) 串 ED? b) 串 CDE? 

ec) 串 BA 和 FEGH? d) 串 AB、DE 和 GH? 
e) 串 CAB 和 BED? 人 f) 串 BCA 和 ABF? 


有 多 少 种 方式 使 得 8 个 男士 和 5 个 女士 站 成 一 排 并 且 没 有 两 个 女士 彼此 相 邻 ? [提示 : 先 排 男士 ， 然 
后 考虑 女士 可 能 的 位 置 。j 

有 多 少 种 方式 使 得 10 个 女士 和 6 个 男士 站 成 一 排 并 且 没 有 两 个 男士 彼此 相 邻 ? [提示 : 先 排 女 士 ， 
然后 考虑 男士 可 能 的 位 置 。] 

有 多 少 种 方式 使 得 4 个 男士 和 5 个 女士 站 成 一 排 ， 且 

a) 所 有 男士 站 在 一 起 ? 

b) 所 有 女士 站 在 一 起 ? 

有 多 少 种 方式 使 得 3 只 海 鹦 囊 和 6 只 企鹅 站 成 一 排 ， 且 

c) 所 有 海 鹦 吏 站 在 一 起 ? 

d) 所 有 企鹅 站 在 一 起 ? 

把 编号 为 1，2，…，100 的 100 张 票 卖 给 100 个 不 同 的 人 来 抽奖 。 有 4 项 不 同 的 奖 ， 包 括 1 项 大 奖 


(到 塔 希 提 岛 旅游 ) 。 如 果 满 足下 面 的 条 件 ， 有 多 少 种 不 同 的 抽奖 方式 ? 


28. 


29. 


30. 


关 3, 


a) 没 有 限制 。 

b) 拿 47 号 票 的 人 赢 了 大 奖 。 

c) 拿 47 号 票 的 人 赢 了 一 项 奖 。 

d) 拿 47 号 票 的 人 没 赢 奖 。 

e) 拿 19 和 47 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

f) 拿 19、47 和 73 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

g) 拿 19、47、73 和 97 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

h) 拿 19、47、73 和 97 号 票 的 人 都 没 赢 奖 。 

iD 拿 19、47、73 或 97 号 票 的 人 赢 了 大 奖 。 

j) 拿 19 和 47 号 票 的 人 赢 了 奖 ， 但 拿 73 和 97 号 票 的 人 没 赢 奖 。 

一 个 垒球 队 的 13 个 人 出 席 一 场 比赛 。 

a) 有 多 少 种 方式 选 10 个 选手 上 场 ? 

b) 有 多 少 种 方式 从 13 个 在 场 的 人 中 分 配 10 个 选手 的 位 置 ? 

c)13 个 出 席 的 人 中 有 3 个 女士 。 如 果 上 场 的 选手 中 要 求 至 少 有 一 个 女士 ， 那 么 有 多 少 种 方式 选择 10 
个 选手 ? 

一 个 俱乐部 有 25 个 成 员 。 

a) 有 多 少 种 方式 从 中 选择 4 个 人 作为 董事 会 成 员 。 

b) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 俱乐部 的 主席 、 副 主席 、 书 记 和 会 计 ? 
一 个 教授 写 了 40 道 离散 数学 的 真 假 判定 题 。 克昌 二 家 17 个 语句 为 真 。 如 果 可 以 按照 任意 次 序 

排列 这 些 题 ， 可 能 有 多 少 种 不 同 的 答案 ? | 

用 不 超过 100 的 正 整数 构成 4 排列， 其 中 有 多 少 个 排列 包含 3 个 连续 的 整数 &、k 十 1、k 十 2? 

a) 这 里 的 连续 指 按照 整数 通常 的 顺序 ， 并且 这 些 连 续 整数 可 能 被 排列 中 的 其 他 整数 分 开 。 

b) 这 里 的 连续 不 但 指 整数 是 连续 的 ， 而 且 它 们 在 排列 中 的 位 置 也 是 连续 的 。 
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32. 


33; 


34. 


35, 


36. 


37, 


38. 


39. 


40. 


41. 


一 所 学 校 的 数学 系 有 7 名 女 教师 和 9 名 男 教师 。 

a) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 5 人 的 委员 会 并 使 其 中 包含 至 少 1 名 女 教师 ? 

b) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 5 人 的 委员 会 并 使 其 中 包含 至 少 1 名 女 教师 和 至 少 1 名 男 教师 。 

英语 字母 表 中 包含 21 个 辅音 和 5 个 元 音 。 由 英语 字母 表 的 6 个 小 写字 母 可 构成 多 少 字符 串 使 得 它们 
包含 





a) 恰 好 1 个 元 音 ? -局 恰好 个 元 音 ? 
c) 至 少 1 个 元 音 ? d) 至少 2 个 元 音 ? 
由 英语 字母 表 中 的 6 个 小 写字 母 可 构成 多 少 字符 串 使 得 它们 包含 
a) 字 母 a? 

b) 字 母 a 和 b? 


中 字母 a 和 b， 其 中 a 在 b 前 边 的 邻接 位 置 ， 同时 所 有 的 字母 都 不 相同 ? 

由 字母 a 和 b， 其 中 a 在 b 左 边 的 某 个 位 置 ,同时 所 有 的 字母 都 不 相同 ? 

假定 某 个 系 包含 10 名 男士 和 15 名 女士 。 有 多少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 含 有 相同 数量 的 
男士 和 女士 ? 

假定 某 个 系 包含 10 名 男士 和 15 名 女士 。 有 多 少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 含有 的 女士 比 男 
士 多 ? 

有 多 少 个 比特 串 恰 好 包含 8 个 0 和 10 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 紧 跟 着 1 个 1? 

有 多 少 个 比特 串 恰 好 包含 5 个 0 和 14 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 紧 跟 着 2 个 1? 

有 多 少 个 10 位 比特 串 包 含 至 少 3 个 1 和 至 少 3 个 0? 

有 多 少 种 方式 从 联合 国 中 选择 12 个 国家 成 为 理事 国 且 使 得 3 个 选 自 45 个 国家 的 一 组 ，4 个 选 自 57 
个 国家 的 一 组 ， 其 他 的 选 自 剩 下 的 69 个 国家 ? 

有 多 少 种 方式 用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 组 成 汽车 牌照 且 没 有 字母 和 数字 出 现 2 次 ? 


n 个 人 的 + 圆 排列 是 nn 个 人 中 取 r 个 人 安排 在 圆桌 旁 坐 下 的 方式 ， 如 果 圆 桌 转动 能 使 得 两 个 方案 成 为 同一 
方案 ， 那 么 这 两 种 方案 只 算 一 种 。 


42. 
43. 
44. 
45. 
46. 


47. 


48. 


计算 5 个 人 的 3 圆 排 列 。 

找到 nn 个 人 的 r 圆 排列 公式 。 

找到 ?个 人 取 ” 人 围 坐 圆 桌 的 安排 方式 ， 当 每 个 人 有 相同 邻 座 不 考虑 左右 时 只 算 一 种 方式 。 

如 果 允 许 出 现 并 列 名 次 ，3 匹 马 参加 马赛 有 多 少 种 结果 ? [注意 : 可 以 2 匹 或 3 匹 马 并 列 。] 

如 果 允 许 并 列 名 次 ，4 匹 马 参加 马赛 有 多 少 种 结果 ? [注意 : 由 于 允许 并 列 名 次 ,4 匹 马 中 多 少 匹 并 

列 都 是 可 能 的 。] 

有 6 名 运动 员 参 加 百 米 赛跑 。 如 果 人 允许 并 列 名 次 ， 有 多 少 种 方式 授予 3 块 奖牌 ? 〈 跑 得 最 快 的 运动 员 

得 金牌 ， 恰 好 只 被 一 个 运动 员 超 过 的 运动 员 得 银牌 ， 恰 好 被 2 个 运动 员 超 过 的 运动 员 得 铜牌 。) 

为 了 避免 世界 杯 足 球 锦 标 赛 总 决赛 中 出 现 并 列 名 次 ， 通 常 采用 下 述 过 程 : 每 个 队 按照 预定 的 顺序 选 

出 5 名 球员 。 每 名 球员 罚 一 个 球 ， 第 一 队 的 球员 先 罚 ， 接 着 第 二 队 的 球员 再 罚 ， 依 照 指定 的 顺序 依 

次 交替 罚球 。 如 果 在 10 次 罚球 后 得 分 还 相等 ， 再 次 重复 这 个 过 程 。 如 果 在 20 次 罚球 后 得 分 仍旧 相 

等 ， 进 行 加 赛 时 间 的 射门 ， 第 一 个 得 分 的 队 得 胜 。 

a) 如 果 比 赛 进 行 第 一 轮 的 10 个 罚球 ， 并 且 这 轮 比赛 结束 时 一 个 队 不 可 能 与 男 一 个 队 得 分 相等 ， 那 么 
有 多 少 种 不 同 的 得 分 场面 ? 

b) 如 果 比 赛 进 行 第 二 轮 的 10 个 罚球 ， 对 第 一 和 第 二 轮 罚球 可 能 有 多 少 种 不 同 的 得 分 场面 ? 

c) 如 果 比 赛 在 两 轮 每 队 罚 5 个 球 的 加 赛 以 后 最 多 再 射门 10 次 ， 那 么 整个 加 赛 过 程 可 能 有 多 少 种 得 分 场面 ? 


6.4 二 项 式 系 数 和 恒等式 


正如 在 6. 3 节 谈 到 的 ， 具 有 ?个 元 素 的 集合 的 > 组 合 数 常常 记 作 (”)。 由 于 这 些 数 出 现在 


二 项 式 的 竹 (a 十 5b)" 的 展开 式 中 作为 系数 ， 所 以 这 些 数 叫 作 二 项 式 系数 。 我 们 将 讨论 二 项 式 定 
理 ， 这 个 定理 将 二 项 式 的 才 表 示 成 与 二 项 式 系数 有 关 的 项 之 和 。 我 们 将 用 组 合 证 明 来 证 明 这 个 
定理 。 我 们 也 将 说 明 怎 样 用 组 合 证 明 来 建立 某 些 恒等式 ， 它 们 是 表示 二 项 式 系数 之 间 关 系 的 许 


Links》 


tra 
te 
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多 不 同 恒等式 中 的 一 部 分 。 


6.4.1 二 项 式 定理 

二 项 式 定 理 给 出 了 二 项 式 需 的 展开 式 的 系数 。 一 个 二 项 式 只 不 过 是 两 项 的 和 ， 例 如 z 十 y。 
(这 些 项 可 以 是 常数 与 变量 的 积 ， 但 这 里 先 不 考虑 。) 

例 1 说 明 怎样 计算 典型 展开 式 中 的 系数 ， 为 二 项 式 定理 的 表述 做 准备 。 

(Cz 十 y) 的 展开 式 可 以 使 用 组 合 推理 而 不 是 用 三 个 项 的 乘法 得 到 。 当 (z 十 y) 二 (zx 十 
y) 《Zz 十 y) (x 十 y) 被 展开 时 ， 把 所 有 由 第 一 个 和 的 一 项 、 第 二 个 和 的 一 项 与 第 三 个 和 的 一 项 产 
生 的 乘积 加 起 来 。 从 而 出 现 了 形 如 xz?、xz*y、zy 和 的 项 。 为 得 到 形 如 x? 的 项 ， 在 每 个 和 中 
必须 选择 一 个 z， 只 有 一 种 方式 能 做 到 这 一 点 。 因 此 ， 乘 积 中 zx’ 项 的 系数 是 1。 为 得 到 形 如 
zy 的 项 ， 必 须 从 三 个 和 中 的 两 个 和 中 选择 x( 而 因此 在 另 一 个 和 中 选择 y)。 于 是 ， 这 种 项 的 


个 数 是 三 个 对 象 的 2 组 合 数 ， 即 {  ) 。 类 似 地 ， 形 如 zy 项 的 个 数 是 三 个 和 中 选 一 个 来 提供 z 


的 方式 数 (而 另 两 个 和 中 都 要 选 ) ， 有  ) ) 种 方式 能 够 做 到 这 一 点 。 最 后 ， 得 到 y 的 唯一 方式 


是 三 个 和 的 每 一 个 都 选择 y， 恰 好 有 一 种 方式 能 够 做 到 这 一 点 。 因 此 得 到 
(zy) = (z+ yr z+ = (rriryti+ ri wy) (zt yy) 
— LL EY mY yw 二 放 轨 寺 把 基 二 
一 妇 十 3zy 十 3zy2 十 昂 本 
现在 叙述 二 项 式 定理 。 






证 明 ”这 里 给 出 定理 的 组 合 证 明 。 当 乘积 被 展开 时 其 中 的 项 都 是 下 述 形式 : ziy'(j 一 0， 
1，2，…， 站。 为 计数 形 如 zy 的 项 数 ， 必 须 从 个 和 中 选 # 一 ;个 z( 从 而 乘积 中 其 他 的 j 


个 项 都 是 y) 才 能 得 到 这 种 项 。 因 此 ，z >: 的 系数 是 (，”,)， 它 等 于 (”)， 定理 得 证 。 。 4 
例 2 一 4 说 明了 二 项 式 定理 的 应 用 。 
GG 好 (r+y)' 的 展开 式 是 什么 ? 
解 ” 由 二 项 式 定理 得 到 
(z+ = 》， (ey 


ge 


= (0)< + (1)23+ (3) + (8) + (40) 


= yr Ye dy Fy 4 
时 在 (r+y)” 的 展开 式 中 x"*y" 的 系数 是 什么 ? 
解 ” 由 二 项 式 定理 得 到 这 个 系数 是 


25 61 
(i)= TH = 5 200 90 4 


@ 妇 在 (2z 一 3y)” 的 展开 式 中 x*y" 的 系数 是 什么 ? 
解 ” 首 先 注意 到 这 个 表达 式 等 于 (2z 十 (一 3y))”。 由 二 项 式 定理 ,我 们 有 


25 


(2z+ (—3y))* = 》1 (Jor 3y) < 


Py 
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因此 ， 当 ;7 一 13 时 得 到 展开 式 中 z”y 的 系数 ， 即 


2 a 
[上 9. Bk 4 


我 们 可 以 用 二 项 式 定理 证 明 某 些 有 用 的 恒等式 。 正 如 推论 1、2 和 3 所 示 。 








re pp 
ww (= | 


k=0 四 k=0 k 
这 正 是 所 需要 的 结果 。 9 4 
推论 1 也 有 一 个 好 的 组 合 证 明 ， 我 们 现在 给 出 这 个 证 明 。 


证 明 一 个 元 素 集合 有 2" 个 不 同 的 子 集 。 每 个 子 集 有 0 个 元 素 ，1 个 元 素 ，2 个 元 素 ，…， 
"个 元 素 。 具有 0 个 元 素 的 子 集 有 ( , } 个 ，1 个 元 素 的 子 集 有 ( 1 ) 个 ，2 个 元 素 的 子 集 有 ( 2} 个 ，…， 


个 元 素 的 于 集 有 (”) 个 。 于 是 


计数 了 ?元 素 集合 的 子 集 总 数 。 这 证 明了 





证 明 由 二 项 式 定理 得 出 _ 
二 ees 


k=0 k=0 k 


从 而 证 明了 推论 。 4 
评注 推论 2 推出 





证 明 ”这 个 公式 的 左边 是 二 项 式 定理 提供 的 对 (1 十 2)" 的 展开 式 ， 因此， 由 二 项 式 定 理 可 
以 看 出 


(t= 7 (i 1 情思 


k=0 k=0 


因此 
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6. 4.2 帕斯卡 恒等式 和 三 角形 
二 项 式 系 数 满足 许多 不 同 的 恒等式 。 现 在 我 们 介绍 其 中 最 重要 的 一 些 恒等式 。 





证 明 Re 人 
素 且 S 一 T 一 {a) 。 注意， 了 的 包含 & 个 元 素 的 子 集 有 ”| )} 个 。 然 而 了 的 包含 4 个 元 素 的 子 集 
或 者 包含 a 和 S 中 的 & 一 1 个 元 素 , 或 者 不 包含 a 但 包含 S 中 的 上 个 元 素 。 由 于 S 的 & 一 1 元 子 
集 有 (，”| ) 个 ， 所 以 了 含 a 在 内 的 元 子 集 有 (，”, ) 个 。 又 由 于 S 的 k 元 子 集 有 (”) 个 ， 所 以 


T 的 不 含 a 的 上 元 子 集 有 |(”) 个 。 从 而 得 到 
ll 4 
评注 这 里 给 出 了 帕斯卡 恒等式 的 一 个 组 合 证 明 。 也 可 以 从 关于 (”) 的 公式 通过 代数 推导 
来 证 明 这 个 恒等式 ( 见 本 节 练习 23)。 
评注 对 所 有 整数 n， 可 以 用 帕斯卡 恒等式 和 初始 条 件 ( = (”) 二 1 递归 地 定义 二 项 式 系 
数 。 这 些 递归 定义 用 于 计算 二 项 式 系数 ， 因 为 使 用 这 些 递归 定义 只 需要 整数 加 法 。 
帕斯卡 恒等式 是 二 项 式 系数 以 三 角形 表示 的 几何 排列 的 基础 ， 如 图 1 所 示 。 
(2) 1 
(3) (1) 1 1 
(3) (71) (2) 由 帕斯卡 恒等式 : nm 
G3) ©) (3) (3) (§) +(§)=(8) es 
(分 (0 (A I 
G3) (2) () (3) (1) (1 WE 
(9 (9 (9 (9) 4 ( ) (全 a ge 
(0) 0) © OO BO O). 1 
($8) G) G) ( (3) (3) (5) (3) (1) 1 8 28 536 710-56 28 8 1 


而 b) 
图 1 帕斯卡 三 角形 
这 个 三 角形 的 第 n 行 由 二 项 式 系数 | 
网 三 
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组 成 。 这 个 三 角形 叫 作 帕 斯 卡 三 角形 。 帕 斯 卡 恒等式 证 明 ， 当 这 个 三 角形 中 两 个 相 邻 的 二 项 式 
系数 相 加 时 ， 就 产生 了 下 一 行 在 这 两 个 系数 之 间 的 二 项 式 系 数 。 

在 帕斯卡 发 现 帕斯卡 三 角形 的 多 个 世纪 之 前 ， 这 个 三 角形 有 一 段 漫长 和 古老 的 历史 。 在 东 
方 ， 二 次 项 系数 和 帕斯卡 恒等式 在 公元 前 2 世纪 就 被 印度 数学 家 平 伽 拉 发 现 。 此 后 ， 印 度数 学 
家 将 关于 帕斯卡 三 角形 的 论述 写 在 上 个 千年 前 半 叶 出 版 的 书籍 中 。 波 斯 数学 家 卡拉 吉 和 多 才 多 
艺 的 奥马 尔 。 哈 耶 姆 分 别 在 11 世纪 和 12 世纪 写 过 关于 帕斯卡 三 角形 的 内 容 。 在 伊朗 ， 帕 斯 卡 
三 角形 被 称 为 哈 亚 姆 三 角形 。 这 个 三 角形 在 11 世纪 由 中 国 数学 家 页 宪 发 现 ，13 世纪 杨辉 就 写 
过 关于 这 种 三 角 的 描述 。 在 中 国 ， 帕 斯 卡 三 角 通 常 被 称 为 杨辉 三 角 。 

在 西方 ， 帕 斯 卡 三 角形 出 现在 一 本 1527 年 的 商业 计算 书 的 首页 。 作 者 是 德国 学 者 佩 特 鲁 
斯 ， 阿 皮 纳 斯 。 在 意大利 ， 帕 斯 卡 三 角 被 称 为 塔 塔 格 里 亚 三 角 ， 以 意大利 数学 家 尼 科 罗 “ 方 塔 
纳 。 塔 塔 格 里 亚 的 名 字 命名 ， 他 1556 年 出 版 的 书 中 烈 出 了 三 角形 的 前 几 排 。 帕 斯 卡 的 著作 《三 
角 算 术 》(1655 年 去 世 后 出 版 ) 介 绍 了 这 个 三 角形 。 帕 斯 卡 搜集 了 几 个 关于 它 的 结果 ， 并 以 此 解 
决 一 些 概率 论 上 的 问题 。 后 来 法 国 数学 家 以 帕斯卡 命名 这 个 三 角形 。1730 和 年， 亚伯拉罕， 德 
莫 伊 夫 尔 创造 了 “帕斯卡 的 算术 三 角形 ”这 一 表述 ， 后 来 成 为 “帕斯卡 三 角形 ”。 


6. 4.3 其 他 的 二 项 式 系数 恒等式 
我 们 从 众多 三 项 式 系 数 恒等式 中 选择 两 个 恒等式 ， 用 它们 的 组 合 证 明 来 作为 本 节 的 结束 。 





评注 ”这 个 恒等式 是 由 18 世纪 数学 家 亚历山大 - 舍 费 尔 。 范 德 蒙 德 发 现 的 。 
证 明 ”假定 在 第 一 个 集合 中 有 m 项 ,第 二 个 集合 中 有 nn 项 。 从 这 两 个 集合 的 并 集中 取 r 个 


元 素 的 方式 数 是 {” “)。 


从 并 集中 取 -~ 个 元 素 的 另 一 种 方式 是 先 从 第 一 个 集合 中 取 A 个 元 素 ， 接 着 从 第 二 个 集合 中 
取 > 一 & 个 元 素 ， 其 中 & 是 满足 0<k<r 的 整数 。 因 为 从 第 二 个 集合 中 选取 个 元 素 的 方法 是 


(7) ， 从 第 一 个 集合 中 选取 r 一 人 个 元 素 的 方法 是 (,”,)， 所 以 由 乘积 法 则 ， 这 可 以 用 


n 


( ,2 ) (“种 方式 完成 。 所 以 ， 从 这 个 并 集中 选取 "个 元 素 的 总 方式 数 等 于 > (，”,)(") .4 


我 们 已 经 找到 从 一 个 m 个 元 素 集合 和 一 个 n 元 素 集 合并 集中 取 r 个 元 素 的 方法 数 的 两 种 表 
达 式 。 这 就 证 明了 范 德 蒙 德 恒等式 。 
推论 4 来 自 范 德 蒙 德 恒等式 。 


Links > 





布 莱 斯 .帕斯卡 (Blaise Pascal，1623 一 1662) 帕斯卡 在 幼年 时 就 显现 出 他 的 才 
。 能， 虽然 他 的 父亲 (对 解析 几何 有 过 多 项 建树 ) 为 了 鼓励 他 在 其 他 方面 的 兴趣 ， 不 让 
他 接触 数学 书 。 帕 斯 卡 16 岁 时 就 发 现 了 圆锥 截面 中 的 一 个 重要 结果 。18 岁 时 他 设计 
了 一 部 计算 机 器 ， 建 造 后 将 其 卖 出 。 帕 斯 卡 和 费 马 一 起 奠定 了 现代 概率 论 的 基础 。 
在 他 的 工作 中 有 对 现今 称 为 帕斯卡 三 角形 的 一 些 发 现 。1654 年 帕斯卡 放弃 了 对 数学 
的 追求 ， 转 而 研究 神学 。 在 那 以 后 ， 他 只 有 一 次 重 返 数学 。 一 天 晚上 ， 他 因 剧 烈 牙 
we Nerinal Luv of ， 痛 而 心烦 意 乱 。 他 想 通过 研究 摆 线 性 质 来 缓解 疼痛 。 不 可 思议 的 是 牙 疼 居然 减退 了 ， 
Medicine 他 把 这 一 点 看 成 上 天 赞成 他 研究 数学 的 暗示 。 





Unks》 


人 





aas 
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证 明 ”在 范 德 蒙 德 恒等式 中 令 mm 一 一 m， 得 到 


we 


最 后 一 步 的 相等 使 用 了 恒等式 (?”)=(，”,). < 
我 们 可 以 通过 计数 具有 不 同性 质 的 比特 串 来 证 明 组 合 恒等式 ， 如 定理 4 的 证 明 所 示 。 





证 明 我 们 使 用 组 合 证 明 。 由 6. 3 节 例 14， 左 边 {”， 1 } 计 数 了 长 度 为 x+1 的 比特 申 包 全 


了 人 1 


我 们 证 明 在 具有 r 十 1 个 1 的 比特 串 中 ， 通 过 考虑 与 最 后 一 个 1 可 能 位 置 的 相关 情况 ， 等 
式 右边 计数 了 同样 的 对 象 。 这 最 后 一 个 1 一定 出 现在 位 置 r 十 1，r 十 2，…， 或 者 n 十 1。 此 外 ， 
如 果 最 后 一 个 1 出 现在 第 人 位， 那么 一 定 有 7 个 1 出 现在 前 8 一 1 位 。 因 此， 根据 6. 3 节 例 14， 


这 样 的 比特 趾 有 (”。 ) 个 ， 对 所 有 的 上 求 和 ， 其 中 十 1<h<n+1， 我 们 发 现 有 
ES /I 
le 


jer 


个 nn 位 比特 串 恰 含有 r 十 1 个 1。( 注 意 ， 最 后 一 步 是 改变 变量 j 二 一 1 的 结果 .) 由 于 左边 和 右 
边 计 数 了 同样 的 对 象 ， 因 此 相等 。 这 就 完成 了 证 明 。 4 


练习 
1. 求 (z 十 y)* 的 展开 式 。 
a) 使 用 组 合理 由 ， 如 例 1 所 示 。 b) 使 用 二 项 式 定 理 。 
2 求 (z 十 DD” 的 展开 式 。 
a) 使 用 组 合理 由 ， 如 例 1 所 示 。 b) 使 用 二 项 式 定理 。 
求 (z 十 y)* 的 展开 式 。 
. 求 在 (x 十 y)* 的 展开 式 中 zx ys 的 系数 。N 
在 (z 十 y)'” 的 展开 式 中 有 多 少 项 ? 
在 (1 十 zx)" 中 x" 的 系数 是 什么 ? 
. 在 (2 一 z)” 中 zx? 的 系数 是 什么 ? 
. 在 (3z 十 2y)" 中 zx*y 的 系数 是 什么 ? 
. 在 (2x 一 3y)*”"” 中 zi o 的 系数 是 什么 ? 
10. 使 用 二 次 项 定理 展开 (3x 一 y*)*， 每 一 项 形式 为 cx*y*,¢ 为 实数 ;和 6。 为 非 负 整 数 。 


Links > 


亚历山大 - 舍 费 尔 。 范 德 蒙 德 (Alexandre- Théophile Vandermonde，1735 一 1796) ” 范 德 蒙 德 年 幼 时 体 弱 多 
病 ， 作 为 医生 的 父亲 让 他 从 事 音 乐 职业 。 但 是 后 来 ， 他 对 数学 越 来 越 感 兴趣 。 他 完整 的 数学 工作 包含 在 
1771 一 1772 年 发 表 的 4 篇 论文 中 。 这 些 论文 包含 了 在 方程 求 根 、 行 列 式 理论 以 及 骑士 旅行 问题 (在 10.5 节 的 练 
习 中 介绍 ) 方 面 的 基础 贡献 。 范 德 蒙 德 对 数学 的 兴趣 只 持续 了 两 年 。 后 来 ， 他 在 和 声学 、 赛 冷 实验 以 及 钢 的 制 
造 等 方面 发 表 论文 。 他 也 对 政治 产生 了 兴趣 ， 参 加 了 法 国 革命 ， 并 且 在 政府 中 担任 了 几 个 不 同 的 职务 。 








11, 
12. 


13, 


23. 


24. 


26. 


27。 


. 引用 练习 14 和 推论 1 证 明 如 果 是 大 于 1 的 整数 ， 那 么 (| 


使 用 二 次 项 定理 展开 (3x' 一 2y’)'， 每 一 项 形式 为 cx*y*，c 为 实数 ，a 和 4 为 非 负 整 数 。 


使 用 二 次 项 定理 找到 (5z? 十 2y')" 展 开 式 中 x*y* 的 系数 。 


a)a=6, b=9 b)a=2, b=15 
c)a=3, b=12 d)a=12, b=0 
e)a=8, b=9 

使 用 二 次 项 定理 找到 (2zx’ 一 4y ) 展开 式 中 x*y* 的 系数 。 

a)a=9, b=8 b)a=8, b=0 
ca=0, b=14 d)a=12, b=6 
e)a=18, b=2 


. 给 出 一 个 关于 (z 十 1/z) "的 展开 式 中 x* 系数 的 公式 ， 其 中 上 是 整数 。 
. 给 出 一 个 关于 (xz? 一 1/z)'” 的 展开 式 中 x 系数 的 公式 ， 其 中 是 整数 。 


. 帕斯卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系数 ，) (0<h<10) 的 行 是 


1 10 #5 120 210 252 210 120 45 10 1 
用 帕斯卡 恒等式 计算 在 帕斯卡 三 角形 中 紧 接 这 行 下 面 的 另 一 行 。 


. 帕斯卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系数 (，) (0<h<9) 的 行 是 什么 ? 
. 证 明 ， 如 果 ， 是 正 整数 ， 则 


人 


. 证 明 ， 对 一 切 正 整 数 n 和 (0<k<n)， (Ss»: 


中 从 a 确定 如 果 是正 整数 ， 那 么 ( “) > 全/2n。 


. 证 明 ， 如 果 nn 和 是 整数 ， 其 中 1<h<n, 那么 (< 性/2:。 
. 设 5 是 整数 ，5 之 7。 使 用 二 项 式 定理 和 帕斯卡 三 角形 中 适当 的 行 找 出 (11)4 的 以 5 为 基 的 展开 式 [就 是 


以 2 为 基 的 数 (11)。 的 4 次 方 ]。 

使 用 关于 (”) 的 公式 证 明 帕斯卡 恒等式 。 

设 k 和 nn 是 整数 ,1 二 k 二 n,， 证 明 六 边 形 恒等式 
== 弛 n n 十 1 及 一 1 n n 十 1 
el k js k 0 


这 些 项 在 帕斯卡 三 角形 中 构成 六 边 形 。 


. 证 明 ; 如 果 nn 和 是 整数 ，1 过 hn， 那么 #(®)=n(*—)) 


k—1/° 


a) 使 用 组 合 证 明 。[ 提 示 : 证 明 恒 等 式 两 边 计数 了 从 一 个 对 元 素 集合 中 选 & 个 元 素 ， 然 后 从 这 个 子 集 


中 再 选 1 个 元 素 的 方法 ,] 
外 使 用 基于 6. 3 节 定理 2 给 出 的 (”) 公 式 的 代数 证 明 。 


证 明 恒 等 式 (") (7) = (") ("<)， 其中、 和 是 非 负 整 数 且 "<n，h<r 


=k 
a) 使 用 组 合 证 明 。 
b) 使 用 以 nn 元 素 集合 的 r 组 合 数 公式 为 基础 的 论证 。 
证 明 : 如 果 n 和 是正 整数 ， 那 么 


n 


(ey Mt 


)=cn+D( 
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28. 


29. 


* 30, 


“3l, 


32. 


*3 


Ww 


六 洁 


> 


35, 
* 36. 
37, 


38. 


Go 


39. 


40. 
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使 用 这 个 恒等式 构造 一 个 二 项 式 系数 的 归纳 定义 。 
证 明 : 如果 p 是 素数 ,是 满足 1<k<<p 一 1 的 整数 ， 那么 整除 (2)。 
设 ”和 上 是 整数 ，1 过 kn， 证明 


设 n 是 正 整数 ， 证 明 
Ga 
本 


> dt 


证 明 


其 中 nn 和 vr 是 正 整 数 。 

a) 用 组 合 论 证 。 

b) 用 帕斯卡 恒等式 。 

证 明 : 如果， 是 正 整 数 ， (2)=2( 


a) 使 用 组 合 论 证 
b) 通 过 代数 推导 


n 


ji 
2 


. 给 出 关于 了 )k(”)  n2"” 的 组 合 证 明 。[ 提 示 ， 以 两 种 方法 计数 选择 一 个 委员 会 ， 然 后 选择 这 个 委 


员 会 领导 的 方式 数 。j] 
n= 1 


. 给 出 关于 了 )k(”) 一 (，”_，) 的 组 合 证 明 。 [提示 用 两 种 方法 计数 选择 一 个 委员 会 的 方式 数 ， 


如 果 这 个 委员 会 有 个 成 员 ， 要 求 这 些 成 员 选 自 个 数学 教授 和 个 计算 机 科学 教授 ， 并 使 得 委员 
会 的 主席 是 数学 教授 。] 
证 明 : 一 个 非 空 集 合 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 数 与 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 数 相等 。 
使 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定理 。 
在 这 个 练习 里 ， 我 们 将 要 计数 zy 平面 上 在 原点 和 (m，n) 点 之 间 的 路 径 数 。 这 些 路 径 由 一 系列 步 构 
成 ， 其 中 每 一 步 是 向 右 或 者 向 上 移动 一 个 单位 (不 允许 向 左 或 向 下 移动 );。 下 图 给 出 了 两 条 这 种 从 (0， 
0) 到 (5，3) 的 路 径 ( 用 粗 线 标识 ) 。 

(5 3) (S33 


(0,0) (0,0) 
a) 证 明 上 述 每 条 这 种 类 型 的 路 径 可 以 用 由 x 个 0 和 个 1 组 成 的 比特 串 表 示 ， 其 中 0 表示 向 右 移动 
一 个 单位 ，1 表示 向 上 移动 一 个 单位 。 


外 从 a。 推断 存在 着 (”””) 条 所 求 类 型 的 路 径 。 


用 练习 37 证 明 (%) 一 (,”。)， 其 中 不 是 整数 ， 满 足 0<h<n。[ 提 示 考虑 在 练习 37 中 所 述 的 从 (0， 


0) 到 (n 一 &,，k) 和 从 (0，0) 到 (，n 一 k) 的 路 径 数 。] 

使 用 练习 37 证 明定 理 4。[ 提 示 : 计数 练习 37 所 描述 的 那 种 n 步 路 径 数 。 每 条 路 径 必须 在 一 个 (n 一 
k，k) 点 结束 ， 其 中 ==0,1,，2，…，n。] 

使 用 练习 37 证 明 帕 斯 卡 恒等式 。[ 提 示 : 显示 一 条 在 练习 37 所 描述 的 那 种 从 (0，0) 到 (n 十 1 一 &,，k) 
并 通过 (z 十 1 一 上 &，& 一 1) 点 或 (2 一 上 &，&) 点 但 不 同时 通过 这 两 点 的 路 径 。] 





计 数 375 








41. 使 用 练习 37 证 明 练 习 31 中 的 恒等式 。[ 提 示 : 首先 注意 从 (0，0) 到 (az 十 1，r) 的 路 径 数 等 于 
(”，“). 其 次 ,按照 开始 向 上 恰好 走 丰 个 单位 分 别 计数 每 一 类 路 径 ， 其 中 二 0，1，2，…， 
然后 对 结果 求 和 .] 

42. 如 果 ”是 正 整数 ， 则 了 外 (] 一 nn 二 1D)2 一 ， 给 出 组 合 证 明 。[ 提 示 : 证 明 等 式 两 边 计数 了 从 一 个 


元 素 集合 中 选 一 个 子 集 ， 再 从 子 集 中 选 2 个 元 素 的 方法 ， 其 中 这 2 个 元 素 可 以 相同 。 而 且 ， 等 式 右 
边 可 以 表示 成 n(n 一 1)2"? 十 n2"!1。,] 

* 43. 如 果 一 个 序列 的 前 若干 项 如 下 列 出 ， 对 于 它 的 第 ”项 确定 一 个 与 二 项 式 系数 有 关 的 公式 。[ 提 示 : 对 
帕斯卡 三 角形 的 观察 有 助 于 问题 的 求解 。 虽 然 以 这 一 组 给 定 的 项 作为 开始 的 序列 有 无 数 多 个 ， 但 下 
面 列 出 的 每 个 序列 都 是 所 求 的 那 种 序列 的 开始 。] 

ai 3 03 10 1657 21s 28, 36. 4837 S53 06, 3% 

bY1s ds 10,, 0 5 86 B34, 120, 165. 220% 

cis 2D,. 6: 20, 70% 252, 924, 3432, 12.870, 48:6203 ws 

U1 Ly a 6 TO 20% 30 970 To 

Bl TT dr ad 9) Mb DB lo Oy ww 

f)1, 3, 15, 84, 495, “3003, 18 564, 116 280, 735 471, 4 686 825，… 


6.5 排列 与 组 合 的 推广 
6.5.1 引言 

在 许多 计数 问题 中 ， 元 素 可 以 被 重复 使 用 。 例 如 ， 一 个 字母 或 一 个 数字 可 以 在 一 个 车 牌 中 
多 次 使 用 。 当 选择 一 打 甜 甜 圈 时 ， 每 种 可 以 被 重复 地 选择 。 这 与 本 章 前 面 讨论 的 计数 问题 形成 
对 照 ， 因 为 之 前 我 们 只 考虑 每 项 至 多 可 以 使 用 一 次 的 排列 和 组 合 。 在 这 一 节 我 们 将 介绍 怎样 求 
解 元 素 可 以 多 次 使 用 的 计数 问题 。 

还 有 ， 某 些 计 数 问题 涉及 不 可 区 别 的 元 素 。 例 如 ， 为 计数 单词 SUCCESS 的 字母 可 能 被 重 
新 排列 的 方式 数 ， 必 须 考虑 相同 字母 的 放置 。 这 又 与 前 面 讨论 的 所 有 元 素 都 被 认为 是 不 同 的 计 
数 问题 大 相 径 庭 。 在 这 一 节 ， 我 们 将 描述 怎样 求解 某 些 元 素 是 不 可 区 别 的 计数 问题 。 

此 外 ， 这 一 节 也 将 解释 怎样 求解 男 一 类 重要 的 计数 问题 ， 即 计数 把 不 同 的 元 素 放 入 盒子 的 
方法 数 的 问题 。 这 种 问题 的 一 个 例子 是 把 扑克 牌 发 给 4 个 玩 牌 人 的 不 同 的 方式 数 。 

把 本 章 前 面 描述 的 方法 与 这 一 节 引 入 的 方法 一 起 考虑 ， 就 构成 一 个 求解 广泛 的 计数 问题 的 
有 用 工具 箱 。 当 把 第 8 章 讨论 的 新 方法 再 加 到 这 个 库 时 ， 你 将 能 够 求解 在 广泛 的 研究 领域 中 产 
生 的 大 多 数 计数 问题 。 

6. 5. 2 ”有 重复 的 排列 

当 元 素 允 许 重复 时 ， 使 用 乘积 法 则 可 以 很 容易 地 计数 排列 数 ， 如 例 1 所 示 。 

用 英文 大 写字 母 可 以 构成 多 少 个 + 位 的 字符 串 ? 

解 ”因为 有 26 个 大 写字 母 ， 且 每 个 字母 可 以 被 重复 使 用 ， 所 以 由 乘积 法 则 可 以 看 出 存在 
26" 个 位 的 字符 串 。 4 

定理 1 给 出 了 当 人 允许 重复 时 一 个 元 素 集合 的 x 排列 数 

”定理 1 具有 ?个 物体 的 集合 允许 重复 的 是 

证 明 ” 当 人 允许 重复 时 ,在 x 排列 中 对 个 位 置 中 的 每 个 位 置 及 种 方式 选择 集合 的 元 素 ， 因 为 
对 每 个 选择 ， 所 有 nn 个 物体 都 是 有 效 的 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 当 允许 重复 时 存在 x 个 + 排 列 。 4 


6. 5.3 有 重复 的 组 合 
考虑 下 面 允 许 元 素 重 复 的 组 合 的 实例 。 














@ 鸭 从 包含 苹果 、 梅 子 梨 的 碗 里 选 4 个 水 果 。 如 果 选 择 水 果 的 顺序 无 关 ， 且 只 关心 水 
果 的 类 型 而 不 管 是 该 类 型 的 哪 一 个 水 果 ， 那 么 当 碗 中 每 类 水 果 至 少 有 4 个 时 有 多 少 种 选 法 ? 
解 ”为 了 求解 这 个 问题 ， 我 们 列 出 选择 水 果 的 所 有 可 能 的 方式 。 共 有 15 种 方式 : 


4 个 苹果 4 个 橙子 4 个 梨 

3 个 苹果 ，1 个 橙子 3 个 苹果 ，1 个 梨 3 个 橙子 ，1 个 苹果 

个 柱子 于] 外 千 3 个 梨 ，1 个 苹果 3 不 梨 ,下 个 椎 气 

2 个 苹果 ，2 个 枪 子 2 个 苹果 ，2 个 梨 2 个 栓 子 7 学 从 和 双 

2 外 苹果 1 个 粮 子 ;1 个 架 -2 丰 橙 予 ， 工 个 苹果 ， 工 作 梨 2 个 梨 ， 1 个 萤 林 ,1 个 粒子 
这 个 解 是 从 3 个 元 素 的 集合 {苹果 ， 橙子 ， 梨 } 中 允许 重复 的 4 组 合 数 。 4 


为 求解 这 种 类 型 的 更 复杂 的 计数 问题 ， 我 们 需要 计数 一 个 n 元素 集合 的 7 组合 的 一 般 方 
法 。 在 例 3 中 ， 我 们 将 给 出 这 一 方法 。 

从 包含 1 美元 、2 美元 、5 美元 、10 美元 、20 美元 、50 美元 及 100 美元 的 钱 袋 中 选 
5 张 纸 币 ， 有 多 少 种 方式 ?假定 不 管 纸币 被 选 的 次 序 ， 同 种 币值 的 纸币 都 是 不 加 区 别 的 ， 并 且 
至 少 每 种 纸币 有 5 张 。 

解 ” 因 为 纸币 被 选 的 次 序 是 无 关 的 且 7 种 不 同类 型 的 纸币 都 可 以 选 5 次 ， 所 以 问题 涉及 的 
是 计数 从 7 个 元 素 的 集合 中 允许 重复 的 5 组 合 数 。 列 出 所 有 的 可 能 性 将 是 很 乏味 的 ， 因 为 存在 
许多 的 解 。 相 反 ， 我 们 将 给 出 一 种 方法 来 计数 允许 重复 的 组 合 数 。 

假设 一 个 零钱 盒子 有 7 个 隔 间 ， 每 个 隔 间 保 存 一 种 纸币 ， 如 图 1 所 示 。 这 些 隔 间 被 6 块 隔 
板 分 开 ， 如 图 中 所 画 的 。 每 选择 1 张 纸币 就 在 相应 的 隔 间 里 放置 1 个 标记 。 图 2 针对 选择 5 张 
纸币 的 3 种 不 同方 式 给 出 了 这 种 对 应 ， 其 中 的 坚 线 表示 6 个 隔 板 ， 星 表示 5 张 纸 币 。 








| 


le 


图 2 选择 5 张 纸币 的 方式 实例 





选择 5 张 纸币 的 方法 数 对 应 了 在 总 共 11 个 位 置 的 一 行 中 安排 6 条 竖 线 和 5 颗 星 的 方法 数 。 
因此 ， 选 择 5 张 纸币 的 方法 数 就 是 从 11 个 可 能 的 位 置 选 5 颗 星 位 置 的 方法 数 。 这 对 应 了 从 含 
11 个 元 素 的 集合 中 无 序 地 选择 5 个 元 素 的 方法 数 ， 可 以 有 C(11，5) 种 方式 。 因 此 存在 


C(11,5) = 


i111 

5161 

种 方式 从 有 7 类 纸币 的 袋 中 选择 5 张 纸币 。 4 
定理 2 将 这 个 讨论 一 般 化 。 
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条 竖 线 和 7 颗 星 的 列表 来 表 
示 。 这 n 一 1 条 竖 线 用 来 标记 nn 个 不 同 的 单元 。 当 集合 的 第 i 个 元 素 出 现在 组 合 中 时 ,第 i 个 单 
元 就 包含 1 颗 星 。 例 如 ，4 元 素 集合 的 一 个 6 组 合用 3. 条 竖 线 和 6 颗 星 来 表示 。 这 里 
代表 了 恰 包含 2 个 第 一 元 素 、1 个 第 二 元 素 、0 个 第 三 元 素 和 3 个 第 四 元 素 的 组 合 。 
正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 包 含 n 一 1 条 竖 线 和 > 颗 星 的 每 一 个 不 同 的 表 对 应 了 ?元素 集合 的 
人 允许 重复 的 一 个 > 组合 。 这 种 表 的 个 数 是 C(n 一 1 十 r+，r)， 因 为 每 个 表 对 应 了 从 包含 r+ 颗 星 和 
n 一 1 条 竖 线 的 n 一 1 十 r 个 位置 中 取 r 个 位 置 来 放 r 颗 星 的 一 种 选择 。 这 种 表 的 个 数 还 等 于 
Cln 一 1 十 r，n 一 1)， 因 为 每 个 表 对 应 于 取 n 一 1 个 位 置 来 放 n 一 1 条 竖 线 的 一 种 选择 。 | 
例 4 一 6 说 明 怎 样 使 用 定理 2。 
设 一 家 甜点 店 有 4 种 不 同类 型 的 甜点 ， 那 么 从 中 选 6 块 甜点 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? sompes》 
假定 只 关心 甜点 的 类 型 ， 而 不 管 是 哪 一 块 甜点 或 者 选择 的 次 序 。 
解 选择 6 块 甜 点 的 方式 数 是 具有 4 元素 集合 的 6 组 合 数 。 由 定理 2， 这 等 于 C(4 十 6 一 1， 
6) 二 CC9,6)。 由 于 
9 。 


Oo 


。7 





Cg 一 C(9,3) = ss 84 
所 以 ， 选 择 6 抉 甜点 的 不 同方 式 数 有 84 种 。 4 
定理 2 也 可 以 用 于 求 给 定 线性 方程 的 整数 解 的 个 数 。 这 可 以 由 例 5 来 说 明 。 


方程 
区- 十 二 十 确 王 所 
有 多 少 个 解 ? 其 中 z 、z 和 zs 是 非 负 整数 。 
解 ”为 计数 解 的 个 数 ， 注 意 到 一 个 解 对 应 了 从 3 元 素 集合 中 选 11 个 元 素 的 方式 ， 以 使 得 
Zi 选 自 第 一 类 、zs 选 自 第 二 类 、z 选 自 第 三 类 。 因 此 ， 解 的 个 数 等 于 3 元 素 集合 允许 重复 的 
11 组 合 数 。 由 定理 2， 存 在 解 的 个 数 为 
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1] 
当 对 变量 加 上 限制 时 ， 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 例 如 ， 当 变量 是 满足 zi 宇 1、 
ZT 之 2 且 zs 过 3 的 整数 时 ， 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 满 足 此 限制 的 方程 的 解 对 应 于 11 
项 的 选择 ， 使 得 项 x, 取 自 第 一 类 、 项 zz 取 自 第 二 类 、 项 x 取 自 第 三 类 ， 并 且 第 一 类 元 素 至 
少 取 1 个、 第 二 类 元 素 至 少 取 2 个 、 第 三 类 元 素 至 少 取 3 个 。 因 此 ， 先 选 1 个 第 一 类 的 元 素 ， 
2 个 第 二 类 的 元 素 ，3 个 第 三 类 的 元 素 ; 然后 再 多 选 5 个 元 素 。 由 定理 2， 可 以 用 


Cl(3 十 5 一 1,5) 二 C(7,5) 二 C(7,2) 一 = 21 


种 方式 做 到 。 于 是 ， 对 给 定 限制 的 方程 存在 21 个 解 。 4 
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表 1 人 允许 和 不 允许 重复 的 组 合 与 排列 











类 型 是 否 允 许 重复 公式 
排列 否 i 
"组 合 否 7 i 
排列 是 wr 
让 








例 6 显示 了 怎样 计数 在 确定 变量 值 时 产生 的 允许 重复 的 组 合 数 ， 当 每 次 通过 某 一 类 确定 的 
舱 套 循环 时 ， 这 个 变量 的 值 都 会 增加 。 
网 在 下 面 的 伪 码 被 执行 后 , & 的 值 是 什么 ? 





k:=0 
fori :=1] ton 


for i, :=1] to ?， 


for i, :=1] to 1,-1 
k :二 十 1 











解 & 的 初 值 是 0， 且 对 于 满足 
1<i, i 人 "ln 

的 整数 序列 i ，i,，…，i。， 每 次 通过 这 个 髋 套 循 环 时 的 值 就 加 1。 这 种 整数 序列 的 个 数 是 从 
{1 ，2，…，n)} 中 允许 重复 地 选择 m 个 整数 的 方式 数 。( 为 看 到 这 一 点 ， 只 需 注 意 一 旦 这 个 整数 
序列 选 定 以 后 ， 如 果 我 们 按 非 降 顺序 排列 序列 中 的 整数 ， 那 么 就 唯一 地 确定 了 一 组 对 i,， 
in1，*"…， 的 赋值 。 相 反 ， 每 个 这 样 的 赋值 对 应 了 一 个 唯一 的 无 序 集合 .) 所 以 ， 由 定理 2 得 
出 在 这 个 代码 被 执行 后 =Cl(n 十 m 一 1，m)。 4 

从 一 个 nn 元 素 集 合 中 允许 重复 和 不 允许 重复 地 选择 7 个 元 素 ， 其 有 序 或 无 序 的 选择 数 的 公 
式 由 表 1 给 出 。 


6. 5.4 具有 不 可 区 别 物体 的 集合 的 排列 

在 计数 问题 中 某 些 元 素 可 能 是 没有 区 别 的 。 在 这 种 情况 下 ， 必 须 小 心 避免 重复 计数 。 考 虑 
例 7。 

重新 排序 单词 SUCCESS 中 的 宝 母 能 构成 多 少 个 不 同 的 串 ? 

解 ” 因 为 SUCCESS 中 的 某 些 字母 是 重复 的 ， 所 以 答案 并 不 是 7 个 字母 的 排列 数 。 这 个 单 
词 包含 3 个 S、2 个 C、1 个 U 和 1 个 匡 。 为 确定 重新 排序 单词 中 的 字母 能 构成 多 少 个 不 同 的 
串 ， 首 先 注意 到 3 个 S 可 以 用 CC7，3) 种 不 同 的 方式 放 在 7 个 位 置 中 ， 剩 下 4 个 空位 。 然 后 可 
以 用 CC4 ，2) 种 方式 放 2 个 C， 留 下 2 个 空位 。 又 可 以 用 C(2，1) 种 方式 放 U， 留 下 1 个 空位 。 
因此 ， 放 玉 只 有 C(1，1) 种 方式 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ,产生 的 不 同 的 串 数 是 





ee ml a i te 
CO ,IC NICCH, 1 CC; 1) IAT rT "1111 TIO 
We 71 
“1911711 
= do > 


使 用 和 例 7 同样 的 推理 ， 能 够 证 明定 理 3。 
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OO 
证 明 ”为 了 确定 排列 数 ， 首 先 注意 到 可 以 用 C(n，) 种 方式 在 个 位 置 中 放 类 型 1 的 思 
个 物体 ， 剩 下 n 一 n 个 空位 。 然 后 用 Cn 一 ni ，ns) 种 方式 放 类 型 2 的 物体 ， 剩 下 nn 一 一 ns 个 





空位 。 继续 放 类 型 3 的 物体 ， …， 类 型 一 1 的 物体 ， 直到 最 后 可 用 EC 
ni) 种 方式 放 类 型 的 物体 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 不同 排 列 的 总 数 是 
O(nrmiCn— nm NN NE) 
nl Cn Be (一 
ml — m1 n.101 
| 
721 4 


6.5.5 把 物体 放 入 盒子 

许多 计数 问题 都 可 以 通过 枚 举 把 不 同 物体 放 人 不 同 盒子 的 方式 数 来 解决 (这 些 被 放 人 盒子 
的 物体 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 ) 。 这 些 物 体 既 可 以 是 可 辨别 的 ， 即 每 个 都 是 不 同 的 ， 也 可 以 是 不 
可 辨别 的 ， 即 认为 每 个 都 是 相同 的 。 可 辨别 的 物体 有 时 称 为 有 标号 的 ， 而 不 可 辨别 的 物体 则 称 
为 没有 标号 的 。 类 似 地 ， 盒 子 也 可 以 是 可 辨别 的 ， 即 每 个 盒子 都 不 同 ， 也 可 以 是 不 可 辨别 的 ， 
即 每 个 都 相同 。 可 辨别 的 盒子 通常 称 为 有 标号 的 ， 而 不 可 辨别 的 盒子 则 称 为 没有 标号 的 。 当 利 
用 把 物体 放 和 人 盒子 的 模型 来 解决 计数 问题 时 ， 需 要 确定 物体 是 不 是 有 标号 的 ， 盒 子 是 不 是 有 标 
号 的 。 尽 管 从 计数 问题 的 内 容 中 可 以 明确 地 做 出 决定 ， 但 计数 问题 有 时 是 不 明确 的 ， 这 使 我 们 
很 难 确 定 究竟 使 用 哪个 模型 。 这 种 情况 下 ， 最 好 的 办 法 就 是 说 明 你 做 了 什么 样 的 假定 ， 并 解释 
为 什么 你 所 选择 的 模型 与 你 所 做 的 假定 是 不 相 违 背 的 。 

我 们 将 会 看 到 ， 计算 把 物体 放 入 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 ， 不 管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ， 这 种 
计数 问题 都 有 闭 公 式 。 然 而 不 幸 的 是 ， 如 果 要 计算 把 物体 放 入 不 可 辨别 的 盒子 里 的 方式 数 ， 不 
管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ， 这 种 计数 问题 都 没有 闭 公式 。 

评注 ” 闭 公 式 指使 用 有 限 数量 的 运算 可 以 计算 出 结果 的 表达 式 ， 运 算 包 括 数 字 、 变 量 和 函 
数值 ， 运 算 和 函数 属于 由 上 下 文 确定 的 普遍 可 接受 的 集合 。 在 本 书 中 ， 包 括 一 般 的 算术 运算 、 
实数 需 、 指 数 和 对 数 函 数 、 三 角 函 数 和 阶乘 函数 。 闭 公式 中 不 包括 无 穷 级 数 。 

可 辨别 的 物体 与 可 辨别 的 盒子 ”首先 考虑 把 可 辨别 的 物体 放 入 可 辨别 的 盒子 时 的 情况 。 考 
虑 例 8， 在 该 例子 中 ， 物 体 就 是 扑克 牌 ， 盒 子 就 是 选手 的 手 。 

人 @@ 国 有 多 少 种 方式 把 52 张 标准 的 扑克 牌 发 给 4 个 人 使 得 每 个 人 有 5 张 牌 ? 

解 ” 我 们 将 使 用 乘积 法 则 求解 这 个 问题 。 开 始 时 ， 第 一 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 CC(52，5) 
种 方式 。 第 二 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 C(47，5) 种 方式 ， 因 为 只 剩 下 47 张 牌 。 第 三 个 人 得 到 5 
张 牌 可 以 有 C(42，5) 种 方式 。 最 后 ， 第 四 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 C(37，5) 种 方式 。 因 此 ， 发 
给 4 个 人 每 人 5 张 牌 的 方式 总 数 是 
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评注 例 8 的 解 等 于 52 个 物体 的 排列 数 ， 这些 物 体 分 成 5 个 不 同 的 类 ,其 中 4 类 ,每 类 
有 5 个 相同 的 物体 ， 第 五 类 有 32 个 物体 。 可 以 通过 在 这 种 排列 和 给 人 发 牌 之 间 定 义 一 个 一 一 
对 应 来 说 明 这 个 等 式 。 为 了 定义 这 个 对 应 ， 首 先 把 牌 从 1 到 52 排序 。 然 后 将 发 给 第 一 个 人 的 
牌 与 分 配给 第 一 类 物体 在 排列 中 的 位 置 对 应 。 类 似 地 ， 发 给 第 二 、 第 三 和 第 四 个 人 的 牌 分 别 与 
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第 二 、 第 三 、 第 四 类 物体 所 分 配 的 位 置 对 应 。 没 有 发 给 任何 人 的 牌 与 第 五 类 物体 所 分 配 的 位 置 
对 应 。 读 者 应 该 能 够 验证 这 是 一 个 一 一 对 应 。 

例 8 是 涉及 把 不 同 的 物体 分 配 到 不 同 的 盒子 的 一 个 典型 的 问题 。 这 些 不 同 的 物体 是 52 张 
牌 ，5 个 不 同 的 盒子 是 4 个 人 的 手 和 其 余 的 牌 。 可 以 使 用 下 面 的 定理 求解 把 不 同 的 物体 分 配 到 
不 同 的 盒子 的 计数 问题 。 





定理 4 可 以 使 用 乘积 法 则 证 明 。 详 细 证 明 见 本 节 练 习 47。 它 也 可 以 通过 在 定理 3 计数 的 排 
列 和 定理 4 计数 的 放 物体 的 方法 之 间 建 立 一 一 对 应 来 给 出 证 明 ( 见 练习 50) 。 

不 可 辨别 的 物体 与 可 辨别 的 盒子 ”计算 将 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 个 可 辨别 的 盒子 的 方 
法 数 问题 ， 其 结果 等 价 于 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ,对 具有 上 个 元 素 的 集合 计算 n 组 合 数 的 问 
题 。 其 原因 是 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 具 有 个 元 素 集合 的 n 组 合 数 与 将 nn 个 不 可 辨别 的 球 
放 入 个 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 的 关系 。 为 了 建立 这 种 对 应 关系 ， 每 次 
将 一 个 球 放 入 第 i 个 盒子 ， 则 对 应 于 集合 中 的 第 i 个 元 素 被 纳入 了 nn 组合。 

GG 时 将 10 个 不 可 辨别 的 球 放 入 8 个 可 辨别 的 桶 里 ， 共 有 多 少 种 方法 ? 

解 将 10 个 不 可 辨别 的 球 放 入 8 个 可 辨别 的 桶 里 的 方法 数 等 于 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 
从 具有 8 个 元 素 的 集合 中 取出 的 10 组 合 的 个 数 。 因 此 有 
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这 意味 着 有 Cn 十 r 一 1，n 一 1) 种 方法 将 7 个 不 可 辨别 的 球 放 入 nn 个 可 辨别 的 盒子 。 

可 辨别 的 物体 与 不 可 辨别 的 盒子 ”计算 将 个 可 辨别 的 物体 放 和 人 上 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方 
式 数 问题 ， 比 计算 将 物体 (不 管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ) 放 和 人 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 问题 困难 。 我 
们 将 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

(0 将 1 个 不 同 的 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 室 ， 有 多 少 种 方式 ? 其 中 每 间 办 公 室 
可 以 安排 任意 个 数 的 雇员 。 

解 ”我 们 将 通过 枚 举 雇员 安排 在 办 公 室 的 所 有 方式 来 求解 该 问题 。 设 A、B、C、D 分 别 
代表 4 个 和 雇员。 首先 注意 ， 可 以 把 4 个 雇员 都 安排 在 同一 间 办 公 室 ; 也 可 以 将 3 个 雇员 安排 在 
同一 间 办 公 室 , 第 4 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ; 也 可 以 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 另 
外 2 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ; 最 后 、 还 可 以 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 另外 2 个 
雇员 各 安排 一 间 不 同 的 办 公 室 。 上 述 每 一 种 安排 方式 都 可 以 用 把 A、B、C、D 分 成 不 相交 的 
子 集 的 方式 来 表示 。 

恰好 有 一 种 方式 将 所 有 4 个 雇员 都 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 用 {{A，B，C，D)}) 来 表示 。 人 恰 
好 有 4 种 方式 将 3 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 第 4 个 雇员 安排 在 另 一 间 不 同 的 办 公 室 ， 用 
(A B, GC} DF ((As B: Dy, (CI, ttAs CGC, DI, (BY CD}, (AM 米 类 
示 。 恰 好 有 3 种 方式 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 另 外 2 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ， 用 
{{A，B},，{C, D}}、{{ 妈 ,，C}，{B8, DD})} 和 {{4A，DD}，{B,_C 站 来 表示 。 最 后 ; 有 6 种 方式 将 
2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 另外 2 个 雇员 各 安排 一 间 不 同 的 办 公 室 。 分 别 用 {{A，B)， 
Toy DIY (A, CY (BY DY U(X, BD), Bs tC) TB, ©), LAY, DIT, {{B, 
D}; {2}, {CGC)) 和 和 {(C; D}，{A} 2B} 来 表示 。 

计算 所 有 的 可 能 性 ， 得 到 共有 14 种 方式 将 4 个 不 同 的 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 
室 。 思 考 这 个 问题 的 另外 一 种 方法 是 ,将 要 安排 的 办 公 室 数 是 多 少 。 注 意 将 4 个 不 同 雇 员 安 
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排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 室 ( 没 有 空 办 公 室 ) 共 有 6 种 方式 ， 将 4 个 不 同 雇员 安排 在 两 间 不 可 
辨别 的 办 公 室 (有 一 间 空 办 公 室 ) 共 有 7 种 方式 ,将 4 个 不 同 雇员 全 安排 在 同一 间 办 公 室 共有 
1 种 方式 。 4 
关于 计算 把 n 个 可 辨别 的 物体 放 入 j 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 问题 ， 我 们 没有 一 个 简单 
可 用 的 闭 公 式 。 但 是 ， 却 有 一 个 求 和 计算 公式 ， 下 面 将 给 出 这 个 公式 。 设 S(n， 门 表示 将 nn 个 
可 辨别 的 物体 放 入 j 个 不 可 辨别 的 盒子 的 廊 式 数 ， 其 中 不 允许 有 空 的 盒子 。 数 SCz，7) 称 为 第 
二 类 斯 特 林 数 。 例 如 ， 例 10 证 明了 SC4，3)=6、S(C4，2)=7 和 S(4，1)= 二 1。 我们 看 到 将 nn 个 
可 辨别 的 物体 放 人 个 不 可 辨别 的 盒子 (其 中 非 空 的 盒子 数 等 于 &，A 一 1，…，2， 或 1) 的 方式 
数 等 于 DY ,Sn,)) 。 例 如 ， 跟 据 例 10 的 推理 过 程 ， 将 4 个 不 同 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 
办 公 室 共有 SC4，1) 十 SC(4，2) 十 SC(4，3) 王 1 十 7 十 6 一 14 种 方式 。 利 用 容 斥 原理 ( 见 8.6 节 ) 可 
Gen a 
因此 ， 将 nn 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 & 个 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 等 于 
>So = 多 et 
评注 ”读者 可 能 关心 第 一 类 斯 特 林 数 。 关 于 无 符号 第 一 类 斯 特 林 数 的 组 合 定义 、 第 一 类 斯 
特 林 数 的 绝对 值 可 以 从 补充 练习 47 的 前 导言 中 找到 。 关 于 第 一 类 斯 特 林 数 的 定义 、 关 于 第 二 
类 斯 特 林 数 的 详细 信息 、 学 习 更 多 关于 第 一 类 斯 特 林 数 和 两 类 斯 特 林 数 之 间 关 系 ， 可 以 参考 组 
合 数学 教材 ， 如 [Be07]、[Br99]、[RoTe05] 以 及 [MiRo91] 中 的 第 6 章 。 
不 可 辨别 的 物体 与 不 可 辨别 的 盒子 “有 些 计数 问题 可 以 通过 确定 将 不 可 辨别 的 物体 放 人 不 
可 辨别 的 盒子 的 方式 数 而 得 解决 。 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 原理 。 
将 同一 本 书 的 6 个 副本 放 到 4 个 相同 的 盒子 里 ， 其 中 每 个 盒子 都 能 容纳 6 个 副本 ， 
有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
解 ”我 们 来 枚 举 所 有 的 放 和 方式。 对 每 一 种 放 人 方式 ， 将 按照 具有 最 多 副本 数 的 盒子 的 次 
序 依 次 列 出 每 个 盒子 里 的 副本 数 ， 即 列 出 的 次 序 是 递减 的 。 那 么 ， 放 人 方式 有 
6 
Bo 1 
和 > 六 
el 
人 
Sy Qs 
Bl 
2 
By 2 1 
例如 ，4，1，1 表示 : 有 一 个 盒子 中 有 4 份 副 本 、 第 二 个 盒子 中 有 1 份 副 本 、 第 三 个 盒子 
中 有 1 份 副 本 (第 四 个 盒子 是 空 的 ) 。 因 为 已 经 枚 举 了 将 6 个 副本 放 到 最 多 4 个 盒子 里 的 所 有 方 


1 
sed 
2 

1 ， 


式 ， 我 们 知道 ， 共 有 9 种 方式 来 完成 这 项 任务 。 4 
将 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 & 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 等 价 于 将 n 写成 最 多 k 个 非 递 增 正 整数 
的 和 。 如 果 4 十 as 十 … 十 ai 一 1， 其 中 CI，Q， ”Qi 都 是 正 整数 ， 上 县 >" a;, 那么 就 


说 al，as，*…，a; 是 将 正 整数 ”划分 成 7 个 正 整数 的 一 个 划分 。 可 以 看 到 ， 如 果 p(n) 是 将 正 
整数 n 划分 成 最 多 k 个 正 整 数 的 方式 数 ， 那 么 将 nn 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 & 个 不 可 辨别 的 盒子 
里 的 方式 数 就 是 p(n)。 关 于 这 个 数 ， 我 们 没有 更 简单 的 公式 来 表示 它 。 从 参考 资料 [LRoll] 可 
以 找到 正 整数 划分 的 更 多 信息 。 





练习 


1. 
2. 


从 一 个 3 元 素 集合 中 允许 重复 地 有 序 选取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
从 一 个 5 元素 集合 中 允许 重复 地 有 序 选取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 


3. 6 个 字母 的 字符 串 有 多 少 个 ? 


4. 
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10. 


每 天 一 个 学 生 从 一 堆 包 好 的 三 明治 中 随机 选 1 块 三 明治 作为 午饭 。 如 果 有 6 种 三 明治 并 且 选 择 三 明治 
的 次 序 无 关 ， 在 一 周 的 7 天 里 这 个 学 生 选 择 三 明治 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 


. 分 配 3 种 工作 给 5 个 雇员 ， 如 果 每 个 雇员 可 以 得 到 1 种 以 上 的 工作 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 
.从 一 个 3 元 素 集合 中 允许 重复 地 无 序 选 取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

. 从 一 个 5 元素 集合 中 允许 重复 地 无 序 选 取 3 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

. 从 一 个 商店 的 21 种 甜 甜 圈 中 选择 12 个 甜 甜 圈 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

. 一 个 百 吉 饼 店 有 洋葱 百 吉 饼 、 回 桶 子 百 吉 饼 、 鸡 蛋 百 吉 饼 、 咸 味 百 吉 饼 、 粗 制 保 麦 百 吉 饼 、 芝 麻 百 吉 


饼 、 葡 萄 干 百 吉 饼 和 普通 百 吉 饼 ， 有 多 少 种 方式 选择 

a)6 个 百 吉 饼 ? 

b)12 个 百 吉 饼 ? 

c)24 个 百 吉 饼 ? 

d)12 个 百 吉 饼 ， 并 且 每 类 至 少 有 1 个 ? 

e)12 个 百 吉 饼 ， 并 且 至 少 有 3 个 鸡蛋 百 吉 饼 和 不 超过 2 个 成 味 百 吉 饼 ? 
一 个 新 月 形 面包 店 有 普通 新 月 形 面 包 、 樱 桃 新 月 形 面包 、 巧 克 力 新 月 形 面包 、 查 仁 新 月 形 面包 、 革 
果 新 月 形 面包 和 椰 菜 新 月 形 面包 。 有 多 少 种 方式 选择 

a)12 个 新 月 形 面包 ? 

b)36 个 新 月 形 面包 ? 

c)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 至 少 每 类 有 2 个 ? 

d)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 不 超过 2 个 椰 菜 的 ? 


”e)24 个 新 月 形 面 包 ， 并 且 至 少 5 个 巧克力 的 且 至 少 3 个 杏仁 的 ? 


11. 
12. 


13 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 
19. 
20. 


21. 


f)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 至 少 1 个 普通 的 ， 至 少 2 个 樱桃 的 ， 至 少 3 个 巧克力 的 ， 至少 1 个 杏仁 的 ， 
至 少 2 个 苹果 的 和 不 超过 3 个 椰 菜 的 ? 

一 个 小 猪 储 钱 镀 包 含 100 个 相同 的 1 美 分 和 80 个 相同 的 5 美 分 硬币 ， 从 中 选 8 个 硬币 有 多 少 种 方式 ? 

如 果 一 个 小 猪 储 钱 镀 中 有 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 、25 美 分 、50 美 分 等 硬币 ， 那 么 20 个 硬币 有 多 少 

种 不 同 的 组 合 ? 

一 个 出 版 商 有 3000 本 离散 数学 书 ， 如 果 这 些 书 是 没有 区 别 的 ， 那 么 将 这 些 书 存储 在 3 个 库房 有 多 少 

种 方式 ? 

设 zi1、x:、xs 和 xs 是 非 负 整 数 ， 方程 zi 十 zz 十 x3 十 zx4 二 17 有 多 少 个 解 ? 




















方程 zi 十 zz 十 Xs 十 Zz4 十 zs 二 21 有 多 少 个 解 ? 其 中 zi(i 二 1，2，3，4， 5) 是 非 负 整数 ， 并 且 使 得 
a)zxi 汪 1 \ Da 2 2= 1 2 3 dy 8 

c)0 委 z 委 10 国有 委 商 委 35 LS mals 

方程 zi 十 zz 十 zx3 十 zs 十 x 十 ze 二 29 有 多 少 个 解 ? 其 中 zi(i=1，2，3，4，5，6) 是 非 负 整数 ,并且 
使 得 

a 1 c= ls By 3 4 by 2 wd Td we 6 
ec)ZI 委 5 dzi<8，zZ 之 8 


有 多 少 10 位 三 进 制 数字 (0、1 或 2) 串 恰 含 有 2 个 0、3 个 芋 和 5 个 2? 

有 多 少 20. 位 十 进 制 数 字 串 含有 2 个 信 入 个 1、3 淖 2、1 人 个 3 3 个 4 3 不 5 2 个 7 和 3 个 由 
假设 一 个 大 家 庭 有 14 个 孩子 ,包括 2 组 三 胞 胎 、3 组 双胞胎 以 及 2 个 单 胞 胎 。 这 些 孩 子 坐 在 一 排 椅 
子 上 ， 如 果 相 同 的 三 胞 胎 或 双胞胎 的 孩子 不 能 互相 区 分 ， 那 么 有 多 少 种 方式 ? 

不 等 式 zi 十 zs 十 Xs 三 11 有 多 少 个 解 ? 其 中 x1、zs 和 zs 是非 负 整 数 。[ 提 示 : 引入 辅助 变量 x 使 得 
Bi 二 x 十 8 十 二 11] 

一 位 瑞典 导游 设计 了 一 种 聪明 的 方法 ， 帮 助 游客 在 人 群 中 尽快 找到 自己 的 导游 。 他 有 13 双 相 同样 式 
的 鞋 ， 每 一 双 鞋 都 有 不 同 的 颜色 。 他 从 这 13 双 鞋 中 选择 一 支 左 鞋 和 一 只 右 鞋 ， 有 多 少 种 方式 ? 
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32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37; 
38. 
39. 


-A 


40. 


41. 


[a 


42. 
43. 
44. 


45. 
46. 


47. 


48. 


a) 不 限制 和 区 分 哪 种 颜色 穿 在 哪 只 脚 上 。 

b) 左 鞋 和 右 鞋 的 颜色 不 同 ， 区 分 哪 种 颜色 穿 在 哪 只 脚 上 。 

ec) 左 鞋 和 右 鞋 的 颜色 不 同 ， 不 区 分 哪 种 颜色 穿 在 哪 只 脚 上 

d) 没 有 限制 和 不 区 分 哪 种 颜色 穿 在 哪 只 脚 上 。 

安排 一 名 飞行 员 在 10 月 份 飞行 5 天 ， 且 不 能 连续 2 天 飞行 。 有 多 少 种 安排 方式 ? 

把 6 个 相同 的 球 放 到 9 个 不 同 的 箱子 中 有 多 少 种 方法 ? 

把 12 个 相同 的 球 放 到 6 个 不 同 的 箱子 中 有 多 少 种 方法 ? 

把 12 个 不 同 的 物体 放 到 6 个 不 同 的 盒子 中 并 且 每 个 盒子 有 2 个 物体 ， 有 多 少 种 方法 ? 

把 15 个 不 同 的 物体 放 到 5 个 不 同 的 盒子 中 并 且 这 些 盒 子 分 别 有 1 个 、2 个 、3 个 、4 个 和 5 个 物体 ， 

有 多 少 种 方法 ? 

有 多 少 个 小 于 1 000 000 的 正 整数 其 数字 之 和 等 于 19? 

有 多 少 个 小 于 1 000 000 的 正 整 数 恰好 一 个 数字 等 于 9 且 鞭 数字 之 和 等 于 13? 

一 次 离散 数学 的 期 终 考 试 有 10 道 题 。 如 果 总 分 数 是 100 且 每 道 题 至 少 5 分 ， 那 么 有 多 少 种 方式 来 分 

配 这 些 题 的 分 数 ? 

个 物体 有 > 种 不 同 的 类 型 ， 证 明 有 (7 一 人 一 n 一 qi 一 qs 一 … 一 g,) 种 不 同 的 无 序 选 

择 ， 使 得 该 选择 至 少 有 qi 个 1 型 的 物体 ，g; 个 2 型 物体 ，…，g; 个 -~ 型 物体 ? 

如 果 被 传送 的 比特 串 必须 以 1 开始， 必须 有 另外 3 位 1( 使 得 传送 的 1 共有 4 位 )， 必 须 包 含 总 共 12 

位 0， 必须 每 个 1 后 面 至 少 跟随 2 个 0， 那么 有 多 少 个 不 同 的 比特 串 ? 

使 用 MISSISSIPPI 中 的 所 有 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 ABRACADABRA 中 的 所 有 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 AARDVARK 中 的 所 有 字母 且 所 有 的 3 个 A 必须 连续 ， 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 ORONO 中 的 某 些 或 全 部 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 SEERESS 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 含 5 个 字符 的 串 ? 

用 EVERGREEN 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 含 7 个 字符 的 串 ? 

使 用 6 个 1 和 8 个 0 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 比特 串 ? 

一 个 学 生 有 3 个 芒果 、2 个 番 木 瓜 和 2 个 猕猴 桃 。 如 果 这 个 学 生 每 天 吃 1 个 水 果 ， 并 且 只 考虑 水 果 的 

类 型 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 方式 吃 完 这 些 水 果 ? 

一 个 教授 把 40 本 数学 期 刊 放 人 4 个 盒子 ， 每 盒 10 本 ， 分配 这 些 期 刊 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 每 个 盒子 被 编号 使 得 它们 是 可 区 分 的 。 

b) 这 些 盒子 是 相同 的 ， 使 得 它们 是 不 可 区 分 的 。 

有 多 少 种 不 同 的 方式 在 xyz 空间 上 从 原点 (0，0，0) 到 达 点 (4，3，5)? 这 个 旅行 的 每 一 步 是 在 zx 正 

方向 移动 一 个 单位 ，y 正方 向 移动 一 个 单位 ， 或 者 = 正方 向 移动 一 个 单位 。(x+、y、z 负 方 向 的 移动 

是 禁止 的 ， 即 不 允许 回头 。) 

有 多 少 种 不 同 的 方式 在 zyzw 空间 上 从 原点 (0，0，0，0) 到 达 点 (4，3，5，4)? 这 个 旅行 的 每 一 步 是 

在 T+、y、z 或 vw 正方 向 移动 一 个 单位 。 

把 一 副 标 准 的 52 张 扑 克 牌 发 给 5 个 人 ,每 个 人 得 到 7 张 牌 ， 有 多 少 种 方式 ? 

在 打 桥 牌 时 ， 把 一 副 标 准 的 52 张 牌 发 给 4 个 人 ， 有 多 少 种 不 同 发 牌 的 方式 ? 

当 把 一 副 标 准 的 52 张 牌 发 给 4 个 人 时 ， 若 使 得 每 个 人 有 一 手包 含 1 张 A 的 牌 ， 这 种 概率 是 多 少 ? 

12 本 书 放 在 4 个 不 同 的 书架 上 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b) 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虑 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。[ 提 示 : 把 这 件 事 分 成 12 个 任务 完成 ， 
放 每 本 书 是 一 个 任务 。 先 用 1、2、3、4 表示 这 些 书 架 ， 用 6b;(i 一 1，2，…，12) 表 示 书 。 把 6; 放 到 
1、2、3、4 中 某 个 数 的 右边 。] 

n 本 书 放 在 & 个 不 同 的 书架 上 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b) 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虑 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。 

12 本 书 在 一 个 书架 上 排 成 一 排 。 从 中 选 5 本 书 并 且 使 得 没有 2 本 书 相 邻 有 多 少 种 方式 ? [提示 : 将 选 

的 书 用 竖 线 表示 ， 没 选 的 书 用 星 号 表示 ， 计 数 含 5 条 竖 线 和 7 颗 星 且 没 有 2 条 竖 线 相 邻 的 序列 数 。] 
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通过 先 把 物体 放 和 人 第 一 个 盒子 ， 然 后 把 物体 放 和 人 第 二 个 盒子 ，…， 的 方法 ， 使 用 乘积 法 则 证 明定 

理 4。 

通过 下 面 的 方法 证 明定 理 4。 有 nn 个 物体 ， 其 中 类 型 为 i 的 相同 的 物体 有 ni; 个 ， i 二 1，2，…，k。 先 

把 这 ?个 物体 的 排列 与 把 这 些 物 体 放 到 A 个 盒子 且 使 得 盒子 ; 含有 nn; 个 物体 的 分 配 之 间 建 立 一 一 对 

应 ， 这 里 ;1，2，…，&， 然 后 使 用 定理 3。 

在 这 个 练习 中 ， 我们 将 通过 在 两 个 集合 之 间 建 立 一 一 对 应 来 证 明定 理 2。 这 两 个 集合 分 别 是 集合 

S 二 {1，2,，…，n} 的 允许 重复 的 r 组合 的 集合 和 集合 T= 二 {1，2，3，…，n 十 r 一 1} 的 r+ 组 合 的 集合 。 

a) 把 S 的 允许 重复 的 r 组 合 中 的 元 素 排 成 一 个 递增 序列 zi 三 xz; 二 … 二 zx,。 证 明 ， 对 这 个 序列 的 第 
项 加 上 一 1 而 构成 的 序列 是 严格 递增 的 。 断 言 这 个 序列 由 工 的 ~ 个 不 同 的 元 素 构 成 。 

b) 证 明 a 所 描述 的 过 程 在 S 的 允许 重复 的 ”~ 组 合 的 集合 与 工 的 ”组合 的 集合 之 间 定 义 了 一 一 对 应 。 
[提示 : 通过 把 工 的 满足 1 过 zi 过 zs 三 … 过 xz, 志 n 十 r 一 1 的 r+ 组 合 {z1，xz，…，x,}, 与 从 第 个 元 
素 减 去 & 一 1 得 到 的 S 的 允许 重复 的 ~ 组 合 相 联系 ， 证 明 这 个 对 应 是 可 逆 的 。] 

c) 断 言 存在 着 Cl(n 十 r 一 1，7) 个 n 元 素 集合 的 允许 重复 的 r 组 合 。 

有 和 多少 种 方式 把 5 个 不 同 的 物体 放 到 3 个 相同 的 盒子 中 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 可 辨别 的 物体 放 入 4 个 不 可 辨别 的 盒子 ,使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 

物体 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 临时 雇员 安排 到 4 个 相同 的 办 公 室 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 临时 雇员 安排 到 4 个 相同 的 办 公 室 ， 使 得 每 个 办 公 室 中 至 少 有 1 个 临时 

雇员 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 3 个 不 可 辨别 的 盒子 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 4 个 不 可 辨别 的 盒子 ,使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 

物体 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 8 张 相 同 的 DVD 放 入 5 个 不 可 辨别 的 盒子 , 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 

张 DVD? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 9 张 相同 的 DVD 放 入 3 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 2 

张 DVD? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 球 放 到 7 个 盒子 里 ， 要 求 每 个 盒子 里 最 多 有 1 个 球 ， 如 果 

a) 球 与 盒 都 是 有 标号 的 ? b) 球 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 

c) 球 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 球 与 盒 都 是 没有 标号 的 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 球 放 到 3 个 盒子 里 ， 要 求 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 球 ， 如 果 

a) 球 与 盒 都 是 有 标号 的 ? b) 球 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 

c) 球 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 球 与 盒 都 是 没有 标号 的 ? 

假如 一 个 足球 协会 中 有 32 支 球 队 ， 将 该 协会 分 成 两 个 分 会 ， 每 个 分 会 都 有 16 支 球 队 。 将 每 个 分 会 

再 分 成 三 个 小 组 。 假 如 中 北 小 组 有 5 支 球 队 ， 该 小 组 的 每 支 球 队 相互 之 间 要 踢 四 场 比赛 ， 每 支 球 队 

要 和 该 分 会 其 他 小 组 的 11 支 球 队 跑 三 场 比赛 ,还 要 和 另 一 个 分 会 的 16 支 球 队 跑 两 场 比赛 。 要 安排 

中 北 小 组 中 的 一 支 球 队 进 行 比赛 ， 共 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

假如 一 个 武器 巡视 员 必 须 对 5 个 不 同 场所 中 的 每 个 场所 巡视 两 次 ， 每 天 巡视 一 个 场所 。 巡 视 员 可 以 

自由 选择 巡视 场所 的 次 序 ， 但 他 不 能 连 着 两 天 都 巡视 X 场所 ， 因 为 X 场 所 是 最 可 疑 的 场所 。 那 么 ， 

该 巡视 员 有 多 少 种 不 同 的 方式 来 巡视 这 些 场所 ? 

在 (zi 十 zz 十 … 十 zw) "的 展开 式 中 ， 把 所 有 的 同类 项 合并 以 后 有 多 少 个 不 同 的 项 ? 

证 明 多 项 式 定理 : 如 果 是 正 整 数 ， 则 
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是 多 项 式 系数 。 
求 (zx 十 y 十 z)* 的 展开 式 。 


计 数 385 


67. 求 (x 十 y 十 z)" 中 的 x; yx 的 系数 。 
68. 在 (zx 十 y 十 z)'" 的 展开 式 中 有 和 多少 个 项 ? 


6.6 生成 排列 和 组 合 


6.6.1 引言 

本 章 前 几 节 已 经 描述 了 各 种 类 型 的 排列 和 组 合 的 计数 方法 ， 但 是 有 时 候 需 要 生成 排列 和 组 
合 ， 而 不 仅仅 是 计数 。 考 虑 下 面 三 个 问题 。 第 一 ， 假 设 一 个 销售 商 必 须 访 问 6 个 城市 。 应 该 按 
照 什么 顺序 访问 这 些 城市 而 使 得 总 的 旅行 时 间 最 少 ? 一 种 方法 就 是 确定 6! 一 720 种 不 同 顺序 
的 访问 时 间 并 且 选 择 具有 最 小 旅行 时 间 的 访问 顺序 。 第 二 ,假定 6 个 数 的 集合 中 某 些 数 的 和 是 
100。 找 出 这 些 数 的 一 种 方法 就 是 生成 所 有 2 = 二 64 个 子 集 并 且 检 查 它 们 的 元 素 和 。 第 三 ， 假 设 
一 个 实验 室 有 95 个 雇员 ， 一 个 项 目 需要 一 组 12 人 组 成 的 有 25 种 特定 技能 的 雇员 。 (每 个 雇员 
可 能 有 一 种 或 多 种 技能 ) 。 找 出 这 组 雇员 的 一 种 方法 就 是 找 出 所 有 的 12 个 雇员 的 小 组 ， 然 后 检 
查 他 们 是 否 有 所 需要 的 技能 。 这 些 例 子 都 说 明 为 了 求解 问题 常常 需要 生成 排列 和 组 合 。 


6.6.2 生成 排列 

任何 盖 元 素 集合 可 以 与 集合 (1L，2，3，…，M} 建 立 一 一 对 应 。 我 们 可 以 如 下 列 出 任何 二 元 
素 集合 的 所 有 排列 :生成 n 个 最 小 正 整数 的 排列 ， 然 后 用 对 应 的 元 素 替 换 这 些 整 数 。 已 经 建立 
了 许多 不 同 的 算法 来 生成 这 个 集合 的 n! 个 排列 。 我 们 将 要 描述 的 算法 是 以 {1]，2，3，…，n} 
的 排列 集合 上 的 字典 顺序 为 基础 的 。 按 照 这 个 顺序 ， 如 果 对 于 某 个 &，1 委 & 委 2，a 一 久 ，a: 王 
b,， 2 ar-1 二 b-1 并 上 且 Qi <bies 那么 排列 did2"""a, 在 排列 bib,**b, 的 前 边 。 换 句 话说 ， 如 果 在 
! 个 最 小 正 整数 集合 的 两 个 排列 不 等 的 第 一 位 置 ， 一 个 排列 的 数 小 于 第 二 个 排列 的 数 ， 那 么 这 
个 排列 按照 字典 顺序 排 在 第 二 个 排列 的 前 边 。 

集合 {1，2，3，4，5) 的 排列 23415 在 排列 23514 的 前 边 ， 因 为 这 些 排 列 在 前 两 位 相 
同 , 但 第 一 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 是 4， 小 于 第 二 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 5。 类 似 地 ， 排 列 
41532 在 排列 52143 的 前 边 。 4 

生成 {1，2，…，nn} 的 排列 的 算法 基础 是 从 一 个 给 定 排列 wa …a, 按照 字典 顺序 构造 下 一 
个 排列 的 过 程 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 首 先 假设 a,_) 二 a,， 交 换 a,_| 和 a, 可 得 到 一 个 更 
大 的 排列 。 没 有 其 他 的 排列 既 大 于 原来 的 排列 且 又 小 于 这 个 通过 交换 a,_1 与 a, 得 到 的 排列 。 
例如 ， 在 234156 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234165。 另 一 方面 ， 如 果 wa ,>a,， 那 么 由 交换 
这 个 排列 中 的 最 后 两 项 不 可 能 得 到 一 个 更 大 的 排列 。 看 看 排列 中 的 最 后 3 个 整数 ， 如 果 a,_; 一 
a,_1， 那 么 可 以 重新 安排 这 后 3 个 数 而 得 到 下 一 个 最 大 的 排列 。a,_; 和 a, 中 比较 小 的 数 大 于 
a,_s， 先 把 这 个 数 放 在 位 置 n 一 2， 然 后 把 剩 下 的 那个 数 和 a,_; 按 照 递 增 的 顺序 放 到 最 后 的 两 个 
位 置 。 例 如 ， 在 234165 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234516 。 

另 一 方面 ， 如 果 a,_ ;之 a, 1( 且 a1 之 a,)， 那 么 不 可 能 由 安排 在 这 个 排列 的 最 后 三 项 而 得 
到 更 大 的 排列 。 基 于 这 个 观察 ， 可 以 描述 一 个 一 般 的 方法 ， 对 于 给 定 的 排列 ww …a, 依据 字典 
顺序 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 首 先 ， 找 到 整数 w 和 ww 十 1， 使 得 w < 及 w 十 1 且 

Qi>arz ">a, 

即 在 这 个 排列 中 的 最 后 一 对 相 邻 的 整数 ， 使 得 这 个 对 的 第 一 个 整数 小 于 第 二 个 整数 。 然 后 ， 把 
ar，ai，…，as 中 大 于 ai 的 最 小 的 整数 放 到 第 j 个 位 置 ， 再 按照 递增 顺序 从 位 置 j 十 1 到 n 
列 出 a;，aji1，aj4+s，"…，a, 中 其 余 的 整数 ， 这 就 得 到 依照 字典 顺序 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 容 
易 看 出 ， 没 有 其 他 的 排列 大 于 排列 aa …a, 而 小 于 这 个 新 生成 的 排列 (对 这 一 事实 的 验证 留 给 
读者 作为 练习 ) 。 

GCG 时 在 362541 后 面 按照 字典 顺序 下 一 个 最 大 的 排列 是 什么 ? 

解 ” 使 得 a 一 aj, 的 最 后 一 对 整数 a; 和 ai 是 ws 一 2 和 a 一 5。 排列 在 2 右边 大 于 2 的 最 小 
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整数 是 a; 二 4， 因 此 将 4 放 在 第 三 个 位 置 。 然 后 整数 2、5 和 1 依 递增 顺序 放 到 最 后 三 个 位 置 ， 
即 这 个 排列 的 最 后 三 个 位 置 是 125。 于 是 ， 下 一 个 最 大 排列 是 364125 。 4 

为 了 生成 整数 1，2，3，…， nn 的 n! 个 排列 ， 按 照 字典 顺序 由 最 小 的 排列 ， 即 123…n 开 
始 ， 连 续 使 用 2! 一 1 次 生成 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 ， 就 得 到 n 个 最 小 的 整数 按 字 典 顺序 的 所 
有 排列 。 

CG 时 按 字典 顺序 生成 整数 1，2，3 的 排列 。 

解 从 123 开始 。 由 交换 3 和 2 得 到 下 一 个 排列 132。 下 一 步 ， 因 为 3 之 2 和 1<3， 排 列 在 
132 中 的 3 个 整数 ， 把 3 和 2 中 较 小 的 放 到 第 一 个 位 置 ， 然 后 按 递增 顺序 把 1 和 3 放 到 位 置 二 
和 三 而 得 到 213。 跟 着 213 的 是 231， 它 是 由 交换 1 和 3 得 到 的 ， 因 为 1 二 3。 下 一 个 最 大 的 排 
列 把 3 放 在 第 一 位 置 ， 后 面 是 1 和 2 按 递增 顺序 排列 ， 即 312。 最 后 ， 交 换 1 和 2 得 到 最 后 一 
个 排列 321。 我 们 生成 了 1，2，3 字典 顺序 排列 ， 它 们 是 123、132、213、231、312 和 321。 

4 
算法 1 显示 了 在 给 定 排列 不 是 最 大 的 排列 nn 一 1 n 一 2…2 1 时， 在 它 的 后 面 按照 字典 顺序 
找到 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 。 





算法 1 按 字典 顺序 生成 下 一 个 最 大 排列 
procedure next permutation(aiaqz ra,: (1，2，…，7) 的 排列 ， 不 等 于 zz 一 1…2 1) 
yn 
while a; > aj+1 
a lt 
{7 是 使 得 a; 二 aj+1 的 最 大 下 标 ) 
k:=n . 
while wj > ax 
k:=k—1 
{a 是 在 ww 右边 大 于 ai 的 最 小 整数 } 
交换 w 和 ax 
r :=n 
s :三 ] 十 1 
while ”之 > 
交换 a, 和 a， 
7 :一 7 一 】 
5 :一 5 十 1 
{ 这 把 在 第 7 位 后 边 的 排列 尾部 按 递增 顺序 放置 } 
{现在 aa …a 是 下 一 个 排列 } 














6.6.3 生成 组 合 

怎样 生成 一 个 有 穷 集 的 元 素 的 所 有 组 合 呢 ? 由 于 一 个 组 合 仅仅 就 是 一 个 子 集 ， 所 以 我 们 可 
以 利用 集合 ta ，a; ，…，a,) 的 子 集 入 位 比特 串 之 间 的 对 应 关系 。 

如 果 a 在 子 集中 ， 对 应 的 比特 串 在 位 置 & 有 一 个 1; 如 果 a 不 在 子 集中 ， 对 应 的 比特 串 
在 位 置 A 有 一 个 0。 如 果 可 以 列 出 所 有 的 位 比特 串 ， 那 么 通过 在 子 集 和 比特 串 之 间 的 对 应 就 
可 以 列 出 所 有 的 子 集 。 

一 个 位 比特 串 也 是 一 个 在 0 到 2" 一 1 之 间 的 整数 的 二 进 制 展开 式 。 按 照 它们 的 二 进 制 展 
开 式 ， 作 为 整数 根据 递增 顺序 可 以 列 出 这 2" 一 1 个 比特 串 。 为 生成 所 有 的 n 位 二 进 制 展 开 式 ， 
从 具有 7 个 0 的 比特 串 000…00 开始 。 然 后 ， 继 续 找 下 一 个 最 大 的 展开 式 ， 直 到 得 到 111…11 
为 止 。 在 每 一 步 找 下 一 个 最 大 的 二 进 制 展开 式 时 ， 先 确定 从 右边 起 第 一 个 不 是 1 的 位 置 。 然 后 
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把 这 个 位 置 右边 的 所 有 的 1 变 成 0 并 且 将 这 第 一 个 0( 从 右边 数 ) 变 成 1。 
找 出 在 1000100111 后 面 的 平一 个 最 大 的 比特 串 。 
解 ”这 个 串 从 右边 数 不 是 1 的 第 1 位 是 从 右边 起 的 第 4 位 。 把 这 一 位 变 成 1 并 且 将 它 后 面 
所 有 的 位 变 成 0。 这 就 生成 了 下 一 个 最 大 的 比特 串 1000101000 。 4 
生成 在 6,_10,-，…b1b。 后 面 的 下 一 个 最 大 的 比特 串 的 过 程 在 算法 2 中 给 出 。 








算法 2 生成 下 一 个 最 大 的 比特 串 
procedure next bit string(b,-10,-2…bibo: 不 等 于 11…11 的 比特 串 ) 
1 4 一 0 
while b;=1 
六 :一 0 
1 一 计 1 
于 :一 1 
{ 现 在 Do-1pD-2 Dipo 是 下 一 个 比特 串 》 











下 面 将 给 出 生成 集合 {1，2，3，…，7?)} 的 > 组 合 的 算法 。 一 个 > 组 合 可 以 表示 成 一 个 序 
列 ， 这 个 序列 按照 递增 的 顺序 包含 了 这 个 子 集中 的 元 素 。 使 用 在 这 些 序列 上 的 字典 顺序 可 以 列 
出 这 些 ~ 组 合 。 在 这 个 字典 顺序 下 ， 第 一 个 ~ 组 合 是 (1，2，…，r 一 1，r}， 最 后 一 个 > 组 合 是 
{n 一 + 十 1，n 一 7 十 2，…， nn 一 1，n}。 在 aias*…a, 后 面 的 下 一 个 组 合 可 以 按 下 面 的 方法 得 到 : 
首先 ， 找 到 序列 中 使 得 a; 关 nn 一 r 十 i 的 最 后 元 素 a;， 然 后 用 a; 十 1 代替 a;， 且 对 于 j==i 十 1，i 十 
2，…，7 用 a; 十 1) 一 ;十 1 代替 w 。 请 读者 证 明 这 就 按 字典 顺序 生成 了 下 一 个 最 大 的 组 合 。. 下 面 
的 例 5 说 明了 这 个 过 程 。 

找 出 集合 {1，2，3，4，5，6} 在 {1，2，5，6}) 后 面 的 下 一 个 最 大 的 4 组 合 。 

解 ”在 具有 a 二 1，a; 二 2，a; 二 5，as 二 6 的 项 中 使 得 a; 关 6 一 4 十 i 的 最 后 的 项 是 a, 二 2。 为 
得 到 下 一 个 最 大 的 4 组 合 ,， 把 4a, 加 1 得 a, 二 3。 然 后 , 置 a; 二 3 十 1 二 4 且 &4 二 3 十 2 二 5。 从 而 下 











一 个 最 大 的 4 组 合 是 (1，3，4，5) 。 4 
算法 3 用 伪 码 给 出 了 这 个 过 程 。 

算法 3 按 字典 顺序 生成 下 一 个 + 组 合 

procedure next r-combination({al ，a ，…，aw) ; {1，2,，…，n}) 的 满足 a 二 a; 二 … 二 a, 的 不 等 于 


{2 一 r 十 1，…，7?)} 的 真子 集 ) 
z 一 7 
while a; 一 7 一 ~ 十 
全 | 
Qi :一 Qi 十 1 
for 7 :一 ;十 1 to > 
a; :一 0i 十 J 一 : 
{现在 a1as…a, 是 下 一 个 组 合 } 











练习 

1. 按照 字典 顺序 排列 下 述 {1，2，3，4，5) 的 排列 : 
43521，15432，45321，23451，23514，14532，21345，45213，31452，31542。 

2. 按照 字典 顺序 排列 下 述 {1，2，3，4，5，6}) 的 排列 : 
234561, 231456, 165432, 156423, 543216, 541236, 231465, 314562, 432561, 654321, 
654312，435612。 
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3. 一 个 计算 机 目录 中 文件 名 字 包 括 3 个 大 写字 母 ， 接 着 1 个 数字 ， 其 中 字母 是 A、B 或 C， 数 字 是 1 或 
2。 以 字典 顺序 列 出 这 些 文件 名 。 字 母 顺序 为 正常 的 字母 表 顺 序 。 

4. 设 一 个 计算 机 目录 中 文件 名 字 包 括 3 个 数字 ， 接 着 2 个 小 写字 母 ， 其 中 数字 是 0、1 或 2， 字 母 是 a 或 
b。 以 字典 顺序 列 出 这 些 文件 名 。 字 母 顺 序 为 正常 的 字母 表 顺 序 。 

5. 找 出 按照 字典 顺序 跟 在 下 面 每 一 个 排列 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 


a)1432 b)54123 c)12453 
d)45231 e)6714235 f)31528764 

6. 找 出 按照 字典 顺序 跟 在 下 面 每 一 个 排列 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 
a)1342 b)45321 c)13245 
d)612345 e)1623547 f)23587416 


7. 使 用 算法 1 按照 字典 顺序 生成 前 4 个 正 整 数 的 24 个 排列 。 
8. 使 用 算法 2 列 出 集合 {1，2，3，4}) 的 所 有 子 集 。 
9. 使 用 算法 3 列 出 集合 {1，2，3，4，5}) 的 所 有 的 3 组 合 。 
10. 证 明 : 算法 1 按 字典 顺序 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 
11. 证 明 : 算法 3 按 字典 顺序 生成 给 定 r 组合 后 面 的 下 一 个 最 大 的 r 组 合 。 
12. 建立 一 个 算法 来 生成 nn 元素 集 合 的 r 排列 。 
13. 列 出 {1，2，3，4，5}) 的 所 有 3 排列 。 
这 一 节 剩 下 的 练习 建立 了 另 一 个 算法 来 生成 {1]，2，3，…，n) 的 排列 。 这 个 算法 是 基于 整数 的 康 托 尔 展 
开 。 每 个 小 于 n! 的 非 负 整 数 有 一 个 唯一 的 康 托 尔 展开 式 
ay Th i 2 a C= 
其 中 a 是 一 个 不 超过 i 的 非 负 整 数 ，i 一 ]，2，…，n 一 1。 整 数 a1，as，…，a,_1 叫 作 这 个 整数 的 康 托 尔 
数字 。 
给 定 {1]，2，…，n)}) 的 一 个 排列 。 令 as-1 是 排列 中 在 后 面 且 小 于 的 整数 个 数 ，k 二 2，3，…，n。 例 
如 ， 在 排列 43215 中 ，ai 是 在 2 后 面 且 小 于 2 的 整数 个 数 ， 所 以 a 二 1。 类 似 地 ， 对 这 个 例子 ，as 一 2、 
as 二 3 且 a4 二 0。 考 虑 从 {1，2，3，…，n) 的 排列 的 集合 到 小 于 nl 的 非 负 整 数 的 集合 的 函数 。 这 个 函数 


把 一 个 排列 映 到 一 个 非 负 整 数 ， 而 这 个 整数 把 以 这 种 方式 定义 的 a1，as，…，as-1 作 为 它 的 康 托 尔 数字 。 
14. 找 出 对 应 于 下 述 排 列 的 整数 。 
a)246531 b)12345 c)654321 


15. 证 明 : 这 里 描述 的 对 应 是 {1，2，3，…，n} 的 排列 的 集合 与 小 于 n! 的 非 负 整数 之 间 的 双 射 。 
16. 按照 康 托 尔 展开 式 与 练习 12 前 面 所 描述 的 排列 之 间 的 对 应 找 出 与 下 面 的 整数 相对 应 的 (1，2，3，4， 
5} 的 排列 。 


a)3 b)89 1 
17. 设计 一 个 以 练习 14 描述 的 对 应 为 基础 的 算法 来 生成 n 元素 集 合 所 有 的 排列 。 
关键 术语 和 结论 B 
术语 


组 合 数 学 (combinatorics) : 研究 物体 安排 的 科学 。 

枚 举 (enumeration): 物体 安排 的 计数 。 

树 图 (tree diagram) : 由 根 、 从 根 出 发 的 分 支 以 及 从 分 支 的 某 些 端点 出 发 的 其 他 分 支 构成 的 图 。 
排列 (permutation) : 集合 元 素 的 一 个 有 序 的 安排 。 

r 排 列 (一 permutation) : 集合 的 ”个 元 素 的 一 个 有 序 安 排 。 

P(n,r): nn 元 素 集合 的 r 排列 数 。 

r 组 合 (r-combination:): 集合 的 ~ 个 元 素 的 无 序 选 取 。 

C(n，r): 元素 集合 的 r 组 合 数 。 


() (二 项 式 系数 ，binomial coefficient): 也 是 nn 元素 集合 的 r 组合 数 。 
zj 
组 合 证 明 (combinatorial proof) : 基于 计数 变量 的 证 明 。 
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帕斯卡 三 角形 (Pascalys triangle) ; 二 项 式 系数 的 一 种 表示 ， 其 中 三 角形 的 第 ; 行 包含 ())， j=0，1， 
2 “es Lo 
结论 


计数 的 乘积 法 则 (product rule for counting) : 当 一 个 过 程 由 两 个 子 任务 构成 时 ， 完 成 这 个 过 程 的 方式 数 是 
完成 第 一 个 任务 的 方式 数 和 完成 第 一 个 任务 之 后 再 做 第 二 个 任务 的 方式 数 之 积 。 

集合 的 乘积 法 则 (product rule for sets): 有 限 集合 的 笛 卡 儿 集 的 大 小 是 各 个 集合 大 小 的 乘积 。 

计数 的 求 和 法 则 (sum rule for counting): 如 果 两 个 任务 不 能 同时 做 ， 那么 用 这 种 或 那 种 方式 完成 任务 的 
总 方式 数 是 完成 两 种 任务 的 方式 数 之 和 。 

集合 的 求 和 法 则 (sum rule for sets) : 两 两 互 斥 集合 的 并 集 的 大 小 是 各 个 集合 大 小 之 和 。 

计数 的 减法 法 则 或 者 集合 容 斥 原理 (subtraction rule for counting or inclusion-exclusion for sets) : 一 个 任 
务 可 以 通过 ni 种 或 者 ns 种 两 类 方式 完成 ， 完 成 这 个 任务 的 方式 总 数 是 nn 十 ns 减 去 两 类 方式 中 相同 
的 方式 。 

集合 的 减法 法 则 或 者 集合 容 斥 原理 (subtraction rule or inclusion-exclusion for sets) : 两 个 集合 的 并 集 的 大 
小 等 于 两 个 集合 大 小 之 和 减 去 两 个 集合 交集 的 大 小 。 

计数 的 除法 法 则 (division rule for counting) : 如 果 一 个 任务 能 由 一 个 可 以 用 nn 种 方式 完成 的 过 程 实现 ， 而 
对 于 每 种 完成 任务 的 方式 w， 在 nn 种 方式 中 正好 4 种 与 之 对 应 ， 那 么 完成 这 个 任务 的 方法 数 为 n/d。 

集合 的 除法 法 则 (division rule for sets) : 如 果 说 一 个 有 限 集 A 是 n 个 有 4d 个 元 素 的 互 斥 集合 的 并 集 组 成 ， 
那么 n= |A|/4q/。 

鲁 巢 原理 (the pigeonhole principle): 当 比 & 多 的 物体 放 到 & 个 盒子 时 ,一 定 存在 一 个 盒子 包含 了 至 少 2 
个 物体 。 

广义 蚀 划 原理 (the generalized pigeonhole principle) : 当 NN 个 物体 放 和 信 上 个 盒子 时 ， 一 定 存在 一 个 盒子 包含 了 
至 少 [ NM 个 物体 。 


el 
Pl(n,7)= rr 


Cn= (7)= ee 


rm = 


帕斯卡 恒等式 (Pascal’”s identity): (1 )- Hay 多 


二 项 式 定理 (the binomial theorem):(zx 十 y)" 二 3 本 


k=0 


当 人 允许 重复 时 ,一 个 n 元 素 集合 有 n’ 个 r 排列 。 

当 人 允许 重复 时 ， 一 个 n 元 素 集合 有 C(n 十 r 一 1， 7) 个 r+ 组 合 。 

如 果 类 型 i 的 不 可 辨别 的 物体 有 x; 个， i 二 1，2，3，…, kk， 那 么 nn 个 物体 的 排列 有 nl! /ml no! ，… 
7 1) 个 。 


生成 集合 {1，2，…，n} 的 排列 的 算法 。 


复习 题 
1. 解释 怎样 用 求 和 与 乘积 法 则 找 出 长 度 不 超过 10 的 比特 串 的 个 数 。 
2. 解释 怎样 找 出 长 度 不 超过 10 且 至 少 有 1 位 0 的 比特 串 的 个 数 。 
3. a) 怎 样 用 乘积 法 则 找 出 从 m 元 素 集 合 到 nn 元素 集 合 的 函数 个 数 ? 

b) 从 一 个 5 元 素 集合 到 一 个 10 元 素 集合 存在 多 少 个 函数 ? 

c) 怎 样 用 乘积 法 则 找 出 从 m 元 素 集 合 到 元 素 集 合 的 一 对 一 函数 的 个 数 ? 

d) 从 一 个 5 元素 集合 到 一 个 10 元 素 集合 存在 多 少 个 一 对 一 函数 ? 

e) 从 一 个 5 元 素 集合 到 一 个 10 元 素 集合 存在 多 少 个 映 上 (注意 ， 满 射 ) 的 函数 ? 
4. 如 果 首 先 赢 4 个 球 的 队 就 能 取胜 ， 你 怎样 找 出 两 个 队 加 赛 的 所 有 可 能 的 结果 数 ? 
5. 怎样 找 出 以 101 开始 或 以 010 结束 的 10 位 比特 串 数 ? 
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6. a) 叙 述 鸽 梨 原理 。 
b) 解 释 怎 样 用 铝 梨 原理 证 明 在 11 个 整数 中 至 少 2 个 整数 的 最 后 一 位 相同 ? 
7. a) 叙 述 广义 铝 梨 原理 。 
b) 解 释 怎 样 用 广义 鸽 梨 原理 证 明 在 91 个 整数 中 有 10 个 整数 的 最 后 一 位 数字 相同 ? 
8. a) 一 个 元 素 集合 的 > 排列 和 > 组 合 的 区 别 是 什么 ? 
b) 推 导 一 个 与 n 元 素 集合 的 r 组 合 数 及 r 排列 数 有 关 的 等 式 。 
ec) 有 多 少 种 方式 从 一 班 25 个 学 生 中 选 6 个 学 生 参 加 一 个 委员 会 ? 
d) 有 多 少 种 方式 从 一 班 25 个 学 生 中 选 6 个 学 生 担任 委员 会 中 不 同 的 常务 委员 ? 
9. a) 什 么 是 帕斯卡 三 角形 ? 
b) 在 帕斯卡 三 角形 中 的 一 行 是 怎样 从 它 的 上 一 行 产 生 的 ? 
10. 什么 是 恒等式 的 组 合 证 明 ? 这 样 的 证 明 与 代数 证 明 有 什么 不 同 ? 
11. 解释 怎样 用 组 合 论 证 证 明 帕 斯 卡 恒等式 。 
12. a) 叙 述 二 项 式 定理 。 
b) 解 释 怎 样 用 组 合 论 证 证 明 二 项 式 定 理 。 
©) 求 在 (2z 十 5y)”” 的 展开 式 中 xz” y'" 项 的 系数 。 
13. a) 解 释 怎 样 找 出 与 从 nn 个 物体 允许 重复 地 无 序 选 取 7 个 物体 的 方法 数 有 关 的 公式 。 
b) 如 果 同 种 类 型 的 物体 是 不 加 区 分 的 ， 那 么 从 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 有 和 多少 种 方式 ? 
c) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 必须 至 少 3 个， 那么 有 和 多少 种 方式 ? 
d) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 不 多 于 4 个， 那么 有 多 少 种 方式 ? 
e) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 必须 至 少 2 个, 但 是 第 二 类 物体 不 超 
过 3 个 ,那么 有 多少 种 方式 ? 
14. a) 设 ”和 7 是正 整 数 ， 解 释 为 什么 方程 zi 十 zz 十 … 十 zx, 二 r+ 的 解 的 个 数 等 于 nn 元 素 集合 的 允许 重复 的 
r 组 合 数 ， 这 里 的 z; 是 非 负 整 数 ，i==1，2，3,，…，n。 
” b) 方 程 zi 十 zz 十 zs 十 zs 二 17 有 多 少 个 非 负 整数 解 ? 
c)b 的 方程 有 多 少 个 正 整 数 解 ? 
15. a)n 个 物体 有 & 种 不 同 的 类 型 ， 其 中 类 型 1 有 个 无 区 别 的 物体 ， 类 型 2 有 ns 个 无 区 别 的 物体 ，…， 
类 型 & 有 ni 个 无 区 别 的 物体 ， 推 导 一 个 与 这 些 物体 的 排列 数 有 关 的 公式 。 
b) 有 多 少 种 方式 来 排序 单词 INDISCREETNESS 的 字母 ? 
16. 描述 一 个 算法 来 生成 n 个 最 小 正 整 数 集合 的 所 有 排列 。 
17. a) 把 52 张 标准 的 扑克 上 牌 发 给 6 个 人 ,每 人 5 张 牌 ， 有 多 少 种 方式 ? 
b) 有 多少 种 方式 把 nn 个 有 区 别 的 物体 分 配给 个 有 区 别 的 盒子 且 使 得 第 i 个 盒子 含有 ni 个 物体 ? 
18. 描述 一 个 算法 来 生成 n 个 最 小 正 整 数 集合 的 所 有 的 组 合 ? 


补充 练习 
1. 从 10 个 不 同 的 项 中 选 6 项 有 多 少 种 方式 ? 
a) 若 这 些 项 是 有 序 选 择 的 并 且 不 允许 重复 b) 若 这 些 项 是 有 序 选 择 的 并 且 人 允许 重复 
c) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 d) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 人 允许 重复 
2. 从 6 个 不 同 的 项 中 选 10 项 有 多 少 种 方式 ? 
a) 若 这 些 项 是 有 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 b) 若 这 些 项 是 有 序 选 择 的 并 且 人 允许 重复 
c) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 qd) 若 这 些 项 是 无 序 选 择 的 并 且 人 允许 重复 


3. 一 个 考试 包含 100 道真 假 判 断 题 。 如 果 答 案 可 以 空缺 ， 一 个 学 生 回答 这 些 考题 可 能 有 多 少 种 不 同 的 
方式 ? 

4. 有 多 少 个 10 位 比特 串 以 000 开始 或 以 111 结束 ? 

5. 字母 表 {a，b，c} 上 有 多 少 个 10 位 字符 串 恰 有 3 个 a 或 恰 有 4 个 b? 

6. 一 个 校园 电话 系统 的 内 部 电话 号 码 由 5 个 数字 组 成 ， 且 第 一 个 数字 不 等 于 0。 在 这 个 系统 中 可 以 分 配 
多 少 个 不 同 的 电话 号 码 ? 

7. 一 个 冰激凌 屋 有 28 种 不 同 味道 的 冰激凌 、8 种 不 同 的 果汁 和 12 种 配料 。 


计 数 391 





9. 


10. 
11, 


12. 
43; 
14. 


15. 


16. 
17; 


18. 
19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


a) 如 果 每 种 味道 的 可 以 不 止 1 勺 ， 并 且 不 考虑 次 序 ， 那 么 取 3 勺 冰 激 凌 放 在 一 个 盘 中 有 多 少 种 不 同 的 
方式 ? 

b) 如 果 一 个 小 圣 代 包 含 1 勺 冰 激 凌 、!1 种 果汁 和 1 种 配料 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 小 圣 代 ? 

c) 如 果 一 个 大 圣 代 包 含 3 勺 冰 激 凌 、2 种 果汁 和 3 种 配料 。 其 中 每 种 味道 的 冰激凌 可 以 不 止 1 个 并 且 
不 考虑 次 序 ， 每 种 果汁 只 能 用 1 次 且 不 考虑 次 序 ， 同 时 每 种 配料 也 只 能 用 1 次 并 且 不 考虑 次 序 。 那 
么 有 多 少 种 不 同 的 大 圣 代 ? 


. 有 多 少 个 小 于 1000 的 正 整数 


a) 恰 有 3 个 十 进 制 数字 ? b) 有 奇数 个 十 进 制 数字 ? 

c) 至 少 有 1 个 十 进 制 数字 等 于 9? d) 没 有 奇数 个 十 进 制 数字 ? 

e) 有 两 个 连续 的 十 进 制 数字 等 于 5? f) 是 回 文 ( 即 正 读 和 倒 读 是 一 样 的 )? 
当 用 十 进 制 记 法 写 出 从 1 到 1000 的 数 时 ， 有 多 少 个 下 面 的 数字 被 用 到 ? 

a)0 b)1 c)2、 d)9 


黄道 共有 十 二 宫 ， 需 要 有 和 多少 人 才能 保证 其 中 至 少 6 个 人 在 同一 宫 ? 

一 个 幸运 饼干 公司 制作 213 种 不 同 的 幸运 饼干 。 一 个 学 生 在 使 用 这 家 饼干 公司 的 饼干 的 餐馆 用 和 餐 。 
这 家 餐馆 在 用 餐 最 后 为 每 一 个 客户 提供 一 块 幸运 饼干 。 这 个 学 生 在 这 家 餐馆 用 餐 次 数 最 多 是 多 少 能 
保证 不 会 吃 到 同一 种 饼干 4 次 ? 

为 保证 至 少 2 个 人 生 在 一 周 的 同一 天 和 同一 个 月 (可 以 不 在 同一 年 )， 那 么 需要 多 少 人 ? 

证 明 : 在 10 个 不 超过 50 的 正 整数 集合 中 至 少 有 2 个 不 同 的 5 元 素 子 集 有 同样 的 和 。 

一 包 棒 球 卡 有 20 张 。 如 果 总 共有 550 种 不 同 的 卡 ， 那 么 需要 买 多 少 包 卡 才能 保证 其 中 的 2 张 卡 是 一 
样 的 。 

a) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才 能 保证 至 少 选中 2 张 A? 

b) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 选中 2 张 A 和 2 种 点 数 ? 

c) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 有 2 张 同 样 点 数 的 牌 ? 

d) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才 能 保证 至 少 有 2 张 不 同 点 数 的 牌 ? 

证 明 : 在 任何 2 十 1 个 不 超过 2n 的 正 整 数 中 必 存 在 2 个 数 互 素 。 

证 明 : 在 m 个 整数 的 序列 中 存在 若干 个 连续 的 整数 其 和 可 被 m 整除 。 

证 明 : 如 果 放 5 个 点 在 边 长 为 2 的 正方 形 中 ,那么 其 中 至 少 有 2 个 点 的 距离 不 超过 V2。 

证 明 : 一 个 有 理 数 的 十 进 制 展开 式 一 定 从 某 一 点 出 现 重复 。 

曾经 有 一 种 计算 机 病毒 通过 感染 的 邮件 信息 感染 了 一 台 计 算 机 ， 该 病毒 在 这 台 计算 机 的 邮箱 中 向 100 
个 邮件 地 址 都 发 送 了 自身 的 副本 。 那 么 ， 当 该 计算 机 将 感染 的 邮件 信息 发 送 5 次 之 后 ， 它 所 感染 的 





不 同 计 算 机 的 最 大 数量 是 多 少 ? 

有 多 少 种 方式 从 20 种 甜 甜 圈 中 选 12 个 甜 甜 圈 ? 

a) 如 果 没 有 2 个 甜 甜 圈 是 同 种 的 b) 如 果 所 有 的 甜 甜 圈 都 是 同 种 的 
c) 如 果 不 加 限制 d) 如 果 至 少 有 2 种 甜 甜 圈 

e) 如 果 必 须 至 少 有 6 个 蓝莓 馅 的 甜 甜 圈 全 如 果 至 多 有 6 个 蓝 获 馅 的 甜 甜 圈 
求 n， 如 果 

a)P(n, 2)=110 b)P(n, n)=5040 

Pl(n, 4)=12P(n, 2) 

求 xn， 如 果 

a)C(n, 2)=45 b)Cl(n, 3)=P(n, 2) 


€)Cln;s 5)=C(ns 2 
证 明 : 如 果 n 和 vr 是 非 负 整 数 且 三"-， 则 

Pn ls = Pn DOat1) /ntl = 
设 S 是 元素 集 合 ， 存 在 多 少 个 有 序 对 (A，B) 使 得 A 和 B 是 S 的 子 集 且 ASB? [提示 : 证 明 S 中 的 
每 个 元 素 属于 A、B 一 A 或 S 一 B.] 
通过 构造 在 集合 的 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 与 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 之 间 的 对 应 ， 给 出 关于 6.4 节 推 
论 2 的 组 合 证 明 。[ 提 示 : 取 集 合 的 一 个 元 素 a， 如 下 构造 对 应 :; 如 果 a 不 在 子 集中 就 把 它 放 到 子 集 





中 ; 如 果 a 在 子 集中 就 把 它 从 子 集中 取出 。] 
27. 设 n 和 + 是 非 负 整 数 且 x 二 n。 证明 
Cony r=1D=CnF2, r+1)—2C(xt lL, 7 十 功 十 Co #1) 
28. 使 用 数学 归纳 法 证 明 2 C6,2) 二 Cl(n 十 1,3) 其 中 是 大 于 1 的 整数 。 


29. 证 明 : 如 果 nn 是 整数 ， 则 


a 


30. 证 明 5) D1 二 (”) ,为 大 于 等 于 2 的 整数 ， 


i=1 j= 计 1 


Ww 
[a 


. 证 明 了 》) > ) 1 一 () ,为 大 于 等 于 3 的 整数 。 


32. 在 这 个 练习 中 我 们 将 推导 一 个 关于 n 个 最 小 正 整 数 的 平方 和 的 公式 。 我 们 将 用 两 种 方式 计数 三 元 组 
(i，j， 上 ) 的 个 数 ， 其 中 i、; 和 上 是 整数 且 满 足 0 二 i<k,0 志 jj 二 k,，1<k<n。 
a) 证 明 ， 对 于 给 定 的 存在 &? 个 这 样 的 三 元 组 ， 因 此 有 》)*? 个 这 样 的 三 元 组 。 
k=1 
b) 证 明 : 具有 0 二 i 过 j<<k 的 三 元 组 个 数 和 0 二 j 二 i<% 的 三 元 组 个 数 都 等 于 Cln 十 1，3)。 
©) 证 明 : 具有 0 过 i 二 j 过 k 的 三 元 组 个 数 等 于 Cln 十 1，2)。 
d) 把 a)、b) 和 c) 组 合 起 来 得 出 


DR=2Cn+1,3) + Clnt+1,2) 


= n(n 二 1)(2n+ 1)/6 
x 33. 设 n 三 4， 有 和 多少 个 nn 位 比特 串 恰好 01 在 其 中 出 现 两 次 ? 

34. 设 集合 S 和 子 集 族 A, ，A; ，…，A,， 其 中 每 个 子 集 含有 d 个 元 素 ，d 宇 2。 如 果 可 以 把 两 种 不 同 的 颜 
色 分 配给 S 的 元 素 ， 每 个 元 素 一 种 颜色 ， 且 使 得 每 个 子 集 A; 都 包含 了 两 种 颜色 的 元 素 ， 则 称 这 个 子 
集 族 是 可 2 涂 色 的 。 设 m(d) 是 最 大 的 正 整 数 ， 使 得 对 于 每 个 子 集 族 ， 如 果子 集 数 小 于 m(d)， 上 且 每 
个 子 集 含 4 个 元 素 ， 就 是 可 2 涂 色 的 。 
2) 证明: 具有 2d 一 1 个 元 素 的 集合 S 的 所 有 d 子 集 构成 的 子 集 族 不 是 可 2 涂 色 的 。 
b) 证 明 ; m(2) 二 3。 
证 明寺? [并 访 # 证 明 { 8% By ly > GY Nils dy Ys 2 93 dy {2 Br Ty 3 
6，7)}，{4，5，6}) 不 是 可 2 涂 色 的 。 然 后 证 明 所 有 具有 3 个 元 素 的 6 个 集合 的 集合 族 都 是 可 2 涂 
色 的 。] 
35. 一 个 教授 为 一 次 离散 数学 考试 出 了 20 道 多 选 题 ， 每 道 题 可 能 的 答案 为 a、b、c 或 d。 如 果 具 有 答案 
a、b、c 和 d 的 试题 数 分 别 为 8、3、4 和 5， 且 试题 可 以 用 任意 的 顺序 安排 ， 那 么 可 能 有 多 少 种 不 同 
的 答案 。 

36. 8 个 人 围 圆桌 就 座 有 多 少 种 不 同 的 安排 ? 其 中 如 果 一 种 安排 通过 旋转 能 从 另 一 种 安排 得 到 ， 那 么 就 认 
为 这 两 种 安排 是 一 样 的 。 

37. 把 24 个 学 生 分 给 5 个 指导 教师 有 多 少 种 方式 ? 

38. 一 薄 式 耳 包 含 20 个 不 可 辨别 的 Delicious 苹果 、20 个 不 可 辨别 的 Macintosh 苹果 和 20 个 不 可 辨别 的 
Granny Smith 苹果 ， 从 其 中 选 12 个 苹果 ， 如 果 每 类 至 少 选 3 个 ， 有 和 多少 种 方式 ? 

39. 方程 zi 十 zs 十 x3 二 17 有 多 少 个 非 负 整数 解 ? 
Re i J b) 若 zi 过 6,，zx3 之 5 
[DE = 0 ts 2 六 5 

40. 使 用 单词 PEPPERCORN 的 所 有 字母 构成 字符 串 。 
a) 可 以 构成 多 少 个 不 同 的 字符 串 ? b) 其 中 有 多 少 字 符 串 以 P 开 始 和 结束 ? 
c) 在 多 少 个 字符 串 中 有 3 个 连续 的 P? 

41. 10 元 素 集合 有 多 少 个 子 集 
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a) 少 于 5 个 元 素 ? b) 多 于 7 个 元 素 ? 

c) 有 奇数 个 元 素 ? 

一 个 交通 逃逸 事故 的 证 人 告诉 警察 ， 和 肇事 汽 车 的 车 牌 包 含 3 个 字母 后 面 跟着 3 个 数字 ， 以 字母 AS 开 
始 且 包 含 数 字 1 和 2。 有 多 少 不 同 的 车 牌 符合 这 个 描述 ? 

43. 有 多 少 种 方式 把 n 个 相同 的 物体 放 入 m 个 不 同 的 容器 而 使 得 没有 一 个 容器 是 空 的 ? 

44. 6 个 男孩 和 8 个 女孩 坐 在 一 排 椅 子 土 ， 如 果 没 有 两 个 男孩 相 邻 ， 有 多 少 种 方式 ? 

45. 将 6 个 物体 放 入 5 个 盒子 中 有 多 少 种 方式 ， 如 果 


42. 


ko 


a) 物 体 与 盒子 都 是 有 标号 的 ? b) 物 体 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 物 体 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 物 体 与 盒子 都 是 没有 标号 的 ? 

46. 将 5 个 物体 放 入 6 个 盒子 中 有 多 少 种 方式 ， 如 果 
a) 物 体 与 盒子 都 是 有 标号 的 ? b) 物 体 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 物 体 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? 中 物体 与 盒子 都 是 没有 标号 的 ? 


第 一 类 斯 特 林 数 c(n,，k)， 其 中 和 nn 都 为 整数 ，1 三 kn， 等 于 n 个 人 围 坐 于 有 张 圆桌 ， 每 张 圆桌 至 少 
有 一 个 人 的 安排 方式 数 ， 其 中 鸭 个 人 坐 在 一 桌 ， 如 果 每 一 个 都 相同 的 左右 邻 座 被 认为 是 同一 种 安排 
方式 2 
47. 计算 下 列 第 一 类 斯 特 林 数 。 

a)c(3, 2) b)c(4, 2) ce)c(4，3) d)c(5, 4) 


48. 证 明 如 果 为 正 整数 ， 则 pe = 


49. 证 明 如 果 nn 为 正 整 数 ，n 宇 3， 则 cln, n 一 2)==(3n 一 1)C(n，3)/4。 

* 50. 证 明 如 果 & 和 7 都 为 整数 ，1 委 &A<m2， 则 cn 十 1，k)= 二 cln,，k 一 1 十 nc(n,，k)。 

51. 给 出 一 个 组 合 ,证 明 当 ”为 正 偶数 时 ，2" 能 整除 z!。[ 提 示 : 使 用 6.5 节 中 的 定理 3 计算 2n 个 对 象 
的 排列 数 ， 其 中 一 共 种 不 同类 型 ， 每 类 型 有 2 个 相同 的 对 象 。] 

52. 有 多 少 种 长 度 为 11 的 RNA 序列 ,其 中 有 4 个 A、3 个 C、2 个 UU 和 2 个 G， 并 以 CAA 结尾 ? 

练习 53 和 54 基于 [RoTe09] 中 的 讨论 。 在 20 世纪 60 年 代 使 用 一 种 RNA 链 测 序 方法 在 菜 种 链接 之 后 采 

用 酶 打 断 RNA 链 。 有 些 酶 将 RNA 链 从 G 链接 打 断 ， 有 些 从 C 或 者 口 链接 之 后 打 断 。 使 用 这 些 方法 有 

时 可 正确 对 一 条 RNA 链 的 所 有 碱 基 进 行 测序 。 

53. 设 在 每 个 G 链接 后 打 断 RNA 链 的 酶 用 于 长 为 12 的 链接 链 。 片 段 得 到 了 G、CCG、AAAG 和 UCCG， 
当 采 用 每 个 C 或 U 处 打 断 RNA 链 的 酶 时 ， 片 段 得 到 了 C、C、C、C、GGU 和 GAAAG。 你 能 从 这 
些 片段 确定 这 条 长 度 为 12 的 RNA 链 吗 ? 如 果 可 以 ， 这 条 链 是 怎样 的 ? 

* 54. 设 在 每 个 G 链接 后 打 断 RNA 链 的 酶 用 于 长 为 12 的 链接 链 。 片 段 得 到 了 AC、UG 和 ACG， 当 采用 每 

个 C 或 UU 处 打 断 RNA 链 的 酶 时 ， 片段 得 到 了 U、GAC 和 GAC。 你 能 从 这 些 片段 确定 这 条 12 长 度 
的 RNA 链 吗 ? 如 果 可 以 ， 这 条 链 是 怎样 的 ? 
55. 设计 一 个 算法 生成 一 个 有 穷 集 的 所 有 人 允许 重复 的 r 排 列 。 
56. 设计 一 个 算法 生成 一 个 有 穷 集 的 所 有 人 允许 重复 的 r 组 合 。 
* $7. 证 明 : 如 果 m， nn 为 整数 ，m 宇 3，n 宇 3， 那 么 RCIm，m 委 Roma，2 一 1) 十 Rnm 一 1，7) 。 
* 58. 在 一 组 6 个 人 中 ,每 两 个 人 是 朋友 或 者 是 敌人 ,证 明 在 这 组 人 中 不 存在 3 个 人 两 两 是 朋友 ， 也 不 存 
在 4 个 人 两 两 是 敌人 。 从 而 证 明了 R(3,，4) 宇 7。 


法 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 
1. 给 定 正 整数 n 和 不 超过 n 的 非 负 整数 ， 找 出 n 元 素 集 合 的 7 排列 数 和 v 组 合 数 。 
2. 给 定 正 整数 n 和 rr， 找 出 元 素 集合 的 允许 重复 的 r 排列 数 和 人 允许 重复 的 x 组 合 数 。 
3. 给 定 正 整 数 序列 ， 找 出 这 个 序列 的 最 长 的 递增 和 递减 子 序列 。 
* 4. 给 定 方程 zi 十 zz 十 … 十 zx, 一 C， 其 中 C 是 一 个 常数 ，xl，zz，…，zs 是 非 负 整数 ， 列 出 所 有 的 解 。 
5. 给 定 正 整数 n， 按 字典 顺序 列 出 集合 {1 ，2，3，。…，n} 的 所 有 的 排列 。 
6. 给 定 正 整数 n 和 不 超过 n 的 非 负 整数 +， 按 字典 顺序 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 所 有 的 r 组合。 








7. 
8. 
9. 


给 定 正 整数 2 和 不 超过 n 的 非 负 整数 r+， 按 字典 顺序 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 所 有 的 7 排列 。 
给 定 正 整 数 n, 列 出 集合 {1， 2; 3, oy n} 的 所 有 的 组 合 。 
给 定 正 整 数 n 和 rr， 列 出 集合 {1 ，2，3，…，n} 的 允许 重复 的 所 有 排列。 


10. 给 定 正 整 数 n 和 xr， 列 出 集合 {1，2，3，…，n) 的 允许 重复 的 所 有 r 组 合 。 


计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


I 


当 两 个 队 加 时 赛 时 ， 赢 的 队 是 9 分 中 首先 得 5 分 、11 分 中 首先 得 6 分 、13 分 中 首先 得 7 分 和 15 分 中 
首先 得 8 分 的 队 。 找 出 加 时 赛 的 可 能 的 结果 数 。 


2. 哪些 二 项 式 系数 是 奇数 ? 你 能 根据 数 的 特征 给 出 一 个 猜想 吗 ? 
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. 对 于 尽 可 能 多 的 正 整 数 n(n 关 1，2，4)， 证 明 C(2n，n) 能 被 素数 的 平方 整除 。( 这 一 猜想 于 1980 年 由 


Paul Erd6s 和 Ron Graham 提出 ， 于 1996 年 由 Andrew Granville 和 Olivier Ramaré 证 明 。) 


. 尽量 找 出 更 多 的 小 于 200 的 奇数 2， 使 得 C(z，|z/2) 不 能 被 一 个 素数 的 平方 整除 。 根 据 你 的 证 据 给 出 一 


个 脐 测 公式 。 


.对 每 个 小 于 100 的 整数 ， 确 定 C(2n，nn) 是 否 能 被 3 整除 。 根 据 n 的 三 进 制 展开 式 ， 你 能 腾 测 一 个 公式 来 


告诉 我 们 关于 哪个 整数 >， 二 项 系数 C(2n， 能 被 3 整除 吗 ? 


. 生成 8 元 素 集合 的 所 有 的 排列 。 

.生成 9 元 素 集合 的 所 有 的 6 排列 。 

. 生成 8 元 素 集合 的 所 有 的 组 合 。 

. 生成 7 元 素 集合 允许 重复 的 所 有 5 组 合 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1. 
2. 
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描述 狄 利克 雷 和 其 他 的 数学 家 对 铅 梨 原理 的 早期 应 用 。 
讨论 扩充 目前 电话 编码 计划 的 方式 以 适合 对 更 多 电话 号 码 飞速 增长 的 需求 。( 看 看 你 是 否 能 够 找到 某 些 
来 自 电信 产业 的 建议 .) 对 你 要 讨论 的 每 个 新 的 编码 计划 说 明 怎 样 找到 它 所 支持 的 不 同 电话 号 码 的 个 数 。 


. 讨论 组 合 推理 在 基因 测序 和 基因 组 相关 问题 中 的 重要 性 。 
. 本 书 描述 了 许多 组 合 恒等式 。 找 一 找 关 于 这 种 恒等式 的 资料 ， 并 且 描 述 除 了 本 书 引 入 之 外 的 其 他 重要 


的 组 合 恒等式 。 给 出 其 中 某 些 恒等式 的 有 代表 性 的 证 明 ， 包 括 组 合 证 明 。 


. 描述 在 统计 力学 中 的 质点 分 布 所 使 用 的 不 同 的 模型 ， 包括 麦克 斯 韦 - 玻 尔 兹 曼 、 玻 色 - 爱 因 斯 坦 和 费 


米 - 狄 拉克 (Fermi-Dirac) 统 计 ， 在 每 种 情况 下 描述 模型 中 使 用 的 计数 技术 。 


. 定义 第 一 类 斯 特 林 数 并 且 描述 它们 的 某 些 性 质 以 及 所 满足 的 恒等式 。 

. 定义 第 二 类 斯 特 林 数 并 且 描 述 它们 的 某 些 性 质 以 及 所 满足 的 恒等式 。 

. 描述 拉 姆 齐 数 的 值 和 范围 的 最 新 发 现 。 

. 描述 生成 n 元素 集 合 所 有 排列 的 其 他 算法 ， 这 些 算法 不 是 在 6.6 节 给 出 的 算法 。 把 这 些 算法 的 计算 复 


杂 度 与 本 书 中 和 6. 6 节 练 习 所 描述 算法 的 计算 复杂 度 进行 比较 。 


10. 至 少 描述 一 种 方法 生成 一 个 正 整 数 n 的 所 有 部 分 。( 见 5. 3 节 练 习 49。) 
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离散 概率 





组 合 学 和 概率 论 有 着 共同 的 起 源 。 概 率 论 形成 于 三 百 多 年 以 前 ， 当 时 人 们 对 某 些 赌博 游戏 
进行 了 分 析 。 尽 管 概率 论 起 源 于 赌博 研究 ， 但 是 现在 它 在 各 种 不 同 的 学 科 中 起 着 基础 作用 。 例 
如 ， 概 率 论 被 广泛 应 用 于 遗传 学 研究 ， 帮 助理 解 特征 的 遗传 。 当 然 ， 由 于 概率 论 适 用 于 研究 人 
所 特别 热衷 的 赌博 行为 ， 它 仍旧 是 数学 领域 里 特别 流行 的 一 部 分 。 

在 计算 机 科学 中 ， 概 率 论 在 算法 复杂 度 研究 中 起 着 重要 的 作用 。 特 别 地 ， 人 们 用 概率 论 的 
思想 和 技巧 确定 算法 的 平均 复杂 度 。 概 率 算 法 可 以 用 于 解决 许多 不 容易 或 实际 上 不 可 能 用 确定 
性 算法 求解 的 问题 。 确 定性 算法 在 给 定 同样 的 输入 条 件 以 后 ， 总 是 遵循 着 同样 的 步 又， 但 在 概 
率 算法 中 不 是 这 样 ， 算 法 做 一 次 或 多 次 随机 选择 ， 可 能 导致 不 同 的 输出 结果 。 在 组 合 学 中 ， 概 
率 论 甚至 可 以 用 于 证 明 具 有 特定 性 质 的 个 体 的 存在 性 。 由 保罗 ，。 埃 德 斯 和 阿尔 弗 雷 德 ， 任 伊 引 
人 组合 学 的 概率 方法 ， 通 过 证 明 存 在 具有 某 种 性 质 个 体 的 概率 是 正 数 来 证 明 这 种 个 体 的 存在 
性 。 概 率 论 将 帮助 我 们 回答 涉及 不 确定 性 的 问题 ， 如 通过 邮件 中 出 现 的 单词 来 确定 是 否 将 这 封 
邮件 当 作 垃圾 邮件 而 拒绝 。 


7.1 离散 概率 引 论 


7.1.1 引言 

概率 论 可 追溯 到 1526 年 ， 当 时 意大利 数据 家 、 物 理学 家 和 赌 徒 吉 罗拉 莫 。 卡 尔 达 诺 在 他 
的 著作 《 论 赌博 游戏 》 中 第 一 次 系统 地 论述 这 一 主题 (这 本 著作 直到 1663 年 才 出 版 ， 这 也 阻碍 了 
概率 论 的 发 展 ) 。17 世纪 法 国 数学 家 布 莱 斯 ， 帕斯卡 基于 反复 找 一 对 骨 子 的 结果 确定 了 赢得 某 
些 热门 赌注 的 赔 率 。 到 了 18 世纪 ,法国 数 学 家 拉 普 拉 斯 也 研究 赌博 ， 并 且 把 事件 的 概率 定义 
为 成 功 的 结果 数 除 以 可 能 的 结果 数 所 得 的 商 。 例 如 ， 一 个 骨 子 毛 出 奇数 点 的 概率 就 是 成 功 结果 
的 个 数 ( 即 出 现 奇数 点 的 个 数 ) 除 以 可 能 结果 的 个 数 ( 即 山 子 可 能 出 现 的 不 同方 式 数 )。 有 6 种 可 
能 的 结果 ， 即 1、2、3、4、5 和 6， 其 中 恰好 3 种 是 成 功 的 结果 ， 即 1、3 和 5。 因 此 ,山子 撕 
出 奇数 点 的 概率 是 3/6 二 1/2。( 注 意 ， 这 里 假定 所 有 结果 的 可 能 性 是 相等 的 ， 或 者 换 句 话说 ， 
般 子 是 均匀 的 。) 

这 一 节 我 们 的 讨论 将 局 限于 具有 相等 可 能 性 的 有 限 多 个 结果 的 试验 。 这 样 我 们 可 以 使 用 拉 
普 拉 斯 关于 事件 概率 的 定义 。 我 们 将 在 7. 2 节 研 究 具 有 有 限 多 个 结果 但 结果 的 可 能 性 不 一 定 相 
等 的 试验 ， 我 们 将 引入 概率 论 中 的 一 些 关键 概念 ， 包 含 条 件 概 率 、 事 件 的 独立 性 、 随 机 变量 。 
在 7.4 节 将 引入 随机 变量 的 期 望 和 方差 的 概念 。 


7.1.2 有 限 概 率 

我 们 把 从 一 组 可 能 的 结果 中 得 出 一 个 结果 的 过 程 称 为 试验 。 试 验 的 样本 空间 是 可 能 结果 的 
集合 。 一 个 事件 是 样本 空间 的 子 集 。 现 在 叙述 拉 普 拉 斯 关于 具有 有 限 多 个 可 能 结果 的 事件 的 概 
率 定义 。 





一 个 事件 的 概率 肯定 不 会 为 负 或 者 大 于 1。 
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根据 拉 普 拉 斯 的 定义 ， 一 个 事件 的 概率 在 0~1 之 间 。 为 了 了 解 这 一 点 ， 注 意 ， 如 果 玉 是 一 
个 有 限 样本 空间 S 的 一 个 事件 ， 则 01E| 达 1S|， 因为 ECS, 所 以 0<p(E)=|E|/|S|<1。 

例 1 一 ?7 说 明 怎 样 找 出 事件 的 概率 。 

包 里 有 4 个 蓝 球 和 5 个 红 球 。 从 饶 里 取出 一 个 蓝 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 为 计算 这 个 概率 ， 首 先 考 虑 存在 9 个 可 能 的 结果 ， 这 些 可 能 的 结果 中 有 4 个 得 到 蓝 
球 。 因 此 ， 选 一 个 蓝 球 的 概率 是 4/9。 4 

掷 两 个 山子 使 得 其 点 数 之 和 等 于 7 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 当 掷 两 个 仍 子 时 总 共有 36 种 可 能 的 结果 (这 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 每 个 贷 子 有 1 
个 可 能 的 结果 ， 所 以 毛 两 个 角子 时 总 共有 6 =36 种 结果 )。 存 在 6 种 成 功 的 结果 ， 即 (1，6)、 
(2，5)、(3，4) 、(4，3) 、(5，2) 和 (6，1)， 这 里 两 个 朋 子 的 点 数 用 一 个 有 序 对 来 表示 。 因 
此 ， 掷 两 个 均匀 的 货 子 时 ， 点 数 和 为 7 出 现 的 概率 是 6/36 王 1/6 。 | 

目前 彩票 非常 流行 。 我 们 可 以 轻松 地 算出 赢得 各 种 不 同类 型 彩票 的 机 会 ， 如 例 3 和 例 4。 
(赢得 广 受 欢迎 的 超级 百 万 和 强力 球 彩 票 的 罕见 概率 (以 2018 年 为 例 ) 将 在 练习 38 一 41 讨论 。 
这 些 彩 票 规则 每 隔 几 年 就 会 修改 一 次 。2012 年 这 类 彩票 的 罕见 概率 将 在 补充 练习 部 分 研究 。) 

在 一 种 彩票 里 ， 人 们 挑 4 个 数字 ， 如 果 数 字 与 一 个 随机 机 械 过 程 选 出 的 4 个 数字 吻 
合 且 次 序 相 同 ， 他 们 就 中 了 大 奖 。 如 果 只 有 3 个 数字 匹配 ， 他 们 就 中 了 比较 小 的 奖 。 那 么 ， 赢 
大 奖 的 概率 是 多 少 ? 赢 小 奖 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”选择 的 4 个 数字 都 正确 的 方法 只 有 一 种 。 而 由 乘积 法 则 可 知 ， 任 选 4 个 数字 共有 10' = 
10 000 种 方式 。 因 此 ， 赢 大 奖 的 概率 是 1/10 000 王 0. 0001 。 

4 个 数字 中 恰好 选 对 了 3 个 数字 的 能 够 赢 小 奖 。 为 了 使 3 个 数字 正确 ， 而 不 是 4 个 数字 全 
对 ， 必 须 恰 好 1 个 数字 出 错 。 可 以 先 求 选 4 个 数字 且 除 了 第 i 个 数字 之 外 都 与 挑 出 的 数字 匹配 
的 方式 数 ， 这 里 的 i 二 1，2，3，4， 然 后 对 它们 求 和 。 根 据 求 和 法 则 ， 就 能 得 到 恰好 选 对 3 个 
数字 的 方式 数 。 

先 求 第 1 个 数字 不 匹配 的 选 法 数 ， 观 察 到 对 第 1 个 数字 有 9 种 可 能 的 选择 (除了 一 个 正确 的 
数字 外 ) ， 而 其 他 的 每 个 数字 只 有 一 种 选择 ， 即 对 应 位 置 的 正确 数字 。 因 此 ， 第 1 个 数字 出 错 而 
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吉 罗 拉 莫 ， 卡 尔 达 诺 (Girolamo Cardano，1501 一 1576) ”他 生 于 意大利 的 帕 维 亚 ， 
是 法 齐 奥 ， 卡 尔 达 诺 和 一 个 年 轻 的 赛 妇 Chiara Micheria 的 私生子 。 法 齐 奥 ， 卡 尔 达 
诺 是 一 名 律师 、 数 学 家 ， 和 达 ， 芬 奇 是 朋友 。 尽 管 疾病 和 贫穷 ， 卡 尔 达 诺 仍 得 以 在 
帕 维 亚 和 帕 多 瓦 大 学 学 习 ， 从 那里 他 获得 了 医学 学 位 。 因 为 他 是 私生子 ， 以 及 他 古 
怪 的 行为 和 对 抗 性 的 性 格 ， 卡 尔 达 诺 没有 被 米兰 的 医师 学 院 接受 。 尽 管 如 此 ， 他 的 
医术 还 是 得 到 了 很 高 的 评价 。 作 为 一 名 医生 ， 他 的 主要 成 就 之 一 是 首次 对 伤寒 的 
©science History 描述 。 
Images/Alamy Stock Photo 卡尔 达 诺 出 版 了 100 多 册 图 书 ， 内 容 涉及 多 个 学 科 ， 包 括 医 学 、 自 然 科 学 、 数 
学 、 博 弈 论 、 物 理发 明和 实验 ， 以 及 占星 术 。 他 还 写 了 一 篇 精彩 的 自传 。 在 数学 方 
向 ,卡尔 达 诺 的 《大 艺术 论 》(Ars Magna) 一 书 出 版 于 1545 年 ,建立 了 抽象 代数 的 基础 。 它 是 当时 那 一 个 
多 世纪 中 关于 抽象 代数 的 最 全 面 的 书 ， 展 示 了 卡尔 达 诺 和 其 他 人 的 许多 新 颖 想法 ， 包括 解决 三 次 和 四 次 
常 系数 方程 的 方法 。 卡 尔 达 诺 在 密码 学 方面 也 做 出 了 重要 贡献 。 卡 尔 达 诺 是 奏 人 教育 的 倡导 者 ,不同 于 
他 的 同 代 人 ， 他 相信 和 玲 哑 人 士 在 学 习 说 话 之 前 可 以 学 习 阅 读 ， 可 以 和 能 听 的 正常 人 一 样 使 用 大 脑 。 
卡尔 达 诺 经 常 缺 钱 。 然 而 ， 他 总 是 能 够 通过 赌博 和 下 棋 赢 钱 来 维持 生计 。 他 于 1526 年 写 了 一 本 关于 
博弈 机 会 的 书 《机 遇 博 弈 》Liber de Ludo Aleae) (但 在 1663 年 才 出 版 )， 书 中 第 一 次 给 出 了 关于 概率 
的 系统 论述 ， 还 介绍 了 如 何 有 效 作 闲 。 卡 尔 达 诺 被 认为 是 一 个 品德 可 疑 的 人 ， 经 常 被 描述 成 骗子 、 赌 徒 、 
贪恋 女 色 的 人 和 政教 徒 。 
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后 3 个 数字 正确 的 选 法 有 9 种 。 类 似 地 ， 有 9 种 方式 选 出 4 个 数字 而 只 有 第 2 个 数字 出 错 ， 又 有 
9 种 方式 只 有 第 3 个 数字 出 错 ， 以 及 9 种 方式 只 有 第 4 个 数字 出 错 。 从 而 总 共有 36 种 方式 选择 4 
个 数字 ， 并 恰好 其 中 3 个 是 正确 的 。 于 是 ， 赢 得 小 奖 的 概率 是 36/10 000 二 9/2500 二 0.0036。 4 
现在 有 许多 彩票 要 求 从 1 到 正 整 数 n 中 选 出 6 个 数 的 数组 ， 选 对 的 人 得 到 特别 大 奖 ， 
这 里 的 nn 通常 在 30 一 60 之 间 。 一 个 人 从 40 个 数 中 选 对 6 个 数 的 概率 是 多 少 ? 
解 ”只 有 一 个 赢 奖 的 组 合 ， 从 40 个 数 中 选 6 个 数 的 总 方法 数 是 


二 0 
C(40,6) = | 3 838 380 
因此 ， 选 出 一 个 赢 奖 组 合 的 概率 是 1/3 838 380**0. 000 000 26( 符 号 过 表示 近似 等 于 )。 本 





另 一 种 纸牌 游戏 扑克 ， 也 越 来 越 流行 。 要 想 在 游戏 中 获胜 ， 了 解 不 同 的 一 手 牌 的 概率 
还 是 有 帮助 的 。 我 们 可 以 借助 于 目前 为 止 所 发 展 起 来 的 技术 来 求 得 纸牌 游戏 中 出 现 一 手 特定 牌 
的 概率 。 一 副 纸 牌 有 52 张 牌 ， 分 成 13 种 不 同 的 牌 ， 每 种 牌 都 有 4 张 。( 在 常用 的 术语 中 ， 除 
了 “种 ”之 外 ,还 有 “级 ”、“ 面 值 ”、“ 面 额 ” 以 及 “ 值 ”等 。) 这 些 不 同 的 牌 分 别 是 : 2、3、4、 
5、6、7、8、9、10、J、Q、K 和 A。 每 种 面值 的 牌 都 有 4 套 花 色 ， 分 别 是 黑 桃 、 梅 花 、 红 桃 
和 方块 ， 每 套 花 色 都 有 13 张 不 同 的 牌 。 在 许多 扑克 游戏 中 ， 一 手 牌 是 由 5 张 牌 组 成 的 。 

求 含有 4 种 相同 面值 的 5 张 牌 所 构成 的 一 手 牌 的 概率 。 

解 ”根据 乘积 法 则 ， 具 有 4 种 相同 面值 的 5 张 牌 构成 一 手 牌 的 方式 数 等 于 选择 一 种 面值 的 
方式 数 乘 以 从 4 套 花 色 中 选 出 4 张 该 种 面值 的 牌 的 方式 数 再 乘 以 选择 第 5 张 牌 的 方式 数 ， 即 

CC(13,1)C(4,4)C(48,1) 

由 6. 3 节 中 的 例 11 可 知 : 5 张 牌 组 成 的 一 手 牌 共有 CC(52，5) 种 方式 。 因 此 ,含有 4 种 相 

同 面值 的 5 张 牌 所 构成 的 一 手 牌 的 概率 是 
CCLSs1YO(A AYIGAB TY 1 td 
C(52,5) 2 598 960 

一 手 牌 打出 满堂 红 ， 即 3 张 在 同一 类 ( 即 同 种 面值 ) 且 其 余 2 张 在 另 一 类 的 概率 是 
多 少 ? 

解 ”由 乘积 法 则 ， 打 出 满堂 红 的 方式 数 也 就 是 有 序 地 选取 两 个 类 的 方式 数 ， 即 第 一 类 的 4 
张 牌 选 3 张 的 方式 数 和 第 二 类 的 4 张 牌 选 2 张 的 方式 数 之 积 ( 注 意 ， 两 类 的 次 序 是 有 关 的 ， 例 
如 3 个 Q 和 2 个 A, 与 3 个 A 和 2 个 Q 是 不 同 的 )。 可 以 看 出 打出 满堂 红 的 方式 数 是 

PUG 3 Ot 2 = 1 a 12 4 66 = 83744 
因为 存在 2 598 960 手 牌 ， 所 以 出 现 满堂 红 的 概率 是 


3744 
2 598 960 
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bl 皮特 尔 - 西 蒙 ， 拉 普 拉 斯 (Pierre-Simon Laplace，1749 一 1827) ” 拉 普 拉 斯 出 身 于 
| 诺曼底 的 一 个 下 层 家 族 ， 童 年 时 在 一 所 教会 学 校 受 教育 。16 岁 进 入 凯 恩 大 学 学 习 神 
学 ,但 是 不 久 他 意识 到 自己 真正 感 兴趣 的 是 数学 。 毕 业 后 ， 他 在 饥 恩 大 学 担任 临时 
教授 。1769 年 他 成 为 巴黎 陆军 学 校 的 数学 教授 。 

拉 普 拉 斯 由 于 对 天 体力 学 、 天 体 运动 研究 所 做 出 的 贡献 而 闻名 于 世 。 他 的 (天体 
力学 》(Traité de Mécanique celeste) 被 认为 是 19 世纪 初期 最 伟大 的 科学 著作 之 一 。 拉 





on MO 普 拉 斯 是 概率 论 的 奠基 人 之 一 ， 并 对 数理 统计 学 做 出 了 许多 贡献 。 他 把 在 这 个 领域 
Kollidas/Shutterstock 的 工作 写成 《概率 论 的 理论 分 析 》(Théorite Analytique des Probabilites) 一 书 ， 书 中 定 


义 一 个 事件 的 概率 为 试验 所 希望 的 结果 数 与 总 结果 数 之 比 。 
拉 普 拉 斯 还 由 于 他 的 政治 活跃 性 而 著称 。 他 先后 忠实 于 法 兰 西 共和 国 、 拿 破 仑 和 路 易 十 八国 王 。 这 
使 他 在 法 国 革 命 前 、 革 命 期 间 和 革命 后 都 成 果 卓 著 。 


bnks》 





箱子 里 有 50 个 球 ， 依 次 标号 为 1，2，…，50， 依 次 取出 号 码 为 11，4，17，39，23 
的 球 的 概率 是 多 少 ? 如 果 : (a) 在 选 下 一 个 球 之 前 已 经 选 出 的 球 不 再 放 回 到 箱子 里 ; (b) 在 选 下 
一 个 球 之 前 已 经 选 出 的 球 要 放 回 箱子 里 。 

解 〈a) 根 据 乘积 法 则 ， 存 在 50 .49.48。47。46 王 254 251 200 种 方法 选 球 。 因 为 每 当 一 个 
球 拿 走 ， 就 少 一 个 被 选 的 球 。 因 此 11、4、17、39、23 号 球 被 依次 取出 的 概率 是 1/254 251 200。 
这 是 一 个 无 放 回 抽样 的 实例 。 

(b) 根 据 乘积 法 则 ， 存 在 50’ = 二 312 500 000 种 方法 选 球 ， 因 为 每 次 拿 走 一 个 球 ， 还 存在 50 
种 可 选 的 球 。 因 此 11、4、17、39、23 号 球 被 依次 取 走 的 概率 是 1/312 500 000。 这 是 一 个 有 放 
回 抽样 的 实例 。 4 


7. 1.3 事件 组 合 的 概率 
我 们 可 以 使 用 计数 方法 得 到 从 其 他 事件 导出 的 事件 的 概率 。 











证 明 为 了 求 出 事件 的 概率 ,我们 注意 到 |E|==|S| 一 |E|。 因 此 ， 
到 |1S| 一 | 五 | | 五 | 
1 a NE E 
plE) [5 1 15| 1— p(E) 4 


当 直 接 的 方法 不 适用 时 ， 可 以 采取 其 他 方法 求 出 事件 的 概率 。 不 用 直接 求 这 个 事件 的 概 
率 ， 但 可 以 确定 它 的 补 事件 的 概率 。 这 往往 更 容易 做 到 ， 正 如 下 面 的 例 8 所 示 。 

随机 生成 一 个 10 位 的 比特 串 ， 其 中 至 少 1 位 是 0 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 记 是 10 位 中 至 少 一 位 是 0 的 事件 。 那么 玉 是 所 有 的 位 都 是 1 的 事件 。 因 为 样本 空 
间 是 所 有 10 位 比特 串 的 集合 ， 从 而 得 到 

















去 | 亚 | 三 I 
pl(E)=1— p(E)=1 [3] DT 
i 2 
1024 1024 
所 以 ， 包含 至 少 一 位 0 的 比特 串 的 概率 是 1023/1024。 不 用 定理 1 而 直接 求 这 个 概率 是 相当 困 
难 的 。 4 


我 们 也 可 以 求 出 两 个 事件 的 并 集 的 概率 。 





证 明 使 用 2.2 市 给 出 的 关于 两 个 集合 的 并 集 的 元 素数 公式 得 到 





|IEUE|= |ENI|E|-|ENE,| 








因此 ， 
[各 由 玉 ET 
E FE,) 一 -一 一 一 
pl U » [5] 
| 及 | 十 || 二 | 六 | 
| 可 
国有 
可 
= Ei) bE) — bE (Es) 本 
Rs 从 不 超过 100 的 正 整数 中 随机 选 出 一 个 正 整数 ， 它 能 被 2 或 5 整除 的 概率 是 多 少 ? 


解 设 书 是 选 出 一 个 能 被 2 整除 的 数 的 事件 ， 已 : 是 选 出 一 个 能 被 5 整除 的 数 的 事件 。 那 
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么 El UE, 是 能 被 2 或 5 整除 的 事件 ，E 门 E, 是 能 被 2 和 5 同时 整除 的 事件 ， 即 能 被 10 整除 的 
事件 。 由 于 |E |=50，| 瓦 | 王 20， 且 :| 五 门 已 | 二 10， 从 而 得 到 
P(E U E)= peE)+p(E,)— plE, ( E,) 
oR i 


1001100 100™ 5 4 








7. 1.4 概率 的 推理 

一 个 常见 的 问题 是 确定 两 个 事件 中 的 哪 一 个 更 有 可 能 发 生 ， 分析 这 些 事件 的 概率 可 能 比较 
复杂 。 下 面 的 例子 描述 了 一 个 这 样 的 问题 ， 它 讨论 了 一 个 来 自 电视 游戏 节目 《让 我 们 成 交 》 
(Let”s Make a Deal) 的 著名 问题 。 这 个 问题 因 节目 举办 地 蒙 地 厅 而 得 名 。 

人 QI 蒙 地 厅 大 厦 的 3 门 难题 ”假定 你 参与 一 项 游戏 ， 有 机 会 赢得 大 奖 。 参 与 者 从 3 扇 门 
中 选 一 扇 门 打开 ， 大 奖 只 在 其 中 一 扇 门 的 后 面 。 节 目 主持 人 知道 每 扇 门 后 面 是 什么 ， 一 旦 你 和 
中 了 某 扇 门 ， 不 管 是 否 选择 了 中 奖 的 门 ， 他 都 会 打开 另外 一 扇 没 有 奖 的 门 (如 果 两 肩 门 后 都 没 
有 奖 ， 就 随便 打开 一 扇 ) 。 然 后 他 问 你 是 否 愿 意 换 另 外 一 扇 门 。 你 应 该 用 什么 策略 ? 你 应 该 换 
一 扇 门 ， 还 是 坚持 原来 的 选择 ， 或 者 这 无 关 紧要 ? 

解 ”在 主持 人 开门 之 前 ， 你 选 对 了 门 的 概率 是 1/3， 因 为 这 3 扇 门 中 奖 的 可 能 性 相等 。 当 主 
持 人 打开 另外 一 扇 门 之 司 ， 你 所 选 的 门 正 确 的 概率 不 变 ， 因 为 他 总 是 打开 后 面 没有 大 奖 的 门 。 

你 选 错 门 的 概率 就 是 大 奖 在 你 没有 选 的 两 扇 门 中 某 一 扇 后 面 的 概率 ， 因 此 ， 你 选 错 了 门 的 
概率 是 2/3。 如 果 你 选 错 了 ， 主 持 人 就 打开 一 肩 门 向 你 显示 大 奖 不 在 它 的 后 面 ， 大 奖 一 定 在 另 
一 扇 门 之 后 。 若 你 原来 的 选择 是 错 的 ， 这 时 改变 主意 ,那么 你 总 能 赢 。 因 此 ， 通 过 改变 选择 ， 
你 赢 的 概率 是 2/3。 也 就 是 说 ， 当 主持 人 给 你 这 样 做 的 机 会 时 ， 你 总 应 该 选择 改变 ， 这 使 得 你 
赢 的 概率 增加 了 一 倍 。( 对 于 这 个 难题 的 更 严格 的 分 析 过 程 可 以 参见 7. 3 节 的 练习 15。 关 于 这 
个 难题 的 更 多 资料 和 它 的 变种 可 以 参见 [Ro09] 。) 4 


练习 

. 从 一 副 牌 中 选 出 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

. 掷 仍 子 时 出 现 6 点 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 前 100 个 正 整数 中 随机 选 出 1 个 奇数 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 一 年 (366 天 ) 中 随机 选 出 1 天 在 4 月 的 概率 是 多 少 ? 

. 当 掷 2 个 角子 时 ， 其 点 数 之 和 是 偶数 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 一 副 牌 中 选 1 张 牌 是 A 或 者 红心 的 概率 是 多 少 ? 

. 掷 6 次 硬币 ， 全 部 头像 向 上 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 红心 A 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 不 包含 红心 Q 的 概率 是 多 少 ? 

10. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 方块 2 和 黑 桃 3 的 概率 是 多 少 ? 

11, 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 方块 2、 黑 桃 3、 红 心 6、 梅 花 10 和 红心 K 的 概率 是 多 少 ? 

12. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 恰好 包含 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

13. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 至 少 包含 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

14. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 5 类 不 同 牌 的 概率 是 多 少 ? 

15. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 2 个 对 子 (两 张 牌 花色 不 同 但 类 相同 ) 的 概率 是 多 少 ? 

16. 一 手 扑克 有 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 手 同 花 ， 即 5 张 牌 的 花色 相同 的 概率 是 多 少 ? 

17. 一 手 扑克 有 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 个 顺 子 ， 即 5 张 牌 的 类 是 连续 的 概率 是 多 少 ? [注意 ，A-2-3-4-5 和 
10-J-Q-K-A 都 可 以 看 成 是 顺 子 。] 

18. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 个 同花顺 子 ， 即 5 张 牌 的 类 连续 且 是 同一 花色 的 概率 是 多 少 ? 

19. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 5 张 不 同类 的 牌 且 不 包含 一 个 同 花 或 一 个 顺 子 的 概率 是 多 少 ? 

20. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 同一 花色 的 10、J、Q、K 和 A 的 概率 是 多 少 ? 

21. 一 个 角 子 撕 6 次 都 不 出 现 偶数 点 的 概率 是 多 少 ? 
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随机 选取 一 个 不 超过 100 的 正 整数 ， 能 够 被 3 整除 的 概率 是 多 少 ? 

随机 选取 一 个 不 超过 100 的 正 整 数 ， 能 够 被 5 或 7 整除 的 概率 是 多 少 ? 

求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整数 中 选中 6 个 整数 来 赢 彩票 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 

a)30 b)36 c)42 d)48 

求 从 不 超过 下 述 整数 的 正 整数 中 选中 6 个 整数 来 赢 彩票 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 

a)50 b)52 c)56 d)60 

求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整数 中 选 6 个 整数 都 不 中 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 

a)40 b)48 c)56 d)64 

求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整 数 中 选 6 个 整数 ， 并 且 恰 好 选中 1 个 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 
顺序 。 

a)40 b)48 c)56 d)64 

买 彩 票 的 人 要 从 前 80 个 正 整 数 中 选 出 7 个 数 。 如 果 这 7 个 数 在 计算 机 选 出 的 11 个 数 中 ， 就 能 赢 大 
奖 ， 那么 一 个 人 赢 大 奖 的 概率 是 多 少 ? 

在 一 种 超级 彩票 中 ， 如 果 买 彩票 的 人 选中 的 8 个 数 正 是 计算 机 从 不 超过 100 的 正 整 数 中 选 出 的 数 就 
能 中 彩 。 请 问 中 彩 的 概率 是 多 少 ? 

由 计算 机 从 1 到 40 之 间 ( 包 括 1 和 40 在 内 ) 选 出 6 个 数 ， 如 果 某 人 选中 了 其 中 的 5 个 (但 不 是 6 个 ) 数 
就 能 获奖 ， 那 么 获奖 的 概率 是 多 少 ? 

假设 100 个 人 进入 决赛 并 且 随 机 选择 不 同 的 人 作为 一 等 奖 、 二 等 奖 和 三 等 奖 的 获奖 者 。 如 果 米 切 尔 
是 进入 决赛 的 人 之 一 ， 她 中 奖 的 概率 是 多 大 ? 

假设 100 个 人 进入 决赛 并 且 随 机 选择 不 同 的 人 作为 一 等 奖 、 二 等 奖 和 三 等 奖 的 获奖 者 。 如 果 库 玛 、 
加 奈 斯 、 彼 得 罗 是 进入 决赛 的 人 ， 他 们 每 个 人 都 赢得 一 个 奖项 的 概率 是 多 少 ? 

在 一 次 绘画 比赛 中 ，200 个 人 进入 决赛 ， 在 下 述 条 件 下 ， 艾 比 、 巴 里 、 西 尔 维 亚 分 别 赢 得 一 等 奖 、 二 
等 奖 、 三 等 奖 的 概率 是 多 少 ? 














a) 如 果 每 个 人 至 多 得 一 个 奖 b) 如 果 允 许 一 个 人 得 多 个 奖 


在 一 次 绘画 比赛 中 ，50 个 人 进入 决赛 ， 在 下 述 条 件 下 ， 勃 、 考 林 、 杰 夫 、 罗 海 尼 分 别 赢得 一 等 奖 、 
二 等 奖 、 三 等 奖 和 四 等 奖 的 概率 是 多 少 ? 

a) 如果 每 个 人 至 多 得 一 个 奖 b) 如 果 允 许 一 个 人 得 多 个 奖 

在 轮 盘 赌 中 ， 旋 转 一 个 有 38 个 数 的 轮 盘 ， 其 中 18 个 数 是 红 的 ，18 个 数 是 黑 的 ， 另 外 两 个 既 不 红 也 

不 黑 的 数 是 0 和 00。 当 轮 盘 转动 时 ， 它 到 达 任 何 特定 数字 的 概率 是 1/38。 

a) 轮 盘 落 到 1 个 红 数 的 概率 是 多 少 ? 

b) 轮 盘 两 次 落 到 某 列 上 的 同一 个 黑 数 的 概率 是 多 少 ? 

c) 轮 盘 落 到 0 或 00 的 概率 是 多 少 ? 

d) 轮 盘旋 转 5 次 ，5 次 都 不 落 到 0 或 00 的 概率 是 多 少 ? 

e) 某 次 转动 轮 盘 ， 落 到 1 一 6 之 间 ( 包 含 4 和 6 在 内 ) 的 某 个 数字 ， 但 下 次 转动 轮 盘 却 不 落 到 这 些 数字 
之 间 的 概率 是 多 少 ? \ 

掷 2 个 蜗 子 总 点 数 为 8 或 掷 3 个 崩 子 总 点 数 为 8， 哪 种 可 能 性 更 大 ? 

掷 2 个 蜗 子 总 点 数 为 9 或 掷 3 个 蜗 子 总 点 数 为 9， 哪 种 可 能 性 更 大 ? 

超级 百 万 彩票 玩家 先 从 1 一 70 中 选择 5 个 不 同 的 整数 ， 然 后 从 1 一 25 中 选 出 第 6 个 整数 ， 该 数 可 以 与 

前 5 个 数 中 的 一 个 数 重复 。 玩 家 获得 头 奖 的 条 件 是 6 个 数字 都 与 开奖 时 抽取 的 数字 匹配 。 

a) 参 与 者 获得 头 奖 的 概率 是 多 少 ? 

b) 若 只 匹配 上 前 5 个 数字 ， 第 6 个 数字 没有 匹配 上 ， 将 获得 1000000 美元 。 获 得 此 奖 的 概率 是 
多 少 ? 

c) 若 前 5 个 数字 中 只 匹配 上 4 个 ， 第 6 个 数字 没有 匹配 上 ， 将 获得 500 美元 。 获 得 此 奖 的 概率 是 
多 少 ? 

d) 若 前 5 个 数字 中 只 匹配 上 3 个 ， 第 6 个 数字 没有 匹配 上 ， 或 者 ， 前 5 个 数字 中 只 匹配 上 2 个 ， 而 匹 
配 了 第 6 个 数字 ， 将 获得 10 美元 。 获 得 此 奖 的 概率 是 多 少 ? 

若 玩家 在 多 个 州 买 超级 百 万 彩票 (规则 见 练习 38) ， 则 还 可 以 买 巨额 倍增 ， 这 样 可 将 奖金 增 倍 ， 倍 数 

从 2 到 5 不 等 。 巨额 倍增 从 15 个 球 中 抽取 ， 其 中 ，5 个 球 被 标记 为 2X，6 个 球 被 标记 为 3X，3 个 球 
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被 标记 为 4X，1 个 球 被 标记 为 5X， 每 一 个 球 被 抽出 的 概率 相等 。 计 算 买 一 张 超级 百 万 彩票 和 巨额 倍 

增 的 情况 下 ， 赢 得 如 下 奖金 的 概率 。 

a)5 000 000 美元 (唯一 途径 是 匹配 上 前 5 个 数 ， 没 有 匹配 上 第 6 个 数 ， 并 买 到 5X 的 巨额 倍增 ) 。 

b)30 000 美元 (唯一 途径 是 匹配 上 前 5 个 数 中 的 4 个 数 ， 并 匹配 上 第 6 个 数 ， 同 时 买 到 3X 的 巨额 倍 
增 ) 。 

c)20 美元 (有 三 种 途径 : 匹配 上 前 5 个 数 中 的 3 个， 没有 匹配 上 第 6 个 数 ; 或 者 前 5 个 数 中 只 匹配 上 
2 个， 并 匹配 了 第 6 个 数 ， 同 时 买 到 2X 的 巨额 倍增 ; 或 者 前 5 个 数 中 只 匹配 上 1 个 ， 并 匹配 了 第 6 
个 数 ， 同 时 买 到 5X 的 巨额 倍增 ) 。 

d)8 美元 (有 两 种 途径 : 前 5 个 数 中 只 匹配 上 1 个 ; 并 匹配 上 第 6 个 数 ， 同 时 买 到 2X 的 巨额 倍增 ; 或 
者 只 匹配 上 第 6 个 数 ， 前 5 个 数 一 个 也 没有 匹配 上 ， 并 买 到 4X 的 巨额 倍增 ) 。 

强力 球 彩票 玩家 先 从 1 一 69 中 选择 5 个 不 同 的 整数 ， 然 后 从 1 一 26 中 选 出 第 6 个 整数 ， 该 数 可 以 与 前 

5 个 数 中 的 一 个 数 重复 。 玩 家 获得 头 奖 的 条 件 是 6 个 数 都 与 开奖 时 抽取 的 数字 匹配 。 

a) 参 与 者 获得 头 奖 的 概率 是 多 少 ? l 

b) 若 只 匹配 上 前 5 个 数 ， 第 6 个 数 没有 匹配 上 ， 将 获得 1 000 000 美元 。 获 得 此 奖 的 概率 是 多 少 ? 

c) 若 前 5 个 数 中 只 匹配 上 3 个 ， 并 匹配 上 第 6 个 数 ， 或 者 前 5 个 数 中 只 匹配 上 4 个 ， 第 6 个 数 没 有 匹 
配 上 ， 将 获得 100 美元 。 获 得 此 奖 的 概率 是 多 少 ? 

d) 若 匹配 上 第 6 个 数 ， 前 .5 个 数 中 只 匹配 上 1 个 或 者 1 个 都 没有 匹配 上 ， 将 获得 4 美元 。 获 得 此 奖 的 
概率 是 多 少 ? 

强力 球 彩票 (规则 见 练习 40) 玩 家 还 可 以 选择 购买 奖金 翻 倍 。 翻 倍 后 ， 奖 金 可 以 乘 上 一 个 倍数 ， 由 随 

机 数字 生成 器 产生 不 同 的 权 值 来 表示 不 同 的 倍数 。 当 头 奖 超过 150 000 000 美元 时 ， 这 些 权 值 是 : 24 

代表 2X，13 代表 3X，3 代表 4X，2 代表 5X。 当 头 奖 没有 超过 150 000 000 美元 时 ， 这 些 权 值 是 : 24 

代表 2X，13 代表 3X，3 代表 4X，2 代表 5X，1 代表 10X。 除 了 1 000 000 美元 的 奖金 ， 所 有 非 头 奖 

奖金 都 将 乘 上 这 个 倍数 。 而 如 果 为 1 000 000 美元 的 奖金 ， 则 只 翻 倍 ， 不 看 选取 的 倍数 。 计 算 买 一 张 

强力 球 彩 票 和 选择 奖金 翻 倍 的 情况 下 ， 赢 得 如 下 奖金 的 概率 。 

a)2 000 000 美元 (如 果 头 奖 超过 150 000 000 美元 ) 。 

b)2 000 000 美元 (如 果 头 奖 没 有 超过 150 000 000 美元 ) 。 

c)1000 美元 (如 果 头 奖 没有 超过 150 000 000 美元 ) 。( 有 两 种 途径 : 买 到 10X 的 奖金 倍增 ; 匹配 上 前 5 
个 数 中 的 4 个 ， 没 有 匹配 上 第 6 个 数 ， 或 者 匹配 上 前 5 个 数 中 的 3 个 ， 并 匹配 上 第 6 个 数 。) 

d)12 美元 (如 果 头 奖 超 过 150 000 000 美元 ) 。( 有 两 种 途径 : 买 到 3X 的 奖金 倍增 ; 只 匹配 上 第 6 个 
数 ， 前 5 个 数 只 匹配 上 1 个 或 者 1 个 也 没有 匹配 上 。) 

设 已 和 E: 是 两 个 事件 ， 如 果 如 EPE: )=zCE)DCE )， 就 称 E 和 E, 是 独立 的 。 如 果 把 一 枚 硬币 

抛掷 3 次 时 所 有 可 能 的 结果 构成 一 个 集合 ， 把 这 个 集合 的 子 集 看 作 事件 ， 确 定 下 面 的 每 一 对 事件 是 

否 是 独立 的 。 

a) 开 ; : 第 一 次 硬币 头像 向 下 ; E, : 第 二 次 硬币 头像 向 上 。 

b)E : 第 一 次 硬币 头像 向 下 ; Es: 在 连续 3 次 中 有 2 次 但 不 是 3 次 头像 向 上 。 

c)E;: 第 二 次 硬币 头像 向 下 ; E,: 在 连续 3 次 中 有 2 次 但 不 是 3 次 头像 向 上 。 

(我 们 将 在 7. 2 节 更 深入 地 研究 事件 的 独立 性 。) 

解释 下 面 的 陈述 错 在 什么 地 方 。 在 蒙 地 厅 大 厦 三 门 难题 里 ， 因 为 剩 下 两 个 门 ， 所 以 你 选 的 第 一 个 门 

后 面 是 大 奖 的 概率 与 另 一 个 没 打开 的 门 后 面 是 大 奖 的 概率 都 是 1/2。 

假定 在 蒙 地 厅 大 厦 难 题 中 不 是 三 个 门 而 是 四 个 门 。 当 知道 每 个 门 后 面 是 什么 的 主持 人 打开 一 个 后 面 

并 没有 奖品 的 门 并 且 给 你 机 会 改变 选择 时 ， 你 不 改变 选择 并 且 赢 了 大 奖 的 概率 是 多 少 ? 在 还 剩 下 两 

个 门 没 有 打开 时 ， 你 改变 原来 的 选择 猜 中 两 个 门 其 中 一 个 后 面 有 奖 的 概率 是 多 少 ? 

这 个 问题 由 薛 瓦 利 埃 。 德 梅 雷 提出 ， 并 由 布 莱 斯 。 帕斯卡 和 皮 埃 尔 。 德 ， 费 马 解 决 。 

a) 求 一 个 蜗 子 掷 4 次 时 掷 出 一 个 6 点 的 概率 。 

b) 求 一 对 货 子 掷 24 次 时 掷 出 两 个 6 点 的 概率 。 这 个 问题 是 薛 瓦 利 埃 ， 德 梅 雷 问 帕 斯 卡 的 ， 他 问 这 个 
概率 是 否 大 于 1/2。 请 解答 这 个 问题 。 

c) 一 个 山子 掷 4 次 时 掷 出 一 个 6 点 或 一 对 蜗 子 掷 24 次 时 掷 出 两 个 6 点 ， 哪 种 情况 更 可 能 发 生 ? 
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7.2 概率 论 


7.2.1 引言 
在 7.1 节 我 们 引入 了 事件 的 概率 的 概念 。( 回 忆 一 下 ， 一 个 事件 是 一 次 试验 的 可 能 结果 的 
子 集 。) 我 们 像 拉 普 拉 斯 那样 定义 一 个 事件 五 的 概率 


|E| 
oo 
IS | 


即 五 中 的 结果 个 数 除 以 结果 总 数 。 这 个 定义 假定 所 有 结果 的 可 能 性 都 是 相等 的 。 但 是 许多 试验 
结果 的 可 能 性 并 不 相等 。 例 如 ， 一 个 硬币 很 可 能 是 不 均匀 的 ， 因 而 出 现 头 像 向 上 的 次 数 常常 是 
向 下 次 数 的 两 倍 。 类 似 地 ， 一 个 线性 搜索 的 输入 是 一 个 元 素 和 一 个 表 ， 这 个 元 素 在 表 里 或 不 在 
表 里 的 可 能 性 依赖 于 输入 的 产生 过 程 。 在 这 种 情况 下 ， 怎 样 建立 关于 事件 可 能 性 的 模型 呢 ? 这 
一 节 将 要 说 明 当 结果 的 可 能 性 不 相等 时 ， 为 研究 试验 概率 应 该 怎样 定义 结果 的 概率 。 

假定 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 4 次， 第 一 次 它 的 头像 向 上 。 给 定 了 这 个 信息 ， 头 像 3 次 向 上 的 概率 是 
多 少 ? 为 了 回答 这 个 问题 或 者 类 似 的 问题 ， 我 们 将 引入 条 件 概率 的 概念 。 已 知 第 一 次 头像 向 上 能 改变 
3 次 头像 向 上 的 概率 吗 ? 如 果 不 是 ， 这 两 个 事件 就 叫 作 独 立 的 ， 本 节 的 后 面 将 要 学 到 这 个 概念 。 

许多 问题 谈 到 一 个 与 试验 结果 有 关 的 特定 数值 。 例 如 ， 当 我 们 掷 100 次 硬币 时 ， 人 恰好 出 现 
40 次 头像 的 概率 是 多 少 ? 我 们 应 该 预期 出 现 多 少 次 头像 ? 在 这 一 节 我 们 将 要 学 习 随 机 变量 ， 
它 是 把 数值 与 试验 结果 联系 起 来 的 函数 。 


7.2.2 概率 指派 

设 S 是 某 个 具有 有 穷 个 或 可 数 个 结果 的 试验 的 样本 空间 。 我 们 赋 给 每 个 结果 * 一 个 概率 
p(s)， 使 得 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(DOZp()Z1 s€ES 

(iD >)p() 一 1 
条 件 (iD 说 明 每 个 结果 的 概率 是 一 个 不 超过 1 的 非 负 实数 。 条 件 (i) 说 明 所 有 可 能 结果 的 概率 之 
和 应 该 是 1， 即 当 我 们 做 这 个 试验 时 这 些 结果 之 一 一 定 出 现 。 这 是 拉 普 拉 斯 定义 的 一 般 化 。 在 
拉 普 拉 斯 定义 中 , 个 结果 中 的 每 一 个 ， 其 概率 都 是 1/n。 的 确 ， 当 使 用 拉 普 拉 斯 关于 等 可 能 
结果 概率 的 定义 且 S$ 为 有 限时 ， 条 件 (D 和 (iD 是 满足 的 ( 见 练习 4) 。 


注意 ， 当 存在 个 可 能 的 结果 zx,，x,，…，Zx, 时 ， 这 两 个 要 满足 的 条 件 是 
(DO pT NSl zl Za 淹 
(DS Plz) = 1 

41 一 1 


样本 空间 S 的 所 有 事件 的 集合 上 的 商 数 p 称 为 概率 分 布 。 

为 了 建立 试验 的 模型 ， 赋 给 结果 ; 的 概率 p(s) 应 该 等 于 ;出现 次 数 除 以 试验 进行 的 次 数 。 
当 这 个 数 无 限 增加 时 ， 就 取 极限 。( 我 们 将 假定 讨论 的 所 有 试验 有 平均 可 预料 的 结果 ， 以 使 得 
这 个 极限 存在 。 我 们 也 假定 一 个 试验 的 结果 成 功 与 否 与 前 面 的 结果 无 关 。) 

评注 “我 们 将 只 讨论 结果 集合 离散 时 的 事件 概率 ， 而 一 个 试验 的 结果 可 能 是 任何 实数 这 样 
的 情况 不 讨论 。 此 时 ， 对 于 事件 概率 的 研究 通常 要 求 微 积分 。 

我 们 可 以 建立 试验 的 模型 ， 在 这 种 试验 中 结果 具有 等 可 能 性 ， 或 者 不 等 但 可 以 选择 一 个 适 
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历史 注解 ” 薛 瓦 利 埃 ， 德 ， 梅 雷 (Chevalier de Mekre) 是 法 国 贵族 ， 他 以 赌博 闻名 于 世 ， 也 是 一 个 织 
绑 子 弟 。 他 善于 打赌 ， 胜 率 都 略 大 于 1/2( 例 如 在 一 个 山 子 掷 4 次 时 至 少 出 现 一 个 6 点 )。 他 给 帕斯卡 写 
信 问 到 关于 一 对 山子 撕 24 次 至 少 出 现 两 个 6 点 的 概率 ， 这 带动 了 概率 论 的 发 展 。 据 说 ， 帕 斯 卡 写 信 给 费 
马 谈 到 薛 瓦 利 埃 ， 说 过 诸如 “他 是 一 个 好 人 ， 但 是 , 唉 ， 他 不 是 数学 家 ”这 样 的 话 。 
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当 的 函数 p(s) 来 表示 ， 如 例 1 所 示 。 

当 一 个 均匀 的 硬币 被 挪 时 ,结果 互 ( 头 像 向 上 ) 和 结果 T( 头 像 向 下 ) 应 该 赋予 什么 概 
率 ? 当 硬币 不 均匀 而 使 得 出 现 头 像 向 上 的 次 数 常常 是 向 下 的 两 倍 时 ， 对 这 些 事件 又 应 该 赋予 什 
么 概率 ? 

解 ”对 于 均匀 的 硬币 ， 当 硬币 被 撞 时 头像 向上 的 概率 等 于 头像 向 下 的 概率 ， 这 两 个 事件 是 
等 可 能 的 。 因 此 ， 我 们 对 这 两 个 可 能 结果 中 的 任何 一 个 都 赋予 1/2 的 概率 ， 即 p(H)=p(7T)= 
ly2s 

对 于 不 均匀 的 硬币 ， 有 

p(H)=2p(T) 
由 于 
pH)+p(T)=1 
从 而 得 出 < 
2p(D+p (T=3p(TD)=1 
最 终 ， 有 p(T)==1/3 和 pl(H)==2/3 













现在 我 们 把 事件 的 概率 定义 成 在 这 个 事件 中 结果 的 概率 之 和 


注意 当 事 件 已 中 有 个 结果 时 ， 即 如 果 正 一 {a ,au ,au), 则 p(E) 一 > pCa) 。 还 要 注 
意 ， 均 匀 分 布 对 一 个 事件 指派 的 概率 与 拉 普 拉 斯 初始 定义 对 此 事件 指派 的 概率 是 相同 的 。 从 具 
有 均匀 分 布 的 样本 空间 中 选取 一 个 事件 的 试验 叫 作 随机 选取 S 的 一 个 元 素 。 

假定 一 个 角 子 是 不 均匀 的 (或 经 装填 的 )， 使 得 3 这 一 面 出 现 的 次 数 是 其 他 面 的 两 倍 ， 
但 其 他 五 个 面 出 现 是 等 可 能 的 。 当 我 们 掷 这 个 骨 子 时 ， 出 现 奇 数 点 的 概率 是 多 少 ? 


解 ” 我 们 想 要 找到 事件 下 =(1，3，5} 的 概率 。 由 本 节 末 的 练习 2， 我 们 有 
p(1)=p(2)=p(4)=p(5)=p(6)=1/7, p(3)=2/7 


从 而 得 出 
p(E)=p(1)+p(3)+p(5)=1/7+2/7+1/7=4/7 本 
当 事 件 是 等 可 能 的 并 且 存 在 有 限 多 个 可 能 的 结果 时 ， 在 这 一 节 给 出 的 事件 概率 的 定义 ( 定 
义 2) 与 拉 普 拉 斯 的 定义 (7.1 节 定 义 1) 一 致 。 为 此 ,假定 存在 n 个 等 可 能 的 结果 。 由 于 这 些 概 
率 之 和 是 1， 所 以 每 个 可 能 结果 的 概率 是 1/"。 假 定 事件 已 包含 mm 个 结果 ， 根 据 定义 2， 


P(E) = 一 加 


n 
由 于 |E|==m 和 |S| 二 n， 所 以 
P(E) 一 至 一 | 同 | 
这 是 事件 EE 的 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 。 


7.2.3 事件 的 组 合 
当 使 用 定义 2 来 定义 事件 概率 时 ， 在 7. 1 节 中 事件 组 合 的 概率 公式 继续 保持 。 例 如 ，7.1 节 
定理 1 断言 


S 


> 


Links 
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Examples, 
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p(E)=1—p(E) 
其 中 是 事件 E 的 补 事件 。 当 用 定义 2 时 这 个 等 式 也 成 立 。 为 此 只 需 注意 7 个 可 能 结果 的 概率 
之 和 是 1， 且 每 个 结果 或 在 EE 或 在 E 中 ,但 不 能 同时 在 两 者 之 中 。 因 而 
Dp(s) =1= p(E)+p(E) 


所 以 ，p(E)=1 一 p(E)。 

根据 拉 普 拉 斯 的 定义 ， 由 7. 1 节 定 理 2， 我们 有 

bEr UY E) = EE)+ P(E)— ptE, (YE;:) 

其 中 E, 和 E, 是 样本 空间 S 的 事件 。 当 我 们 按照 这 一 节 的 做 法 定义 事件 的 概率 时 ， 等 式 也 成 
立 。 为 此 ， 注 意 p(E, UE:) 是 在 E, UE 中 结果 的 概率 之 和 。 当 结果 xz 只 属于 E, 和 E。 中 的 一 
个 集合 但 不 同时 属于 两 个 集合 时 ，z(z) 恰 好 只 出 现在 p(Ei) 或 CE:) 的 一 个 和 中 。 当 结果 z 同 
时 出 现在 E, 和 E 中 时 ，p(x) 出 现在 p(E) 的 和 中 、p(E;) 的 和 中 ， 也 出 现在 p(Ei 门 E,) 的 和 
中 。 因 此 它 在 右边 出 现 了 1 十 1 一 1=1 次 。 所 以 ， 左 边 与 右边 相等 。 

同样 ， 如 果 事 件 E, 和 E, 不 相交 ， 则 p(Ei 站 E,) 二 0， 这 样 ， 

plB UU E>》= $B) (Es)—p(E (| Ea)i= pl(Er) + pCE;) 
定理 1 更 一 般 地 给 出 了 两 两 不 相交 事件 并 集 的 概率 公式 。 





。 定理 的 证 明 留 给 读者 完成 ( 见 练习 36 和 37) 。 


7.2.4 条 件 概率 

假定 我 们 掷 3 次 硬币 ， 并 且 所 有 的 8 种 结果 都 是 等 可 能 的 。 此 外 ， 假 定 我 们 知道 第 一 次 掷 
硬币 头像 向 下 的 事件 下 已 经 出 现 了 。 在 给 定 这 一 信息 后 ， 事件， 即 头 像 向 下 出 现 奇数 次 的 概 
率 是 什么 ? 因为 第 一 次 掷 硬 币 的 头像 向 下 ， 只 有 4 种 可 能 的 结果 : TTT、TTH、THT 和 
THH,， 其 中 卫生 分别 表示 头像 向 上 和 向 下 。 头 像 向 下 出 现 奇 数 次 的 情况 只 有 TTT 和 
THH 。 由 于 8 个 结果 的 概率 相等 ， 所 以 在 给 定 下 出 现 的 条 件 下 ，4 种 可 能 结果 的 每 一 个 也 应 
该 有 相等 的 概率 1/4。 这 就 告诉 我 们 ， 在 给 定 下 出 现 的 条 件 下 , 五 的 概率 应 为 2/4 一 1/2。 这 个 
概率 叫 作 给 定 下 的 条 件 下 五 的 条 件 概率 。 

一 般 来 说 ， 为 了 找 出 给 定 下 的 条 件 下 上 的 条 件 概率 ,我 们 用 下 作为 样本 空间 。 作 为 要 出 
现 的 五 的 一 个 结果 ， 这 个 结果 也 必须 属于 五 门下 。 由 此 ， 我 们 得 到 下 述 定义 。 












随机 生成 4 位 比特 串 以 使 得 16 个 比特 串 都 是 等 可 能 的 ， 那 么 在 给 定 串 的 第 一 位 是 0 
的 条 件 下 ， 串 中 至 少 含 有 两 个 连续 0 的 概率 是 多 少 ? (假定 0 位 和 1 位 是 等 可 能 的 。) 

解 设 瑟 事件 是 4 位 比特 串 ， 至 少 含 有 2 个 连续 的 0。 下 事件 是 4 位 比特 串 ， 它 的 第 一 位 是 
0。 那 么 在 给 定 第 一 位 是 0 的 条 件 下 ，4 位 比特 串 包 含 至 少 2 个 连续 0 的 概率 是 


_ 2CGEnmP) 
pl(E|F) DF) 


由 于 ENF={0000，0001，0010，0011，0100}， 所 以 pKENMF)==5/16。 因 为 以 0 开始 的 4 位 











比特 串 有 8 个 ， 所 以 p( 也 = 二 8/16= 二 1/2。 因 此 
p(ETF) = -> 二 去 4 


在 至 少 已 有 1 个 男孩 的 条 件 下 ,一 个 家 庭 中 两 个 孩子 均 是 男孩 的 条 件 概 率 是 多 少 ? 
假定 BB、BG、GB 和 GG 是 等 可 能 的 ， 其 中 B 代表 男孩 ，G 代表 女孩 。 

解 设 已 是 两 个 孩子 均 是 男孩 的 概率 ; 下 是 两 个 孩子 中 至 少 有 一 个 是 男孩 的 概率 。 因 而 
E={BB}, F 二 {BB，BG，GB}, 并 且 EN 站 nF 二 {BB}。 由 于 4 种 可 能 性 是 等 可 能 的 ， 所 以 p(F)= 
3/4 且 pC(ENF)=1/4。 从 而 可 以 断言 


RE 


7.2.5 独立 性 

假设 一 个 硬币 被 搓 了 3 次 ， 正 如 我 们 关于 条 件 概率 讨论 的 引言 中 所 描述 的 。 第 一 次 掷 出 的 
头像 向 下 (事件 已 是 否 改变 了 头像 向 下 (事件 百 次 数 为 奇数 的 概率 ? 换 句 话 说 ，p(E|F)==p(E)? 
由 于 p(E|F)=1/2 和 pl(E) 二 1/2， 所 以 这 个 等 式 对 事件 巨 和 下 是 有 效 的。 因为 这 个 等 式 成 立 ， 
所 以 我 们 说 已 和 下 是 独立 的 事件 。 

由 于 p(E|F) 二 pl(E 站 F)/p(F)， 是 否 有 pl(E|F) 一 p(E) 等 价 于 是 否 有 pC(ENF)=p(E) 
p(F)， 从 而 得 到 定义 4。 





> 下 


假设 五 是 随机 产生 以 一 个 1 开始 的 4 位 比特 串 的 事件 ,下 是 随机 产生 包含 偶数 个 0 
的 比特 串 的 事件 。 如 果 16 个 4 位 比特 串 是 等 可 能 的 ,已 和 正 是 独立 的 吗 ? 

解 以 1 开始 的 4 位 比特 串 有 8 个 : 1000、1001、1010、1011、1100、1101、1110 和 
1111。 包 含 偶数 个 0 的 4 位 比特 串 也 有 8 个 : 0000、0011、0101、0110、1001、1010、1100 和 
1111。 因 为 4 位 比特 串 有 16 个 ， 所 以 

p(E)=p(F)=8/16=1/2 
由 于 ENF={1111，1100，1010，1001}， 所 以 
p (EMF)=4/16=1/4 
因为 
p(ENMNF)=1/4=(1/2)(1/2)=p(E)p(F) 
所 以 ， 我 们 断定 正和 下 是 独立 的 。 | 
概率 在 遗传 学 上 也 有 许多 应 用 ， 如 例 6 和 例 7 所 示 。 

和 例 4 类 似 ， 假 定 一 个 家 庭 两 个 孩子 有 4 种 等 可 能 的 情况 。 事 件 已 是 有 两 个 孩子 的 
家 庭 有 两 个 男孩 ， 事件 下 是 有 两 个 孩子 的 家 庭 至 少 有 一 个 男孩 ,EE 和 下 是 否 是 独立 的 ? 

解 ” 因 为 E 二 (BB}, 我 们 有 p(E) 二 1/4。 在 例 4 中 我 们 证 明了 pC(F)=3/4 和 p(ENF)= 
1/4。 由 于 pC(ENF)==1/4 关 3/16 二 (1/4)(3/4)= 二 pC(E)p(F)， 所 以 事件 玉 和 下 不 是 独立 的 。 区 

事件 是 某 个 有 三 个 孩子 的 家 庭 有 男孩 也 有 女孩 ，F 是 有 三 个 孩子 的 家 庭 至 多 有 一 
个 男孩 。 假 定 一 个 家 庭 可 能 有 三 个 孩子 的 8 种 方式 是 等 可 能 的 , 天 和 下 是否 独立 ? 

解 ” 一 个 家 庭 可 能 有 三 个 孩子 的 8 种 方式 是 BBB、BBG、BGB、BGG、GBB、GBG、GGB、 
GGG， 每 一 种 的 概率 都 是 1/8。 因 为 E= {BBG,， BGB,， BGG,， GBB, GBG, GGB}, F= {BGG, 
GBG,，GGB，GGG}, 并 且 EN F={BGG,，GBG，GGB}， 从 而 p(E)=6/8= 二 3/4,，p(F)=4/8= 
1/2, 且 p(ENMnmF)==3/8。 由 于 
:he 
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所 以 可 以 断言 所 和 下 是 独立 的 。( 这 个 结论 似乎 是 令 人 人 惊奇 的 。 的 确 ， 如 果 我 们 改变 孩子 的 数 
目 ， 结 论 可 能 不 再 成 立 。 见 本 节 练 习 27。) 4 
两 两 独立 和 相互 独立 ”我 们 可 以 定义 超过 两 个 事件 的 独立 。 在 定义 5 中 给 出 了 两 种 类 型 的 


独立 。 





从 定义 5 可 以 看 到 ,nn 个 相互 独立 事件 的 集合 中 的 任意 两 个 事件 是 两 两 独立 的 , 但 n 个 两 
两 独立 事件 的 集合 中 的 事件 不 一 定 是 相互 独立 。 在 补充 练习 25 中 也 能 说 明 这 个 问题 。 许 多 关 
于 nn 个 事件 的 定理 都 假设 这 些 事件 是 相互 独立 的 ， 而 不 只 是 两 两 独立 的 。 我 们 将 在 本 章 后 面 介 
绍 一 些 这 样 的 定理 。 


7.2.6 伯 努 利 试验 与 二 项 分 布 
假设 一 个 试验 只 有 两 种 可 能 的 结果 。 例 如 ， 当 随机 产生 一 比特 时 ， 可 能 的 结果 就 是 0 和 1。 
当 一 个 硬币 被 掷 时 ， 可 能 的 结果 就 是 头像 向 上 和 头像 向 下 。 每 次 执行 一 项 具有 两 种 可 能 结果 的 
试验 就 叫 作 一 次 伯 努 利 试验 。 它 是 以 詹姆斯 。 伯 努 利 的 名 字 命 名 的 ， 他 对 概率 论 做 出 了 重要 的 
贡献 。 一 般 来 说 ,一 次 伯 努 利 试验 的 一 个 可 能 的 结果 叫 作成 功 或 失败 。 如 果 p 是 一 次 成 功 的 概 
率 ，g 是 一 次 失败 的 概率 ， 那么 p 十 g=1。 
当 一 个 试验 由 nn 次 独立 的 伯 努 利 试验 组 成 时 ， 许 多 问题 可 以 通过 确定 次 成 功 的 概率 来 解 
决 。( 当 已 知 其 他 试验 结果 的 信息 ， 每 一 次 成 功 的 条 件 概 率 为 p 时 ， 伯 努 利 试验 是 相互 独立 
的 。) 考 虑 下 面 的 例 8。 
”@ 一 枚 硬币 是 不 均匀 的 以 至 于 出 现 头像 的 概率 是 2/3。 假 定 每 次 掷 硬币 是 独立 的 ， 当 
掷 7 次 硬币 时 恰好 4 次 出 现 头像 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 当 一 枚 硬币 被 掷 7 次 时 存在 2' 二 128 种 可 能 的 结果 ,7 次 中 有 4 次 出 现 头像 的 方式 数 
是 CC7，4) 。 因 为 7 次 掷 币 是 独立 的 ， 所 以 每 一 个 这 样 的 结果 都 对 应 概率 (2/3) (1/3) 。 因 此 ， 
恰好 4 次 出 现 头像 的 概率 是 
— 85 16. 汪 60 4 


4 3 et 
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参照 在 例 8 中 用 过 的 同样 的 推理 ,我 们 可 以 找 出 在 4 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 有 k 次 成 功 的 
概率 。 











人 
证 明 当 执 行 2 次 伯 努 利 试验 时 ， 结 果 是 关 元 组 (二 ，t。，…，t,)， 其 中 二 SC 成功 ) 或 1;= 
(失败 )，i 王 1，2，…，n。 由 于 nn 次 试验 是 独立 的 ， 所 以 由 次 成 功 和 nn 一 & 次 失败 (以 任何 
顺序 ) 组 成 的 每 个 n 次 试验 结果 的 概率 是 p'gq”"“。 因 为 由 S 和 下 构成 的 包含 & 个 S 的 元 组 有 
Cln，k 有 个， 所 以 正好 次 成 功 的 概率 是 
Cn, pa 4 
我 们 将 成 功 概率 为 p、 失 败 概率 为 g 二 1 一 p 的 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 ， 有 次 成 功 的 概 
率 记 作 5b(&; n，p)。 作 为 的 函数 ,我 们 把 这 个 函数 称 为 二 项 分 布 。 定 理 2 告诉 我 们 
blk; n, p)=C(n, k)prg" 
@@ 国 当 产生 10 位 二 进 制 串 时 ， 若 每 一 位 为 0 的 概率 是 0.9， 为 1 的 概率 是 0. 1， 且 每 一 
位 的 产生 是 独立 的 ， 那么 恰好 产生 8 位 0 的 概率 是 多 少 ? 


离散 概 榨 407 





解 ”由 定理 2， 恰 好 产生 8 位 0 的 概率 是 
b(8; 10, 0.9)=C(10, 8)(0.9)*(0.1)’=0.1937102445 4 


注意 当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ， 对 于 二 0，1，2，…，n， 存 在 次 成 功 的 概率 之 
和 等 于 


VCOoub) pg 一 (pp 二 Tg)"=1 
显然 应 该 如 此 。 在 这 串 等 式 中 的 第 一 处 相等 是 二 项 式 定 理 的 结果 (参见 6. 4 节 )， 第 二 处 相等 是 
由 于 和 4 办。 


7.2.7 随机 变量 

许多 问题 都 涉及 一 个 与 试验 结果 相关 的 数值 。 例 如 ， 我 们 可 能 想 知道 当 随 机 产生 10 位 比 
特 串 时 含 9 个 1 的 概率 ,或 者 想 知道 毛 20 次 硬币 时 有 \11 次 头像 向 下 的 概率 。 为 了 研究 这 类 问 
题 我 们 引入 随机 变量 的 概念 
















oo 
一 个 随机 变量 是 一 个 函数 ， 而 不 是 一 个 变量 ， 并 且 





的 结果 
评注 






它 也 不 是 随机 的 ! 随机 变量 的 名 


称 是 由 意大利 数学 家 坎 泰利 (F. P. Cantelli) 于 1916 年 引入 的 。 在 20 世纪 40 年 代 后 期 ， 数 学 家 费 
勒 (W. Feller) 和 杜 布 (J.L. Doob) 扔 硬币 确定 使 用 “随机 变量 ”还 是 更 贴切 一 些 的 “机 会 变量 ”， 
不 幸 的 是 ， 费 勒 赢 了 。“ 随 机 变量 ”一 词 从 此 在 出 现在 教 课 书 中 。 

假设 一 个 硬币 被 搓 3 次 。 令 X(CD) 是 出 现 头像 的 个 数 ， 其 中 上 是 结果 。 那 么 随机 变量 
X(b) 取 值 如 下 : 


XCHHH) 一 3 
XCHHT) =X(HTH) = X(THH) = 2 
X(TTH) =X(THT) = X(HTT) = 1 
X(TTT) =0 4 












wh 当 搓 3 个 硬币 时 ，8 种 可 能 的 结果 中 每 一 个 出 现 的 概率 都 是 1/8， 例 10 中 的 随机 变 
量 X() 是 由 p(X=3)=1/8，p(X=2)= 二 3/8，p(X=1)==3/8，p(X==0)==1/8 给 出 的 ， 因 此 ， 
例 10 中 X(bo 的 分 布 是 这 些 对 偶 的 集合 (3，1/8) ，(2，3/8) ，(1，3/8) 和 (0，17/8) 。 4 


Links > 





詹姆斯 . 伯 努 利 (James Bernoulli，1654 一 1705) ” 伯 努 利 又 名 雅 各 布 ， 出 生 在 瑞 
士 的 巴塞 尔 。 他 是 伯 努 利家 族 的 8 个 卓越 的 数学 家 之 一 ( 见 10. 1 节 伯 努 利 数学 世家 族 
谱 )。 遵 从 他 父亲 的 意愿 ， 詹 姆 斯 学 习 了 神学 并 担任 了 神职 。 但 和 他 父亲 的 愿望 相 
反 ， 他 也 研究 数学 和 天 文学 。1676 一 1682 年 ， 他 游历 欧洲 ， 获 悉 了 数学 和 科学 的 最 
新 发 现 。1682 年 ， 他 返回 巴塞 尔 ， 创 立 了 数学 和 科学 学 校 。1687 年 他 被 任命 为 巴塞 
尔 大 学 的 数学 教授 ， 并 在 这 个 位 置 终 其 一 生 。 

RR OTOL ep 和 詹姆斯， 伯 努 利 众所周知 的 著作 是 《推测 术 》(Ars Conjectandi) ， 在 他 死 后 8 年 得 
Sh 以 发 表 。 在 这 本 著作 中 ， 他 描述 了 在 概率 论 和 枚 举 中 的 已 知 结果 ， 并 常常 对 已 知 结 

果 提 供 另外 的 证 明 。 这 本 著作 也 包含 了 概率 论 对 机 会 对 策 的 应 用 和 关于 著名 的 大 数 
定律 的 介绍 。 这 条 定律 叙述 了 如 果 e0， 当 nn 变 得 任意 大 时 ,事件 EE 在 n 次 试验 中 出 现 的 次 数 除 以 n 的 
比 与 p(E) 的 差 在 e 之 内 的 概率 接近 于 1。 


Extro 
Exampie: 


:> 





设 X 是 掷 一 对 仍 子 时 出 现 的 点 数 之 和 ， 那 么 这 个 随机 变量 怎样 对 36 个 可 能 的 结果 
Gi，7 力 取 值 ? 这 里 的 i 和 j 分 别 表示 当 撕 两 个 角 子 时 ， 第 一 和 第 二 个 骨 子 出 现 的 点 数 。 

解 ” 随 机 变量 X 取 值 如 下 : 

X((1, 1))=2 

X(t1, 2))=X((2, 1))=3 

Xl1, DD=X(2, 2))=X((3, 1))=4 

X((1, 4))=X((2, 3))=X((3, 2))=X((4, 1))=5 

Xl, 5))=X(2, 4))= Xs, 3))=X(4, 2))=X0(5; 1))=6 

Xl1, 6))=X((2, 5))= 3, 4 =XC(4, 8)=XC5, 2))=X(6%, 1))=7 

X((2, 6))=X((3, 5))=X((4, 4))=X((5, 3))=X((6, 2))=8 

XC((3, 6))=X((4, 5)=X(5, 4))=X((6, 3))=9 

X((4, 6))=X((5, 5))=X((6, 4))=10 

X(5, 6))=XC6, 5))=11 

XC((6,.6))=12 4 

7.4 节 将 继续 研究 随机 变量 ， 我 们 也 将 说 明 它们 在 各 种 应 用 中 是 怎样 使 用 的 。 


7.2.8 生日 问题 

有 一 个 著名 的 问题 : 要 使 一 个 房间 中 至 少 有 两 个 人 同月 同日 生 的 可 能 性 大 于 这 种 情况 不 存 
在 的 可 能 性 ,那么 房间 里 至 少 需要 多 少 人 才 行 ? 大 多 数 人 发 现 这 个 答案 (我 们 将 在 例 13 确定 
它 ) 是 惊人 地 小 。 在 求解 了 这 个 著名 的 问题 之 后 ， 我 们 将 说 明 类 似 的 推理 是 怎样 用 于 求解 与 散 
列 函 数 有 关 的 问题 的 。 

(ChB 生日 问题 如 果 要 求 房 间 中 至 少 2 个 人 有 相同 生日 的 概率 大 于 1/2， 那 么 所 需 的 最 
少 人 数 是 多 少 ? 

解 ”首先 叙述 某 些 假设 。 我 们 假设 房间 中 的 人 生 于 某 一 天 是 独立 的 。 之 后 ， 假 设 生 于 某 一 
天 是 等 可 能 的 ， 并 且 一 年 是 366 天 。( 实 际 上 一 年 的 某 些 日 子 出 生 的 人 比 其 他 上 日子 更 多 ， 例 如 
在 新 年 这 样 的 节日 之 后 9 个 月 的 日 子 ， 此 外 只 有 半年 有 366 天 。) 

为 了 找到 房间 中 的 nn 个 人 里 至 少 2 个 人 生日 相同 的 概率 ， 首 先 计 算 这 些 人 生日 彼此 都 不 相 
同 的 概率 p,， 那 么 至 少 2 个 人 有 同样 的 生日 的 概率 是 1 一 p,。 为 计算 p,， 我 们 考虑 按照 某 个 给 
定 顺序 的 nn 个 人 的 生日 。 想 象 他 们 一 次 一 个 人 地 进入 房间 ， 我 们 将 计算 每 个 即将 进入 房间 的 人 
与 那些 原来 已 经 在 房间 的 人 有 不 同 生 日 的 概率 。 

第 一 个 人 与 已 经 在 房间 中 的 人 的 生日 肯定 不 同 。 第 二 个 人 的 生日 与 第 一 个 人 不 同 的 概率 为 
365/366， 这 是 因为 第 二 个 人 除了 诞生 在 第 一 个 人 的 生日 那天 以 外 ， 出 生 在 其 余 的 365 天 的 任 
何 一 天 都 有 着 不 同 的 生日 (这 里 和 下 面 的 步骤 都 用 到 某 个 人 出 生 在 一 年 的 366 天 中 的 任何 一 天 
都 是 等 可 能 的 假设 ) 。 

给 定 前 两 个 人 有 不 同 生日 的 情况 下 ， 第 三 个 人 的 生日 与 第 一 个 人 和 第 二 个 人 两 个 人 的 生日 
都 不 相同 的 概率 为 364/366。 一般 地 ,第 j 个 人 (2 过 j 二 366) 与 已 经 进入 房间 的 给 定 不 同 生 日 的 
j 一 1 个 人 有 着 不 同 生 日 的 概率 为 

366 一 (一 I) _ 367—} 
366 366 

因为 我 们 已 经 假设 房间 里 的 人 的 生日 是 独立 的 ， 所 以 我 们 可 以 断定 房间 里 的 nn 个 人 有 不 同 

生日 的 概率 是 
365 364 363 367 = 


366 366 366 366 
因此 得 到 ?个 人 中 至 少 有 两 个 人 具有 相同 生日 的 概率 是 








离 孝 概 夷 409 





365 364 363 367 一 7 
366 366 366 ”366 


为 确定 使 得 其 中 至 少 两 个 人 具有 相同 生日 的 概率 大 于 1/2 时 房间 里 的 最 少 人 数 ， 使 用 关于 
1 一 思 的 公式 ， 对 于 正在 增长 的 值 进行 计算 ， 直到 这 个 概率 大 于 1/2。( 有 一 种 使 用 微 积分 的 
更 精确 的 方法 可 以 省 略 这 个 计算 。 但 是 我 们 这 里 不 用 ,) 在 经 过 可 观 的 计算 以 后 ， 我 们 发 现 对 于 
n 二 22，1 一 p, 守 0.475， 而 对 于 n 三 23;-1 一 p, 守 0.506。 因 此 ， 使 得 至 少 有 两 个 人 具有 相同 生日 
的 概率 大 于 1/2 所 需要 的 最 少 人 数 是 23。 4 

生日 问题 的 解 引出 了 例 14 中 关于 散 列 函数 问题 的 解 。 

散 列 函数 中 碰撞 的 概率 回顾 4.5 节 ， 一 个 散 列 函数 上 Ce) 是 从 (存储 在 数据 库 中 的 
记录 的 ) 关 键 字 到 存储 地 址 的 映射 。 散 列 函 数 把 一 个 大 范围 的 关键 字 ( 例 如 美国 将 近 3 亿 个 社会 
保险 号 ) 映 射 到 小 很 多 的 存储 地 址 的 集合 中 。 一 个 好 的 散 列 函 数 很 少 产生 碰撞 ， 所 谓 碰 撞 就 是 
在 一 个 给 定 应 用 中 当 相 对 较 少 的 记录 起 作用 时 ， 两 个 不 同 的 关键 字 映 射 到 相同 的 存储 地 址 。 对 
一 个 散 列 函数 ， 没 有 两 个 关键 字 映 射 到 相同 的 地 址 ,或 者 换 句 话说 没有 碰撞 的 概率 是 什么 ? 

解 ” 为 计算 这 个 概率 ， 假设 一 个 随机 选择 的 关键 字 映 射 到 一 个 地 址 的 概率 是 1/m， 其 中 
是 有 效 地 址 的 个 数 ， 即 散 列 函数 对 关键 字 的 分 配 是 均匀 的 。( 实 际 上 散 列 函数 不 可 能 满足 这 个 
假设 ， 但 是 对 于 好 的 散 列 函数 这 个 假设 近乎 正确 。) 我 们 进一步 假设 被 选中 记录 的 关键 字 是 关键 
字 域 上 任何 一 个 元 素 的 概率 相等 ， 并 且 这 些 关 键 字 都 是 独立 选择 的 。 

假设 关键 字 是 & ，k,，…，k,。 当 我 们 把 第 二 个 记录 加 入 时 ， 它 被 映射 到 与 第 一 个 记录 的 
地 址 不 同 的 地 址 ， 即 h(k) 关 hlk,) 的 概率 是 (m 一 1)/m， 因 为 第 一 个 记录 放 人 后 还 有 m 一 1 个 没 
用 过 的 地 址 。 在 无 碰撞 放 好 第 一 个 和 第 二 个 记录 以 后 ， 第 三 个 记录 映射 到 一 个 没有 用 过 的 地 址 
的 概率 是 (m 一 2)/m。 一 般 来 说 ， 前 7) 一 1 个 记录 已 经 被 无 碰撞 地 映射 到 地 址 h(h)，h(k,)，…， 
h(kj 一 1) 以 后 ， 第 j 个 记录 映射 到 一 个 没有 用 过 的 地 址 的 概率 是 Cm 一 (j 一 1))/m， 因 为 m 个 地 
址 中 已 经 用 了 j 一 1 个 地 址 。 

由 于 关键 字 是 独立 的 ， 所 有 nn 个 关键 字 被 映射 到 不 同 地 址 的 概率 是 
1 天 一 总 二 二 

Pb, a m 
从 而 得 到 存在 至 少 一 个 碰撞 ， 即 至 少 两 个 关键 码 被 映射 到 相同 地 址 的 概率 是 
Mt 一 工 91 一 疙 了 vd en 
m m m 

我 们 可 以 使 用 微 积分 技术 找 出 对 于 给 定 的 m 值 ， 使 得 碰撞 概率 大 于 一 个 特定 值 的 最 小 的 
值 。 可 以 证 明 使 得 磁 撞 概率 大 于 1/2 的 最 小 的 整数 nn 近似 是 n=1.177 Vm。 例如 ， 当 m= 
1 000 000 时 ， 使 得 碰撞 概率 大 于 1/2 的 最 小 整数 是 1178。 q 


7.2.9 蒙特 卡 罗 算 法 

本 书 至 今 讨 论 的 算法 都 是 确定 性 算法 。 即 只 要 给 定 同 样 的 输入 ， 每 个 算法 总 是 以 同样 的 方 
式 运 行 。 但 是 有 许多 情况 下 我 们 希望 算法 在 一 步 或 多 步 中 做 随机 选择 。 当 一 个 确定 性 算法 不 得 
不 遇 到 大 量 的 甚至 是 无 数 种 可 能 的 情况 时 就 会 出 现 这 种 情况 。 在 一 步 或 者 多 步 做 随机 选择 的 算 
法 称 为 概率 算法 。 这 一 节 我 们 将 讨论 关于 判定 问题 的 一 类 特殊 的 概率 算法 ， 即 蒙特 卡 罗 算 法 。 
蒙特 卡 罗 算 法 对 于 问题 总 能 得 到 答案 ， 但 是 这 些 答 案 可 能 存在 很 小 的 出 错 概 率 。 当 算法 执行 足 
够 多 的 计算 时 ， 答 案 出 错 的 概率 迅速 下 降 。 判 定 问题 以 “ 真 ” 或 者 “ 假 ” 作 为 它们 的 答案 。 
“蒙特 卡 罗 ” 是 摩纳哥 的 一 个 著名 赌场 。 算 法 中 使 用 的 随机 和 重复 过 程 与 一 些 赌博 方式 相近 。 
蒙特 卡 罗 方 法 这 个 名 称 是 由 斯 坦 。 乌 拉 姆 ， 恩 里 科 。 费 米 和 约翰。 冯 。 诺 伊 曼 提出 的 。 

求解 判定 问题 的 蒙特 卡 罗 算 法 使 用 一 系列 的 测试 。 只 要 测试 执行 得 越 多 ， 算 法 正确 回答 判 
定 问 题 的 概率 就 增加 。 在 算法 的 每 一 步 ， 可 能 回答 “ 真 ”， 这 意味 着 答案 是 “ 真 ”， 不 再 需要 进 
一 步 的 迭代 。 回 答 “ 不 知道 ">， 这 意味 着 答案 可 能 是 “ 真 ” 也 可 能 是 “ 假 >。 这 样 一 个 算法 经 过 
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多 次 和 迭代 以 后 ， 如 果 任 何 一 次 迭代 产生 答案 “ 真 ”>， 那 么 最 后 答案 是 “ 真 ";， 如 果 每 次 迭代 都 产 
生 答案 “不 知道 ">， 那 么 答案 就 是 “ 假 >。 如 果 正 确 的 答案 是 “ 假 >， 那 么 算法 回答 “ 假 >， 因 为 每 
次 迭代 将 产生 “不 知道 "。 但 是 ， 如 果 正 确 的 答案 是 “ 真 ”， 算 法 可 能 回答 “ 真 ” 或 “ 假 >， 因 为 
很 可 能 每 次 迭代 回答 都 是 “不 知道 ”， 即 使 正确 的 答案 是 “ 真 ”"*。 我 们 将 证 明 当 测试 数 增加 时 ， 这 
种 可 能 性 变 得 非常 小 。 

给 定 答案 为 “ 真 ”， 假 设 p 是 一 次 测试 回答 “ 真 ”的 概率 ， 从 而 1 一 p 是 给 定 答案 为 “ 真 ” 
回答 “不 知道 ”的 概率 。 因 为 所 有 的 n 次 迭代 都 产生 答案 “不 知道 ”时 算法 才 回 答 “ 假 "， 并 
且 这 些 迭 代 执 行 独立 的 测试 ， 因 此 出 错 的 概率 是 (1 一 p)n。 当 p 关 0 时 ， 这 个 概率 随 测试 次 数 增 
加 接近 于 0。 所 以 ， 当 答案 是 “ 真 ” 时 算法 回答 “ 真 ” 的 概率 接近 于 1。 

质量 控制 (这 个 例子 来 自 [AhUl95]) ”假设 一 个 工厂 多 批 次 定购 处 理 器 芯片 ， 每 批 n 
片 ， 其 中 为 正 整 数 。 芯 片 制造 商 只 对 这 些 批 次 中 的 某 一 批 进行 了 测试 以 保证 这 批 芯 片 中 的 所 
有 芯片 都 是 好 的 。 在 以 前 未 测试 的 批 次 中 ， 当 作 随 机 测试 时 ， 观 察 到 一 个 特定 芯片 是 坏 芯 片 的 
概率 是 0. 1。 这 家 PC 工厂 想 判定 在 一 批 芯片 中 是 否 所 有 的 芯片 都 是 好 的 。 为 此 这 家 工厂 可 以 
对 一 批 中 的 每 片 芯片 进行 测试 ， 这 需要 测试 次。 假设 执行 每 次 测试 需要 的 时 间 为 常数 ， 那 么 
这 些 测试 需要 O(n) 秒 。 这 家 PC 工厂 能 不 能 用 更 少 的 时 间 来 检查 这 批 芯片 是 否 检测 过 ? 

解 ”只 要 我 们 能 够 接受 一 定 的 出 错 概率 ， 就 能 用 蒙特 卡 罗 算 法 确定 一 批 芯片 是 否 已 经 被 芯 
片 制造 商检 测 过 。 这 个 算法 是 为 了 回答 下 面 的 问题 :“ 这 批 芯片 是 否 被 制造 商 测试 过 ?” 它 一 片 
接 一 片 连续 从 这 批 中 随机 选择 芯片 并 进行 测试 。 当 发 现 一 片 坏 芯 片 时 算法 回答 “ 真 ” 并 且 停 
止 。 如 果 一 个 被 测 的 芯片 是 好 的 ， 算 法 回答 “不 知道 ”并 且 继续 下 一 个 芯片 。 在 算法 测试 了 一 
定数 量 的 芯片 以 后 ， 比 如 说 太 片 ， 没 有 得 到 回答 “ 真 ”， 那 么 算法 确定 答案 是 “ 假 >， 即 算法 判 
定 这 批 芯片 是 好 的 ， 也 就 是 说 芯片 制造 商 已 经 测试 了 这 批 芯片 中 的 所 有 芯片 。 

， 这 个 算法 回答 出 错 只 有 一 种 情况 ， 就 是 它 断定 一 批 没 有 测 过 的 芯片 已 经 被 芯片 制造 商 测 过 
了 。 在 一 批 没 测 过 的 芯片 中 一 片 芯片 是 好 的 概率 是 1 一 0.1==0.9。 由 于 在 一 批 芯 片 中 测试 不 同 
芯片 的 事件 是 独立 的 ， 所 以 给 定 这 批 芯片 没 被 测试 过 的 情况 下 ， 算 法 的 所 有 步 都 产生 答案 
“不 知道 ”的 概率 是 0. 9 。 

取 上 足够 大 ， 我 们 就 可 以 使 得 这 个 概率 像 我 们 所 希望 的 那样 小 。 例 如 ， 通 过 测试 66 片 芯片 ， 
算法 判定 一 批 已 经 被 芯片 制造 商 测 过 的 芯片 的 概率 是 0. 9*， 它 小 于 0.061。 即 算法 回答 出 错 的 概 
率 小 于 1/1000。 注 意 这 个 概率 与 这 批 芯 片 的 片 数 nn 无关。 这 就 是 说 ,不 管 这 批 有 和 多少 片 芯片 ， 
蒙特 卡 罗 算法 使 用 常数 或 者 O(1) 次 测试 ， 并 且 需 要 O(1) 秒 。 只 要 PC 工厂 可 以 接受 小 于 1/1000 
的 错误 率 ， 蒙 特 卡 罗 算 法 将 节省 PC 工厂 很 多 的 测试 。 如 果 需 要 更 小 的 错误 率 ，PC 工厂 在 每 批 
中 可 以 测试 更 多 的 芯片 。 读 者 可 以 验证 132 次 测试 将 使 得 错误 率 降 低 到 1/1 000 000。 司 

(素数 的 概率 测试 ”在 第 4 章 我 们 提 到 过 合 数 ， 即 一 个 大 于 1 的 不 是 素数 的 整数 ， 可 
通过 小 于 n/4 的 以 5 为 底 的 米 勒 测试 ， 其 中 1 过 6 二 n( 见 4.4 节 练 习 44) 。 这 个 观察 是 蒙特 卡 罗 
算法 确定 一 个 正 整数 是 否 为 素数 的 基础 。 因 为 大 素数 在 公共 密 钥 密 码 系统 中 起 着 基础 的 作用 
( 见 4.6 节 )， 能 够 快速 生成 大 素数 就 变 得 特别 重要 。 

算法 的 目标 是 判定 问题 “n 是 合 数 吗 ?” 给 定 一 个 大 于 1 的 正 整 数 n， 我们 随机 选择 一 个 整 
数 b(1 二 5 二 ) 并 且 确 定 nn 能 否 通过 5 为 底 的 米 勒 测试 。 如 果 nn 次 测试 失败 ， 那么 回答 是 “ 真 ” 
因为 n 一定 是 合 数 ， 因 此 答案 是 “ 真 ” 并 且 算 法 结束 。 否 则 ， 我 们 重复 测试 次 ,其 中 是 整 
数 。 每 次 我 们 选择 一 个 随机 整数 5， 确定 nn 能 否 通 过 对 于 4 为 底 的 米 勤 测试 。 如 果 在 每 一 步 答 
案 是 “不 知道 ”， 那 么 算法 回答 “ 假 ”， 即 它 说 n 不 是 合 数 ， 因 而 它 是 素数 。 当 是 合 数 ， 并 且 
在 & 步 迭代 的 每 一 步 输出 答案 是 “不 知道 ”时 ， 这 是 算法 返回 错误 答案 的 唯一 可 能 。 对 于 一 个 
随机 选择 的 5 为 底 ， 一 个 合 数 nn 通过 米 勒 测试 的 概率 小 于 1/4。 因 为 满足 1 二 5<n 的 整数 b 在 
每 次 迭代 时 是 随机 选择 的 ， 并 且 这 些 和 迭代 是 独立 的 ， 所 以 是 合 数 但 算法 回答 n 是 素数 的 概率 
小 于 (1/4)*。 通 过 取 足 够 大 的 &， 我 们 可 以 使 得 这 个 概率 特别 小 。 例 如 ， 用 10 次 迭代 ， 当 n 实 
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际 上 是 合 数 但 算法 判定 为 素数 的 概率 小 于 1/1 000 000。 用 30 次 迭代 ， 这 个 概率 小 于 1/10"。 
这 是 一 个 特别 小 概率 的 事件 。 

为 了 生成 大 素数 ， 比 如 说 200 位 。 我 们 随机 选择 一 个 200 位 的 整数 n， 并 且 运 行 这 个 算法 ， 
用 30 次 迭代 。 如 果 算 法 判定 n 是 素数 ， 我 们 可 以 把 它 当 成 两 个 素数 之 一 用 在 RSA 密码 系统 的 
密 钥 中 。 如 果 nn 实际 上 是 合 数 并 且 作 为 这 个 密 钥 的 一 部 分 来 使 用 ， 那 么 这 个 用 来 解密 信息 的 过 
程 不 会 产生 原始 的 被 加 密 的 信息 。 这 个 密 钥 将 被 抛弃 而 使 用 两 个 新 的 可 能 的 素数 。 4 


7.2.10 概率 方法 

第 1 章 讨 论 了 存在 性 证 明 并 且说 明 在 构造 的 存在 性 证 明和 非 构造 的 存在 性 证 明之 间 的 区 
别 。 由 保罗 。 厄 多 斯 和 阿尔 弗 。 雷 德 引 入 的 概率 方法 是 一 个 强 有 力 的 技术 ， 它 可 以 用 于 创建 非 
构造 的 存在 性 证 明 。 为 了 使 用 概率 方法 证 明 关于 集合 S 的 结果 ， 例 如 S 中 一 个 具有 指定 性 质 元 
素 的 存在 性 ， 我 们 把 概率 赋 给 集合 的 元 素 。 然 后 我 们 使 用 概率 论 的 方法 证 明 关 于 S 的 元 素 的 结 
果 。 特 别 地 ， 我 们 可 以 通过 证 明 一 个 元 素 xE S 具有 这 个 性 质 的 概率 是 正 的 来 证 明 具 有 特定 性 
质 的 元 素 存在 这 种 概率 方法 是 基于 定理 的 等 价 氢 述 








一 个 基于 概率 方法 的 存在 性 证 明 是 非 构造 性 的 ， 因 为 它 未 找 出 一 -1 具有 所 要 求 1 性 质 的 特定 

元 素 。 
我 们 通过 找到 一 个 关于 拉 姆 赛 数 RCR，&) 的 下 界 来 说 明 概率 算法 的 能 力 。 回 顾 6. 2 节 ， 
R(k， 上) 等 于 晚会 的 最 少 人 数 ， 以 保证 其 中 至 少 有 个 人 两 两 都 是 朋友 ， A ti 
两 都 是 敌人 (假设 任 两 个 人 要 人 么 是 朋友 要 么 是 敌人 ) 


J 











证 明 ”定理 对 于 &==2 和 k= 二 3 成立， 因为 R(2，2) 二 2 和 RC(3，3) 二 6， 正 如 6.2 节 所 说 明 
的 。 现 在 假设 & 之 4。 我 们 将 使 用 概率 方法 证 明 如 果 晚 会 上 少 于 2”“ 个 人 ,可 能 没有 个 人 两 两 
是 朋友 ， 也 没有 & 个 人 两 两 是 敌人 。 这 就 证 明了 RC(&8，k) 至 少 是 2”。 

为 了 使 用 概率 方法 ， 我 们 设 两 个 人 是 朋友 还 是 敌人 是 等 可 能 的 (注意 这 个 假设 不 一 定 是 真 


实 的 ) 。 假 设 晚会 上 有 个人。 因而 晚会 上 有 (%) 个 不 同 的 个 人 的 小 组 ， 记 作 S ，S, ，，…， 
Sd 。 设 已 是 S, 中 的 所 有 个 人 两 两 是 朋友 或 两 两 是 敌人 的 事件 。 在 ”个 人 中 存在 上 个 人 两 
人 
Us 
根据 假设 ， 两 个 人 是 朋友 或 者 是 敌人 是 等 可 能 的 。 两 个 人 是 朋友 的 概率 等 于 他 们 是 敌人 的 
概率 ， 两 个 概率 都 等 于 1/2。 而 且 ， 因 为 S 中 有 个 人 ， 所 以 在 S 中 存在 { >] =ACA 一 1)/2 对 


人 。 于 是 ,在 S; 中 所 有 的 个 人 两 两 是 朋友 的 概率 与 S; 中 所 有 的 上 个 人 两 两 是 敌人 的 概率 都 
等 于 (1/2)Y28 从 而 得 到 不下 JJ 三 中 1720 22 。 


两 是 朋友 或 两 两 是 敌人 的 概率 等 于 
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在 一 群 n 个 人 中 存在 & 个 人 丙丁 是 朋 友 或 两 丙 是 敌人 的 术 和 于 | 使 用 布尔 不 





等 式 (练习 15) ， 得 到 
(Ce) n 1 k(R—1)/2 
< DpE) = (").2(3) 


i=1 
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p Us 
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根据 6. 4 节 练 习 17， 我 人 有 (”)< 必 /2'，， 因 此 ， 


(jz( 诗 ) 过 ea 





现在 如 果 n<2”， 有 


ns 1 k(k—1)/2 pA hd 1 k(k—1)/2 Ss 
天 二 二 2 = 2 1 


最 后 一 步 的 得 出 是 由 于 A 之 4。 
(4) 


我 们 现在 可 以 断言 当 k 三 4 时 , p E; | 二 1。 因 此 ， 这 个 补 事件 ， 即 在 这 个 晚会 上 不 存 








We 


在 一 组 & 个 人 两 两 是 朋友 也 不 存在 & 个 人 两 两 是 敌人 的 概率 大 于 0。 从 而 得 到 ， 如 果 2”<<2”“， 
那么 至 少 存在 一 个 集合 ， 使 得 它 不 包含 个 人 两 两 是 朋友 或 者 两 两 是 敌人 的 子 集 。 4 


练习 

1. 当 掷 一 个 不 均匀 的 硬币 时 ， 如 果 出 现 头 像 是 不 出 现 头像 的 可 能 性 的 3 倍 ， 那 么 出 现 头像 的 概率 应 该 是 
多 少 ? 不 出 现 头像 的 概率 应 该 是 多 少 ? 

2. 当 折 一 个 被 填充 的 山子 时 ， 如 果 人 山子 出 现 3 点 这 一 面 的 可 能 性 是 其 他 五 个 面 的 2 倍 ， 求 每 种 结果 的 概率 。 

3. 当 掷 一 个 不 均匀 的 仍 子 时 ， 如 果 骨 子 出 现 2 点 或 4 点 这 一 面 的 可 能 性 是 出 现 其 他 四 个 面 的 3 倍 ， 并 且 
掷 出 一 个 2 点 或 者 一 个 4 点 是 等 可 能 的 ， 求 每 种 结果 的 概率 。 

4. 当 结果 是 等 可 能 的 时 候 ， 证 明 在 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 下 条 件 (D) 和 (ii) 是 满足 的 。 

5. 一 对 仍 子 被 灌 铅 特殊 处 理 。 第 一 个 货 子 出 现 4 点 的 概率 是 2/7， 第 二 个 货 子 出 现 3 点 的 概率 是 2/7， 且 
每 个 山子 出 现 其 他 点 数 的 概率 是 1/7。 当 掷 出 2 个 骨 子 时 ， 点数 之 和 为 7 的 概率 是 多 少 ? 

6. 当 我 们 随机 选择 {1，2，3}) 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 


a)1 在 3 前 面 b)3 在 1 前 面 3 在 1 前 面 且 3 在 2 前 面 
7. 当 我 们 随机 选择 {1，2，3，4}) 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事 件 的 概率 是 什么 ? 
a)1 在 4 前 面 b)4 在 1 前 面 
c)4 在 1 前 面 且 4 在 2 前 面 d)4 在 1 前 面 ,4 在 2 前 面 , 且 4 在 3 前 面 


e)4 在 3 前 面 且 2 在 1 前 面 
8. 当 我 们 随机 选择 {1，2，…，n} 的 一 个 排列 时 ， 其 中 "之 4， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 


a)1 在 2 前面 b)2 在 1 前 面 
c)1 紧 挨 着 2 前 面 dj)n 在 1 前面 且 n 一 1 在 2 前面 


e)n 在 1 前 面 且 nn 在 2 前面 
9. 当 我 们 随机 选择 26 个 英语 小 写字 母 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事 件 的 概率 是 什么 ? 

a) 排 列 由 按 字母 表 相 反 顺 序 的 字母 组 成 b)z 是 排列 的 第 一 个 字母 

c) 排 列 中 z 在 a 前 面 d) 排 列 中 a 紧 接 在 z 的 前 面 

e) 排 列 中 a 紧 接 在 m 的 前 面 ，m 紧 接 在 z 的 前 面 ”了 排列 中 mw、n、o 在 字母 表 中 的 原来 位 置 
10. 当 我 们 随机 选择 26 个 英语 小 写字 母 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 

a) 排 列 中 的 前 13 个 字母 按照 字母 表 的 顺序 

b)a 是 排列 的 第 一 个 字母 且 x 是 排列 的 最 后 一 个 字母 

c)a 和 zz 在 排列 中 彼此 相 邻 

d)a 和 2 在 排列 中 彼此 不 相 邻 

e) 排 列 中 a 和 > 被 至 少 23 个 字母 分 开 

f) 排 列 中 xz 在 a 和 2 两 者 的 前 面 
11. 假设 已 和 下 是 事件 ， 满 足 p(E) 王 0.7 且 p(F)==0.5。 证 明 p(EUF) 宇 0.7 和 p(ENF) 之 0.2。 
12. 假设 正和 下 是 事件 ， 满 足 p(E) 二 0.8 且 p(F)==0.6。 证 明 p(EUF) 宇 0.8 和 p(ENF) 之 0.4。 
13. 证 明 如 果 巨 和 下 是 事件 ， 那么 p(ENF) 宇 p(E) 十 p(F) 一 1。 这 就 是 邦 弗 罗 尼 (Bonferroni) 不 等 式 。 
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使 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 一 般 性 的 邦 弗 罗 尼 不 等 式 : 
plE NE: 门 … NE,) 2p(ED)+pE)+ + p(E,)— (nm—1) 

其 中 Bry Ess we 五 。 是 入 个 事件 。 
证 明 如 果 El ，E; ，…， 五 , 是 一 个 有 限 样本 空间 的 事件 ， 那 么 

plEi U EU  … UE,) <pE)TpE) + + P(E,) 
这 就 是 布尔 不 等 式 。 | 
证 明 如 果 巨 和 下 是 独立 的 事件 ， 那 么 瑟 和 下 也 是 独立 的 事件 。 
如 果 巨 和 下 是 独立 的 事件 ， 证明 或 反驳 琅 和 下 也 必须 是 独立 的 事件 。 
a) 两 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 是 多 少 ? 
b) 一 组 nn 个 人 里 ， 至 少 2 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 是 什么 ? 
c) 要 使 得 至 少 2 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 大 于 1/2; 需要 多 少 个 人 ? 
a)2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 是 多 少 ? 
b) 一 组 nn 个 人 里 ， 至少 2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 是 什么 ? 
c) 要 使 得 至 少 2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 大 于 1/2， 需要 多 少 个 人 ? 
要 使 得 某 个 人 的 生日 就 在 当天 的 概率 大 于 1/2， 求 房间 里 最 少 的 人 数 ( 假 设 生 于 每 一 天 是 等 可 能 的 并 
县 这 一 年 有 366 天 )。 
要 使 得 房间 里 的 两 个 人 都 生 在 4 月 1 日 的 概率 大 于 1/2,， 求 房间 里 最 少 的 人 数 ( 假 设 生 于 每 一 天 是 等 
可 能 的 并 且 这 一 年 有 366 天 )。 


























. 只 有 闽 年 有 2 月 29 日 。 年 份 能 被 4 整除 但 不 能 被 100 整除 的 都 是 半年 。 年 份 能 被 100 整除 但 不 被 400 


整除 的 不 是 阔 年 ， 能 被 400 整除 的 是 半年 。 

a) 应 该 用 哪 种 关于 生日 的 概率 分 布 来 反映 2 月 29 日 出 现 次 数 的 多 少 ? 

b) 利 用 a) 的 概率 分 布 ,一 组 nn 个 人 中 至 少 两 个 人 有 相同 生日 的 概率 是 什么 ? 

给 定 掷 硬币 第 一 次 的 头像 在 上 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 5 次 时 恰好 4 次 头像 在 上 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
给 定 掷 硬币 第 一 次 的 头像 在 下 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 5 次 时 恰好 4 次 头像 在 上 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
给 定 第 一 位 是 1， 随 机 产生 4 位 比特 串 并 使 得 它 至 少 包 含 2 个 连续 的 0 的 条 件 概率 是 多 少 ? (假设 是 1 
和 是 0 的 概率 相同 .) 

随机 产生 3 位 比特 串 ， 设 已 是 这 个 串 含 有 奇数 个 1 的 事件 ,下 是 这 个 串 以 1 开始 的 事件 。 玉 和 下 是 
独立 的 吗 ? 

设 玉 和 下 分 别 表 示 有 nn 个 孩子 的 家 庭 同 时 有 男孩 和 女孩 以 及 至 多 有 1 个 男孩 的 事件 。 在 下 述 每 种 条 
件 下 玉 和 下 是 独立 的 吗 ? 

a)7 一 2 b)n=4 c)n=5 








假定 一 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 0.51， 且 生 在 一 个 家 庭 的 孩子 的 性 别 是 独立 的 。 一 个 家 庭 有 5 个 孩子 ， 
那么 

a) 恰 有 3 个 男孩 的 概率 是 什么 ? b) 至 少 有 1 个 男孩 的 概率 是 什么 ? 

©) 至少 有 1 个 女孩 的 概率 是 什么 ? 由 所 有 的 孩子 性 别 都 相同 的 概率 是 什么 ? 


一 组 6 个 人 玩 “ 单 人 出 局 ”的 游戏 来 确定 谁 买 茶 点 。 每 个 人 掷 一 个 均匀 的 硬币 ， 如 果 一 个 人 掷 出 的 
结果 不 和 组 中 其 他 任何 人 相同 ， 这 个 人 就 必须 买 茶点 。 在 掷 过 一 次 硬币 以 后 出 现 这 种 单 人 出 局 的 概 
率 是 多 少 ? 

10 位 的 比特 串 中 ， 如 果 每 位 的 产生 是 独立 的 ， 求 出 下 列 每 种 情况 下 随机 产生 不 包含 0 的 比特 串 的 概率 。 
a) 一 位 为 0 和 为 1 是 等 可 能 的 b) 一 位 为 1 的 概率 是 0. 6 

©) 第 i 位 为 1 的 概率 是 1/2’', i=1, 2,， 3,，…，10 

求 有 5 个 孩子 的 家 庭 没 有 男孩 的 概率 ， 如 果 和 孩子 的 性 别 是 独立 的 ， 且 

a) 是 男孩 和 是 女孩 是 等 可 能 的 b) 是 男孩 的 概率 是 0. 51 

c) 第 i 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 0. 51 一 (i/100) 

10 位 比特 串 ， 如 果 每 位 的 产生 是 独立 的 ， 分别 求 在 30a、30b、30c 条 件 下 随机 产生 一 个 以 1 开始 或 以 
00 结尾 的 比特 串 的 概率 。 

按照 练习 31a、31b、31c 的 条 件 ， 分 别 求 出 有 5 个 孩子 的 家 庭 中 第 1 个 孩子 是 男孩 或 者 最 后 2 个 孩子 
是 女孩 的 概率 。 
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执行 nn 次 独立 的 伯 努 利 试 验 ， 其 中 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p»， 求 下 述 每 种 情况 的 概率 。 


a) 没 有 1 次 成 功 的 概率 b) 至 少 1 次 成 功 的 概率 

中 至 多 1 次 成 功 的 概率 d) 至 少 2 次 成 功 的 概率 

求 在 下 述 每 种 情况 下 执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试 验 时 的 概率 ， 其 中 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p。 

a) 没 有 1 次 失败 的 概率 b) 至 少 1 次 失败 的 概率 

c) 至 多 1 次 失败 的 概率 d) 至 少 2 次 失败 的 概率 

使 用 数学 归纳 法 证 明 如 果 E; ，E,，…，E, 是 样本 空间 S 中 的 ”个 两 两 不 相交 的 事件 的 序列 ， 其 中 7 


是 正 整数 , 那么 p( 【jE)= 2)p(E). 


1 一 1 


(要 求 微 积分 ) 证 明 如 果 E，E,，… 是 样本 空间 S 中 的 两 两 不 相交 的 事件 的 无 限 序列 ， 那 么 
p( J 已 )= pCE) 。 [提示 利用 练习 36 并 且 取 极限 .] 


在 异地 掷 一 对 骨 子 ， 一 个 诚实 的 旁观 者 通知 我 们 至 少 有 一 个 仍 子 掷 出 6 点 。 
a) 以 诚实 的 观察 者 提供 的 信息 为 条 件 ， 两 个 鹏 子 掷 出 的 点 数 之 和 等 于 7 的 概率 是 多 少 ? 
b) 假 设 诚实 的 观察 者 告诉 我 们 至 少 一 个 骨 子 是 5 点 。 以 此 为 给 定 条 件 ， 两 个 骨 子 的 点 数 之 和 等 于 7 

的 概率 是 多 少 ? 
这 个 练习 利用 概率 方法 证 明 一 个 关于 循环 赛 的 结果 。 在 一 个 具有 m 个 游戏 者 的 循环 赛 中 ， 每 两 个 人 
玩 一 个 游戏 ， 其 中 一 个 赢 ， 另 一 个 输 。 
我 们 想 要 寻找 一 个 关于 正 整 数 m 和 & 的 条 件 (& 二 m)， 以 使 得 这 个 循环 赛 的 结果 有 下 述 性 质 的 可 能 : 
对 每 & 个 游戏 者 的 集合 ， 存 在 1 个 游戏 者 赢 了 这 个 集合 的 每 个 成 员 。 假 设 当 2 个 游戏 者 竞争 时 每 个 游 
戏 者 赢得 这 个 游戏 是 等 可 能 的 ， 并且 假设 不 同 游戏 的 结果 是 独立 的 ， 这 使 得 我 们 可 以 使 用 概率 推理 
得 出 关于 循环 赛 的 结论 。 设 & 是 小 于 的 正 整 数 ，E 是 对 每 个 具有 个 游戏 者 的 集合 S， 存 在 1 个 游 
戏 者 赢 了 S 中 所 有 个 人 的 事件 。 

(#) 


2) 证 明 p(E) 之 》) p(F,)， 这 里 已 是 一 个 事件 ,表示 在 (”) 个 k 人 的 集合 构成 的 表 中 ， 没 有 1 个 游 
= k 


< 40. 


41. 


J 


戏 者 赢 了 第 ) 个 集合 的 所 有 个 人 。 
b) 证 明 F; 的 概率 是 (1 一 2“)"“。 


中 从 a 和 b 证 明 ME |(, ) Us, 因此 得 知 ， R(t 一 定 存在 一 个 竞 


赛 具 有 所 描述 的 性 质 。 

dd) 使 用 c 找 出 m 的 值 ， 使 得 在 m 个 游戏 者 的 循环 赛 中 对 每 2 个 游戏 者 的 集合 S， 都 存在 1 个 游戏 者 ， 
赢 了 S 中 的 2 个 人 。 对 3 个 游戏 者 的 集合 重复 这 个 问题 。 

设计 一 个 蒙特 卡 罗 算 法 以 确定 一 个 整数 1 到 ”的 排列 是 已 经 被 排序 的 ( 即 按照 递增 顺序 排列 ) 还 是 随 
机 的 排列 。 如 果 确 定 这 个 序列 没有 被 排序 ， 算 法 的 某 一 步 应 该 回答 “ 真 >， 否 则 回答 “不 知道 >。 在 上 
步 以 后 ， 如 果 每 步 回答 都 是 “不 知道 "， 则 算法 判定 这 些 整 数 是 排 好 序 的 。 证 明 随 着 步 数 的 增加 ， 算 
法 产生 一 个 错误 结果 的 概率 会 极 小 。[ 提 示 : 对 每 一 步 ， 测 试 某 些 元 素 是 否 在 正确 的 顺序 上 。 保 证 这 
些 测试 是 独立 的 。] 

使 用 伪 码 写 出 在 例 16 中 描述 的 素数 的 概率 测试 算法 。 


7.3 贝 叶 斯 定理 
X35 到 宫 


很 多 时 候 ， 我们 总 想 估计 在 已 知 部 分 证 据 的 情况 下 某 种 特定 事件 发 生 的 概率 。 例 如 ， 假设 


我 们 知道 人 们 得 某 种 疾病 的 百分比 ， 且 疾病 的 诊断 是 非常 准确 的 。 对 这 种 疾病 检测 呈 阳 性 的 人 
往往 想 知道 他 们 真 的 得 了 这 种 疾病 的 可 能 性 有 多 大 。 本 节 将 介绍 用 于 确定 这 种 概率 的 一 个 结 
论 ， 即 在 检测 呈 阳 性 的 条 件 下 ， 一 个 人 得 病 的 概率 是 多 大 。 为 了 利用 这 个 结论 ， 我 们 需要 知道 
检测 呈 阳 性 但 没有 得 病 的 人 的 百分比 是 多 少 ， 以 及 检测 呈 阴 性 却 得 了 此 病 的 人 的 百分比 是 





离 散 概 闻 415 








多 少 。 

类 似 地 ， 假 设 知道 收 到 的 电子 邮件 信息 是 垃圾 邮件 的 百分比 ， 我 们 将 看 到 利用 信息 中 出 现 
的 字 就 能 确定 所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 是 多 大 。 为 了 确定 这 种 可 能 性 ， 我 们 需要 知道 
所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 百分比 、 每 个 这 样 的 字 在 垃圾 邮件 信息 中 出 现 的 百分比 ， 以 及 每 个 
这 样 的 字 都 出 现 但 信息 却 不 是 垃圾 邮件 的 百分比 。 

我 们 用 来 回答 这 类 问题 的 结论 叫 作 贝 叶 斯 定理 ， 该 定理 可 以 追溯 到 18 世纪 。 在 过 去 的 20 
年 中 ， 贝 叶 斯 定理 已 被 广泛 应 用 于 已 知 部 分 证 据 来 估计 概率 的 各 种 领域 中 ， 如 医药 、 法 律 、 机 
器 学 习 、 工 程 及 软件 开发 等 。 


7.3.2 贝 叶 斯 定理 

用 一 个 例子 阐述 贝 叶 斯 定理 的 思想 ， 说 明 在 已 知 额外 信息 的 条 件 下 ， 可 以 导出 对 特定 事件 
发 生 概 率 的 一 种 更 现实 的 估计 。 即 假定 知道 事件 下 发 生 的 概率 为 bpCF) ， 但 我 们 知道 事件 下 发 生 
的 知识 ， 那 么 在 发 生 的 条 件 下 ,下 发 生 的 条 件 概率 加 (下 | 五 ) 是 比 下 发 生 的 概率 p(F) 更 加 实际 
的 一 个 估计 。 在 例 1 中 将 看 到 : 当 已 知 p(F)、p(E|F) 和 p(E|F) 时 ,我们 就 能 算出 p(F|E)。 

有 两 个 盒子 。 第 一 个 盒子 中 有 2 个 绿 球 和 7 个 红 球 ， 第 二 个 盒子 中 有 4 个 绿 球 和 3 
个 红 球 。 鲍 勃 随机 选取 子 其 中 的 一 个 盒子 ， 并 在 该 盒子 中 选取 了 一 个 球 ， 然 后 他 又 在 该 盒子 中 
随机 选取 了 一 个 球 。 如 果 鲍 勃 选中 的 是 一 个 红 球 ， 那 么 该 球 来 自 于 第 一 个 盒子 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 瑟 是 鲍 勃 选取 一 个 红 球 的 事件 , 瓦 是 鲍 勃 选取 一 个 绿 球 的 事件 ;下 是 鲍 勃 从 第 一 个 
盒子 中 选取 一 个 球 的 事件 ,下 是 鲍 勃 从 第 二 个 盒子 中 选取 一 个 球 的 事件 。 在 鲍 过 选 中 一 个 红 球 
的 条 件 下 ， 求 该 球 来 自 第 一 个 盒子 的 概率 p(F|E)。 根据 条 件 概率 的 定义 ， 有 p(F|E)= 
p(FNE)/p(E)。 那 么 我 们 能 利用 所 给 信息 确定 pC(FNE) 和 p(E)， 从 而 求 得 p(FIE) 吗 ? 

由 于 第 一 个 盒子 含 中 有 总 共 9 个 球 中 的 7 个 红 球 ， 我 们 知道 p(E|F)==7/9。 类 似 地 ， 由 于 
第 二 个 盒子 含 中 有 总 共 7 个 球 中 的 3 个 红 球 ， 我 们 知道 p(E|F)= 二 3/7。 假 定 鲍 勃 选择 盒子 是 随 
机 的 ， 因 此 有 p(F)==p(F)==1/2。 因 为 p(F|E) 二 p(FNE)/p(F)， 从 而 有 

p(ENF)=p(E|F)p(F) = 二" 广 == 亨 
[正如 前 面 所 评注 的 ， 这 是 确定 p(F|E) 时 需要 求 的 量 之 一 ,j] 类 似 地 ， 因 为 p(E|F)=p(EN 
F)/p(F)， 从 而 有 
p(ENF)=p(E|F)p(F) = 玛 = 蕊 

现在 可 以 求 p(E) 了 。 注意: E 二 (ENF)U(ENF), 其 中 ENF 和 ENF 是 不 相交 的 集合 。 

(如 果 z 既 属于 ENF 又 属于 ENF， 则 z 既 属于 下 又 属于 F， 这 是 不 可 能 的 .) 于 是 有 
p(E) =pENF)+PENE) 一 六 + 一 全 + 黄玉 = 站 

我 们 现在 既 求 出 了 pC(FNE)= 二 7/18， 又 求 出 了 zz) 王 38/63。 由 此 得 出 结论 

pFNE) 7/18 _ 49 
pl(E) 38/63 76 

在 具有 任何 的 额外 信息 之 前 ， 我 们 假定 了 鲍 过 选取 第 一 个 盒子 的 概率 是 1/2。 但 是 在 随机 
选取 的 球 是 红 球 的 额外 信息 下 ， 这 个 概率 增加 到 了 大 约 0.645。 也 就 是 说 ， 在 没有 任何 额外 信 
息 可 用 的 情况 下 ， 鲍 勃 选 取 的 球 来 自 第 一 个 盒子 的 概率 是 1/2， 一 有 旦 知道 了 所 选 出 的 球 是 红 
球 ， 这 个 概率 就 增加 到 了 0. 645 。 本 

利用 与 例 1 同样 的 推理 方法 ， 当 已 知事 件 已 已 经 发 生 ， 且 已 知 p(E|F)、p(E|F) 及 p(F) 
时 ， 可 以 求 出 一 个 事件 下 发 生 的 条 件 概率 。 所 得 到 的 结论 就 叫 作 贝 叶 斯 定理 ， 这 是 根据 贝 叶 斯 
命名 的 ， 他 是 引入 这 个 结论 的 18 世纪 英国 数学 家 。 


ptF|IEY = 2 0. 645 
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证 明 条 件 概 率 的 定义 告诉 我 们 p(F|E)==p(FNE)/p(E) 及 p(E|F)==p(ENF)/p(F)。 
因此 ，zCEmF)= 思 (下 | 下 )2CE) 和 CEmPE)= 王 请 IF)pCF)。 由 (GE 门 忆 的 两 个 表达 式 可 得 
pF|E)p(E)=p(E|F)p(F) 


两 端 同时 除 以 p(E)， 得 


_ bE|F)p(F) 
pF|E) Re 


为 了 完成 此 证 明 ， 要 证 明 .p(E) 二 pC(E|F)p(F) 十 p(E|F)p(F)。 首先 注意 ,，E=E 册 NS= 
EN(FU 忆 ==(ENF)U(ENF)。 其 次 ，EN 站 mF 和 ENF 是 不 相交 的 ， 因 为 如 果 xEENF 且 xE 
ENF，,， 则 xEFNF= ZB。 因此 ，p(E) 二 pC(ENF) 十 p(ENF)。 我 们 已 经 证 明了 p(ENF)= 
P(E|F)p(F)。 此 外 ， 有 pC(E|F)==p(EN 准 )F/p(F)， 此 式 表 明 p(E 站 忆 二 p(E|F)p(F)。 由 此 得 

pl(E)=p(ENF)+Pp ENF)=p(E|F)p(F)+HPp(E|F) pF) 

为 了 完成 证 明 ， 将 p(E) 的 上 述 表 达 式 代入 等 式 p(F|E)= 二 pC(F|E)p(F)/p(E) 中 ,得 

plEIF)POP) 4 
plE|IF)p(F) + p(E|IF)p(F) 

贝 叶 斯 定理 应 用 贝 叶 斯 定理 可 用 于 解决 许多 领域 的 问题 。 接 下 来 我 们 将 讨论 贝 叶 斯 定理 
在 医疗 中 的 应 用 。 特 别 是 ， 贝 叶 斯 定理 可 用 于 估计 某 人 在 疾病 检测 呈 阳 性 时 ， 此 人 真 的 得 了 该 
病 的 概率 。 由 贝 叶 斯 定理 得 到 的 结论 往往 有 些 令 人 吃惊 ， 如 例 2 所 示 。 

假如 100 000 个 人 中 只 有 一 个 人 会 得 某 种 少见 的 疾病 ， 该 疾病 诊断 检测 的 准确 率 相 
当 高 。 如 果 某 人 得 了 此 疾病 ， 则 诊断 的 正确 率 是 99%; 如 果 某 人 没有 得 此 疾病 ， 则 诊断 的 正 
确 率 是 99. 5%。 在 给 定 这 些 信 息 的 前 提 下 ， 我 们 能 求解 下 面 的 问题 吗 ? 

(Ca) 某 人 疾病 诊断 呈 阳 性 且 他 得 此 病 的 概率 。 

(b) 某 人 疾病 诊断 呈 阴 性 且 他 没有 得 此 病 的 概率 。 

某 人 检测 呈 阳 性 ， 是 否 代 表 与 他 得 了 此 病 有 密切 的 关系 ? 

解 (a) 设 下 是 某 人 得 此 病 的 事件 ，E 是 随机 选取 某 人 疾病 检测 呈 阳 性 的 事件 。 我 们 想 要 
计算 pC(F|E)。 为 了 使 用 贝 叶 斯 定理 计算 p(F|E)， 我 们 需要 求 p(E|F)、p(E|F), p(F) 
和 plF)。 

我 们 知道 100 000 个 人 中 只 有 一 个 人 会 得 此 疾病 ， 所 以 p(F)==1/100 000==0. 000 01，z(F) 一 
1 一 0. 000 01 一 0. 999 99。 由 于 某 人 得 此 病 被 检测 呈 阳 性 的 概率 为 99 外 ， 所 以 有 p(E|F) 二 0. 99。 
这 是 某 人 得 了 此 病 且 检测 为 呈 阳 性 ， 且 真 的 呈 阳 性 的 概率 。 我 们 也 知道 p(E|F) = 二 0.01， 这 是 假 
阴性 的 概率 ， 即 某 人 得 了 此 病 却 被 检测 呈 阴 性 的 概率 。 

此 外 ， 由 于 某 人 没有 得 此 病 且 检测 呈 阴 性 的 概率 为 99. 5%， 所 以 p(E|F) 二 0.995。 这 是 
真 阴 性 的 概率 ， 即 某 人 没 得 此 病 且 被 检测 呈 阴 性 的 概率 。 最 后 ， 我 们 知道 p(E|F)=1 一 
p(E/F) 二 1 一 0.995 二 0.005， 这 是 假 阳 性 的 概率 ， 即 菜 人 没 得 此 病 却 被 检测 旦 阳性 的 概率 。 

某 人 得 了 此 病 且 被 检测 呈 阳 性 的 概率 是 p(FIE)。 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 有 

plE|F)p(F) 
pIE|IF)p(F) + p(E|IF)p(F) 
过 (0. 99) (0. 000 01) 
(0. 99) (0. 000 01) + (0. 005) (0. 999 99) 


(b) 某 人 的 疾病 诊断 星 阴性 且 他 没有 得 此 病 的 概率 是 p(F|E)， 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 有 


p(F|E) = 





pF|IE)= 





2 0. 002 
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p(E|F)p(F) 
plE|F)p(F) + p(E|F)p(F) 
加 (0. 995) (0. 999 99) 
(0. 995)(0. 999 99) 二 (0. 01) (0. 000 01) 

因此 ， 检 测 呈 阴性 且 真 的 没 得 此 病 的 人 有 99. 999 99%。 

在 (a) 中 ， 我 们 得 到 检测 呈 阳 性 且 真 的 得 了 此 病 的 人 只 有 0.2%。 由 于 此 病 非常 少见 ， 所 以 
诊断 中 假 阳 性 的 数量 比 真 阳性 的 数量 要 多 得 多 ， 使 得 检测 呈 阳 性 且 真 的 得 了 此 病 的 人 的 比例 非 
常 小 。 检 测 呈 阳性 的 人 没有 必要 过 分 担心 他 们 真 的 得 了 此 病 。 4 

扩展 的 贝 叶 斯 定理 ”注意 在 贝 叶 斯 定理 中 ,事件 下 和 下 是 互 斥 的 且 覆 羡 了 整个 样本 空间 SC( 即 
FUF=S)。 可 以 将 贝 叶 斯 定理 扩展 到 任何 覆盖 整个 样本 空间 S 且 互 斥 的 多 个 事件 上 ， 见 如 下 定理 


p(F|E)= 





和 10..999 999 .9 








将 扩展 的 贝 叶 斯 定理 的 证 明 留 作 练习 17。 


7.3.3 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 

许多 电子 邮箱 都 会 收 到 大 量 无 用 的 垃圾 邮件 (spam)。 因 为 垃圾 邮件 使 电子 邮件 系统 受到 
被 塞 满 的 威胁 ， 所 以 人 们 花费 了 大 量 时 间 去 过 滤 它 们 。 某 些 删 除 垃圾 邮件 的 首选 工具 的 开发 就 
是 依据 贝 叶 斯 定理 ， 如 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 。 

贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 利用 先前 收 到 的 E-mail 信息 来 猜测 所 收 到 的 E-mail 信息 是 不 是 垃 


Links > 


托马斯 ， 贝 叶 斯 (Thomas Bayes，1702 一 1761) 托马斯 * 贝 叶 斯 是 一 位 牧师 的 儿 
子 ， 他 是 一 个 新 教 教徒 。 在 18 世纪 的 英国 ， 新 教 被 认为 是 邪教 。 由 于 新 教徒 的 神秘 ， 
托马斯 。 贝 叶 斯 的 生活 鲜 为 人 知 。 托 马 斯 在 年 轻 的 时 候 ， 他 的 家 搬 到 了 伦敦 。 托 马 
”斯 可 能 受到 的 是 私人 教育 。 新 教徒 的 孩子 一 般 不 上 学 。1719 年 贝 叶 斯 进入 爱丁堡 大 
”学 ， 他 在 那里 学 习 逻 辑 和 神学 。 像 他 父亲 一 样 ， 他 被 任命 为 新 教 的 牧师 ， 开 始 的 工 

> | 作 是 作为 一 个 协助 他 父亲 的 牧师 。1733 年 ， 他 在 伦敦 东南 的 坦 布 里 奇 书 尔 斯 的 长 老 
Courtesyof Stephen stisler ”会 教堂 任 牧 师 ， 直 到 1752 年 。 

贝 叶 斯 最 为 人 所 熟知 的 是 在 他 去 世 三 年 后 于 1764 年 发 表 的 关于 概率 的 论文 。 这 篇 
论文 是 由 一 个 朋友 从 他 去 世 后 留 下 的 论文 集中 发 现 并 把 它 送 到 英国 皇家 学 会 的 。 在 论 
文 的 引言 中 ， 贝 叶 斯 声称 他 的 目标 是 找到 一 种 在 一 无 所 知 的 条 件 下 可 以 计算 一 个 事件 的 发 生 概率 的 方法 ， 
而 这 个 事件 在 同样 情况 下 ， 以 某 种 比例 的 次 数 发 生 。 伟 大 的 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 赞同 贝 叶 斯 的 结论 ， 但 后 
来 布尔 在 他 的 《思维 的 法 则 》(Laws of Thought) 一 书 中 质疑 了 这 些 结 论 。 贝 叶 斯 的 理论 ， 此 后 一 直 受 到 争议 。 

贝 叶 斯 死 后 才 得 以 发 表 的 论文 还 有 : “微分 学 说 导论 ， 数 学 家 对 分 析 师 作者 的 意见 的 辩护 ”(An 
Introduction to Doctrine of Fluxions，and a Defense of the Mathematicians Against the objections of the Author of 
The Analyst) ， 这 篇 论文 支持 微 积分 的 逻辑 基础 。 在 英国 皇家 学 会 重要 成 员 的 支持 下 ， 贝 叶 斯 于 1742 年 被 
选 为 英国 皇家 学 会 的 会 士 ， 而 在 当时 他 并 没有 发 表 数 学 著作 。 已 知 的 贝 叶 斯 有 生 之 年 发 表 的 唯一 一 部 著作 
据说 是 一 本 名 为 《 神 的 仁慈 )(Divine Benevolence) 的 神秘 的 书 ， 该 书 讨论 宇宙 的 起 源 与 归宿 。 虽 然 这 本 书 主要 
由 贝 叶 斯 完成 ， 但 在 封面 上 没有 标记 作者 姓名 ， 而 且 整 个 工作 被 认为 值得 怀疑 。 贝 叶 斯 数学 天 赋 的 证 据 在 
于 几乎 肯定 是 由 他 写 的 一 本 包含 许多 数学 工作 的 笔记 ， 它 包括 概率 论 、 三 角 、 几 何 、 解 方程 、 级 数 、 微 分 
计算 的 讨论 。 还 有 一 些 章节 是 关于 自然 哲学 ， 在 这 些 章节 中 贝 叶 斯 关注 了 电学 、 光 学 、 天 体力 学 等 学 科 的 
问题 。 贝 叶 斯 也 是 一 本 关于 渐 近 级 数 的 数学 著作 的 作者 ， 这 本 著作 也 是 他 死 后 被 发 现 的 。 
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圾 邮件 。 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 寻找 信息 中 出 现 的 特定 字 。 对 一 个 特定 的 字 w，w 出 现在 一 个 
垃圾 邮件 E-mail 信息 中 的 概率 可 以 通过 计算 大 量 已 知 的 垃圾 邮件 信息 中 w 出 现 的 次 数 与 大 量 
已 知 的 非 垃圾 邮件 信息 中 忆 出 现 的 次 数 来 估计 。 当 检测 E-mail 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 时 候 ， 
我 们 寻找 有 可 能 是 垃圾 邮件 标志 的 字 ， 比 如 “offer”“special” 或 “opportunity” 等 ， 以 及 标志 
一 个 信息 不 是 垃圾 邮件 的 字 ， 如 “mom”“lunch” 或 “Jan”( 不 管 Jan 是 不 是 你 的 一 个 朋友 ) 
等 。 不幸 的 是 ， 垃 圾 邮件 过 滤器 有 时 会 把 垃圾 邮件 信息 看 成 非 垃 圾 邮件 信息 ， 这 种 错误 叫 作 阴 
性 错误 。 垃 圾 邮件 过 滤器 有 时 也 会 把 非 垃 圾 邮件 信息 看 成 垃圾 邮件 信息 ， 这 种 错误 叫 作 阳性 错 
误 。 当 检测 垃圾 邮件 时 ， 重 要 的 是 要 尽量 减少 阳性 错误 ， 因 为 把 所 需要 的 E-mail 信息 过 滤 掉 
要 比 让 某 些 垃圾 邮件 通过 更 不 能 让 人 接受 。 

下 面 要 讨论 一 些 基 本 的 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 。 首 先 ， 假 设 B 是 已 知 的 垃圾 邮件 信息 集 
合 ，G 是 已 知 的 非 垃圾 邮件 信息 集合 。( 例 如 ， 当 用 户 检查 他 们 的 收 件 箱 时 ， 可 以 把 某 些 信息 
归 为 垃圾 邮件 。) 其 次 ， 识别 出 现在 B 和 G 中 的 字 。 我 们 统计 集合 中 包含 每 个 字 的 信息 数 ， 以 
分 别 求 得 集合 B 中 字 w 出 现 的 次 数 ns(w) 和 集合 G 中 字 w 出 现 的 次 数 zc(w)。 于 是 ， 垃 圾 邮 
件 信 息 包 含 w 的 经 验 概率 是 p(w) 二 ns(w)/|B|， 非 垃圾 邮件 信息 包含 w 的 经 验 概率 是 q(w) = 
no(w)/|G|。 注 意 zz) 和 qd(w) 分 别 是 含有 字 w 的 垃圾 邮件 信息 的 估计 概率 和 含有 字 w 的 非 
垃圾 邮件 信息 的 估计 概率 。 

现在 假定 收 到 了 一 条 包含 字 w 的 新 E-mail 信息 。 设 S 表示 信息 是 垃圾 邮件 的 事件 ,五 是 
信息 中 含有 字 冯 的 事件 。 信 息 是 垃圾 邮件 的 事件 S 和 信息 不 是 垃圾 邮件 的 事件 划分 了 所 有 信 
息 的 集合 。 因 此 ， 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 在 信息 含有 字 w 的 条 件 下 ,信息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 

BCS|EY = plE|S)pCS) - 
pl(E|S)p(S) + p(E|S)p(S) 

为 了 使 用 上 面 的 公式 ,我 们 先 来 计算 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S) 和 信息 不 是 垃圾 邮件 的 
概率 p(S)。 由 于 事先 不 知道 新 来 信息 有 多 大 可 能 是 垃圾 邮件 ， 为 了 简化 ， 假 定 新 来 信息 是 垃 
圾 邮件 和 新 来 信息 不 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 是 相同 的 。 即 假定 pC(S)==p(S)==1/2。 利 用 此 假设 ， 
可 以 得 到 在 信息 含有 字 ww 的 条 件 下 ， 信 息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 

(E|S) 
PS pr 
(注意 : 如 果 我 们 有 关于 垃圾 邮件 信息 对 非 垃圾 邮件 信息 比值 的 某 些 经 验 数据 ， 就 可 以 修改 上 
述 假设 ， 而 获得 对 p(S) 和 p(S) 更 好 的 估计 ; 见 练习 22,) 

下 面 ， 在 给 定 含 有 字 w 的 信息 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 通 过 p(w) 来 估计 条 件 概率 p(E|S)。 
类 似 地 ， 在 给 定 含有 字 w 的 信息 不 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 通 过 q(w) 来 估计 条 件 概 率 p(E|S)。 
将 关于 p(E|S) 和 pC(E|S) 的 这 些 估计 代入 ， 就 可 以 通过 下 式 来 估计 p(S|E): 

WS DO 
De Cy 


也 就 是 说 ， 在 给 定 含 有 字 ww 的 信息 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 r(w)。 
如 果 r(w) 大 于 所 设置 的 贱 值 ， 比 如 说 0. 9， 那 么 我 们 就 把 该 信息 归 为 垃圾 邮件 。 

@ 国 假如 我 们 发 现在 含有 字 “Rolex” 的 信息 中 ， 比 例 为 250/2000 的 信息 是 垃圾 邮件 ， 
比例 为 5/1000 的 信息 不 是 垃圾 邮件 。 估 计 所 收 到 的 二 条 含有 字 “Rolex” 的 信息 是 垃圾 邮件 的 
概率 ， 假 定 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮件 是 等 可 能 的 。 如 果 把 一 条 信息 作为 垃圾 邮件 
而 拒绝 它 的 阔 值 是 0.9， 那 么 我 们 会 拒绝 这 条 信息 吗 ? 

解 ”利用 字 “Rolex” 出 现在 垃圾 邮件 和 不 出 现在 垃圾 邮件 中 的 统计 数 ， 可 求 得 上 (Rolex) 三 
250/2000 二 0. 125，g(Rolex) = 二 5/1000==0. 005。 由 于 假定 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮 
件 是 等 可 能 的 ， 所 以 我 们 可 估计 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 为 


力 (Rolex) 0. 125 "01124 
力 (Rolex) 十 ZCRolexy ” 0.125 十 0 005 - 0 130 





r(Rolex) = A 0. 962 
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由 于 r(Rolex) 大 于 阅 值 0.9， 所 以 我 们 认为 该 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 。 4 
根据 单个 字 的 出 现 情况 检测 垃圾 邮件 会 导致 过 多 的 阳性 错误 和 阴性 错误 。 因 此 ， 垃 圾 邮件 
过 滤器 寻求 多 字 的 出 现 。 比 如 ， 信 息 中 含有 字 w, 和 w。。 设 E 和 E, 分 别 表示 信息 中 含有 字 
wi 和 rw 的 事件 。 为 了 使 计算 简化 ， 假定 E, 和 E, 是 独立 事件 ， 从 而 EE IS 和 EE， 1S 是 独立 事 
件 ， 并 假定 我 们 事先 没有 关于 一 条 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 信息 。( 关 于 E, 和 E, 是 独立 事件 及 
Ei |S 和 E, | S 是 独立 事件 可 能 会 把 某 些 错误 引入 计算 中 ， 我 们 假定 这 种 错误 很 小 .) 利 用 贝 叶 斯 
定理 及 我 们 的 假设 ， 可 以 证 明 ( 见 练习 23) 在 给 定 信息 既 含 有 字 w, 又 含有 字 w, 的 条 件 下 ， 该 
信息 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S|E, 门 E,) 由 下 式 确定 : 
plE, | S)p(E, | S) 


(SIENE)=— PEIPE|S) 
PSIE NM BE SB Tp Toy jC [a I 训 
可 由 下 式 来 估计 p(S|E' 站 E,): 

r(wi ys ) 一 pw ) 广 Crws ) 


p(w) pw) qvw) qvw,) 
也 就 是 说 ， 在 给 定 信息 既 含 有 字 ww 又 含有 字 w, 的 条 件 下 ， 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 估计 为 
r(z，rw)。 当 (ww ，rws) 大 于 事先 所 设置 的 冰 值 时 ， 比 如 说 0.9， 我 们 就 确定 该 信息 很 可 能 
是 垃圾 邮件 。 

假设 在 2000 条 垃圾 邮件 信息 、1000 条 非 垃 圾 邮件 信息 的 集合 上 训练 一 个 贝 叶 斯 过 
滤器 。 字 “stock” 出 现在 了 400 条 垃圾 邮件 信息 和 60 条 非 垃圾 邮件 信息 中 ， 字 “undervalued” 
出 现在 了 200 条 垃圾 邮件 信息 和 25 条 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 一 条 信息 中 既 含 有 字 “stock” 又 含 
有 字 “undervalued”， 在 事先 不 知道 该 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 估 计 这 条 信息 是 垃圾 邮 
件 的 概率 。 如 果 设 置 立 值 为 0.9， 我 们 会 认为 这 条 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 吗 ? 

解 ”利用 这 两 个 字 在 信息 中 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮件 的 统计 数 ， 得 到 如 下 估计 : 
plstock)=400/2000==0.2, gl(stock)=60/1000=0.06, pl(undervalued) 一 200/2000 王 0,.1 和 
q(undervalued) 一 25/1000 王 0.025。 利 用 这 些 概 率 ， 通 过 下 式 可 得 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 为 


plstock) pC(undervalued) 
plstock)p(undervalued) + gq(stock)gq(undervalued) 


号 (0. 2) (0. 1) 
C0. 2)00. 1) 十 (0. 06) (0. 025) 


因为 设置 的 拒绝 信息 的 阔 值 是 0.9， 所 以 该 信息 会 被 过 滤器 拒绝 。 4 

用 来 估计 一 条 电子 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 的 字 越 多 ， 确 定 它 是 不 是 垃圾 邮件 的 准确 性 也 越 
好 。 一 般 来 说 ， 如 果 E, 表示 信息 中 含有 字 w; 的 事件 ,假设 收 到 垃圾 邮件 信息 的 数量 与 收 到 非 
垃圾 邮件 信息 的 数量 大 致 相 等 ， 且 事件 E; 1S 是 相互 独立 的 ， 那么 根据 贝 叶 斯 定理 ， 含 有 所 有 
字 w;(i 二 1，2，…， 上 ) 的 信息 的 概率 为 


rl(stock, undervalued) = 


2 0. 930 


TI azGE1S) 
p(sS| 人 E)= 站 一 


TI acE1sS) + [I zcGE 15S) 
可 以 通过 下 式 估计 这 个 概率 





rtw TU ) 一 
I Cd + Tesco) 
对 最 有 效 的 过 滤器 ， 选 择 的 字 在 垃 圾 邮件 中 出 现 的 概率 要 么 非常 高 ， 要 么 非常 低 。 当 我 们 
对 一 条 特定 信息 计算 这 个 值 的 时 候 ， 如 果 (mw，w，…，w) 超 过 一 个 预定 的 阔 值 ， 如 超过 
0. 9， 我 们 就 认为 该 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 。 





另 一 个 提高 贝 叶 斯 过 滤器 性 能 的 方法 是 ， 找 出 成 对 的 字 在 垃圾 邮件 和 不 在 垃圾 邮件 信息 中 
出 现 的 概率 。 然 后 将 这 些 成 对 的 字 看 成 是 一 个 单个 块 ， 而 不 是 两 个 分 离 的 字 的 出 现 。 例 如 ， 一 
对 字 “enhance performance” 最 可 能 表示 的 是 垃圾 邮件 ， 而 “operatic performance” 表 示 一 条 
信息 不 是 垃圾 邮件 。 类 似 地 ， 可 以 通过 检查 一 条 信息 的 结构 确定 其 所 在 位 置 来 评价 该 信息 是 垃 
圾 邮件 的 可 能 性 。 此 外 ， 垃 圾 邮件 过 滤器 也 寻找 特定 类 型 的 字符 串 ， 而 不 仅仅 是 字 。 例 如 ， 一 
条 含有 你 朋友 有 效 E-mail 地 址 的 信息 (如 果 不 是 由 蠕虫 病毒 发 送 的 ) 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 要 比 
一 条 含有 明显 是 来 自 盛产 大 量 垃圾 邮件 的 国家 E-mail 地 址 的 信息 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 低 。 目 
前 ， 制 造 垃圾 邮件 和 试图 把 他 们 的 信息 过 滤 掉 的 人 们 之 间 正 进行 着 一 场 战 争 。 这 就 导致 了 许多 
抗击 垃圾 邮件 过 滤器 的 新 技术 ,包括 在 垃圾 邮件 信息 中 插入 很 长 的 看 起 来 不 像 垃圾 邮件 的 字 
串 ， 以 及 在 图 像 中 插入 字 等 。 这 里 讨论 的 技术 只 是 这 场 垃圾 邮件 战争 中 最 前 面 的 几 步 。 


练习 

1. 设 下 和 开 是 样本 空间 中 的 事件 ， 且 p(E)=1/3,p(F)=1/2, p(E|F)=2/5。 求 p(F|E)。 

2. 设 正和 下 是 样本 空间 中 的 事件 ， 且 p(E)=2/3, p(F)==3/4,，p(F|E)==5/8。 求 p(E|F)。 

3. 假如 弗 雷 德 随 机 从 两 个 箱子 中 的 一 个 箱子 里 选取 了 一 个 球 ， 然 后 又 从 这 个 箱子 里 随机 选取 了 一 个 球 。 
第 一 个 箱子 里 有 2 个 白 球 和 3 个 蓝 球 ， 第 二 个 箱子 里 有 4 个 白 球 和 1 个 蓝 球 。 如 果 弗 雷 德 选 出 了 1 个 
蓝 球 ， 那 么 该 球 来 自 第 一 个 箱子 的 概率 是 多 少 ? 

4. 假如 安 随 机 从 两 个 箱子 中 的 一 个 箱子 里 选取 了 一 个 球 ， 然 后 又 从 这 个 箱子 里 随机 选取 了 一 个 球 。 第 一 
个 箱子 里 有 3 个 橙色 球 和 4 个 黑 球 ， 第 二 个 箱子 里 有 5 个 橙色 球 和 6 个 黑 球 。 如 果 安 选 出 了 一 个 橙色 
的 球 ， 那 么 该 球 来 自 第 二 个 箱子 的 概率 是 多 少 ? 

5. 假如 所 有 自行 车 赛 手中 有 8% 的 选手 使 用 兴奋 剂 ,使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 96% 的 人 兴奋 剂 检测 呈 阳 
性 ,不 使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 9% 的 人 兴奋 剂 检 测 呈 阳性 。 如 果 随 机 选择 的 一 个 选手 其 兴奋 剂 检 测 呈 
阳性 , .那么 该 选手 使 用 了 兴奋 剂 的 概率 是 多 少 ? 

6. 在 对 足球 选手 做 兴奋 剂 检测 时 ， 使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 98% 的 人 兴奋 剂 检 测 呈 阳性， 不 使 用 兴奋 剂 的 
选手 中 有 12% 的 人 兴奋 剂 检 测 呈 阳性 。 假 如 有 5% 的 足球 选手 使 用 了 兴奋 剂 ， 那么 一 个 选手 兴奋 剂 检 
测 呈 阳性 时 ， 该 选手 使 用 了 兴奋 剂 的 概率 是 多 少 ? 

7. 假如 吸 鸦 片 的 检测 中 有 2% 的 阳性 错误 率 和 5% 的 阴性 错误 率 ， 即 有 2% 的 人 没有 吸 鸦 片 但 鸦片 检测 呈 
阳性 ， 有 5% 的 人 吸 了 鸦片 但 鸦片 检测 呈 阴 性。 此外， 假定 有 1% 的 人 吸 鸦 片 。 

a) 求 某 人 没有 吸 鸦 片 且 鸦片 检测 呈 阴 性 的 概率 
b) 求 某 人 吸 了 鸦片 且 鸦 片 检测 旦 阳性 的 概率 

8. 假如 10 000 个 人 中 有 一 个 人 会 得 少见 的 遗传 病 。 有 一 种 对 该 疾病 非常 准确 的 检测 : 得 此 病 的 人 中 
99.9% 的 人 检测 旦 阳性 ， 没 得 此 病 的 人 中 只 有 0.02% 的 人 检测 呈 阳性 。 

a) 求 某 人 得 了 遗传 病 且 检测 呈 阳 性 的 概率 
b) 求 某 人 没 得 遗传 病 且 检测 呈 阴 性 的 概率 、 

9. 假如 某 诊 所 对 病人 的 检测 中 有 8% 的 人 感染 了 HIV 病毒 ， 此 外 ， 假 定 对 给 定 的 HIV 血液 检测 ， 感 染 
了 HIV 的 人 中 有 98% 的 人 HIV 检测 呈 阳 性 , ` 没 感染 HIV 的 人 中 有 3% 的 人 HIV 检测 呈 阳 性 。 那 么 ， 
下 列 概率 是 多 少 ? 

a) HIV 检测 呈 阳 性 的 人 真 的 感染 了 HIV 病毒 
b) HIV 检测 呈 阳 性 的 人 没有 感染 HIV 病毒 
c)HIV 检测 呈 阴 性 的 人 感染 了 HIV 病毒 

d) HIV 检测 呈 阴 性 的 人 没有 感染 HIV 病毒 

10. 假如 某 诊 所 对 病人 的 检测 中 有 4% 的 人 感染 了 禽 流 感 病毒 ， 此 外 ,假定 对 给 定 的 禽 流 感 血液 检测 ， 感 
染 了 禽 流 感 的 人 中 有 97% 的 人 HIV 检测 旺 阳性 ， 没 感染 禽 流 感 的 人 中 有 2% 的 人 禽 流 感 检测 呈 阳 性 。 
那么 ， 下 列 概率 是 多 少 ? 

a) 禽 流感 检测 呈 阳 性 的 人 真 的 感染 了 禽 流 感 病毒 
b) 禽 流感 检测 呈 阳 性 的 人 没有 感染 禽 流感 病毒 
c) 禽 流感 检测 呈 阴 性 的 人 感染 了 禽 流 感 病毒 
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d) 禽 流感 检测 呈 阴 性 的 人 没有 感染 禽 流感 病毒 

某 电 子 公司 计划 引入 一 种 新 的 照相 手机 。 公 司 对 每 种 新 产品 都 制定 了 一 个 市 场 报告 来 预测 产品 的 成 
功 与 失败 。 此 外 ,在 他 们 预测 成 功 的 产品 中 有 70% 的 产品 都 成 功 了 ， 而 在 他 们 预测 成 功 的 产品 中 有 
40% 的 产品 都 没 成 功 。 如 果 预 测 新 的 照相 手机 会 成 功 ， 那 么 该 产品 成 功 的 概率 是 多 少 ? 

某 Neptune 附近 的 空中 探测 器 用 比特 串 与 地 球 通 信 。 假 如 传送 中 它 用 1/3 的 时 间 发 送 的 是 1，2/3 的 
时 间 发 送 的 是 0。 当 发 送 的 是 0 时 ,- 收 到 0 的 概率 是 0.9， 收 到 1 的 概率 是 0.1。 当 发 送 的 是 1 时 ， 收 
到 1 的 概率 是 0.8， 收 到 0 的 概率 是 0. 2。 

a) 求 收 到 0 的 概率 

b) 利 用 贝 叶 斯 定理 求 在 收 到 0 的 条 件 下 发 送 的 是 0 的 概率 

设 忆 Fi，F 和 F， 是 样本 空间 S 中 的 事件 ，F,，F。 和 Fs 互 不 相交 ， 且 它们 的 并 为 S。 如 果 
pl(E|F1)=1/8, p(E|F;,)=1/4, p(E|F;)=1/6, p(F)=1/4, p(F;)=1/4, p(F;)= 1/2, 
求 p(F | 已 ) 。 

设 E，F,，F, 和 下 ， 是 样本 空间 S 中 的 事件 ，Fi ，Fs 和 Fs 互 不 相交 ， 且 它们 的 并 为 S。 如 果 
pl(E|F1)=2/7; p(E|F;)=3/8, p(E|F;)=1/2, p(Fi)=1/6, p(F;)=1/2, p(F;s)= 1/3, 
求 p(F, | E)。 

本 题 利 用 贝 叶 斯 定理 求解 蒙 地 厅 大 厦 难 题 (7. 1 节 例 10)。 在 这 个 难题 中 ， 要 求 我 们 选择 打开 3 扇 门 
中 的 一 扇 门 。 其 中 的 …-- 扇 门 后 面 有 一 个 大 奖 ， 另 外 两 扇 门 后 面 没 有 奖 。 当 你 选择 了 一 扇 门 后 ， 蒙 地 
厅 大 厦 打 开 你 没有 选择 的 两 扇 门 中 的 一 扇 门 ， 他 知道 这 扇 门 后 面 没有 奖 ， 如 果 这 两 扇 门 后 面 都 是 没 
有 奖 的 ， 他 就 随机 打开 其 中 的 一 扇 门 。 蒙 地 厅 问 你 是 否 愿 意 选 定 那 扇 门 。 假 设 难题 中 的 3 扇 门 分 别 
标 有 1、2、3 号 。 设 W 是 随机 变量 ， 其 值 是 获奖 门 的 号 码 。 假 定 对 =1, 2, 3, p(W=&)==1/3。 
设 M 是 随机 变量 ， 其 值 是 蒙 地 厅 打 开 的 那 扇 门 的 门 号 。 假 如 你 选择 的 门 号 为 1。 

a) 如 果 在 蒙 地 厅 问 你 是 否 改变 门 号 之 前 游戏 结束 ， 你 获奖 的 概率 是 多 少 ? 

DD 对 j=1,，2，3 和 k=1,，2, 3, 求 p(M=j|W=&)。 

©) 利 用 贝 叶 斯 定理 求 pC(W==j |M 二 k)， 其 中 j 和 k 的 值 不 同 。 

d) 解 释 为 什么 c 的 答案 告诉 了 你 : 当 蒙 地 厅 给 你 改变 门 号 的 机 会 时 ， 你 是 否 应 该 改变 。 

Remesh 可 以 通过 3 种 不 同 的 方式 去 工作 : 骑 自 行车 、 开 车 或 坐 公 共 汽 车 。 由 于 上 班 族 引起 的 交通 繁 
忙 ， 他 若 开 车 上 班 ， 则 有 50% 的 可 能 迟到 。 他 车 坐 公共 汽车 上 班 ， 公 共 汽 车 可 以 走 一 条 专门 为 公共 
汽车 行驶 的 路 线 ， 那 他 有 20% 的 可 能 迟到 。 他 骑 车 上 班 只 有 5% 的 可 能 迟到 。Remesh 有 一 天 迟到 
了 。 他 的 老板 想 估计 他 那天 开车 上 班 的 概率 。 

a) 假 定 老板 假设 Remesh 以 1/3 的 可 能 采用 3 种 方法 中 的 任何 一 种 方法 来 上 班 。 在 此 假设 下 ,根据 贝 
叶 斯 定理 ，Remesh 开车 来 上 班 的 概率 估计 是 多 少 ? 

b) 假 定 老板 知道 Remesh 开车 的 可 能 性 有 30%， 坐 公共 汽车 的 可 能 性 有 10% ， 骑 自行 车 的 可 能 性 有 
60% 。 利 用 这 些 信息 ， 根 据 贝 叶 斯 定理 ，Remesh 开车 来 上 班 的 概率 估计 是 多 少 ? 

证 明 扩 展 的 贝 叶 斯 定理 。 即 ， 设 已 是 取 自 样本 空间 S 的 事件 ，F，F,，…，F, 是 互 斥 事件 ， 且 


UF=s, 假定 p(E)#0, p(F)#00=1, 2，…，mD， 则 
p(E|F;)p(F,) 


DPE|F PF:) 
1 一 ] 


plF; |E) = 





[提示 : 利用 事实 E= 【jenF).] 

假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 500 个 垃圾 邮件 信息 和 200 个 非 垃 圾 邮件 信息 的 集合 上 训 
练 。 字 “exciting” 出 现在 了 40 个 垃圾 邮件 信息 和 25 个 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 如 果 一 条 信息 中 含有 字 
“exciting”， 且 拒绝 垃圾 邮件 的 阅 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒绝 吗 ? 

假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 1000 个 垃圾 邮件 信息 和 400 个 非 垃 圾 邮件 信息 的 集合 上 训 
练 。 字 “opportunity” 出 现在 了 175 个 垃圾 邮件 信息 和 20 个 非 垃圾 邮件 信息 中 。 如 果 一 条 信息 中 含 
有 字 “opportunity”， 且 拒绝 垃圾 邮件 的 阔 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒绝 吗 ? 
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20. 我 们 会 把 例 4 中 的 信息 看 成 垃圾 邮件 而 拒绝 它 吗 ? 
a) 只 利用 字 “undervalued” 出 现在 信息 中 这 一 事实 。 
b) 只 利用 字 “stock” 出 现在 信息 中 这 一 事实 。 
假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 10 000 个 垃圾 邮件 信息 和 5000 个 非 垃 圾 邮件 信息 的 集合 上 训 
练 。 字 “enhancement” 出 现在 了 1500 个 垃圾 邮件 信息 和 20 个 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 而 字 “herbal” 出 现 
在 了 800 个 垃圾 邮件 信息 和 200 个 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 估计 收 到 的 一 条 信息 中 既 含 有 字 
“enhancement”， 又 含有 字 “herbal” 的 概率 。 如 果 拒 绝 垃圾 邮件 的 阔 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒 
绝 吗 ? 
。 如果 我 们 有 关于 一 条 随机 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 先 验 知识 。 特 别 地 ， 假 定 经 过 一 段 时 期 ， 我 们 发 现 
收 到 了 s 条 垃圾 邮件 信息 和 条 非 垃圾 邮件 信息 。 
a) 利 用 这 一 信息 估计 所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S) 和 所 收 到 的 信息 不 是 垃圾 邮件 的 概率 
BCIDYs 
b) 利 用 贝 叶 斯 定理 和 a) 估 计 收 到 的 含有 字 w 的 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 ， 其 中 p(w) 是 w 出 现在 垃圾 
邮件 信息 中 的 概率 ，g(w) 是 w 出 现在 非 垃 圾 邮件 信息 中 的 概率 。 
23. 设 Ei、E; 分 别 是 收 到 含有 字 wi 和 sz 的 事件 。 假定 Eis .Es 是 独立 事件 ， 且 E | S 和 上 ， | S 是 独立 
事件 ， 其 中 S 是 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 事件 ， 且 事先 没有 关于 所 收 到 的 一 条 信息 是 不 是 垃圾 邮件 
的 先 验 知识 ， 证 明 ， 


pl(S|E: (| Ez} = 


21. 


pk 


2 


kt 


plEi | S)p(E, | S) 
plE, |S)p(E;|S)+p(E |S)p(E,|S) 





7.4 期 望 值 和 方差 


7.4.1 引言 

一 个 随机 变量 的 期 望 值 是 将 样本 空间 中 所 有 元 素 的 概率 与 其 对 应 的 随机 变量 值 相 乘 ， 然 后 
再 求 所 有 乘积 之 和 。 因 此 期 望 值 是 一 个 随机 变量 值 的 加 权 平均 。 一 个 随机 变量 的 期 望 值 为 这 个 
随机 变量 值 的 分 布 提供 了 一 个 中 心 点 ， 我 们 使 用 随机 变量 期 望 值 的 概念 可 以 求解 许多 问题 ， 例 
如 确定 谁 在 赌博 游戏 中 占有 优势 ， 也 可 以 计算 算法 平均 情形 下 的 复杂 度 。 一 个 随机 变量 的 另 一 
个 有 用 的 度量 就 是 方差 。 它 告诉 我 们 这 个 随机 变量 的 值 分 布 得 多 么 散 。 可 以 使 用 随机 变量 的 方 
差 帮助 我 们 估计 一 个 随机 变量 取 那 些 远 离 它 的 期 望 值 的 概率 。 


7. 4.2 期 望 值 

许多 问题 可 以 用 我 们 所 期 望 的 随机 变量 的 取 值 ， 或 者 更 精确 地 说 ， 随 机 变量 在 大 量 试验 中 
的 平均 值 来 表示 。 这 类 问题 包括 : 当 掷 100 次 硬币 时 预期 会 出 现 多 少 次 头像 ? 在 表 中 线性 查找 
一 个 元 素 时 预期 的 比较 次 数 是 多 少 ? 为 研究 这 类 问题 ， 我 们 引入 关于 一 个 随机 变量 的 期 望 值 的 





注意 ， 当 样本 空间 S 有 个 元 素 时 , S = {zi 5x4, ,2) ECX) 一 了 1p(zDXCz)。 

评注 当 样 本 空间 中 有 无 穷 多 个 元 素 时 ， 只 有 当 定 义 中 的 无 穷 级 数 绝对 收 化 时 期 望 值 才 有 
定义 。 特 别 地 ， 如 果 无 穷 样本 空间 上 随机 变量 的 期 望 值 存在 ， 则 它 是 有 限 的 。 

舰 子 的 期 望 值 设 X 是 掷 一 个 盘子 时 出 现 的 点 数 ，X 的 期 望 值 是 什么 ? 

解 随机 变量 和 X 取 值 为 1， 2，3，4，5 或 6， 每 个 具有 概率 1/6。 从 而 得 到 
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Pl 
人 4 
一 个 均匀 的 硬币 被 搓 了 3 次 ， 令 S 是 8 种 可 能 结果 的 样本 空间 ，X 是 随机 变量 , 它 somos 
对 结果 的 赋值 是 结果 中 的 头像 数 。 那 么 X 的 期 望 值 是 什么 ? 
解 在 7.2 节 例 10 中 我 们 列 出 了 掷 3 次 硬币 时 X 对 8 个 可 能 结果 的 值 。 由 于 硬币 是 均匀 
的 且 每 次 掷 硬币 是 独立 的 ， 所 以 每 不 结果 的 概率 都 是 1/8。 因 此 


E(X)= FLXCHHH) 下 


ee 
et er hl db ri 


十 CTHT》 十 叉 ( 有 TT》 十 六 (TTT 潭 


(3 二 2 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 十 0) 一 号 


co|w co| 玫 


因此 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 3 次 时 出 现 头像 的 平均 次 数 是 3/2。 4 

当 一 个 试验 有 相对 较 少 的 结果 时 ， 我们 可 以 直接 从 定义 计算 随机 变量 的 期 望 值 ， 正 像 在 
例 2 中 所 做 的 。 但 是 ， 当 一 个 试验 有 许多 结果 时 ， 直 接 由 定义 计算 随机 变量 的 期 望 值 可 能 是 不 
方便 的 。 我 们 可 以 换 一 种 艇 法 ， 把 随机 变量 值 相等 的 试验 结果 分 成 组 来 寻找 随机 变量 的 期 望 
值 ， 正 如 定理 1 所 示 。 







元 。 


证 明 假设 X 是 域 为 X(S) 的 随机 变量 ， 令 p(X=7) 是 随机 变量 X 取 值 > 的 概率 。 因 此 ， 
p(X=) 是 使 得 X(s) 二 7 的 结果 s 的 概率 之 和 。 从 而 得 到 
ECX) = DS) P(X=7)r 4 


rEX(S) 


例 3 和 定理 2 的 证 明说 明了 这 个 公式 的 用 法 。 在 例 3 中 我 们 将 找 出 当 掷 两 个 均匀 的 骨 子 时 出 
现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 。 在 定理 2 中 我 们 将 找 出 当 执 行 n 次 伯 努 利 试验 时 ， 成 功 次 数 的 期 望 值 。 
@ 国 当 掷 一 对 均匀 的 货 子 时 所 出 现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? 
解 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 掷 一 对 货 子 所 出 现 的 点 数 之 和 。 在 7.2 节 例 12 中 ,我 们 列 
出 了 关于 这 个 试验 的 36 个 结果 的 X 的 值 。X 的 值 域 是 (42，3，4，5，6，7，8，9，10，11， 
12)。 由 7.2 节 例 12 我 们 看 到 
p(X = 2) p(X 12) 1/36 
p(X=3)= p(X= 11) = 2/36 = 1/18 
p(X = 4)= (X= 10) = 3/36 =1/12 
p(X = 5 p00) e419 
p(X=6)= p(X = 8) = 5/36 
pt = 0636 = 176 

















把 这 些 值 代入 公式 ， 得 
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证 明 令 久 是 等 于 次 试验 中 成 功 次 数 的 随机 变量 。 由 7. 2 节 定理 2， 我 们 看 到 p(X 一 一 
Cl(n，k)p*g”"”*， 于 是 有 


_E(X) = Dkp(X=&) 根据 定理 1 
= SC 根据 7.2 节 定理 2 
二 根据 6. 4 节 习题 21 


大 一 1 


二 np2)Cln 一 1,k 一 1)pr "gqg"”* ”从 每 项 中 提出 公 因子 np 


= mY Cn 1) pg 使 用 j 二 一 1 移动 和 式 的 下 标 
= np(p+ gq" 根据 二 项 式 定理 
=np 因 议 2 十 二 1 
因此 ， 在 次 伯 努 利 试验 中 预期 成 功 的 次 数 是 ap， 证 明 完成 4 


下 面 将 证 明定 理 2 中 伯 努 利 试验 独立 的 假设 是 没有 必要 的 。 


7.4.3 期 望 的 线性 性 质 
定理 3 告诉 我 们 期 望 值 是 线性 的 。 例 如 ， 随 机 变量 的 和 的 期 望 值 是 它们 的 期 望 值 之 和 。 我 
们 将 发 现 这 个 性 质 特别 有 用 









对 于 nn 一 2 第 一 个 结果 可 以 直接 由 期 望 值 的 定义 得 到 ， 因 为 
下 (Xi 十 天 一 Dp Cs) XS) 十 区 (CS)) 


sES 


= DPX DP) Xs) = EC(X) + EC(X,) 


5SES 忆 5ES 


使 用 数学 归纳 法 ， 很 容易 从 两 个 随机 变量 的 情况 得 出 具有 n 个 随机 变量 的 情况 (我 们 将 这 个 完 
整 证 明 留 给 读者 ) 。 
为 了 证 明 (iD ， 注 意 \ 
ECaX 十 入 一 Dpls) CaX(s) 十 中 


一 a2>) 思 CD)XC) 十 5 ps) 

二 本 从 二 4 
例 4 和 例 5 说 明了 怎样 使 用 定理 3。 
用 定理 3 求 出 掷 一 对 均匀 的 蜗 子 时 所 出 现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 ( 在 例 3 中 没有 使 用 定 


理 3 也 求 出 了 这 个 值 ) 。 
解 设 X 和 Xs 是 随机 变量 ,其 中 X,((i, 让) 二 i，Xs((i, 7) 一 1)，X 是 第 一 个 骨 子 上 出 
现 的 点 数 ，X, 是 第 二 个 鹏 子 上 出 现 的 点 数 。 容 易 看 出 ， 因 为 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6)/6 王 
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21/6 王 7/2， 所 以 ECX ) 王 E(X:) 一 7/2。 当 掷 两 个 明 子 时 ， 出 现 的 两 个 点 数 之 和 就 是 和 Xi 十 X, 。 
根据 定理 3， 这 个 和 的 期 望 值 是 E(X 十 X;) 二 EC(X,) 十 E(X,) 二 7/2 十 7/2==7。 本 
在 定理 2 的 证 明 中 ,我们 通过 直接 计算 找到 了 执行 n 次 伯 努 利 试验 时 成 功 次 数 的 期 
望 值 ， 其 中 p 是 每 次 试验 成 功 的 概率 。 说 明 怎样 使 用 定理 3 在 伯 努 利 试验 不 必要 独立 的 情况 下 
找到 这 个 结果 。 
解 设 X; 是 随机 变量 。 如 果 4 是 成 功 ， 则 X;(t，ts，…，4) 二 1; 如 果皮 是 失败 ， 则 XX， 


(Ht ，"…，t,) 二 0。X, 的 期 望 值 是 EC(X,)=1，p 十 0。 (1 一 p)==p(i1 二 1，2，…，n)。 令 六 = 
Xi 十 X, 十 … 十 X, 使 得 X 计数 当 执 行 n 次 伯 努 利 试验 时 成 功 的 次 数 。 把 定理 3 用 于 nn 个 随机 变 
量 的 和 ， 就 证 明了 E(X)= 二 E(X,) 十 E(X,) 十 … 十 E(X,)= 二 np。 本 


我 们 利用 期 望 的 线性 性 质 可 以 求解 许多 看 起 来 很 难 的 问题 。 要 寻找 一 个 随机 变量 的 期 望 
值 ， 关 键 步 又 就 是 把 这 个 随机 变量 表示 成 一 些 很 容易 找到 期 望 值 的 随机 变量 之 和 。 例 6 和 例 7 
说 明了 这 种 技巧 。 

帽子 认领 问题 中 的 期 望 值 在 一 个 餐厅 里 一 个 新 雇员 为 对 个 人 寄存 帽子 ， 他 忘记 在 
帽子 上 放 寄 存 号 。 当 顾客 取 帽 子 时 这 个 寄存 员 随 机 选取 留 下 的 帽子 交 给 他 们 。 被 正确 返回 的 帆 
子 数 预期 是 多 少 ? 

解 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 能 够 从 寄存 员 那 里 取 回 自己 帽子 的 人 数 。 设 X, 是 随机 变 
量 ， 如 果 满 足 第 i 个 人 拿 回 自己 的 帽子 ， 则 X; 二 1; 否则 X; 二 0。 从 而 得 到 

X 一 X 十 X 十 … 十 X， 

由 于 寄存 员 给 这 个 人 返回 任何 一 顶 帽 子 是 等 可 能 的 ， 所 以 得 出 第 i 个 人 收 到 自己 帽子 的 概 

率 是 1/n。 于 是 根据 定理 1， 对 所 有 的 i， 我 们 有 
E(X,)=1°. p(X;=1)+0* p(X,=0)=1°* 1/n+0=1/n 
根据 期 望 的 线性 性 质 (定理 3)， 得 到 








EC(X)= EC(X) TT BX ECX) = LL 
于 是 ， 收 到 自己 帽子 的 平均 人 数 恰好 是 1。 注 意 这 个 答案 与 寄存 帽子 的 人 数 是 独立 的 ! 
(我 们 将 在 8. 6 节 的 例 4 中 找到 对 于 没有 一 个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 的 显 式 公 式 。) 4 


@ 早 一 个 排列 中 逆序 数 的 期 望 值 ”在 前 ”个 正 整 数 的 排列 中 ， 如 果 ;<) 但 是 7 在 这 个 排 
列 中 位 于 i 的 前 边 ， 就 称 有 序 对 (z，7) 为 排列 的 1 个 逆序 。 例 如 ， 在 排列 3，5，1，4，2 中 有 16 
个 逆序 ， 这 些 逆序 是 ; 
Ca) Clo SY (2 Sy CLA) CL bs (ds 
为 了 找 出 在 前 n 个 正 整 数 的 一 个 随机 排列 中 期 望 的 逆序 数 ， 我 们 令 I 是 前 个 正 整 数 的 
所 有 排列 的 集合 上 的 随机 变量 ， 如 果 (i， 放 是 排列 的 道 序 ， 则 I = 二 1; 否则 为 0。 这 就 得 出 ， 
如 果 X 是 等 于 这 个 排列 中 逆序 数 的 随机 变量 ， 那 么 


区 


注意 ， 在 一 个 随机 选择 的 排列 中 i 在; 的 前 面 还 是 ; 在 i 前 面 是 等 可 能 的 (为 此 只 要 注意 具 
有 每 种 性 质 的 排列 数 相 等 就 可 以 了 )。 于 是 ， 对 于 所 有 的 对 (i，j)， 我 们 有 
EC(T,)=1° pl,,=1)+0°. p(1,,=0)=1. 1/2+0=1/2 


由 于 存在 (，) 个 i 和 j 的 对 (1<i<j<nw)， 并 且 根据 期 望 的 线性 性 质 (定理 3)， 所 以 我 们 有 


n 1 A 
E(ZX) 一 E(T;;) = 5 = 
ss CG 2 4 


从 而 得 到 在 前 个 正 整 数 的 一 个 排列 中 ,平均 存在 n(n 一 1)/4 个 逆序 。 4 


7.4.4 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 
计算 一 个 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 可 以 转变 为 计算 一 个 随机 变量 的 期 望 值 。 设 一 个 





Links > 








试验 的 样本 空间 是 可 能 的 输入 a;(j 二 1，2，…，n) 的 集合 ， 且 令 随 机 变量 X 对 ai 的 赋值 是 当 
ai 作为 输入 时 该 算法 用 到 的 操作 数 。 基 于 我 们 对 输入 的 了 解 ， 对 每 个 可 能 的 输入 值 w 赋 给 一 
个 概率 p(a;)。 那 么 该 算法 在 平均 情形 下 的 复杂 度 是 


E(X) = Dp(a)X(a,) 


sp 


这 就 是 X 的 期 望 值 。 

找 一 个 算法 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 通常 比 求 它 在 最 坏 情 形 下 的 计算 复杂 度 要 困难 得 多 ， 
并 且 常 常 涉 及 复杂 方法 的 使 用 。 但 是 ， 也 有 一 些 算 法 ， 找 出 它 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 所 需 
要 的 分 析 并 不 困难 。 例 如 ， 例 8 将 说 明 怎 样 在 不 同 的 概率 假设 下 找 一 个 线性 搜索 算法 的 平均 情 
形 下 的 计算 复杂 度 。 这 个 概率 是 指 我 们 搜索 的 元 素 是 表 中 一 个 元 素 的 概率 。 

线性 搜索 算法 平均 情形 的 复杂 度 ”给 定 元 素 x 和 nn 个 不 同 实数 的 列表 。 在 3.1 节 中 
描述 的 线性 搜索 算法 通过 把 这 个 元 素 与 列表 中 的 每 个 元 素 进 行 比 较 来 查找 zx。 当 工 被 找到 或 者 
检查 了 所 有 的 元 素 并 确定 xz 不 在 列表 中 时 算法 结束 。 如 果 工 在 列表 中 的 概率 是 p 并 且 z 是 列表 
中 个 元 素 的 任 一 个 都 是 等 可 能 的 ， 那么 这 个 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 复杂 度 是 什么 ? 
(存在 n 十 1 种 可 能 的 输入 : 在 列表 中 的 n 个 数 与 不 在 列表 中 的 1 个 数 ， 这 作为 1 种 单独 的 
输入 。) 

解 在 3.3 节 例 4 中 我 们 证 明了 如 果 工 等 于 列表 中 的 第 ; 个 元 素 要 用 2 十 1 次 比较 ， 在 3.3 
节 例 2 中 又 证 明了 如 果 xz 不 在 列表 中 要 用 2n 十 2 次 比较 。z 等 于 表 中 第 ; 个 元 素 a, 的 概率 是 
p/n， 工 不 在 列表 中 的 概率 是 g= 二 1 一 p， 从 而 得 到 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 是 


E= S++ + b+ (2nt+2)g 


(3 二 5 二 下定 24 守 罗 7 和 十 27 目 20g 


(CD hb ee 


n 
= p(n 二 2) 十 (2n 十 2)g 
(第 三 个 等 式 是 从 5. 1 节 的 例 2 得 出 的 ,) 例 如 ， 当 zz 保证 在 列表 中 时 有 p= 二 1( 对 每 个 i，z=a 
的 概率 是 1/n) 和 g= 二 0， 因 此 E=n 十 2， 正 如 我 们 在 3. 3 节 例 4 中 所 证 明 的 。 

当 xz 在 列表 中 的 概率 p 是 1/2 时， 可知 g==1 一 p= 二 1/2， 从 而 E==(n 十 2)/2 十 n 十 1 二 (3n 十 

4)/2。 类 似 地 ， 如 果 z 在 列表 中 的 概率 是 3/4， 有 p= 二 3/4 和 g 二 1/4， 因 此 
下 一 3(z 十 2)/4 十 (2 十 1)/2 一 (5 十 8)/4 

最 后 ， 当 = 保证 不 在 列表 中 时 ， 有 一 0 和 9 二 1， 从 而 得 到 下 一 22 十 2， 这 并 不 奇怪 ， 因 为 
我 们 必须 搜索 整个 的 列表 。 4 

例 9 说 明了 期 望 的 线性 性 质 可 以 帮助 我 们 找到 一 个 排序 算法 ( 即 插入 排序 ) 的 平均 情形 的 复 

插入 排序 的 平均 情形 的 复杂 度 ”用 插入 排序 对 个 不 同 元 素 进 行 排序 所 使 用 的 平均 
比较 次 数 是 多 少 ? 

解 ”首先 假设 XX 是 随机 变量 ， 它 等 于 用 插入 排序 (如 3.1 节 所 述 ) 对 nn 个 不 同 的 元 素 的 列表 
al，as，…，a, 进行 排序 所 用 到 的 比较 次 数 。 那 么 E(X) 是 使 用 的 平均 比较 次 数 。( 回 顾 对 于 ;一 
2，…，7， 在 第 ; 步 ， 插 入 排序 将 待 排序 列表 中 第 ;个 元 素 插入 由 竺 排序 列表 前 i 一 1 个 元 素 已 排 
好 序 的 序列 表 中 的 适当 位 置 。) 

令 X; 是 随机 变量 ， 它 等 于 在 前 i 一 1 个 元 素 wm ，a;，…，a; 1 已 经 排序 以 后 把 a; 插入 合适 
位 置 使 用 的 比较 次 数 。 由 于 

X 一 X。 十 X, 十 … 十 X， 
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所 以 我 们 可 以 使 用 期 望 的 线性 性 质 断 定 
ECX)=B(XT = EX YT EX ) "(NX 


为 了 求 出 ECX,)， i 二 2，3，…，n， 令 p;(k) 表 示 在 这 个 列表 的 前 j 个 元 素 中 的 最 大 元 素 出 
现在 第 个 位 置 的 概率 ， 即 max(a, ，as; ，…，w) 一 as 的 概率 ， 其 中 1 委 &A<7) 。 由 于 列表 的 元 素 
是 随机 分 布 的 ， 所 以 前 7 个 元 素 中 的 最 大 元 素 出 现在 任何 位 置 是 等 可 能 的 。 因 此 ，p;(k)==1/ 
j。 一旦 a ，a ，…，a-i 已 经 排序 ， 如 果 民 ;CA) 等 于 用 插入 排序 将 a; 插入 列表 中 的 第 & 个 位 置 
所 用 的 比较 次 数 ， 那 么 X;(k) 一 &A。 由 于 a 可 能 插入 列表 的 前 i 个 位 置 中 的 任何 一 个 位 置 ， 所 以 
得 到 














a 
k=1 +=1 1 . k=1 3 2 2 
从 而 得 到 \ 
RU SCR Ty 
i=2 i=2 2 2 j=3 
b kw 1 1 大 Ss 
a 4 


为 得 到 第 三 个 等 式 ， 令 7 一 :十 1 来 对 和 式 的 下 标 进行 移 位 。 为 得 到 第 四 个 等 式 ， 使 用 了 公 
式 Se mlm 十 1)/2( 来 自 2.4 节 表 2) 其 中 双 一 2 二 1， 同时 从 中 减 去 7 一 1 和 7 一 2 这 些 缺 失 的 


项 。 我 们 得 出 结论 ， 由 插入 排序 对 ”个 元 素 进行 排序 使 用 的 平均 比较 次 数 等 于 (好 十 3 一 4)/4， 这 是 
9(Z)。 本 
7.4.5 几何 分 布 | 

下 面 我 们 将 注意 力 转向 随机 变量 具有 无 穷 多 种 可 能 结果 的 情况 。 

全 设 撕 一 个 硬币 出 现 头 像 向 下 的 概率 是 娟 ， 重 复 掷 这 个 硬币 直到 头像 向 下 为 止 。 请 问 
预期 要 掷 多 少 次 ? 

解 ” 我们 首先 注意 到 ， 样 本 空间 由 所 有 以 任何 个 数 的 头像 向 上 作为 开始 后 跟 一 个 头像 向 下 
的 序列 所 组 成 。 将 头像 向 上 记 为 是， 头像 向 下 记 为 TT。 那 么 样本 空间 是 集合 {T,，HT, HHT,， 
HHHT,， HHHHT, …}。 注 意 ， 这 是 一 个 无 穷 样 本 空间 。 看 到 撕 硬 币 是 独立 的 并 且 出 现 头 
像 向 上 的 概率 为 1 一 p， 我 们 就 可 以 确定 样本 空间 一 个 元 素 的 概率 。 于 是 ，p(T)=p,，p(HT)= 
(1 一 2)p，p(HH7T)==(1 一 2p)”p， 一 般 来 说 ， 毛 n 次 硬币 出 现 了 头像 向 下 ， 即 在 n 一 1 个 头像 向 上 
出 现 之 后 跟随 着 一 个 头像 向 下 的 概率 是 (1 一 p)”'p。( 练 习 14 要 求 验证 样本 空间 中 的 点 的 概率 之 
和 是 1。) 

现在 令 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 在 样本 空间 中 的 一 个 元 素 中 掷 硬币 的 次 数 。 即 X(T)=1， 
X(HT)=2，X(HHT)= 二 3， 等 等 。 注 意 如 (X= 力 =(1 一 加 一 : 沪 ， 直 到 硬币 出 现 头像 向 下 为 止 。 
掷 硬币 的 预期 次 数 等 于 ECX) 。 

依据 定理 1， 我 们 发 现 

1 1 


E(X) = 2 “X= = bt A pr = 


(上 述 推导 中 第 三 个 等 式 根据 2.4 节 表 2，》)j(1 一 p ) 站 =1/(1 一 (1 一 力 》 三 1 关于 是 ， 
直到 硬币 出 现 头 像 向 下 为 止 ， 所 硬币 的 预期 次 数 是 1/p。 注 意 当 硬 币 是 均匀 的 时 我 们 有 p 二 1/2， 
因此 直到 硬币 出 现 头像 向 下 为 止 ， 掷 硬币 的 预期 次 数 是 1/(1/2) 二 2。 4 

与 掷 硬 币 直 到 出 现 头 像 向 下 为 止 的 预期 次 数 相等 的 随机 变量 X 是 一 个 具有 几何 分 布 的 随 
机 变量 的 实例 。 


Links > 




















由 于 几何 分 布 用 于 研究 在 一 个 特定 事件 发 生前 所 需要 的 时 间 ， 所 以 出 现在 许多 应 用 中 。 例 
如 在 我 们 找到 一 个 具有 确定 性 质 的 物体 之 前 需要 的 时 间 ， 在 一 个 试验 成 功 之 前 尝试 的 次 数 ， 又 
如 一 个 产品 在 它 失效 之 前 可 以 使 用 的 次 数 等 。 
当 我 们 计算 在 硬币 头像 向 下 之 前 所 要 掷 的 次 数 的 期 望 值 的 时 候 ， 就 证 明了 定理 4。 





7.4.6 独立 随机 变量 
我 们 已 经 讨论 了 独立 的 事件 ， 现 在 将 定义 两 个 独立 的 随机 变量 意味 着 什么 。 





Extrer 


Brompies? 人 例 14 的 随机 变量 X 和 X, 是 独立 的 吗 ? 
解 设 S={1,，2，3,，4，5，6},，i, 1 属于 S。 由 于 掷 一 对 仍 子 有 36 个 可 能 的 结果 并 且 每 
个 结果 是 等 可 能 的 ， 所 以 
思 (X 一 : 且 X，, 一 1) 一 1/36 
由 于 第 一 个 角 子 出 现 ;和 第 二 个 山子 出 现 7 的 概率 都 是 1/6， 所 以 如 (X 一 zi 一 1/6 且 
p(X 二 站 二 1/6， 从 而 有 


2 | 上 由 
p(X 一 一 力 一 新 且 p(X 一 DPC 一 力 一 于 于 = 


因此 X 和 X。 是 独立 的 。 4 
证 明 随机 变量 X 和 X==Xi 十 X, 不 是 独立 的 ， 其 中 X 和 X, 的 定义 在 例 4 中 给 出 。 
解 ”因为 X; 二 1 的 含义 是 第 一 个 吉 子 出 现 点 数 为 1， 这 就 推出 两 个 山子 的 点 数 之 和 不 可 能 

等 于 12， 所 以 p(Xi=1 且 =12)==0。 男 一 方面 p(X 二 1)==1/6 洲 p(X==12) 志 1/36%。 因 

此 ，p(Xi 二 1 且 X=12) 关 p(X 二 1)，p(X==12)。 这 个 反例 证 明了 X 和 X 义 不是 独立 的 。 4 
两 个 独立 的 随机 变量 之 积 的 期 望 值 是 它们 的 期 望 值 之 积 ， 如 定理 5 所 述 。 





证 明 为 了 证 明 这 个 公式 ， 我 们 使 用 事件 XY= 是 事件 X 一 mm 和 Y=r, (对 于 所 有 的 7 € 
X(S) 和 rEY(S),r 一 rir;) 互 斥 并 集 这 一 重要 特征 。 可 以 得 到 : 


EC(RY) = 3 ve PRY SY \ 根据 定理 1 
r€E XY(S) 
= 5) nn n=n 人 Ys 表示 XY 一 ”是 一 个 互 斥 并 集 
rn EX(S),r, EY(S) 
< Sy nim "bY 使 用 二 重 和 
nn EX(S)r, EY(S) 
= Bl nir pn p= 7 根据 和 YY 是 独立 的 


rEX(Sr, EYS) 


(np(X=n)。， n+p(Y 三 7i)) 根据 分 解 。 p(X=n) 


n EXS) rEYCS) 


D7 BR = EY 根据 ECY) 的 定义 


rEX(S) 
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= EW( 人 广 )) 根据 分 解 ECY) 


一 ECY ECX) . 根据 EE(X) 的 定义 
我 们 完成 了 定理 证 明 ， 注 意 E(Y)E(X) = 二 E(X)E(Y)， 这 是 由 于 乘法 的 交换 律 。 S| 
注意 当 X 和 YY 不 是 独立 的 随机 变量 时 ， 我 们 不 能 断定 E(XY) = 二 EE(X)E(Y)， 如 例 13 
所 示 。 ee 
柑 BB 设 X 和 立 是 计数 一 个 硬币 掷 两 次 时 出 现 头像 和 不 出 现 头像 的 次 数 。 由 于 p(X=2)==1/4， 


ECX) 一 2 . 工 +1* 却 +0. 寺 =1 


类 似 的 计算 显示 下 (Y) 王 1。 i et cas ie 
有 头像 向 上 时 XY 二 0， 并 且 当 出 现 一 次 头像 向 上 和 一 次 头像 向 下 时 XY 二 1。 因 此 
3 1 A 
E(XY)=1. 过 i ee 
从 而 得 到 
E(XY) ¥ E(X)E(Y) 
这 与 定理 5 不 了 矛盾， 因为 X 和 YY 不 独立 ， 这 一 点 读者 应 该 可 以 验证 ( 见 练习 16)。 4 
7;4.7 方差 


随机 变量 的 期 望 值 告诉 我 们 的 是 其 平均 值 ， 但 是 并 没有 说 明 值 的 分 布 范 围 。 例 如 ， 如 果 uney 
X 和 YY 是 集合 S=({(1，2，3，4，5，6} 上 的 随机 变量 ， 对 所 有 的 SEES 有 X(C) 一 0， 且 若 sE 
{(1，2，3}， 则 Y() 王 一 1; 若 sSE(4，5，6}， 则 Y(s) 一 1。 那 么 X 和 YY 的 期 望 值 都 是 0。 但 
是 随机 变量 XX 永远 等 于 0， 而 随机 变量 Y 总 是 与 0 相差 1。 一 个 随机 变量 的 方差 帮助 我 们 刻 
一 个 随机 变量 的 值 的 分 布 范围 。 特 别 是 它 提供 一 个 针对 随机 变量 X 期 望 值 有 多 广 分 布 的 
度量 。 





定理 6 提供 了 关于 随机 变量 的 方差 的 一 个 有 用 的 简单 表达 式 。 





明 注意 
V(X)= >)(X(s) — ECX))’ p(s) 
s€S 


= DIXC)’ ps) —2ECX) DIX (Cs) p(s) + EC(X): Spls) 
s€S YES SES 


= EX) —2E(XE) ECR) + EC 
= E(X’) — EC(X)’ 
在 倒数 第 二 步 我 们 使 用 了 2》)p(s) = 1 这 一 事实 。 4 


我 们 将 使 用 定理 3 和 定理 6 推导 出 V(X) 的 另 一 个 公式 ， 从 中 可 看 到 随机 变量 方差 更 深 的 
意义 。 





证 明 ”如果 义 是 一 个 随机 变量 ，E(X) 二 uy， 则 


4 
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E((X—/)’) 一 下 (2 一 20X 十 好 ) 扩展 (和 一 /0 
二 E(X:) 一 E(2uX) 十 EC(y2) 根据 定理 3 的 (i 
= EC(X’) — 2uE(X) + ECy:) 根据 定理 3 的 (ii) ,yp 是 常数 




















= EC(CX’)— 2uE(X)+ ye 因为 EF(je) 二 jy,p 是 常数 
= E(X)—2y +p 因为 E(j) = 
= EC(X )—y 简化 
二 V(X) 根据 定理 6, 注意 E(jy) 二 4 
得 证 。 


推论 1 告诉 我 们 随机 变量 X 的 方差 是 X 与 它 的 期 望 值 之 差 的 平方 的 期 望 值 。 这 就 是 通常 
说 的 X 的 方差 是 它 的 偏差 平方 的 平均 。 我 们 也 说 X 的 标准 差 是 偏差 平方 平均 的 平方 根 ( 常 称 为 
偏差 的 均 方 根 ) 。 
现在 我 们 计算 一 些 随机 变量 的 方差 。 
Sompies? CB》 一 个 伯 努 利 试验 成 功 ， 则 X(CD 一 1， 失 败 ， 则 X(z) = 二 0。 如 果 p 是 成 功 的 概率 ， 那 





么 随机 变量 X 的 方差 是 什么 ? 
解 ”因为 X 取 值 只 能 为 0 和 1， 因 此 X:(z)= 二 =X(z)。 于 是 
V(X)=E(X:)—E(X)’:=p—p:=p(1—p)= pg 本 








一 个 骨 子 的 值 的 方差 XX 是 找 一 个 角子 时 出 现 的 点 数 ， 什 么 是 随机 变量 X 的 方差 ? 
解 我 人 有 V(X) 二 ECX*) 一 E(X)*。 由 例 1 我们 知道 ECX) 一 7/2。 为 了 求 EC(X*)， 注 意 
X 取 值 避 ， i 二 1，2,，…，6， 每 个 具有 概率 1/6。 从 而 得 到 
91 


ECX') 一 二 (十 于 十 各 十 可 十 于 十 6!) 一 全 





于 是 有 
gl /TN 35 





VCX) 4 


(whB 随机 变量 XC((i, 让) 2i 的 方差 是 什么 ? 这 里 的 i 和 j 是 挪 两 个 散 子 时 第 一 个 贷 子 
和 第 二 个 骨 子 上 出 现 的 点 数 。 


Links > 











伊 雷 内 ， 朱 尔 斯 * 比 安 内 梅 (Iresée-Jules Bienaym€é，1796 一 1878) ” 比 安 内 梅 出 生 
于 法 国 巴 黎 ，1803 年 其 父 当 上 政府 行政 官员 ， 全 家 移居 比利时 布 鲁 日 。 比 安 内 梅 在 
布 鲁 日 就 读 帝 国 高 中 。1811 年 全 家 回 到 了 巴黎 ， 他 继续 就 读 于 路 易 大 帝 中 学 。 作 为 
一 名 青少年 ，1814 年 他 在 拿破仑 战争 时 期 曾 参与 保卫 巴黎 。1815 年 ， 他 成 为 巴黎 综 
合理 工学 院 的 学 生 。1816 年 为 了 帮助 持家 ， 他 进入 了 财政 部 。1819 年 ， 他 辞去 公职 ， 
四 在 圣 西 尔 军 校 找 了 一 份 教 数学 的 工作 。 由 于 不 满意 军校 的 条 件 ， 他 很 快 又 回 到 了 财 
@Pau FearvAlamy Sook 政 部 。 他 获得 了 监察 长 的 职位 ， 在 位 直到 1848 年 出 于 政治 原因 被 迫 退 休 。 他 于 1850 
年 回 到 了 监察 长 的 位 置 ， 但 1852 年 就 第 二 次 退休 。1851 年 ， 他 在 索 邦 大 学 当 过 一 段 
时 间 的 教授 ， 也 担任 过 拿破仑 三 世 的 统计 学 专家 。 比 安 内 梅 是 法 国 数学 学 会 的 创始 人 之 一 ， 并 于 1875 年 
当 任 学 会 主席 。 
比 安 内 梅 以 他 的 创造 力 而 著名 。 但 他 的 论文 经 常 因为 省 略 重要 证 明 而 不 容易 读 懂 。 他 发 表 论文 较 少 ， 
而 且 往 往 发 表 在 一 些 星 涩 期 刊 上 。 但 是 ， 他 在 概率 论 与 统计 ， 以 及 它们 在 社会 科学 和 财政 方面 的 应 用 方面 
做 出 了 重要 贡献 。 这 些 重 要 贡献 包括 可 以 简化 大 数 定理 证 明 的 比 安 内 梅 - 切 比 雪夫 不 等 式 、 拉 普 拉 斯 的 最 小 
二 乘法 的 推广 、 随 机 变量 和 的 方差 的 比 安 内 梅 公 式 。 他 研究 了 尽管 人 口 增长 却 在 衰退 的 贵族 家 庭 消 亡 问 题 。 
比 安 内 梅 还 是 一 名 老练 的 语言 学 家 。 他 将 他 的 亲密 朋友 切 比 雪夫 的 著作 从 俄 文 翻译 成 法 文 。 他 出 于 谦逊 相 
对 低微 的 成 果 、 不 热 忠于 确认 他 发 现 的 优先 权 、 他 的 工作 超前 于 他 所 处 的 时 代 的 事实 都 是 人 们 对 他 的 评价 。 
他 和 他 的 兄弟 要 了 家 庭 的 一 个 朋友 的 两 个 女儿 。 比 安 内 梅 和 他 的 妻子 有 两 个 儿子 和 三 个 女儿 。 
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解 ”我们 将 使 用 定理 6 找 出 X 的 方差 。 为 此 ,我 们 需要 找到 六 和 X?* 的 期 望 值 。 注 意 当 
一 2，4，6，8，10，12 时 p(X=&),， 是 4/6; 否则 ， 为 0。 因 而 有 
E(X) 一 (2 十 4 十 6 十 8 十 10 十 12)76 王 了 7 
E(X’) 一 (2 十 人 十 外 十 8 十 10? 十 12:)/6 = 182/3 
由 定理 6 得 
V(X)=E(X’)—E(X)’=182/3—49=35/3 4 
男 一 个 有 用 的 关于 方差 的 性 质 是 ， 两 个 独立 的 随机 变量 的 和 的 方差 是 它们 的 方差 之 和 。 表 
示 这 一 性 质 的 公式 称 为 比 安 内 梅 公式 ， 这 是 由 法 国 数学 家 伊 雷 内 - 朱 尔 斯 ， 比 安 内 梅 于 1853 年 
发 现 的 。 比 安 内 梅 公式 是 一 个 计算 ”个 独立 的 伯 努 利 试验 结果 的 方差 的 有 用 公式 。 





证 明 由 定理 6， 有 


V(X+Y)=E((X+Y)’)—E(X+Y)’ 
从 而 有 
V(X+Y) =E(X’:+2XY++Y’)— (EC(X) + EC(Y))’ 
=E(X’) +2E(XY) + E(Y’) — E(X)’ — 2E(X)E(Y) — E(Y):’ 
因为 X 和 YY 是 独立 的 ， 所 以 由 定理 5 我 们 有 E(X 六 二 E(X)E(Y)。 从 而 得 到 
V(X+Y) =(E(X’) — E(X)’) + (E(Y’) — E(Y)’) 
一 V(X) 十 V(Y) 

将 nn 个 两 两 独立 的 随机 变量 情况 的 证 明 留 给 读者 (练习 34) 。 这 种 证 明 可 以 通过 对 我 们 已 给 
出 的 两 个 随机 变量 时 的 证 明 进 行 推广 而 构造 出 来 。 注 意 在 用 直接 方法 证 明 一 般 情况 时 ， 不 能 使 
用 数学 归纳 法 ( 见 练习 33) 。 | 

设 掷 两 个 鹏 子 时 随机 变量 X 的 值 是 X((i, 让 )=i 十 j， 其 中 i 是 第 一 个 骨 子 出 现 的 
点 数 ，j; 是 第 二 个 角子 出 现 的 点 数 。 求 X 的 方差 和 标准 差 。 

解 ” 设 X 和 X 是 掷 山子 的 随机 变量 ， 其 中 Xi((i, 店 )= 二 i，Xs((i, 由) 二 j。 那 么 正如 例 
11 证 明 的 ，X=X 十 X 和 Xi 与 X; 都 是 独立 的 。 由 定理 7 得 到 V(X)= 二 V(X ) 十 V(X,)。 与 例 
16 类 似 的 简单 计算 与 本 章 后 的 补充 练习 29 告诉 我 们 ，V(Xi) 二 V(X,) 二 35/12。 因 此 ,， V(X) 二 35/12 十 
35/12=35/6 且 ol(X)= V3576 。 4 

我 们 现在 求 随 机 变量 的 方差 .该 随机 变量 计数 了 执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 的 成 功 
次 数 。 

当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ， 计 数 成 功 次 数 的 随机 变量 的 方差 是 什么 ? 这 里 p 


是 每 次 试验 成 功 的 概率 。 

解 ” 设 X; 是 随机 变量 ,， 且 车 t; 是 成 功 ， 则 X(CG， 忆 ，…， 二 )) 王 1; 车 zt 是 失败 ， 则 XX， 
( 丰 ， 姓 ，…， 为 )) 一 0。 令 XXX 十 X 十 … 十 X， 那 么 X 计 数 在 ”次 试验 中 的 成 功 次 数 。 由 定 
理 7 得 到 V(X) 二 VCXi) 十 V(X,) 十 … 十 V(X,)。 使 用 例 14， 有 V(X,)=pq, i=1, 2, *…，n。 
从 而 得 到 V(X) 二 npg。 本 


7.4.8 切 比 雪夫 不 等 式 
一 个 随机 变量 的 取 值 与 它 的 期 望 值 差 多 少 ? 下 面 的 定理 叫 作 切 比 雪夫 不 等 式 ， 它 对 随机 变 
量 的 值 与 它 的 期 望 值 之 差 超过 某 个 指定 量 的 概率 提供 了 一 个 上 界 ， 有 助 于 回答 这 个 问题 。 




















证 明 设 A 是 事件 


=4e3| | 入 《人 三 了 CCX7 | 7)} 
我 们 想 要 证 明 的 是 p(A)<V(X)/r 。 注 意 
V(X)= 2 X65) — ECX)) pC) 


= DX — EO) p(s) 十 DX — EX) p(s) 


在 这 个 表达 式 中 的 第 二 个 和 是 非 负 的 ， 因为 它 的 每 个 被 加 数 是 非 负 的 。 又 因为 对 于 A 中 的 每 
个 元 素 s， 有 (X(s) 一 E(X))* 宇 rr， 所 以 这 个 表达 式 的 第 一 个 和 至 少 是 >》)r*p(s) ， 因 此 
VEXY Ss SBC = PCA) 

从 而 得 出 VCX)/rr 宇 p(A)， 因 此 p(A) 过 V(X)/r*， 这 正 是 我 们 想 证 明 的 。 二 

当 计 数 头像 向 下 时 与 平均 值 的 偏差 ”假设 X 是 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 2 次 时 计数 
头像 向 下 次 数 的 随机 变量 。 注 意 X 是 执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 成 功 的 次 数 ， 每 次 成 功 的 概 
率 是 1/2。 因 此 得 到 E(X) 二 n/2( 根 据 定理 2) 和 V(X)==a/4( 根 据 例 18)。 令 r= 二 Vn， 使 用 切 比 
雪夫 定理 得 到 

pC|XC)—n/2|EVDSn/4) /Wn =1/4 


所 以 ， 当 — 个 均匀 的 硬币 被 掷 浆 次 时 头像 向 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 大 于 wa 的 概率 不 大 于 
1/4。 4 

切 比 雪夫 不 等 式 尽管 可 以 用 于 任何 随机 变量 ,但 在 实际 估计 一 个 随机 变量 的 值 大 大 超过 它 
的 平均 值 的 概率 时 常常 失效 。 这 可 以 用 下 面 的 例 20 说 明 。 : 

设 X 是 当 搓 一 个 均匀 锅子 时 的 随机 变量 ，X 的 值 就 是 出 现 的 点 数 。 我 们 有 E(X)= 
7/2( 见 例 1) 和 VCX) 王 35/12( 见 例 15) 。 因 为 X 的 可 能 取 值 是 1，2，3，4，5 和 6， 所 以 E(X)= 
7/2，X 不 可 能 比 它 的 平均 值 多 5/2。 因 此 ， 如 果 ”>5/2，z(|X 一 7/2| 辫 门 =0。 由 切 比 雪夫 
不 等 式 知道 p( |X 一 7/2 | 宇 7) 志 (35/12)/r。 


Links > 





N 
帕 纳 帝 。 利 沃 维 奇 * 切 比 雪夫 (Pafnuty Lvovich Chebyshev，1821 一 1894) 切 比 
雪夫 出 生 于 一 个 俄罗斯 名 门 。 他 的 父亲 是 一 名 退役 军官 ， 曾 与 拿破仑 作战 。1832 年 ， 
这 个 家 庭 带 着 9 个 孩子 搬 到 莫斯科 。 在 那里 ， 切 比 雪 夫 在 家 自修 完了 高 中 课程 ， 并 进 
入 莫斯科 大 学 的 物理 数学 系 学 习 ; 还 是 一 名 学 生 时 ， 他 就 提出 了 一 种 新 的 求 方程 近 
似 根 的 方法 。1841 年 他 从 莫斯科 大 学 毕业 ， 获 得 数学 学 位 ， 并 且 继续 学 习 ，1843 年 
通过 硕士 考试 并 在 1846 年 完成 硕士 论文 。 
ep 1847 年 ， 切 比 雪 夫 聘 为 圣彼得堡 大 学 的 助教 。1847 年 他 通过 论文 答辩 。1860 
Phots 年 ， 他 成 为 圣彼得堡 大 学 的 教授 ， 并 一 直 工 作 到 1882 年 。 他 在 1849 年 写 的 有 关 同 余 
理论 的 著作 对 数论 的 发 展 影响 很 大 。 他 关于 素数 分 布 的 研究 工作 也 是 非常 突出 的 。 
他 证 明了 贝 川 (Bertrand) 的 猜想 ， 即 对 每 个 整数 n 二 3， 存 在 一 个 在 n 和 2 一 2 之 间 的 素数 。 切 比 雪 夫 提 
出 了 一 些 新 的 思想 ， 后 来 用 这 些 思 想 证 明了 素数 定理 。 切 比 雪夫 用 多 项 式 做 函数 逼近 ， 这 被 广泛 地 用 于 
计算 机 中 对 函数 的 求 值 。 切 比 雪夫 对 力学 也 很 感 兴趣 。 他 研究 了 怎样 通过 力 偶 将 旋转 运动 转换 成 直线 运 
动 。 切 比 雪夫 平 动 是 用 三 个 连接 在 一 起 的 棒 体 来 和 逼近 直线 运动 。 





ems 
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例如 ， 当 r=3 时 ， 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 
p(|X—7/2| 宇 3) 志 (35/12)/9=35/10820. 324 


这 是 一 个 很 差 的 估计 ， 因 为 p(|X 一 7/2| 宇 3)==0。 看 


练 


1. 


a 


Go 


* 20. 


习 
当 一 个 均匀 的 硬币 被 挪 5 次 时 ,头像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 


. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 10 次 时 ， 头 像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

， 当 一 个 均匀 的 角 子 被 据 10 次 时 ， 出 现 6 点 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

. 一 个 硬币 是 不 均匀 的 ， 使 得 掷 出 头像 的 概率 是 0.6。 当 掷 10 次 时 ， 头 像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

. 掷 2 个 不 均匀 的 仙 子 ， 其 中 出 现 3 点 的 次 数 是 出 现 其 他 每 个 点 数 的 2 倍 。2 个 仙 子 预期 出 现 的 点 数 和 


是 什么 ? 


， 如果 彩票 包含 了 从 集合 {1，2，3，…，50}) 选 出 的 6 个 中 奖 数字 就 赢 奖 1000 万 美元 ， 和 否则 不 中 奖 ， 那 


么 买 1 美元 彩票 中 奖 的 期 望 值 是 多 少 ? 


. 离散 数学 课程 的 期 末 考 试 有 50 道真 假 判 断 题 ， 每 道 题 2 分 ; 还 有 25 道 多 选 题 ， 每 道 题 4 分 。 琳 达 正 


确 回答 判断 题 的 概率 是 0.9， 正 确 回 答 多 选 题 的 概率 是 0.8。 她 在 期 末 考 试 预期 的 分 数 是 多 少 ? 


. 当 掷 3 个 均匀 的 仍 子 时 预期 出 现 的 数字 和 是 多 少 ? 
. 表 中 含有 ?个 不 同 的 整数 ， 假 设 z 在 这 个 表 中 的 概率 是 2/3， 且 xz 等 于 表 中 任何 元 素 是 等 可 能 的 。 求 


由 线性 搜索 算法 找到 z 或 确定 它 不 在 表 中 所 用 的 平均 比较 次 数 。 


.假设 我 们 掷 一 个 硬币 直到 它 出 现 2 次 头像 在 下 或 者 已 经 掷 了 6 次 为 止 ， 我 们 掷 硬币 的 预期 次 数 是 多 少 ? 
. 假设 我 们 掷 一 个 骨 子 直到 出 现 6 点 或 者 已 经 掷 了 10 次 为 止 ， 我 们 掷 仙 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 
. 假设 掷 一 个 山子 直到 出 现 6 点 为 止 。 


a) 我 们 掷 半 次 仍 子 的 概率 是 多 少 ? 
b) 我 们 掷 货 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 


.假设 我 们 掷 一 对 货 子 直到 其 点 数 之 和 是 7 为 止 。 我 们 掷 山 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

. 证 明 : 具有 带 参数 上 (0 二 2 和 1) 的 几何 分 布 的 随机 变量 的 概率 之 和 等 于 1。 

. 证 明 : 如 果 随 机 变量 X 有 带 参 数 的 几何 分 布 ， 且 j) 是 正 整数 ， 那 么 p(X 宇 门 =(1 一 9) 站! 。 

. 设 X 和 Y 是 当 掷 两 个 硬币 时 计数 出 现 头像 在 上 和 头像 在 下 次 数 的 随机 变量 。 证 明 X 和 了 不 是 独 


立 的 。 


. 如果 1000 位 的 整数 是 素数 的 概率 近似 是 1/2302， 估 计 需 要 随机 选择 1000 位 整数 以 找到 一 个 素数 所 


需要 的 预期 次 数 。 


. 设 X 和 了 是 随机 变量 ， 并 且 对 于 样本 空间 S 的 所 有 点 ，X 和 了 是非 负 的 。 设 2 是 如 下 定义 的 随机 变 


量 : 对 所 有 的 元 素 sSES，Z(s) 一 max(X(C)，Y(s))。 证 明 E(2Z) 寺 E(X) 十 E(Y)。 


. 掷 两 个 仍 子 ， 设 X 是 出 现在 第 一 个 山 子 上 的 点 数 , 了 是 出 现在 两 个 贷 子 上 的 点 数 之 和 。 证 明 


E(X)E(Y)A#AE(XY), 


证 明 : 如 果 Xi ，X: ，…，X, 为 相互 独立 的 随机 变量 , 则 E( TX,) = ][ ECX,)。 


条 件 期 望 :已 知 样本 空间 S 中 的 事件 A， 随 机 变量 X 的 条 件 期 望 E(X|A)= 》)r.P(X=r|A)。 


r€ X(S) 


21. 撕 两 次 均匀 山子 出 现 的 数字 之 和 至 少 为 9 的 期 望 值 为 多 少 ? 即 EC(X |A) 为 多 少 ? 其 中 X 为 掷 两 次 正 


常山 子 出 现 的 数字 之 和 ，A 是 事件 X 宇 9。 


全 期 望 定理 : 如 果 样 本 空间 S 是 由 互 斥 事件 集合 S1，S,，…，S, 的 并 集 组 成 ， 和 是 一 个 随机 变量 ， 则 


ECXY= 2) 区 |SPCS》。 


22. 
23. 


24. 


证 明 全 期 望 定理 。 

使 用 全 期 望 定理 计算 养殖 一 头 海象 的 平均 重量 。 已 知 12% 的 海象 是 雄性 的 ， 其 他 为 肉 性 的 ， 一头 雄 
性 海象 的 期 望 重量 是 4200 磅 ， 而 一 头 雌 性 海象 的 期 望 重 量 是 1100 磅 。 

设 A 是 事件 ，I4 是 A 的 指示 器 随机 变量 ， 如 果 A 出 现 ， 则 有 等 于 1， 否 则 为 0。 证 明 A 的 指示 器 随 
机 变量 的 期 望 等 于 A 的 概率 ， 即 E(14)= 二 =p(A)。 


25. 


26. 


2 
2 
2 


30. 
31. 


32， 
3. 


3 


oe 


3 


有 


3 


3 


39. 


*4 


*4 


7 
8. 
9. 


[oy 


ko 


4. 


系列 (run) 是 指 在 伯 努 利 试验 序列 中 极 大 的 成 功 序 列 。 例 如 ， 在 序列 S,，S, S, F, S, S, F, F,S 
中 ， 其 中 S 代表 成 功 ， 下 代表 失败 ， 这 里 存在 3 个 系列 ， 分 别 由 3 个 成 功 、2 个 成 功 、1 个 成 功 组 成 。 
设 尺 是 2 次 独立 伯 努 利 试验 的 序列 集合 上 的 随机 变量 ， 它 计数 了 在 这 个 序列 中 的 系列 的 个 数 。 求 王 


CR)。[ 提 示 : 证 明 R= SS ， 如 果 一 个 系列 在 第 7 次 伯 努 利 试验 开始 ， 则 五 二 1， 否 则 为 0。 找 到 五 


(IT)， 然 后 求 BE(GTD )， 其 中 1 过 j 志 nn。] 
设 X(s) 是 随机 变量 ， 对 所 有 s€E S，X(s) 是 非 负 整数 ， 目 A 是 满足 XX(s) 宇 & 的 事件 。 证 明 


E(X) = 2D) pA) 
k=l 


当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 10 次 时 ， 头像 在 上 的 次 数 的 方差 是 什么 ? 

当 一 个 均匀 的 货 子 被 搓 10 次 时 ， 出 现 6 点 的 次 数 的 方差 是 什么 ? 

设 X, 是 掷 ” 个 硬币 时 计数 头像 在 下 次 数 和 头像 在 上 次 数 之 差 的 随机 变量 。 

a)X，, 的 期 望 值 是 什么 ? b) X, 的 方差 是 什么 ? 

证 明 如 果 久 和 YY 是 独立 随机 变量 , 则 V(XD=ECX)?*V(Y) 十 EC(Y)?V(X) 十 V(X)V(Y)。 

设 A(X)=E(|X 一 E(X) | )， 是 X 偏差 绝 对 值 的 期 望 ，X 是 随机 变量 。 证明 ACX+Y) 一 A(CX) 十 A(CY) 
成 立 或 不 成 立 ， 对 于 所 有 随机 变量 X 和 了 Y。 

提供 一 个 例子 说 明 当 两 个 随机 变量 不 独立 时 ， 它 们 的 和 的 方差 不 一 定 等 于 它们 的 方差 之 和 。 

设 Xi 、Xs 是 独立 的 伯 努 利 试 验 ， 它 们 的 概率 均 为 1/2， 且 Xs 王 (Xi 十 X: )mod 2。 

a) 证 明 X,、X 和 Xs 是 两 两 独立 的 ， 但 X; 与 Xi 十 X: 不 是 独立 的 。 

b) 证 明 VCX: 十 X: 十 X;:) 一 VCX) 十 VCX: ) 十 VCX; ) 。 

c) 解 释 为 什么 定理 7 不 能 用 数学 归纳 法 证 明 ， 考 虑 随机 变量 Xi 、X: 和 Xs: 。 

证 明定 理 7 的 一 般 情 况 。 即 证 明 : 如 果 X ，Xs ，…，X, 是 样本 空间 S 上 两 两 独立 的 随机 变量 ， 其 
中 是 正 整数 ， 那么 V(Xi 十 Xs 十 … 十 X,) 二 VCX1) 十 V(Xs) 十 … 十 V(X,)。[ 提 示 : 对 定理 7 中 两 个 


”随机 变量 的 情况 进行 推广 。 注意 : 利用 数学 归纳 法 的 证 明 是 无 效 的 ， 见 练习 33。] 
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8. 


= 


0. 
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使 用 切 比 雪夫 不 等 式 找 出 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 次 时 ， 出 现 头 像 在 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 超过 5 Vn 
的 概率 的 上 界 。 

掷 一 个 不 均匀 的 硬币 ， 其 中 出 现 头 像 的 概率 等 于 0.6。 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 找 出 掷 这 个 硬币 羡 次 时 ， 
出 现 头像 在 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 超过 ” 的 概率 的 上 界 。 

设 XX 为 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ， 且 对 于 所 有 的 ;ES，X(s) 宇 0。 证 明 对 每 个 正 实数 ，z(X(s) 之 
a) 三 E(X)/a。 这 个 不 等 式 叫 作 马 尔 可 夫 不 等 式 。 

假设 一 个 灌 装 厂 一 天 灌 装 苏打 饮料 的 听 数 是 一 个 随机 变量 。 它 的 期 望 值 是 10 000， 方差 是 1000。 

a) 使 用 马尔 可 夫 不 等 式 (练习 37) 得 到 该 厂 在 某 一 天 灌 装 听 数 超过 11 000 的 概率 的 上 界 。 

b) 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 得 到 该 厂 在 某 一 天 灌 装 听 数 在 9000~11 000 之 间 的 概率 的 下 界 。 

假设 一 个 回收 中 心 一 天 回收 的 把 头 盒 数 是 一 个 随机 变量 ， 它 的 期 望 值 是 50 000， 方 差 是 2500。 

a) 使 用 马尔 可 夫 不 等 式 (练习 37) 得 到 该 中 心 在 某 一 天 回收 饶 头 盒 数 超过 55 000 的 概率 的 上 界 。 

b) 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 提 供 该 中 心 在 某 一 天 回收 的 饶 头 盒 数 在 40 000 一 60 000 的 概率 的 下 界 。 

设 z 是 n 个 不 同 整 数 的 表 中 第 i 个 数 的 概率 为 i/[n(n 十 1)]。 通 过 线性 搜索 算法 找到 zz 或 者 确定 zx 不 
在 表 中 ， 求 该 算法 使 用 的 平均 比较 次 数 。 


. 在 这 个 练习 中 我 们 要 导出 对 一 个 变种 的 冒 泡 排序 算法 的 平均 情形 下 复杂 度 的 估计 。 这 个 算法 一 旦 做 


了 一 次 没有 交换 的 扫描 就 结束 。 设 {ai， GQ2, ”9 an } 是 对 个 不 同 整数 的 集合 ， a<a<…<as，X 是 
该 集合 的 排列 的 集合 上 的 随机 变量 ， 且 XCP) 等 于 通过 这 个 冒 泡 排序 将 排列 已 中 的 整数 排 成 递增 顺序 
时 所 用 的 比较 次 数 。 


a) 在 输入 对 这 些 整 数 的 2! 个 排列 都 是 等 可 能 的 假设 下 ， 证明 这 个 冒 泡 排序 用 到 的 平均 比较 次 数 等 于 
CY 

b) 使 用 3. 3 节 例 5 证明 E(X) 寺 n(n 一 1)/2。 

©) 证 明 这 个 排序 对 输入 中 每 两 个 整数 的 逆序 至 少 做 一 次 比较 。 

dg) 设 TCP) 是 随机 变量 ， 它 等 于 排列 P 中 的 逆序 数 。 证 明 E(X) 宇 E(7)。 


x 42. 


* 43. 


44. 


45. 
46. 


47. m 
48. m 
49. m 
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e) 设 I 是 随机 变量 ， 如 果 在 排列 一 中 心 在 ai 前 面 y Ta BY 否则 = 0 证 明 
I(P)= 57 ttn 


人 证 明 E(D = 2， 2) E(L)。 

g) 证 明 E(L,;) 二 1/2。[ 提 示 : 证 明 E(L,) 二 在 排列 P 中 a 出 现在 a; 前 面 的 概率 。 然 后 证 明 在 一 个 
排列 中 a 出 现在 a; 前面 和 az 出 现在 ax 前 面 是 等 可 能 的 。] 

h) 使 用 f 和 gg 证 明 E(1)==n(n 一 1)/4。 

让 从 a、b 和 h 得 出 排序 个 整数 使 用 的 平均 比较 次 数 是 8(n ) 的 结论 。 

在 这 个 练习 中 我 们 找 在 5. 4 节 练 习 50 的 导言 中 描述 的 快速 排序 算法 的 平均 情形 下 的 复杂 度 ， 这 里 假 

设 在 排列 的 集合 上 是 平均 分 布 的 。 

a) 设 X 是 快速 排序 算法 对 个 不 同 整 数 的 表 排 序 用 的 比较 次 数 。 证 明快 速 排序 算法 使 用 的 平均 比较 
次 数 是 E(X) (这 里 的 样本 空间 是 个 整数 的 所 有 n! 个 排列 的 集合 )。 

b) 设 厂 * 表 示 随 机 变量 ， 如 果 初 始 表 的 第 7 个 最 小 元 素 和 第 & 个 最 小 的 元 素 在 快速 排序 算法 排序 这 个 
表 时 曾经 被 比较 过 ， 则 它 等 于 1， 和 否则 为 0。 证 明 X 一 》) >)Tue 。 


k=2 j 王 1 


证 明 ECX)= 》\ 1 p( 第 ;个 最 小 元 素 和 第 k 个 最 小 元 素 被 比较 过 的 概率 )。 


k=2 j=1 


d) 证 明 p( 第 j 个 最 小 元 素 和 第 & 个 最 小 元 素 被 比较 过 的 概率 ) 等 于 2/(& 一 j 十 1)， 其 中 有 >j。 
e@ 使 用 c 和 d 证 明 ECX)=2(n 十 DD( > 1/i) =—2(n—D), 


人 利用 e 和 D1i ~ mm 十 7 的 事实 证 明快 速 排序 算法 的 平均 比较 次 数 是 9(n log n)。 这 里 的 


y=0.577 21.. :是 欧 拉 常 数 。 
所 谓 固定 元 素 就 是 排序 后 仍旧 保持 在 原来 位 置 上 的 元 素 。 在 随机 选择 的 n 个 元 素 的 排列 中 ， 固 定 元 
素 个 数 的 方差 是 什么 ? [提示 : 设 X 表 示 一 个 随机 排列 中 的 固定 元 素 个 数 。 写 出 X= Xi 十 Xs 十 … 十 
X,， 如 果 这 个 排列 固定 第 i 个 元 素 ， 则 X; 二 1， 否 则 为 0。] 
两 个 随机 变量 X 和 YY 在 样本 空间 S 上 的 协 方差 记 作 Cov(X，Y)， 定 义 为 随机 变量 (X 一 E(X))(Y 一 E 
(Y)) 的 期 望 值 ， 即 Cov(X, Y)=E((X 一 E(X))(Y 一 E(Y)))。 
证 明 Cov(X,，Y)= 二 E(XY) 一 E(X)E(Y)， 并 使 用 这 一 结果 证 明 ， 如 果 XX 和 YY 是 独立 的 随机 变量 则 
Cov(¥, Y)=0, 
证 明 VC(X 二 Y)=V(X) 十 V(Y) 十 2Cov(X, YY)。 
如 果 X 和 了 是 具有 X(G，7) 王 2 和 Y((i, 让) 二 i 十 j 的 随机 变量 ,其 中 i 和 7 是 掷 两 个 均匀 的 仍 子 
时 出 现在 第 一 和 第 二 个 骨 子 上 的 点 数 ， 求 Cov(X 十 Y) 。 
个 球 被 均匀 地 随机 分 到 个 箱子 里 ， 使 第 一 个 箱子 空 的 概率 是 多 少 ? 
个 球 被 均匀 地 随机 分 到 个 箱子 里 ， 预 期 落 入 第 一 个 箱子 的 球 数 是 多 少 ? 
个 球 被 均匀 地 随机 分 到 个 箱子 里 ， 预 期 空 箱子 数 是 多 少 ? 


关键 术语 和 结论 


术语 

样本 空间 (sample space) : 一 个 试验 可 能 结果 的 集合 。 

事件 (event) : 一 个 试验 样本 空间 的 子 集 。 

事件 的 概率 ( 拉 普 拉 斯 定义 ，Laplace”s definition) : 该 事件 成 功 的 结果 次 数 除 以 可 能 结果 的 总 次 数 。 
概率 分 布 (probability distribution) : 取 自 样本 空间 所 有 结果 的 集合 上 的 一 个 函数 p,， 它 对 i 二 1, 2, …,，n 


满足 0 过 p(xi) 志 1 及 》)p(zxi) = 1， 其 中 xz; 是 可 能 的 结果 。 
i=1 


事件 五 的 概率 (probability of an event E): EE 中 结果 的 概率 之 和 。 
P(E|F)( 给 定 条 件 下 下 EE 的 条 件 概率 ，conditional probability of E given F): p(ENF)/p(F)。 
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独立 事件 (independent event) : 使 得 p(ENF)==p(E)p(F) 成 立 的 事件 EE 和 下 。 


两 两 独立 事件 (pairwise independent event): 对 于 事件 E，E;，…，E,， 对 于 所 有 整数 对 i 和 j， 
1i 过 j 过 nn 都 有 p(Ei 门 E)==p(E,)(E,;) 成 立 。 
相互 独立 事件 (mutually independent event) ， 对 于 事件 巨 ，E,，…， 忆 ,， 对 于 宫 ，j 二 1，2，…，m 都 是 整 


数 ， 1 和 人 i Nn 和 MI 之 2， 都 有 plE: NE;, NN A NE )=p(E: plEs ) pl Be ) 成 立 。 
随机 变量 (random variable) ， 一 个 函数 ， 它 对 一 个 试验 的 每 次 结果 赋 一 个 实数 值 。 
随机 变量 多 的 分 布 (distribution of a random variable X); 对 (rr，p(X=7)) 的 集合 ， 这 里 rE X(S)。 
均匀 分 布 (uniform distribution) : 对 一 个 有 穷 集 元 素 的 等 概率 赋值 。 
随机 变量 的 期 望 值 (expected value of a random variable) ; 一 个 随机 变量 的 加 权 平 均 ， 用 结果 的 概率 加 权 
的 随机 变量 的 值 ， 即 ECX) 二 》)p(s)X(s) 。 
:ES 


几何 分 布 (geometric distribution) ， 一 个 随机 变量 X 的 分 布 ， 且 对 某 个 p， 使 得 对 有 =1，2,，… 有 p(X= 
k)=(1—p)* 1!p。 
独立 随机 变量 (independent random variable) :随机 变量 X 和 了 使 得 对 于 所 有 的 实数 和 rr,。， 有 p(X=7l 
且 Y=r,)=p(X=r)p(Y=r,)。 
随机 变量 的 方差 (variance of a random variable X):; 随机 变量 的 值 与 它 的 期 望 值 之 差 平 方 的 加 权 平 均 ， 其 
中 的 权 由 结果 的 概率 给 定 ， 即 VCX)= >) (X(s) 一 ECX))?p(s)。 
ES 


随机 变量 的 标准 差 (standard deviation of a variable X):， 随机 变量 X 的 方差 的 平均 根 ， 即 o(X)= 
/VCRIs 

伯 努 利 试 验 (Bernoulli trial) ; 一 个 具有 两 种 可 能 结果 的 试验 。 

概率 (蒙特 卡 罗 ) 算 法 (probabilistic (or Monte Carlo) algorithm) : 做 一 步 或 多 步 随机 选择 的 算法 。 

概率 方法 (probabilistic method): 证 明 与 集合 中 具有 给 定性 质 个 体 的 有 关 结 果 的 一 种 证 明 技巧 ， 它 通过 对 
个 体 指派 概率 ， 然后 证 明 有 着 这 种 性 质 的 个 体 的 概率 是 正 数 。 

结论 
当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 试 验 时 , & 次 成 功 的 概率 等 于 CCln，k)p*g”"“， 其 中 p 是 成 功 的 概率 且 4 一 

1 一 p 是 失败 的 概率 。 

贝 叶 斯 定理 (Bayes’theorem): 如 果 玉 和 下 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 且 p(E) 关 0，p(F) 关 0， 则 

pl(E|F)p(F) 
plE|F)p(F)+p(E|F)p(F) 
EX)= DS PE SA 


r€EX 

期 望 的 线性 性 质 (linearity of expectations): 如 果 和 ，Xs ，…，X, 是 随机 变量 ， 则 ECXi 十 Xi 十 … 十 X,) 二 
EC(XDT EC EX), 
如 果 X 和 了 是 独立 的 随机 变量 ， 则 下 (XYD) 一 下 (X)ECY) 。 

比 安 内 梅 公式 (Bienaymé’”s formula): 如 果 X ，X2，…，X 是 独立 的 随机 变量 ， 则 VCX 十 2 十 … 十 X,) 二 六 
(VR VR 

切 比 雪夫 不 等 式 (Chebyshev’s inequality): p(|X(3) 一 E(X) | 宇 r) 人 V(X)/r*， 其 中 XX 是 具有 概率 函数 p 
的 随机 变量 ,，r 是 一 个 正 实数 。 


复习 题 
1. a) 当 所 有 的 结果 是 等 可 能 时 ， 定 义 一 个 事件 的 概率 。 
b) 在 买 彩票 时 从 前 50 个 正 整数 中 选择 6 个 不 同 的 中 奖 数 ， 那 么 买 一 张 彩 票选 对 6 个 中 奖 整数 的 概率 是 
多 少 3 
2. a) 一 个 有 限 样本 空间 对 结果 所 赋 的 概率 应 该 满足 什么 条 件 ? 
b) 如 果 头 像 出 现 的 次 数 是 非 头 像 的 3 倍 ， 那 么 赋 给 头像 和 非 头 像 结果 的 概率 应 该 是 多 少 ? 
3. a) 定 义 给 定 事件 下 下 事件 EE 的 条 件 概率 。 
b) 假 设 玉 是 拨 角 子 时 出 现 偶数 点 的 事件 , 下 是 撕 山 子 时 出 现 1、2 或 3 点 的 事件 ， 那 么 给 定 玉 下 下 的 








p(F|E)= 
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15. 





概率 是 什么 ? 


. a) 什 么 时 候 两 个 事件 EE 和 下 是 独立 的 ? 


b) 假 设 EE 是 撕 一 个 均匀 的 角 子 时 出 现 偶数 点 的 事件 , 下 是 出 现 5 点 或 6 点 的 事件 ,那么 瑟 和 下 是 否 
独立 ? 


, a) 什 么 是 随机 变量 ? 


b) 设 X 是 随机 变量 ， 它 对 掷 两 个 山子 的 事件 所 赋 的 值 是 两 个 贷 子 上 较 大 的 点 数 。 这 个 随机 变量 的 赋值 
是 什么 ? 


. a) 定 义 随机 变量 X 的 期 望 值 。 


b) 设 XX 是 随机 变量 ， 它 对 撕 两 个 角 子 的 事件 所 赋 的 值 是 两 个 骨 子 上 较 大 的 点 数 。 那 么 随机 变量 的 
期 望 值 是 什么 ? 


. 8) 解释 怎样 把 具有 有 限 多 个 可 能 输入 的 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 转 变 成 期 望 值 。 


b) 如 果 要 寻找 的 元 素 在 表 中 的 概率 是 1/3， 并 且 这 个 元 素 是 表 中 ?个 元 素 之 一 的 可 能 性 是 相等 的 ， 那 
么 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 是 什么 ? 


.8a) 伯 努 利 试验 的 含义 是 什么 ? 


b) 在 nn 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 次 成 功 的 概率 是 多 少 ? 
中 在 nn 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 成 功 次 数 的 期 望 值 是 什么 ? 


. 3) 什么 是 随机 变量 的 期 望 的 线性 性 质 ? 


b) 当 一 个 帽子 寄存 人 随机 发 回 帽 子 时 ， 怎 样 使 用 期 望 的 线形 性 质 帮助 我 们 找到 能 够 收 到 自己 帽子 的 预 
期 人 数 ? 


. a) 如 果 能 够 接受 一 个 小 概率 的 错误 时 ， 怎 样 使 用 概率 求解 一 个 判定 问题 ? 


b) 如 果 愿 意 接受 一 个 小 概率 的 出 错时 ， 我 们 怎样 快速 确定 一 个 正 整数 是 否 为 素数 ? 


. 叙述 贝 叶 斯 定理 ， 并 利用 该 定理 求 p(F|E), 其 中 如 ( 瑟 |F) 王 1/3，z( 瑟 | 下 ) 一 1/4，b(F) 一 2/3， 其 


中 互 和 下 是 样本 空间 S 中 的 事件 。 


. 8a) 一 个 随机 变量 具有 概率 p 的 几何 分 布 是 什么 意思 ? 


b) 具 有 概率 p 的 几何 分 布 的 平均 值 是 什么 ? 


. a) 什 么 是 随机 变量 的 方差 ? 


b) 具 有 成 功 概率 为 p 的 伯 努 利 试验 的 方差 是 什么 ? 


. a) 什 么 是 nn 个 独立 随机 变量 的 和 的 方差 ? 


b) 设 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p， 当 执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试 验 时 ， 成 功 次 数 的 方差 是 什么 
当 一 个 随机 变量 与 它 的 平均 值 的 偏差 超过 一 个 指定 量 的 概率 时 ， 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 什么 结果 ? 


补充 练习 


区 
2. 


从 1 到 40( 含 1 和 40 在 内 ) 选 出 6 个 连续 的 数 作为 彩票 中 奖 号 码 的 概率 是 多 少 ? 

2012 年 ， 超 级 百 万 彩票 的 玩家 从 1 到 56 选择 5 个 不 同 的 数字 ， 还 有 一 个 从 1 到 46 的 第 6 个 整数 ， 可 
以 与 前 5 个 中 的 一 个 重复 。 当 前 5 个 数字 和 第 6 个 数字 与 中 奖 号 码 匹配 时 ， 则 玩家 就 中 大 奖 。 

a) 计 算 玩 家 中 大 奖 的 概率 。 

b) 当 匹配 前 5 个 数字 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 时 ， 可 赢得 250 00 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

c) 当 匹配 前 5 个 数字 中 的 3 个 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 ， 或 者 匹配 前 5 个 数字 中 的 2 个 而 与 第 6 个 数字 
也 匹配 时 ， 可 赢得 150 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

d) 计 算 玩 家 在 匹配 前 5 个 数字 或 者 最 后 一 个 数字 的 3 个 数字 则 算 中 奖 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 


. 2012 年 ， 强 力 球 彩票 的 玩家 从 1 到 59 选择 5 个 不 同 的 数字 ， 还 有 一 个 从 1 到 39 的 第 6 个 整数 ， 可 以 


与 前 5 个 中 的 一 个 重复 。 当 前 5 个 数字 和 第 6 个 数字 与 中 奖 号 码 匹配 时 ， 玩 家 就 中 大 奖 。 

a) 计 算 玩 家 中 大 奖 的 概率 。 

b) 当 匹配 前 5 个 数字 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 时 ， 可 赢得 20 000 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

©) 当 匹配 前 5 个 数字 中 的 3 个 而 与 第 6 个 数字 也 匹配 ,或 者 匹配 前 5 个 数字 中 的 4 个 而 与 第 6 个 数字 
不 匹配 时 ,可 赢得 100 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

d) 计 算 玩 家 在 匹配 前 5 个 数字 或 者 最 后 一 个 数字 的 3 个 数字 ， 则 算 中 奖 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 
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4. 一 手 13 张 牌 不 包含 对 的 概率 是 多 少 ? 
5. 求 下 述 各 种 情况 下 的 概率 。 选 一 手 13 张 桥牌 包含 
a) 全 部 13 张 红 心 b) 同 种 花色 的 13 张 牌 
c)7 张 黑 桃 和 6 张 梅 花 d) 一 种 花色 的 7 张 牌 和 另 一 种 花色 的 6 张 牌 
e)4 张 方块 、6 张 红 心 、2 张 黑 桃 和 1 张 梅 花 
人 一 种 花色 的 4 张 牌 ， 第 二 种 花色 的 6 张 牌 ， 第 三 种 花色 的 2 张 牌 ， 第 四 种 花色 的 1 张 牌 
6. 求 下 述 各 种 情况 下 的 概率 。 选 7 张 扑 克 牌 包含 


a)2 类 ， 其 中 一 类 4 张 ， 第 二 类 3 张 b)3 类 ， 其 中 一 类 3 张 ， 另 外 两 类 每 类 各 2 张 
c)4 类， 其 中 三 类 每 类 各 2 张 ， 第 四 类 1 张  d5 类 ， 其 中 两 类 每 类 2 张 ， 另 三 类 每 类 3 张 
e)7 类 不 同 的 牌 人 一 个 7 张 牌 的 同 花 

g) 一 个 7 张 牌 的 顺 子 h) 一 个 7 张 牌 的 同花顺 子 


一 个 八 面体 仙子 有 8 个 面 ， 面 上 的 数字 为 1 到 8。 

7. a) 当 掷 一 个 均匀 的 八 面体 仍 子 时 ， 出 现 数字 的 期 望 值 是 什么 ? 
b) 当 撕 一 个 均匀 的 八 面体 骨 子 时 ， 出 现 数字 的 方差 是 什么 ? 

一 个 十 二 面体 山子 有 12 个 面 ， 面 上 的 数字 为 1 到 12。 

8. a) 当 掷 一 个 均匀 的 十 二 面体 仙 子 时 ， 出 现 数字 的 期 望 值 是 什么 ? 
b) 当 掷 一 个 均匀 的 十 二 面体 山子 时 ， 出 现 数字 的 方差 是 什么 ? 

9. 假设 掷 一 对 均匀 的 八 面体 仍 子 。 


a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
10. 假设 搓 一 对 均匀 的 十 二 面体 侦 子 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
11. 假设 一 个 均匀 的 标准 蜗 子 (立方 体 ) 和 一 个 均匀 的 八 面体 仙 子 一 起 掷 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数 字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
12. 假设 一 个 均匀 的 八 面体 般 子 和 一 个 均匀 的 十 二 面体 仍 子 一 起 掷 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 


13. 假设 ?之 3) 个 人 玩 “ 单 人 出 局 ”的 游戏 确定 下 一 次 谁 买 饮料 , 寻 个 人 同时 掷 均 匀 的 硬币 ， 每 人 一 
个 。 如 果 除 了 一 个 以 外 其 余 所 有 硬币 的 结果 都 相同 ， 那 么 这 个 掷 出 不 同 结果 的 人 将 买 饮料 。 和 否则 ， 
这 些 人 再 次 掷 硬 币 ， 直 到 出 现 一 个 硬币 与 其 他 所 有 的 硬币 结果 不 同 为 止 。 

a) 仅 仅 掷 一 次 硬币 ， 这 个 人 就 能 确定 下 来 的 概率 是 多 少 ? 

b) 第 & 次 掷 硬 币 时 ， 这 个 人 确定 下 来 的 概率 是 多 少 ? 

c) 从 即 个 人 中 确定 这 个 人 预期 需要 掷 多 少 次 硬币 ? 
14. 设 p 和 g 是 素数 且 n 二 pq。 随 机 选择 小 于 nn 的 正 整 数 不 被 bp 或 g 整除 的 概率 是 多 少 ? 
x 15. 设 m 和 nn 是 正 整数 。 随 机 选择 小 于 min 的 正 整 数 不 被 m 或 n 整除 的 概率 是 多 少 ? 

16. 设 巨 ，E, ，…，E, 是 nn 个 事件 满足 p(EN>>0, i 二 1，2，…，n。 证 明 

plENENMN:…NE,)=p(E)p(E |E)p(E; |E NE,)p(E, |ENE; NN:…NE,) 

17. 在 盒子 里 有 3 张 卡片 ,一 张 卡片 的 两 面 是 黑色 的 ,一 张 卡片 的 两 面 是 红色 的 ,第 三 张 卡片 的 一 面 是 
黑色 的 ,一 面 是 红色 的 。 我 们 随机 取 一 张 卡片 并 且 只 看 它 的 一 个 面 。 

a) 如 果 这 个 面 是 黑色 的 ， 另 一 个 面 也 是 黑色 的 概率 是 多 少 ? 
b) 另 一 个 面 与 我 们 看 到 的 面 是 同色 的 概率 是 多 少 ? 

18. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 挪 次 时 ， 头像 向 上 和 头像 向 下 出 现 的 次 数 相 等 的 概率 是 多 少 ? 

19. 一 个 随机 选择 的 10 位 二 进 制 串 出 现 回 文 的 概率 是 多 少 ? 

20. 一 个 随机 选择 的 11 位 二 进 制 串 出 现 回 文 的 概率 是 多 少 ? 

21. 考虑 下 面 的 游戏 。 一 个 人 重复 掷 一 个 硬币 直到 头像 在 上 。 如 果 在 掷 第 次 时 第 一 次 出 现 头像 在 上 ， 
他 就 得 到 2” 美元 。 

a) 设 X 是 等 于 这 个 人 所 赢得 钱 数 的 随机 变量 。 证 明 X 的 期 望 值 不 存在 ( 即 它 是 无 限 的 )。 证 明 一 个 人 
应 该 心甘情愿 地 赌 任意 多 的 钱 来 玩 这 个 游戏 (这 就 叫 作 圣 。 匹 欧 堡 悖 论 )。 你 觉得 为 什么 它 叫 作 
悖 论 ? 
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b) 假 设 如 果 掷 第 8 次 之 前 出 现 第 一 个 头像 在 上 ， 这 个 人 就 接受 2" 美元 的 回报 ， 如 果 在 掷 第 8 次 或 者 
第 8 次 之 后 出 现 头像 ， 则 接受 2* 二 256 美元 。 这 个 人 所 赢 钱 数 的 期 望 值 是 什么 ? 为 了 玩 这 个 游戏 ， 
一 个 人 应 该 心甘情愿 付 多 少 钱 ? 
22. 设 将 n 个 球 抛 进 & 个 箱子 使 得 每 个 球 等 可 能 地 落 入 任何 箱子 并 且 这 些 抛 放 是 独立 的 。 
a) 找 出 一 个 特定 的 球 落 入 一 个 特定 箱子 的 概率 。 
b) 落 入 一 个 特定 箱子 的 球 的 预期 数目 是 多 少 ? 
c) 直 到 一 个 特定 的 箱子 包含 一 个 球 为 止 ， 预 期 需要 投 多 少 个 球 ? 
d) 直 到 所 有 的 箱子 都 包含 一 个 球 为 止 ， 预 期 需要 抛 多 少 个 球 ? [提示 : 设 X 表示 一 旦 i 一 1 个 箱子 包 
含 一 个 球 ， 第 ;个 箱子 落 和 人 一 个 球 所 需要 抛掷 的 球 数 。 求 E(X;) 并 且 使 用 期 望 的 线性 性 质 。] 
23. 设 A 和 B 是 具有 概率 p(A)= 二 3/4，p(B)= 二 1/3 的 事件 。 
a) 最 大 的 p(A 门 B) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 p(A 门 B) 都 是 可 


* 


能 的 。 9 
b) 最 大 的 p(AU B) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 pCAU B) 都 是 可 
能 的 。 


24. 设 A 和 B 是 具有 概率 p(A)==2/3，p(B)==1/2 的 事件 。 
3) 最 大 的 p(A 门 B) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 p(A 门 B) 都 是 可 


能 的 。 
b) 最 大 的 p(AUB) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 p(AUB) 都 是 可 
能 的 。 
25. 我 们 说 事件 Bry Bs ws Bs 是 相互 独立 的 ， 如 果 plE: NE; 全 二 一 办 CE )p(E; J )， 
其 中 2j 是 整数 ， 2, ***, ms 满足 1<i<is<" 2 
a) 写 出 三 个 事件 E 、E; 、E 相互 独立 所 要 求 的 条 件 。 


b) 令 El,、 ed pe ng td et 证 5 淡 不 四 现 正面 和 弟 必 次 玉 出 现 站 曾 的 宁 件 ， 
当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 3 次 时 ，E! 、E 和 E 相互 独立 吗 ? 

c) 令 已 、E 和 EE; 分 别 是 掷 硬 币 第 1 次 出 现 正 面 、 第 3 次 出 现 正面 和 出 现 偶 数 个 正面 的 事件 。 当 一 
个 均匀 的 硬币 被 掷 3 次 时 ，E, 、E 和 Es 相互 独立 吗 ? 

d) 当 一 对 儿 和 硬币 抛掷 3 次 时 ， 设 El 、E。 和 FE 分 别 是 掷 硬币 第 1 次 出 现 正面 、 第 3 次 出 现 正面 ， 以 
及 恰好 有 一 个 第 1 次 和 有 一 个 第 3 次 出 现 正面 的 事件 。E! 、E 和 E， 是 两 两 独立 的 吗 ? 它们 是 相互 
独立 的 吗 ? 

e) 为 证 明 个 事件 是 相互 独立 的 ， 必 须 检 查 多 少 个 条 件 ? 

26. 设 A 和 B 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 且 p(A) 隆 0，p(B) 关 0。 证 明 : 如 果 p(B|A) 二 p(B), 则 pC(A|1B) 二 
p(A), 

练习 27 是 关于 两 个 孩子 问题 ， 由 马丁 。 加 恩德 (Martin Garnder) 于 1959 在 《科学 美国 人 》(Scientific 

American) 的 数学 专栏 上 提出 。 这 个 问题 是 :“ 我 们 在 大 街 上 遇 到 了 史密斯 先生 ， 他 带 着 一 个 小 孩 ， 他 介 

绍 说 是 他 的 儿子 。 他 还 说 自己 有 两 个 孩子 。 问 史密斯 先生 另外 一 个 小 孩 是 男孩 的 概率 ?” 我 们 将 证 明 ， 这 

个 问题 是 不 明确 的 ， 会 导致 一 个 悖 论 ， 这 个 问题 会 有 两 个 合理 的 答案 ， 我 们 将 说 明 如 何 使 之 更 明确 。 

* 27. a) 解决 这 个 问题 有 两 种 方法 。 首 先 ， 考 虑 第 二 个 小 孩 的 性 别 概率 ， 其 次 通过 考虑 一 个 有 两 个 小 孩 的 

家 庭 小 孩 性 别 四 种 不 同 的 可 能 性 ， 确 定 一 个 不 同 的 概率 。 

b) 证 明 如 果 我 们 已 经 知道 史密斯 先生 随机 地 带 出 他 两 个 孩子 中 的 一 个 上 街 ， 那 么 这 个 问题 将 是 明确 。 

c) 这 个 问题 另 一 个 变化 的 版 本 是 “ 当 我 们 在 街 上 遇 到 史密斯 先生 ， 他 说 他 有 两 个 孩子 ， 至 少 有 一 个 
是 儿子 ， 他 另 一 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 多 少 ?” 解 答 这 个 问题 ， 并 说 明 这 个 问题 是 明确 的 。 

28， 2010 年 ， 迷 题 设 计 者 加 里 。 弗 西 (Gary FOshee) 提 出 了 一 个 问题 :“ 史 密斯 先生 有 两 上 孩子 ， 其 中 一 个 是 儿 
子 ， 出 生 在 周二 ， 史 密斯 先生 有 两 个 儿子 的 概率 是 多 少 ?” 证 明 这 个 问题 有 两 个 不 同 的 答案 ， 答 案 取 决 于 
史密斯 先生 是 否 因为 出 生 在 星期 二 特别 提 到 他 的 儿子 ， 或 者 他 随机 地 选择 一 个 孩子 并 报 出 他 的 性 别 和 出 生 
在 周 几 。[ 对 于 第 一 种 可 能 性 ， 列 出 另 一 个 孩子 所 有 人 性别 和 出 生 星期 等 概率 的 可 能 性 。 这 样 ， 首 先 考虑 了 
大 一 点 的 孩子 是 出 生 在 周二 的 男孩 的 情况 ， 然 后 大 一 点 的 孩子 出 生 在 周二 不 是 男孩 的 情况 。] 

29. 设 X 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 。 证 明 V(aX 十 6)= 二 a*V(X)， 其 中 a 和 2 是 实数 。 
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. 用 切 比 雪夫 不 等 式 证 明 不 管 多 少 个 人 寄存 他 们 的 帽子 ， 当 帽子 寄存 人 随机 返回 帽子 时 有 多 于 10 个 人 


取 回 自己 帽子 的 概率 不 超过 1/100。[ 提 示 : 使 用 例 6 和 7.4 节 练习 43。] 

假设 至 少 一 个 事件 E;(j 二 1，2，…，m) 保 证 出 现 ， 且 不 可 能 有 多 于 两 个 事件 出 现 。 证 明 :; 如 果 对 
j= 二 1]，2，…,， 加 有 P(E;)= 二 g 且 对 1 二 j 二 km 有 pl(E; 门 Ei)==r,， 那么 q 宇 1/m 且 r 二 2/m。 

证 明 : 如 果 m 是 正 整 数 ， 那 么 当 执 行 每 次 成 功 概率 为 p 的 独立 伯 努 利 试验 时 ， 在 第 m 十 n 次 试验 出 


nn 十 m 一 
现 第 次 成 功 的 概率 是 ( g 


je 

当 买 某 种 产品 时 你 可 以 得 到 种 不 同 的 收藏 卡 作 为 奖品 。 假 设 每 次 你 买 这 种 产品 时 得 到 任何 类 型 的 
收藏 卡 是 等 可 能 的 。 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 每 种 类 型 的 收藏 卡 至 少 得 到 一 张 而 需 购买 的 产品 数 
X; 是 随机 变量 ， 它 等 于 已 经 收集 到 j 种 不 同 的 卡 以 后 直到 再 得 到 一 张 新 卡 所 必须 再 购买 的 产品 数 ， 
站 一 


n—l 
证明 恬 二 >) 六) 


b) 证 明 : 在 j 种 不 同 的 卡 已 经 得 到 以 后 ， 再 一 次 买 产 品 时 ， 得 到 一 张 新 类 型 卡 具 有 的 概率 是 (n 一 
WIA 
c) 证 明 : Xi 具有 参数 (n 一 让/n 的 几何 分 布 。 


d) 使 用 a 和 < 证 明 : ECX) =n》) 1/j。 


四 如 果 有 50 种 不 同类 型 的 卡 ， 使 用 近似 式 了 11/j ~ lnn 十 7 (其 中 7 一 0. 57 721… 是 欧 拉 常 数 )。 求 为 


得 到 每 种 类 型 的 卡 ， 你 需要 购买 产品 的 预期 数量 。 
极 大 可 满足 性 问题 需要 给 一 个 合 取 范式 形式 的 复合 命题 的 变量 赋 真 值 ( 即 这 个 命题 表示 为 子 句 的 合 
取 ， 每 个 子 句 是 两 个 或 更 多 的 变量 或 者 它们 的 非 的 析 取 式 ) 。 求 这 个 复合 命题 中 一 组 真 值 变量 的 赋值 


以 使 得 尽 可 能 多 的 子 句 为 真 。 例 如 在 以 下 句子 中 


35. 
*36. 


(pVDANPVHI9D NAHPV AGODVD 
通过 对 p，g, r 的 真 值 赋值 可 以 有 三 个 为 真 ， 但 是 没有 四 个 为 真 。 我 们 将 证 明 用 概率 方法 可 以 提供 
由 于 变量 的 真 值 赋值 而 可 能 为 真 的 子 句 个 数 的 一 个 下 界 。 
a) 假 设 在 一 个 合 取 范式 的 复合 命题 中 有 个 变量 。 如 果 我 们 通过 掷 硬币 随机 对 每 个 变量 赋值 ， 若 硬币 
出 现 头 像 在 上 对 变量 赋 真 值 ， 若 头像 在 下 则 赋 假 值 。 对 个 变量 而 言 ， 每 种 可 能 赋值 的 概率 是 什么 ? 
b) 假 设 每 个 子 句 是 恰好 两 个 不 同 变量 或 者 它们 的 非 的 析 取 式 ， 给 定 a) 中 随机 的 真 值 赋值 ， 一 个 给 定 
子 句 为 真 的 概率 是 多 少 ? 
©) 假 设 在 复合 命题 中 有 DD 个 子 句 。 给 这 些 变 量 随机 地 进行 真 值 赋值 ， 这 些 子 句 中 预期 为 真 的 个 数 是 多 少 ? 
d) 用 c 证 明 : 对 每 个 合 取 范式 的 复合 命题 ， 存 在 对 变量 的 一 组 真 值 赋值 ， 使 得 至 少 3/4 的 子 句 为 真 。 
当 一 副 有 52 张 的 标准 扑克 牌 由 4 个 选手 玩 儿 时 ， 每 个 选手 都 有 一 个 A 的 概率 是 多 少 ? 
下 面 的 方法 可 用 来 产生 具有 个 项 的 序列 的 随机 排列 。 首 先 ， 将 第 nn 项 和 第 rn) 项 对 换 ， 其 中 r(m) 
是 满足 1] 委 (2) 委 2” 的 一 个 随机 整数 。 接 下 来 ， 将 所 得 序列 的 第 n 一 1 项 和 第 r(n 一 1) 项 对 换 ， 其 中 
r(n 一 1) 是 满足 1 委 r(2 一 1) 委 2 一 1 的 一 个 随机 整数 。 继 续 这 一 过 程 ， 直 到 7 一? 为止 ， 在 第 7) 步 ， 将 
所 得 序列 的 第 ”一 7 十 1 项 和 第 r(n 一 j 十 1) 项 对 换 ， 其 中 r(n 一 j 十 1) 是 满足 1 委 r(? 一 /十 1) 秋 2 一 ) 十 1 
的 一 个 随机 整数 。 证 明 : 遵循 这 一 方法 ,序列 中 各 项 的 n! 个 不 同 的 排列 中 的 每 一 个 排列 都 会 等 可 能 
地 产生 。[ 提 示 : 利用 数学 归纳 法 ， 假 定 这 个 过 程 对 n 一 1 项 的 序列 所 产生 的 ”一 1 项 的 排列 中 的 每 一 
个 排列 出 现 的 概率 是 1/(n 一 1)1.] 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 
2. 
3 


给 定 实数 p，0 志 p 过 1， 生 成 来 自 具 有 概率 p 的 伯 努 利 分 布 的 随机 数 。 

给 定 正 整 数 n， 生 成 集合 {1，2，3，…，n} 的 随机 排列 (参见 本 章 末 尾 补 充 练习 32)。 

给 定 正 整 数 m 和 nn， 生成 前 nn 个 正 整 数 的 m 个 随机 排列 。 求 出 在 每 个 排列 中 的 逆序 数 并 确定 这 些 逆 序 
的 平均 个 数 。 


和 
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. 一 个 不 均匀 的 硬币 其 头像 在 上 出 现 的 概率 为 p。 将 这 个 硬币 被 重复 毛 n(n 为 正 整数 ) 次 ， 并 确定 出 现 头 


像 在 上 的 次 数 。 显 示 累 积 的 结果 。 


. 给 定 正 整 数 n 和 m， 生 成 前 个 正 整 数 的 m 个 随机 排列 。 使 用 插入 排序 排序 每 一 个 排列 ， 并 计数 用 到 


的 比较 次 数 。 确 定 在 所 有 m 个 排列 所 使 用 的 平均 比较 次 数 。 


. 给 定 正 整 数 n 和 m， 生 成 前 个 正 整 数 的 m 个 随机 排列 。 使 用 冒 泡 排序 的 下 述 版 本 排序 每 个 排列 ， 当 


一 次 巡回 完成 而 没有 交换 时 结束 ,计数 用 过 的 比较 次 数 。 确 定 在 所 有 m 个 排列 使 用 的 平均 比较 次 数 。 


. 给 定 正 整数 mwm， 模拟 由 于 买 产 品 而 收集 得 到 的 卡片 ， 以 找 出 为 得 到 全 套 m 种 不 同 的 收藏 卡 必须 买 的 产 


品 数量 ( 见 补充 练习 33) 。 


. 给 定 正 整 数 mx 和 nn， 模 拟 个 关键 字 的 放置 ， 其 中 具有 关键 字 & 的 一 个 记录 放 在 地 址 h(k) 二 kmod m， 


并 且 确 定 是 否 至 少 存 在 一 次 碰撞 。 
给 定 正 整数 2， 找 出 从 集合 {(1，2，…， 革 选中 的 6 个 数 就 是 被 机 器 选 出 的 中 彩 号 码 的 概率 。 


10. 模拟 蒙 地 厅 大 厦 3 门 问题 (参见 7. 1 节 例 10) 的 重复 试验 来 计算 每 种 策略 的 胜率 。 


11. 


给 定 一 个 字 表 及 它们 出 现在 垃圾 邮件 和 没有 出 现在 垃圾 邮件 中 的 经 验 概率 ， 确 定 一 条 新 邮件 信息 是 
垃圾 邮件 的 概率 。 


计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 
2. 


找 出 一 手 5 张 扑 克 牌 的 各 种 类 型 的 概率 并 且 根 据 它们 的 概率 排列 这 些 类 型 。 

找 出 在 新 泽 西 六 合 彩 中 买 1 美元 奖 票 有 大 于 1 美元 的 中 奖 期 望 值 的 条 件 。 为 了 赢 奖 ， 不管 数 的 次 序 ， 
你 必须 从 1 到 48 的 正 整数 中 ( 含 1 和 48 在 内 ) 选 中 被 抽出 的 6 个 数 。 奖 金 在 中 奖 的 人 中 平均 分 配 。 必 
须 考虑 抽奖 的 奖金 总 额 和 买 奖 票 的 人 数 。 


. 由 测试 大 量 随机 选择 的 整数 对 来 估计 随机 选择 的 2 个 整数 是 互 素 的 这 一 事件 的 概率 。 查 找 给 出 这 个 概 


率 的 定理 并 将 你 的 结果 与 正确 的 概率 做 比较 。 


. 确定 需要 多 少 人 ， 才 能 保证 其 中 至 少 2 个 人 的 生日 在 每 年 的 同一 天 的 概率 至 少 是 70%、80%、90%、 


95%、98% 和 99%。 


. 生成 前 100 个 正 整数 集合 的 100 个 随机 选择 的 排列 表 ( 参 见 本 章 末 尾 补充 练习 36)。 
. 给 定 一 组 邮件 信息 ， 且 每 组 信息 是 不 是 垃圾 邮件 都 已 经 确定 ， 根 据 这 些 信息 中 特定 字 的 出 现 情况 建立 


一 个 贝 叶 斯 过 滤器 。 


. 模拟 nn 个 人 的 单 人 出 局 过 程 (在 补充 练习 的 练习 13 中 描述 的 )， 其 中 3<n<10。 对 每 个 值 做 大 量 试 


验 并 且 用 这 些 结果 估计 为 找到 这 个 出 局 的 单 人 预期 需要 掷 硬币 的 次 数 。 你 的 结果 与 7. 2 节 练 习 29 的 
结果 相符 吗 ? 假设 恰好 一 个 人 有 一 个 不 均匀 的 硬币 ， 其 头像 出 现 概率 p 取 0. 5， 那 么 结果 又 是 怎样 呢 ? 
给 定 正 整数 nx， 模 拟 一 个 帽子 寄存 员 随 机 把 帽子 发 给 寄存 人 的 过 程 。 确 定 得 到 自己 帽子 的 人 数 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1 
2. 


描述 概率 论 的 起 源 和 它 的 早期 应 用 。 
描述 玩 轮 盘 赌 时 你 可 能 下 的 不 同 赌注 。 找 出 这 些 赌注 在 美国 玩法 ( 即 轮 盘 包含 数 0 和 00 在 内 ) 的 概率 。 
对 你 来 说 什么 是 最 好 的 赌注 ? 什么 是 最 坏 的 赌注 ? 


. 讨论 当 你 玩 21 点 的 纸牌 游戏 和 卡 西 诺 纸牌 游戏 时 赢 的 概率 。 对 于 在 赌场 下 注 的 人 是 否 存在 一 种 赢 的 


策略 ? 


. 调查 双 货 子 赌 博 游 戏 并 且 讨论 投手 赢 的 概率 ， 这 个 游戏 和 一 个 公平 的 游戏 有 多 接近 ? 
. 讨论 建立 成 功 的 垃圾 过 滤器 时 所 涉及 的 有 关 问 题 ， 以 及 当前 spammer 和 试图 过 滤 它们 的 人 们 之 间 的 战 


争 情况 。 


. 讨论 著名 的 牛顿 - 佩 皮 斯 问题 的 历史 和 解答 ， 这 个 问题 问 下 述 情况 中 哪 种 最 可 能 出 现 ， 当 掷 6 个 散 子 


时 至 少 出 现 一 个 6 点 ， 当 搓 12 个 角 子 时 至 少 出 现 两 个 6 点 , 或 者 当 撕 18 个 角 子 时 至 少 出 现 3 个 6 点 ? 


. 解释 厄 多 斯 和 任 伊 是 怎样 首先 使 用 概率 方法 的 ， 并 且 描 述 这 个 方法 的 一 些 其 他 应 用 。 
. 讨论 概率 算法 的 不 同类 型 并 且 描 述 每 种 类 型 的 某 些 实例 。 
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许多 计数 问题 用 第 6 章 讨 论 的 方法 是 不 容易 求解 的 。 例 如 : 有 多 少 个 ?位 比特 串 不 包含 两 
个 连续 的 0? 为 求解 这 个 问题 ， 令 a, 是 这 种 n 位 比特 串 数 ， 给 定 一 个 参数 ， 可 以 证 明 序列 (a) 
满足 441 二 a, 十 a,-1( 其 中 初始 条 件 为 a 二 2，a, 二 3)。 这 个 等 式 叫 作 递 推 关 系 ， 它 和 初始 条 件 
ai 二 2、as 王 3 确定 了 序列 {a,)}。 此 外 ， 从 这 个 与 序列 的 项 有 关 的 等 式 可 以 找到 a, 的 显 式 公式 。 
正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 一 种 类 似 的 技术 来 求解 许多 不 同 的 计数 问题 。 

我 们 将 讨论 两 种 在 算法 研究 中 最 重要 的 递 推 关系 。 首 先 ， 我们 将 介绍 称 为 动态 规划 的 重要 
算法 范式 。 遵 循 这 一 个 范式 的 算法 将 问题 分 为 重合 的 子 问 题 。 通 过 递 推 关系 找到 子 问 题 的 解答 
方案 从 而 解 出 原始 问题 。 其 次 ， 我 们 将 介绍 另 一 个 重要 算法 范式 : 分 而 治之 。 遵 循 这 一 个 范式 
的 算法 将 问题 不 断 分 解 为 固定 数量 的 不 重 又 的 子 问题 ， 直 到 这 些 子 问题 被 直接 解决 。 这 些 算 法 
的 复杂 度 可 以 采用 特别 的 递 推 关系 来 分 析 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 讨论 大 量 的 分 而 治之 算法 ， 并 用 
递 推 关 系 来 分 析 它 们 的 复杂 度 。 

我 们 也 将 看 到 ， 可 以 用 形式 寡 级 数 ( 也 叫 作 生成 函数 ) 来 求解 许多 计数 问题 ， 其 中 的 震 的 
系数 代表 我 们 感 兴 趣 的 序列 的 项 。 除 了 求解 计数 问题 外 ， 生 成 函数 还 可 用 于 求解 递 推 关 系 以 及 
证 明 组 合 恒等式 。 

许多 其 他 类 型 的 计数 问题 不 能 使 用 第 6 章 所 讨论 的 技术 求解 ， 例 如 :有 多 少 种 方式 把 7 项 
工作 分 给 3 个 雇员 而 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 ? 有 多 少 个 素数 小 于 1000? 可 以 通过 计数 
集合 并 集中 的 元 素数 来 求解 这 两 个 问题 。 我 们 将 开发 一 种 叫 作 容 斥 原理 的 技术 来 计数 在 集合 并 
集中 的 元 素 个 数 ， 并 且 将 说 明 怎 样 用 这 种 技术 求解 计数 问题 。 

可 以 用 本 章 学 到 的 技术 与 第 6 章 的 基本 技术 一 起 求解 许多 计数 问题 。 


8. 1 弟 推 关系 的 应 用 


8. 1.1 引言 

第 2 章 介 绍 了 怎样 递归 定义 一 个 序列 。 一 个 序列 的 递归 定义 指定 了 一 个 或 多 个 初始 的 项 以 
及 一 个 由 前 项 确定 后 项 的 规则 。 这 个 从 某 些 前 项 求 后 项 的 规则 就 叫 作 递 推 关系 。 如 果 一 个 序列 
的 项 满足 递 推 关 系 ， 则 这 个 序列 就 叫 作 递 推 关系 的 解 。 

本 章 我 们 将 研究 用 递 推 关 系 解决 计数 问题 。 如 一 群 细菌 的 数目 每 小 时 增加 一 倍 。 如 果 开 始 
有 5 个 细菌 ， 在 ?小 时 未 将 有 多 少 个 细菌 ? 为 求解 这 个 问题 ， 令 a, 是 n 小 时 末 的 细菌 数 。 因 为 
细菌 数 每 小 时 增加 一 倍 ， 只 要 n 是 正 整数 ， 关 系 .a, 二 24,_1 就 成 立 。 对 所 有 的 非 负 整 数 n， 这 个 
关系 和 初始 条 件 a 二 5 一 起 唯一 地 确定 了 a,。 我 们 可 使 用 第 2 章 中 的 和 迭代 方法 得 到 a, 的 公式 ， 
即 对 于 所 有 非 负 整数 n，a, 二 5， 2”。 

某 些 计数 问题 不 能 用 第 6 章 给 出 的 技术 求解 ， 但 可 以 通过 找到 序列 的 项 之 间 的 关系 ， 如 在 
涉及 细菌 的 问题 中 的 关系 ， 即 递 推 关 系 来 求解 。 我 们 将 研究 各 种 能 用 递 推 关系 构造 模型 的 计数 
问题 。 在 第 2 章 中 ， 我们 提出 解决 某 些 递 推 关系 的 方法 。 我 们 将 在 8. 2 节 研 究 一 些 方法 ， 针 对 
满足 某 类 递 推 关系 的 序列 ， 求 出 序列 的 项 的 显 式 公 式 。 

本 节 最 后 ,我 们 将 介绍 动态 规划 的 算法 范式 ,在 解释 这 种 范式 原理 之 后 ， 将 给 出 例题 
说 明 。 
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8. 1.2 用 递 推 关 系 构造 模型 


我 们 可 以 使 用 递 推 关系 构造 各 种 问题 的 模型 ， 例 如 找 复 利 ( 见 2.4 节 例 11)、 计 数 岛 上 的 兔 ssoessment》 


子 、 确 定 汉 诺 塔 难题 的 移动 次 数 ， 以 及 计数 具有 确定 性 质 的 比特 串 。 

例 1 说 明了 怎样 用 递 推 关 系 建立 关于 岛 上 兔子 数 的 模型 。 

兔子 和 斐 波 那 契 数 ”考虑 下 面 的 问题 ， 它 是 由 里 奥 那 多 ， 比萨 诺 ， 也 就 是 斐 波 那 契 ， 
于 13 世纪 在 《 算 书 (Liber abaci) 一 书 中 提出 来 的 。 一 对 刚 出 生 的 兔子 (一 公 一 母 ) 被 放 到 岛 上 。 
每 对 兔子 出 生 后 两 个 月 才 开 始 繁殖 后 代 。 如 图 1 所 示 ， 在 出 生 两 个 月 以 后 ， 每 对 兔子 在 每 个 月 














































都 将 繁殖 一 对 新 的 兔子 。 假 定 兔子 不 会 死去 ， 找 出 个 月 后 关于 岛 上 兔子 对 数 的 递 推 关系 。 
( 妆 光 多 个 月 大 ) (及 ， 总 对 数 
入 如 
| 1 
入 如 入 名 3 a 
| 各 鸠 验 堆 4 3 
验 旭 入 坊 重 姓 入 久久 如 
年 姐 入 久生 如 入 负 入 仙 人 借 负 
久久 入 钥 
图 1 岛 上 的 兔子 
解 用 _, 表示 个 月 后 的 兔子 对 数 。 我 们 将 证 明 六 (= 1，2，3，…) 是 斐 波 那 契 序列 
的 项 。 


可 以 用 递 推 关系 建立 兔子 数 的 模型 。 在 第 1 个 月 未 ， 岛 上 的 兔子 对 数 是 广 =1。 由 于 这 对 
兔子 在 第 2 个 月 没有 繁殖 ， 所 以 f, 二 1。 为 找到 nn 个 月 后 的 兔子 对 数 ， 要 把 前 一 个 月 岛 上 的 对 
数 f,_1 加 上 新 生 的 对 数 一 一 这 个 数 等 于 f,-;， 因 为 每 对 两 个 月 大 的 兔子 都 生出 一 对 新 兔子 。 

因此 ， 序 列 {f,) 满 足 递 推 关 系 

f= ft fs B23 
及 初始 条 件 有 二 1 和 户 =1。 由 于 这 个 递 推 关 系 和 初始 条 件 唯一 地 确定 了 这 个 序列 ， 所 以 了 个 
月 后 岛 上 的 兔子 对 数 由 第 ”个 斐 波 那 契 数 给 出 。 4 

例 2 涉及 一 个 著名 的 难题 。 

汉 诺 塔 ”19 世纪 后 期 由 法 国 数学 家 埃 德 沃 德 . 卢 卡 斯 发 明 的 一 个 流行 的 游戏 叫 作 汉 
诺 塔 ， 它 由 安装 在 一 个 板 上 的 3 根 柱子 和 若干 大 小 不 同 的 盘子 构成 。 开 始 时 ， 这 些 盘 子 按照 大 
小 的 次 序 放 在 第 一 根 柱 子 上 ， 大 盘子 在 底下 (如 图 2 所 示 ) 。 游 戏 的 规则 是 : 每 一 次 把 1 个 盘子 
从 一 根 柱子 移动 到 另 一 根 柱 子 ， 但 是 不 允许 这 个 盘子 放 在 比 它 小 的 盘子 上 面 。 游 戏 的 目标 是 把 
所 有 的 盘子 按照 大 小 次 序 都 放 到 第 二 根 柱子 上 ， 并 且 将 最 大 的 盘子 放 在 底部 。 

令 也 表示 解 风 个 盘子 的 汉 诺 塔 问题 所 需要 的 移动 次 数 。 建 立 一 个 关于 序列 { 瑟 ,的 递 推 关系 。 

解 ”开始 时 7 个 盘子 在 柱 1。 按 照 游 戏 规 则 ， 我 们 可 以 用 瓦 -, 次 移动 将 上 边 的 ”一 1 个 盘 
子 移 到 柱 3( 图 3 说 明了 此 刻 的 柱子 和 盘子 ) 。 在 这 些 移动 中 保留 最 大 的 盘子 不 动 。 然 后 ， 我 们 
用 一 次 移动 将 最 大 的 盘子 移 到 第 二 根 柱子 上 。 我 们 可 以 再 使 用 瓦 ,-: 次 移动 将 柱 3 上 的 ”一 1 个 
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盘子 移 到 柱 2， 把 它们 放 到 最 大 的 盘子 上 面 ， 这 个 最 大 的 盘子 一 直 放 在 柱 2 的 底部 。 这 表示 解 
nn 个 盘子 的 汉 诺 塔 问 题 所 需要 的 移动 次 数 为 2 再 ,_1 十 1 次。 





柱 2 柱 3 
图 2 汉 诺 塔 的 初始 位 置 





柱 1 柱 2 柱 3 
图 3 汉 诺 塔 的 一 个 中 间 位 置 


我 们 现在 证 明 解 决 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 问 题 的 移动 次 数 不 能 少 于 2H,_, 十 1 次 。 注 意 ， 在 移动 
最 大 的 盘子 之 前 ， 必 须要 将 n 一 1 个 更 小 的 盘子 移动 到 不 是 柱 1 的 柱子 上 ， 做 这 件 事 需要 至 少 
五 ,次 移动 ， 另 一 次 必要 的 移动 是 将 最 大 的 盘子 移 走 。 最 后 ， 将 这 ”一 1 个 更 小 的 盘子 移动 到 最 
大 的 盘子 上 需要 至 少 瓦 _, 次 移动 。 将 这 些 移动 次 数 相 加 就 是 完成 这 个 任务 的 移动 次 数 的 下 限 。 
我 们 的 结论 是 
H, = 2 互 ,十 1 
初始 条 件 是 互 =1， 因 为 依照 规则 一 个 盘子 可 以 用 1 次 移动 从 柱 1 移 到 柱 2。 
我 们 可 以 使 用 迭代 方法 求解 这 个 递 推 关 系 。 
H,= 2H, ,十 1 
二 2(2H, ;zy 十 1) 十 1 = 2:H, ;十 2 十 1 
二 2:(2, ;十 1) 十 2 十 1 二 2, ;十 2: 十 2 十 1 


一 2H 十 2 十 2 十 … 十 2 十 1 
二 2 十 2 十 … 十 2 十 1 
= 2"—1 
为 了 用 序列 前 面 的 项 表示 瓦 ,， 我 们 重复 地 用 到 这 个 递 推 关 系 。 在 倒数 第 二 个 等 式 中 用 了 
初始 条 件 Hi 二 1。 最 后 一 个 等 式 是 基于 等 比 序列 的 求 和 公式 得 出 的 ， 这 个 公式 可 以 在 2.4 节 的 
定理 1 中 找到 。 
用 迭代 方法 找 出 了 具有 初始 条 件 Hi 二 1 的 递 推 关 系 瓦 , 王 2 五 十 1 的 解 。 这 个 公式 可 以 用 
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数学 归纳 法 证 明 。 证 明 留 给 读者 作为 本 节 的 练习 1 。 

关于 这 个 难题 有 一 个 古老 的 传说 ， 在 汉 诺 有 一 座 塔 ， 那里 的 僧 倡 按照 这 个 游戏 的 规则 从 一 
个 柱子 到 另 一 个 柱子 移动 64 个 金 盘 子 ， 据 说 当 他 们 结束 游戏 时 世界 就 到 了 末日 。 如 果 这 些 僧 
侣 1 秒 移动 1 个 盘子 ， 这 个 世界 将 在 他 们 开始 多 久 以 后 终结 ? 

根据 这 个 显 式 公式 ， 僧 侣 需要 

2 一 圭一 18 446 744 073 709 551 615 
次 移动 来 搬 这 些 盘 子 。 每 次 移动 需要 1 秒 ， 他 们 将 用 5000 亿 年 来 求解 这 个 难题 ， 因 此 这 个 世 
界 的 寿命 应 该 相当 长 。 q 

评注 许多 人 研究 了 源 自 例 5 所 述 汉 诺 塔 难题 的 各 种 问题 。 某 些 问 题 用 到 更 多 的 柱子 ， 某 
些 问 题 允 许 同样 大 小 的 盘子 ， 某 些 问题 对 盘子 的 移动 类 型 加 以 限制 。 一 个 最 古老 和 最 有 趣 的 问 
题 是 雷 夫 难题 5 ， 它 是 1907 年 由 亨利 。 杜 德 尼 在 他 的 (坎特伯雷 迹 题 )(Canterbury Puzzle) 一 书 中 
提出 来 的 。 这 个 难题 是 雷 夫 提出 的 ， 他 让 一 个 朝圣 者 把 一 堆 各 种 大 小 的 奶酪 从 4 个 合子 中 的 一 个 
移 到 另 一 个 ， 移 动 中 不 允许 把 直径 较 大 的 奶 酷 放 在 较 小 的 奶 酷 上面 。 如 果 用 柱子 和 盘子 的 概念 
来 表述 雷 夫 难题 ， 除 了 使 用 4 根 柱 子 之 外 ， 其 他 和 汉 诺 塔 的 规则 一 样 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 把 汉 诺 
塔 问题 推广 到 p(p 这 3) 根 柱子 的 情形 。( 需 要 说 明 的 是 ， 已 有 公开 声明 说 解决 了 这 个 问题 ,不 过 
这 并 未 获 专家 认可 。) 然 而 ，2014 年 Thierry Bousch 证 明了 求解 nn 个 盘子 的 雷 夫 难 题 所 需要 的 最 少 
移动 次 数 ， 它 等 于 由 弗 萌 姆 (Frame) 和 斯 图 尔 特 (Stewart) 在 1939 年 发 明 的 算法 所 使 用 的 移动 次 
数 。( 更 详细 的 信息 参见 本 节 末 的 练习 38~45 和 [St94] 及 [Bol4]。) 

例 3 说 明了 怎样 用 递 推 关系 计数 具有 指定 长 度 和 某 种 性 质 的 比特 串 。 

@ 归 对 于 不 含 ?个 连续 0 的 nn 位 比特 串 的 个 数 ， 找 出 递 推 关系 和 初始 条 件 。 有 和 多少 个 这 
样 的 5 位 比特 串 ? 

解 ” 设 as 表示 不 含 2 个 连续 0 的 nn 位 比特 串 的 个 数 。 我 们 将 假定 mn 三 3， 比 特 串 至 少 有 3 
位 。n 位 比特 串 可 以 分 为 以 1 结尾 的 和 以 0 结尾 的 。 

精确 地 说 ,不 含 2 个 连续 0 并 以 1 结尾 的 n 位 比特 串 就 是 在 不 含 2 个 连续 0 的 n 一 1 位 比特 
串 的 尾部 加 上 一 个 1。 因 此 存在 a,_; 个 这 样 的 比特 串 。 

不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 n 位 比特 串 的 n 一 1 位 必须 是 1， 否则 就 将 以 2 个 0 结尾 。 因 
而 ， 精 确 地 说 ， 不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 nn 位 比特 串 就 是 在 不 含 2 个 连续 0 的 n 一 2 位 比特 
串 的 尾部 加 上 10。 因 此 存在 a,_;: 个 这 样 的 比特 串 。 

如 图 4 所 示 ， 可 以 断言 对 于 n 三 3， 有 

| 


不 含 2 个 连续 0 的 n 
位 比特 串 的 个 数 : 


: 含 2 个 连续 0 芯 
i 
ys 任何 不 含 2 个 连续 0 的 
es -2 位 比特 雪 证， We 


总 共 : Ui = An1t+ an 2 
图 4 计数 不 含 2 个 连续 0 的 mn 位 比特 串 


初始 条 件 是 a 二 2， 因 为 1 位 的 比特 串 是 0 或 1， 没 有 连续 的 2 个 0。 而 as 二 3， 因 为 2 位 
的 比特 串 中 满足 条 件 的 是 01、10 和 11。 使 用 3 次 递 推 关系 就 可 得 到 as 





昌 ” 雷 夫 (Reve) ， 更 常见 的 是 拼写 为 reeve， 这 个 词 在 古代 是 指 地 方 长 官 (governor) 。 
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aa 一 十 ai 一 3 十 2 一 5 

2 一 0 十 ca 一 5 十 3 一 8 

&s = 4 二 ds 8 十 8 13 可 
评注 注意 {a,} 和 斐 波 那 契 序 列 满足 同样 的 递 推 关系 。 因 为 w 三 万 且 ww 王 几 ， 从 而 有 a, 王 














We 
例 4 说 明 怎 样 用 递 推 关系 建立 编码 字数 的 模型 ， 这 种 编码 字 是 通过 确定 的 有 效 性 检测 所 多 
许 的 。 

@ 世 编码 字 的 枚 举 ”如 果 一 个 十 进 制 数字 串 包 含 偶数 个 0， 计算 机 系统 就 把 它 作 为 一 个 
有 效 的 编码 字 。 例 如 ，1230407869 是 有 效 的 ， 而 120987045608 不 是 有 效 的 。 设 a, 是 有 效 的 n 
位 编码 字 的 个 数 。 找 出 一 个 关于 a, 的 递 推 关系 。 

解 注意 ww 王 9， 因 为 存在 10 个 1 位 十 进 制 数字 串 ， 并 且 只 有 一 个 即 串 0 是 无 效 的 。 通 过 
考虑 怎样 由 n 一 1 位 的 数字 串 构 成 一 个 n 位 有 效 数 字 串 ,就 可 以 推导 出 关于 这 个 序列 的 递 推 关 
系 。 从 少 1 位 数字 的 串 构 成 n 位 有 效 数字 串 有 两 种 方式 。 

第 一 种 ， 在 一 个 n 一 1 位 的 有 效 数 字 串 后 面 加 上 一 个 非 0 的 数字 就 可 以 得 到 一 个 nn 位 的 有 
效 数字 串 。 加 这 个 数字 的 方式 有 9 种 。 因 此 用 这 种 方法 构成 n 位 有 效 数 字 串 的 方式 有 9a,_1 种 。 

第 二 种 ， 在 一 个 无 效 的 n 一 1 位 数字 串 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 冯 位 有 效 的 数字 串 。( 这 
将 产生 具有 偶数 个 0 的 串 ， 因 为 无 效 的 "一 1 位 数字 串 有 奇数 个 0。) 这 样 做 的 方式 数 等 于 无 效 的 
n 一 1 位 数字 串 的 个 数 。 因 为 存在 10” 个 n 一 1 位 数字 串 ， 其 中 有 ww -: 个 是 有 效 的 ， 所 以 通过 在 
无 效 的 n 一 1 位 数字 串 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 10” 一 :个 冯 位 的 有 效 数 字 串 。 

因为 所 有 的 n 位 有 效 数字 串 都 用 这 两 种 方式 之 一 产生 ， 所 以 存在 

本 三 9 站 休克 = 71》 
= 0 
个 nn 位 有 效 数字 串 。 4 

例 5 中 的 递 推 关系 在 许多 不 同 的 场合 都 可 以 见 到 。 

求 关于 C, 的 递 推 关系 ， 其 中 C, 是 通过 对 十 1 个 数 z。* zl， zs*，…。 xz, 的 乘积 
加 括号 来 规定 乘法 的 次 序 的 方式 数 。 例 如 ，C; 二 5， 因 为 对 x。* xz， x，*，x3 有 5 种 加 括号 的 方 
式 来 确定 乘法 的 次 序 : 

0 
Wo KC Ri) Ry eg CR (ny ws) 

解 ” 为 了 求 关 于 C 的 递 推 关系 ,我们 注意 到 无 论 怎样 在 xz。* xi， x2。，…。 x, 中 插入 括 
号 ， 总 有 一 个 “。” 运 算 符 留 在 所 有 括号 的 外 边 ， 即 执行 最 后 一 次 乘法 的 运算 符 。[ 例 如 ， 在 
(zo。，(z1， zs))。xs 中 的 最 后 一 个 运算 符 、 在 (zx,* x1)，(x,， zx;) 中 的 第 二 个 运算 符 .] 这 个 最 
后 的 运算 符 出 现在 nn 十 1 个 数 中 的 两 个 数 之 间 ， 比 如 说 x; 和 zi 之 间 。 当 最 后 的 运算 符 出 现在 
Zt 和 Ziti 之 间 时 ， 存 在 CiC,_,_1 种 方式 插入 括号 来 确定 n 十 1 个 数 被 乘 的 次 序 ， 因 为 有 C 种 方 
式 在 乘积 ze。z。…。xz 中 插入 括号 来 确定 这 十 1 个 数 的 乘法 次 序 ， 所 以 有 C,_,-1 种 方式 在 
乘积 xii1， xi4。，…。 x, 中 插入 插 号 来 确定 这 nn 一 个 数 的 乘法 次 序 。 由 于 这 个 最 后 的 运算 符 可 
能 出 现在 ?十 1 个 数 的 任 两 个 数 之 间 ， 所 以 

GG. = CG Gs 


这 个 弟 推 关系 可 以 用 生成 函数 的 方法 求解 ， 这 种 方法 将 在 8.4 节 讨 论 。 可 以 证 明 C= 


Cl2n，n)/(n 十 1)( 见 8.4 节 的 练习 43) 并 且 C, 一 二 大 (参见 [GrKnPag4])， 序列 {C,} 是 卡 塔 兰 
和 “人 雹 
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(CCatalan) 数 的 序列 。 这 个 序列 以 尤 金 查尔斯 ， 卡 塔 兰 命名 ， 它 是 除了 上 例 之 外 的 许多 不 同 计 
数 问题 的 解 ( 细 节 见 LMiRo91j 或 LRo84aj 中 有 关卡 塔 兰 数 的 一 章 )。 


8. 1.3 算法 与 递 推 关系 

递 推 关系 在 一 些 算法 研究 和 算法 复杂 度 方面 起 着 重要 作用 。 在 8. 3 节 ， 我 们 将 说 明 如 何 使 
用 递 推 关 系 分 析 分 而 治之 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 如 在 5. 4 节 中 的 归并 排序 算法 。 可 以 在 8. 3 节 看 
到 ， 分 治 算法 递归 地 将 一 个 问题 分 解 为 一 个 固定 数量 的 非 重 全 的 子 问题 ， 直 到 子 问 题 简单 到 可 
以 直接 求解 。 我 们 在 本 节 的 最 后 将 介绍 另 一 种 算法 范式 一 一 动态 规划 ， 它 可 以 有 效 地 用 于 解决 
许多 优化 问题 。 

遵循 动态 规划 范式 的 算法 是 将 问题 递归 地 分 解 为 更 简单 的 重合 子 问题 ,通过 子 问题 的 解决 
来 解决 原 问 题 。 一 般 地 ， 递 推 关系 用 于 通过 子 问题 求解 找到 全 局 问题 的 解决 方法 。 动 态 规 划 已 
经 用 于 解决 广泛 领域 的 一 些 重要 问题 ， 包 括 经 济 、 计 算 机 视觉 、 语 音 识别 、 人 工 智能 、 计 算 图 
形 学 和 生物 信息 学 。 在 本 节 中 我 们 将 说 明 运用 动态 规划 设计 算法 解决 调度 问题 。 在 此 之 前 ， 我 
们 将 介绍 动态 规划 这 个 名 称 的 有 趣 来 源 ， 它 由 数学 家 理 查 德 。 贝尔 曼 在 20 世纪 50 年 代 提 出 。 
贝尔 曼 当 时 在 RAND 公司 工作 ， 参 与 美国 军 方 的 一 个 项 目 。 当 时 ,美国 国防 部 对 数学 研究 有 
反感 。 为 了 保证 获得 资助 ， 贝 尔 曼 必须 想 一 个 与 数学 无 关 的 用 于 解决 调度 和 规划 问题 的 名 字 。 
他 决定 用 一 个 形容 词 一 一 动态 。 因 为 “使 用 动态 这 个 单词 不 可 能 有 贬义 ”， 他 认为 “动态 规划 
是 连 国会 都 不 会 反对 的 ”。 

动态 规划 实例 说 明 动 态 规划 的 问题 与 3. 1 节 中 例 7 相关 。 那 个 问题 的 目标 是 在 一 个 讲座 
厅 中 安排 尽 可 能 多 的 讲座 。 这 些 讲座 预 设 了 开始 和 结束 时 间 。 一 旦 一 个 讲座 开始 ， 它 将 进行 直 
到 结束 。 两 个 讲座 不 可 以 安排 在 同一 时 间 段 内 ， 一 个 讲座 可 从 另 一 个 讲座 结束 时 开始 。 在 5.1 
节 例 12 我 们 提出 了 一 种 贪心 算法 可 以 得 到 一 个 优化 的 安排 。 现 在 我 们 的 目标 不 是 安排 尽 可 能 
多 的 讲座 ， 而 是 尽 可 能 多 地 合并 已 规划 讲座 的 参与 者 。 

我 们 形式 化 这 个 问题 : 设 有 ?个 讲座 ， 讲 座 7 开始 于 时 间 t;， 结 束 于 时 间 e ， 有 rw 个 学 生 
参与 。 我 们 需要 规划 最 大 的 参与 学 生 人 数 。 即 我 们 希望 规划 一 组 讲座 使 得 在 所 有 安排 的 讲座 中 
zj 之 和 最 大 。( 注 意 ， 当 一 个 学 生 参 与 了 多 个 讲座 时 ， 这 个 学 生 通 过 他 参与 的 讲座 数 来 计数 。) 
我 们 用 T(j) 来 表示 由 一 个 优化 调度 得 到 的 前 j 场 讲座 的 最 大 参与 总 数 ，T(z) 就 是 一 个 优化 调 
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尤 金 . 查尔斯 。 卡 塔 兰 (Eugane Charles Catalan，1814 一 1894) 卡 塔 兰 出 生 在 布 

鲁 日 ， 当 时 是 法 国 的 一 部 分 。 他 的 父亲 在 巴黎 成 为 一 个 成 功 的 建筑 师 ， 当 时 尤 金 还 
是 一 个 小 男孩 。 由 于 希望 跟随 父亲 的 脚步 ， 卡 塔 兰 进入 巴黎 学 校 学 习 设 计 。15 岁 时 ， 
他 赢得 了 一 个 给 他 在 设计 学 校 的 同学 教 几 何 的 工作 。 毕 业 后 ， 卡 塔 兰 进入 了 一 所 美 
术 学 院 ， 但 因为 他 对 数学 的 兴趣 ， 他 的 导师 建议 他 进入 巴黎 理工 学 院 。 因 此 ， 他 成 
为 理工 学 院 的 一 名 学 生 ， 但 学 习 一 年 后 ， 他 因为 政治 原因 而 被 开除 ， 然 而 ， 他 又 重 
pa eA dio 新 人 学 ， 并 于 1835 年 毕业 ， 还 赢得 了 马 恩河 畔 沙 隆 学 院 的 一 个 职位 。 
Photo 1838 年 ， 卡 塔 兰 回 到 巴黎 ， 在 那里 ， 他 与 另外 两 位 数学 家 斯 特 姆 和 刘 维 尔 成 立 
了 一 个 预科 学 校 。 从 事 教 学 工作 很 短 的 时 间 后 ， 他 在 巴黎 综合 理工 学 院 获 得 一 个 职位 。1841 年 ， 他 获得 
了 理工 学 院 博士 学 位 ， 但 他 赞成 法 国共 和 国 的 政治 活动 影响 了 他 的 职业 前 景 。1846 年 卡 塔 兰 在 查理 曼 学 
院 得 到 了 一 个 职位 ，1849 年 他 被 委派 到 圣路易斯 中 学 。 然 而 ， 卡 塔 兰 没有 按 要 求 对 新 皇帝 路 易 - 拿 破 
仑 ， 波 拿 巴 效忠 宣 看 ， 并 因此 失去 了 工作 。 在 这 之 后 的 13 年 中 ， 他 一 直 没 有 固定 的 工作 。1865 年 ， 他 
被 任命 为 比利时 列 日 大 学 的 数学 主任 ， 他 在 这 个 位 置 直到 1884 年 退休 。 

卡 塔 兰 对 数论 和 连 分 数 的 相关 课题 做 出 了 许多 贡献 。 他 在 解决 使 用 非 交 叉 对 角 线 分 割 多 边 形 成 为 三 
角形 问题 时 ， 定 义 了 卡 塔 兰 数 。 他 的 卡 塔 兰 猜想 也 非常 著名 。 这 个 猜想 提出 只 有 8 和 9 是 唯一 的 连续 整 
数 寡 ， 这 直到 2003 年 才 被 证 明 。 卡 塔 兰 写 了 许多 教科 书 ， 其 中 有 的 颇 为 流行 并 且 有 的 出 版 了 多 达 12 个 
版 本 。 也 许 这 本 教科 书 将 有 出 版 第 12 版 的 一 天 ! 











度 得 到 的 对 于 所 有 n 个 讲座 的 最 大 参与 总 数 。 

我 们 首先 将 讲座 结束 时 间 升 序 排序 。 此 后 ， 我 们 重新 编号 讲座 ，e 委 e 委 … 近 e。 我 们 说 
两 个 讲座 是 相 容 的 当 它们 能 成 为 一 个 规划 的 一 个 部 分 。 即 ， 它 们 的 时 间 不 会 重 友 。( 不 同 于 一 
个 结束 而 同时 另 一 个 开始 .) 对 于 e 委 5 ， 我 们 定义 p()) 为 最 大 整数 i，i 二 ij， 如 果 这 个 整数 存 
在 ; 否则 p(j) = 二 0。 这 样 ， 如 果 存 在 ， 讲 座 p(j) 是 与 讲座 ) 相 容 的 在 讲座 j 前 结束 的 结束 最 晚 
的 讲座 。 否 则 p(j) = 二 0， 这 样 的 讲座 不 存在 。 

考虑 7 个 讲座 开始 和 结束 时 间 ， 如 图 5 所 示 。 














8:00 9:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00 


5 一 个 展示 p(h) 值 的 讲座 规划 


讲座 1: 开始 8 :00， 结 束 10 :00 讲座 3:， 开始 10 :30， 结 束 12 :00 
讲座 2: 开始 9 :00， 结 束 11 :00 讲座 4: 开始 9:30， 结 束 13 :00 


Links > 








理 查 德 。 贝尔 曼 (Richard Bellman，1920 一 1984) 贝尔 曼 出 生 在 布鲁克 林 ， 他 的 
父亲 开 了 一 家 杂货 店 。 还 是 一 个 孩子 时 ， 他 花 了 很 多 时 间 在 纽约 的 博物 馆 和 图 书馆 。 
高 中 毕业 后 ， 他 在 布鲁克 林学 院 学 习 数 学 ， 并 于 1941 年 毕业 。 他 开始 在 约翰 霍 普 金 
斯 大 学 读 研究 生 ， 但 由 于 战争 ， 他 离开 约翰 霍 普 金 斯 大 学 ， 转 而 在 威斯康星 大 学 教 
电子 学 。 他 在 威斯康星 大 学 继续 数学 研究 ， 并 于 1943 年 获得 了 硕士 学 位 。 后 来 ， 贝 
尔 曼 进入 普林斯顿 大 学 ， 针 对 一 个 特殊 的 美国 陆军 计划 进行 教学 。1944 年 年 底 ， 他 
©Alfred Eisenstaedy/The 应 征 入 伍 。 他 被 分 配 到 洛斯 阿拉 莫 斯 国 家 实验 室 参与 曼哈顿 计划 。 在 那里 ， 他 研究 
2 理论 物理 。 战争 结束 后 ， 他 回 到 普林斯顿 大 学 ， 并 在 1946 年 获得 博士 学 位 。 

在 普林斯顿 大 学 任教 较 短 的 时 间 后 ， 他 转 到 美国 斯 坦 福 大 学 ， 并 获得 了 终身 教 
职 。 在 斯 坦 福 大 学 ， 他 着 迷 于 数论 研究 。 然 而 ， 贝 尔 曼 更 集中 于 现实 世界 中 所 产生 的 数学 问题 。1952 
年 ， 他 加 入 了 兰 德 公司 ， 研 究 多 级 决策 过 程 、 运 筹 学 问题 及 其 在 社会 科学 和 医学 中 的 应 用 。 他 在 兰 德 公 
司 参与 了 多 个 军事 项 目的 研究 。1965 年 ， 他 离开 兰 德 公司 ， 成 为 南 加 州 大 学 数学 、 电 气 、 生 物 医 学 工程 
和 医学 教授 。 

在 20 世纪 50 年 代 ， 贝 尔 曼 率 先 在 大 范围 的 场景 下 使 用 早先 发 明 的 动态 规划 。 他 在 随机 控制 流程 方 
面 的 工作 也 是 众所周知 的 ， 他 引入 了 贝尔 曼 方程 。 他 创造 了 维 数 灾难 一 词 ， 用 于 描述 在 空间 中 增加 额外 
维度 引起 的 指数 数量 增加 的 问题 。 他 写 了 惊人 数量 的 书籍 和 合 著 论文 ， 其 中 大 多 数 针对 工业 生产 和 经 济 
系统 。 他 的 工作 使 得 计算 技术 在 各 种 领域 得 到 应 用 ， 这 些 领域 从 空间 飞行 器 的 制导 系统 设计 ， 到 网 络 优 
化 ， 甚 至 涉及 病虫害 防治 。 

不 幸 的 是 ，1973 年 贝尔 曼 被 诊断 出 患 有 脑 瘤 。 虽 然 被 成 功 摘除 ， 但 并 发 症 给 他 留 下 了 严重 残疾 。 幸 
运 的 是 ， 在 余下 的 10 年 里 ， 他 尝试 着 继续 研究 和 写作 。 贝 尔 曼 获 得 了 许多 奖金 和 奖项 ， 其 中 包括 第 一 届 
诺 伯 特 。 维 纳 应 用 数学 奖 和 IEEE 金奖 荣誉 。 他 被 选 和 人 美国 国家 科学 院 。 他 被 认为 具有 很 高 的 成 就 、 勇 
气 和 令 人 钦佩 素质 。 贝 尔 曼 是 两 个 孩子 的 父亲 。 
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讲座 5: 开始 8 :30， 结 束 14 :00 讲座 7: 开始 13 :00， 结 束 14 :00 

讲座 6: 开始 11 :00， 结 束 14 :00 

对 于 7=1，2，，7; 计算 p(7)。 

解 ”我们 可 以 得 到 p(1)==0 和 p(2) 二 0。 因 为 没有 讲座 结束 时 间 在 这 两 个 讲座 开始 之 前 。 
可 得 到 p(3) = 二 1， 因 为 讲座 3 和 讲座 1 是 相 容 的 。 但 讲座 3 和 讲座 2 不 相 容 。p(4) = 二 0， 因 为 讲 
座 4 与 讲座 1、2、3 都 不 相 容 。p(5) 二 0;- 因 为 讲座 5 与 讲座 1、2、3、4 都 不 相 容 。z(6) 王 2， 
因为 讲座 6 和 讲座 2 是 相 容 的 。 但 讲座 6 和 讲座 3、4、5 不 相 容 。 最 后 p(7) = 二 4， 因 为 讲座 7 
和 讲座 4 是 相 容 的 。 但 讲座 7 和 讲座 5、6 不 相 容 。 4 

为 了 设计 一 个 解决 这 个 问题 的 动态 规划 算法 ,我 们 首先 提出 一 个 关键 的 递 推 关系 。 首 先 注 
意 jn。 对 于 前 ; 个 讲座 ， 有 两 种 可 能 的 优化 调度 (注意 ,我 们 已 经 将 nn 个 讲座 按 结束 时 间 升 
序 排序 ): (iD 讲座 7) 属于 优化 调度 ; (让 ) 它 不 属于 。 、 

情况 (D : 我 们 知道 讲座 p(j) 十 1，…，j 一 1 不 可 能 属于 这 个 规划 ， 因 为 这 些 讲座 与 讲座 j 
都 不 相 容 。 进 一 步 ， 在 优化 调度 中 的 其 他 讲座 必定 包括 了 讲座 1，2，…，z(7) 的 一 个 优化 调 
度 。 因 为 如 果 对 于 ]，2，…，p(j) 有 更 好 的 优化 调度 ， 通 过 加 上 讲座 ;}， 我 们 将 得 一 个 比 总 体 
优化 调度 更 好 的 规划 。 所 以 ， 在 情况 (CD 下 ，TGOD) 三 内 十 TbG7))。 

情况 (ii) ， 当 讲 座 7 不 属于 一 个 优化 调度 时 ,讲座 1，2，…，j 的 优化 调度 就 与 讲座 1， 
2，…,j 一 1 的 一 样 。 因 此 ， 在 情况 (让 下 ，T(j)= 二 TT(j 一 1)。 结 合 情 况 (i) 和 (ii)， 可 得 到 一 个 递 
推 关 系 : 

T()=max(w,++ T(p(7)), T(j—1)) 

现在 我 们 得 到 这 个 递 推 关系 ， 我 们 将 设计 一 个 有 效 算法 (算法 1) 来 计算 最 大 的 参与 总 数 。 
在 计算 之 后 ， 通 过 保存 每 一 个 T(j) 值 来 保证 这 个 算法 是 有 效 的 。 这 样 可 以 只 计算 TT(j) 一 次 。 
如 果 不 这 样 ， 算 法 将 有 指数 级 最 坏 情 况 时 间 复 杂 度 。 保 存 每 一 次 计算 值 的 过 程 称 为 记忆 ， 这 对 
于 提高 递归 算法 效率 是 很 重要 的 技术 。 


算法 1 调度 讲座 的 动态 规划 算法 
Procedure Maximum Attendees(si1 ，s。，…，s,: 讲座 的 开始 时 间 ; el ，e; ，…，e,: 讲座 的 结束 时 间 ; 
Wy Woy Wn 讲座 的 参与 人 数 ) 
将 讲座 按 结束 时 间 排 序 ， 并 重新 标记 讲座 ， 保 证 e1 es 过 … 过 ee， 
for ; :=1] ton 
让 没有 任务 i(i<7) 与 任务 j 相 兼容 ; 
pi)=0 
else p(j) :二 max(i|i 过 j 并 且 任 务 i 与 任务 ) 相 兼容 ) 
T(0) :=0 
for 7 :=] ton 
TO) :=max(w;T TCp(7)), T(I—1)) 
return T(n){T(n) 是 最 大 的 参与 人 数 } 














在 算法 1 中 ， 我 们 通过 一 个 讲座 调度 方案 确定 最 大 的 参与 人 数 ， 但 我 们 不 能 找到 获得 最 大 
人 数 的 调度 方案 。 为 了 找到 这 个 调度 方案 ， 我 们 用 到 这 个 事实 : 对 于 前 7 个 讲座 ， 讲 座 j 属于 
一 个 优化 方案 当 且 仅 当 wj; 十 T(p(j)) 宇 T(j 一 1)。 我 们 将 这 个 问题 留 作 练习 53， 基 于 这 个 观察 
设计 一 个 算法 ， 以 确定 哪些 讲座 应 该 在 获得 最 大 参与 人 数 的 调度 方案 中 。 

算法 1 是 动态 规划 的 一 个 好 例子 ， 因 为 通过 重 秋 的 子 问题 的 优化 方案 找到 了 最 大 参与 人 
数 。 每 一 个 子 问题 确定 前 7 个 讲座 的 最 大 参与 人 数 ，1 二 过 n 一 1。 其 他 动态 规划 例子 参见 练习 
56 和 57 以 及 补充 练习 14 和 17。 


练 
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习 

用 数学 归纳 法 验证 在 例 2 导出 的 求解 汉 诺 塔 难 题 所 需 移动 次 数 的 公式 。 
a) 找 到 一 个 关于 n 元素 集 合 的 排列 数 的 递 推 关系 。 

b) 通 过 迭代 用 这 个 递 推 关系 求 元 素 集合 的 排列 数 。 


. 一 台 出 售 邮票 短 的 售 货 机 只 接受 1 美元 硬币 、1 美元 纸币 以 及 5 美元 纸币 。 


a) 找 出 与 放 n 美 元 到 这 台 售 货机 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 ， 这 里 要 考虑 硬币 和 纸币 放 入 的 次 序 。 
b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 一 本 邮票 每 需 10 美元 ， 有 多 少 种 方式 付款 ? 


. 一 个 国家 使 用 的 硬币 价值 为 1 比索 、2 比索 、5 比索 和 10 比索 ， 纸 币 的 价值 为 5 比索 、10 比索 、20 比 


索 、50 比索 和 100 比索 。 如 果 考 虑 付 硬币 和 纸币 的 次 序 ， 求 一 个 与 付 n 比索 账单 的 方式 数 有 关 的 递 推 
关系 。 


5. 如 果 考 虑 付 硬币 和 纸币 的 次 序 ， 那么 使 用 练习 4 描述 的 货币 系统 付 17 比索 的 账单 有 多 少 种 方式 ? 


9 


. a) 设 nn 是正 整数 ， 求 一 个 与 下 述 正 整数 序列 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 这 种 序列 以 1 作为 首 项 ， 以 作 
为 末 项 ， 并 且 是 严格 递增 的 。 即 序列 ca ， CQ2， ”CQk， 其 中 ar=1y a = 且 对 j=1， ee 
ls ee 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
©) 当 是 大 于 等 于 2 的 正 整数 时 ， 有 多 少 个 a 中 所 描述 的 序列 ? 


. a) 求 与 包含 2 个 连续 0 的 nn 位 比特 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 包 含 2 个 连续 0 的 7 位 比特 串 有 多 少 个 ? 


. a) 求 与 包含 3 个 连续 0 的 nn 位 比特 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 包 含 3 个 连续 0 的 7 位 比特 串 有 多 少 个 ? 
a) 求 与 不 包含 3 个 连续 0 的 ?位 比特 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


bb) 初始 条 件 是 什么 ? ec) 不 包含 3 个 连续 0 的 7 位 比特 串 有 多 少 个 ? 


关 了 有 9。 


11. 


12. 


a) 求 与 包含 01 的 nn 位 比特 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 

c) 包 含 01 的 7 位 比特 串 有 多 少 个 ? 

a) 一 个 人 有 息 阶梯 ， 如 果 每 次 可 以 上 1 或 2 阶 , 求 与 候 n 阶 阶梯 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 这 个 人 疏 8 阶 阶梯 上 飞机 有 多 少 种 方式 ? 
a) 如 果 一 个 人 爬 阶梯 每 次 可 以 上 1、2 或 3 阶 , 求 与 候 n 阶 阶梯 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 这 个 人 疏 8 阶 阶梯 上 飞机 有 多 少 种 方式 ? 


一 个 只 包含 0、1 和 2 的 串 叫 作 三 进 制 串 。 


13, 


14. 


* 15. 


* 16. 


a 
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19. 


a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 的 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 不 包含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制 串 有 多 少 个 ? 

a) 求 与 包含 2 个 连续 0 的 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 包 含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制 串 有 多 少 个 ? 

a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 6 位 三 进 制 串 有 多 少 个 ? 
a) 求 与 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 nn 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 中 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 6 位 三 进 制 串 有 多 少 个 ? 
a) 求 与 不 包含 连续 的 相同 符号 的 位 三 进 制 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 不 包含 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进 制 串 有 多 少 个 ? 

a) 求 包含 2 个 连续 的 相同 符号 的 位 三 进 制 串 的 个 数 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 中 包含 2 个 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进 制 串 有 多 少 个 ? 


信息 通过 信道 传送 要 使 用 两 个 信号 。 一 个 信号 的 传送 需要 1 微 秒 ， 而 另 一 个 信号 的 传送 需要 2 微 秒 。 
a) 求 与 在 nn 微 秒 内 发 送 的 不 同 信 息 数 有 关 的 递 推 关 系 ， 其 中 信息 由 这 两 个 信号 的 序列 构成 ， 并且 信 
息 中 的 每 个 信号 后 面 都 紧 跟 着 下 一 个 信号 。 


20， 


21. 


* 22。 


关 23。 


24. 
25. 
26. 


27. 


28. 


* 29; 


30. 


31. 


闪光 2。 


高 级 计数 技 太 451 





b) 初 始 条 件 是 什么 ? 

c) 用 这 两 个 信号 在 10 微 秒 内 可 以 发 送 多 少 条 不 同 的 信息 ? 

一 个 汽车 司机 只 用 5 美 分 和 10 美 分 硬币 付 过 桥 费 ， 每 次 向 收费 机 投 一 个 硬币 。 

a) 求 与 这 个 汽车 司机 付费 n 美 分 的 不 同方 式 数 有 关 的 递 推 关 系 (考虑 使 用 硬币 的 次 序 ) 。 

b) 这 个 司机 付费 45 美 分 有 多 少 种 可 能 的 方式 ? 

a) 如 果 R, 是 一 个 平面 被 2 条 直线 划分 出 的 区 域 个 数 ， 其 中 没有 两 条 直线 是 平行 的 ， 也 没有 3 条 直线 
交 于 一 点 ， 找 出 由 R, 满足 的 递 推 关系 。 

b) 使 用 迭代 求 出 R,。 

a) 找 出 由 R, 满足 的 递 推 关系 ， 其 中 R, 是 一 个 球面 被 4 个 大 圆 (球面 与 通过 球 心 的 平面 的 交 线 ) 划 分 
的 区 域 个 数 ， 如 果 没 有 3 个 大 圆 交 于 一 点 。 

b) 使 用 和 迭代 求 出 R,。 

a) 找 出 由 S, 满足 的 递 推 关系 ， 其 中 5, 是 三 维 空间 被 从 个 平面 分 成 的 区 域 数 ， 如 果 每 3 个 平面 交 于 一 
点 ， 但 没有 4 个 平面 交 于 一 点 。 

b) 使 用 和 迭代 求 出 S,。 

求 出 与 具有 偶数 个 0 的 位 比特 串 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

包含 偶数 个 0 的 7 位 比特 串 有 多 少 个 ? 

a) 找 到 与 用 1X2 的 多 米 诺 牌 完 全 覆盖 2Xn 的 棋盘 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。[ 提 示 : 分 别 考虑 对 横 
盘 右上 角 的 位 置 用 一 北 多米诺 牌 水 平 放 置 和 垂直 放置 的 覆盖 方式 。] 

b) 关 于 a 中 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 

c) 用 1X2 的 多 米 诺 牌 完全 覆盖 2X17 的 棋盘 有 多 少 种 方式 ? 

a) 用 地 砖 铺 一 条 人 行道 ， 地 砖 是 红色 、 绿 色 或 灰色 的 。 如 果 没 有 两 块 红 夸 相 邻 且 同色 的 地 砖 是 不 加 
区 别 的 ， 找 出 与 用 nn 块 砖 铺 一 条 路 的 方式 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 对 于 a 中 的 递 推 关系 有 什么 初始 条 件 ? 

c) 用 ?7 块 砖 铺 一 条 在 a 中 所 描述 的 路 有 和 多少 种 方式 ? 

证 明 斐 波 那 契 数 满足 递 推 关系 f, 二 5f,-4 十 3f,-s，n 二 5，6,，7,，…， 其 中 递 推 关 系 具 有 初始 条 件 

fo 二 0， 刻 = 二 1，f; 二 1，fs 二 2，f 二 3。 用 这 个 递 推 关 系 证 明 fs, 可 被 5 整除 ，z 一 1，2，3，… 

设 S(m，n) 表 示 从 mm 元素 集合 到 ”元素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 。 证 明 S(mx，n) 满 足 递 推 关 系 


= 
S(mn) =n"— DCn,k)SCm,k) 


其 中 m 宇 n 且 2 二 1， 初 始 条 件 是 Sm ，1) 王 1。 

a) 写 出 为 确定 相 乘 次 序 而 在 乘积 xz。* zi，z“。，z。2zi 中 加 括号 的 所 有 方式 。 

b) 使 用 在 例 5 所 建立 的 递 推 关系 计算 C, ， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 5 个 数 的 乘积 中 加 括号 的 方式 数 。 
验证 a 列 出 的 方式 数 是 正确 的 。 

c) 使 用 在 例 5 的 解答 中 所 提 到 的 关于 C, 的 封闭 公式 ， 通 过 求 出 C, 检验 b 得 到 的 结果 。 

a) 使 用 在 例 5 所 建立 的 递 推 关 系 确 定 C; ， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 6 个 数 的 乘积 中 加 括号 的 方式 数 。 

b) 使 用 在 例 5 的 解答 中 所 提 到 的 关于 C; 的 封闭 公式 检验 得 到 的 结果 。 

在 汉 诺 塔 难 题 中 ， 假 设 我 们 的 目标 是 把 所 有 的 nn 个 盘子 从 柱 1 移 到 柱 3， 但 我 们 不 能 直接 在 柱 1 和 柱 

3 之 间 移 动 盘子 。 每 次 移动 盘子 必须 通过 柱 2， 并 且 我 们 不 能 把 较 大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 上 面 。 

a) 找 出 与 求解 这 个 具有 附加 限制 条 件 的 个 盘子 的 难题 所 需 移 动 次 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 解 这 个 递 推 关 系 来 确定 求解 这 个 n 个 盘子 难题 所 需 移动 次 数 的 公式 。 

c) 有 多 少 种 不 同 的 方法 把 n 个 盘子 安排 在 3 个 柱子 上 使 得 没有 一 个 较 大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 上 面 ? 

d) 显 示 在 这 个 变形 难题 的 解 中 得 到 的 对 ”个 盘子 的 各 种 可 能 的 安排 。 


练习 33 一 37 是 格雷 厄 姆 (Graham)、 克 努 斯 (Knuth) 和 帕 塔 什 尼 克 (Patashnik) 在 [GrKnPa94] 所 描述 的 约 
瑟 夫 问题 (Josephus Problem) 的 一 种 变形 。 这 个 问题 来 源 于 历史 学 家 弗 拉 维 包 斯。 约瑟夫 的 一 本 账 。41 
个 犹太 叛 民 在 一 世纪 犹太 罗马 战争 期 间 被 罗马 人 追赶 逃 入 山洞 ， 约 瑟 夫 是 这 群 人 中 的 一 个 。 这 些 叛 民 宁 
愿 死 也 不 愿 被 仓 。 他 们 决定 围 成 一 个 圆圈 并 且 围 着 这 个 圆圈 重复 数 数 ， 每 数 到 3 就 杀 掉 这 个 位 置 的 人 而 
留 下 其 他 的 人 。 但 是 约瑟夫 和 另 一 个 叛 民 不 愿意 这 样 被 杀 掉 。 他 们 确定 了 应 该 站 的 位 置 ， 是 最 后 两 个 活 
下 来 的 叛 民 。 我 们 考虑 的 问题 开始 时 有 妹 个 人 ， 记 为 1 到 ?2， 站 成 一 个 圆圈 。 每 一 步 ， 每 第 2 个 仍旧 活着 


Links》 





的 人 将 被 排除 ， 直 到 只 剩 下 一 个 人 为 止 。 我 们 把 生还 的 人 数 记 作 J (n)。 

33. 对 每 个 正 整 数 n 的 值 ，1 二 n 二 16， 确定 J(Cz) 的 值 。 

34. 使 用 你 在 练习 33 找到 的 值 猜想 一 个 关于 J(n) 的 公式 。[ 提 示 : 写 n 二 2" 十 &， 其 中 m 是 非 负 整 数 , 
是 小 于 2” 的 非 负 整数 。] 

35, 对 于 n 宇 1， 证 明 J (nn) 满足 递 推 关 系 J(2n) = 二 2J(n) 一 1 和 J (2n 十 1)==2J(n) 十 1,， 且 J (1)=1。 

36. 用 练习 35 的 递 推 关系 根据 数学 归纳 法 证 明 你 在 练习 34 所 猜想 的 公式 。 

37. 根据 关于 J《n) 的 公式 确定 J(100)、J(1000) 和 J(10 000) 。 

练习 38 一 45 涉及 雷 夫 难 题 ， 即 具有 4 个 柱 和 nn 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 变形 问题 。 在 给 出 这 些 练习 之 前 ， 我 们 

描述 一 个 弗 雷 姆 -斯 图 尔 特 (Frame-Stewart) 算 法 ， 它 把 盘子 从 柱 1 移 到 柱 4 并 且 没 有 较 大 的 盘子 放 在 较 小 

的 盘子 上 面 。 给 定 盘子 数 n 作 为 输入 ， 这 个 算法 依赖 于 一 个 整数 的 选择 ，1 二 kn。 当 只 有 一 个 盘子 

时 ， 把 它 从 柱 1 移 到 柱 4， 然 后 算法 停止 。 对 于 n 记 >1， 算 法 递归 地 使 用 下 面 的 3 步 。 首 先 使 用 所 有 的 4 

根 柱 递归 地 把 最 小 的 n 一 k 个 盘子 从 柱 1 移 到 柱 2。 下 一 步 使 用 汉 诺 塔 问题 的 三 根 柱 算法 ,不 使 用 放 n 一 

个 最 小 盘子 的 柱 ， 把 上 个 最 大 的 盘子 递归 地 从 柱 1 移 到 柱 4。 最 后 ， 使 用 所 有 4 根 柱 递归 地 将 n 一 个 最 

小 的 盘子 移 到 柱 4。 弗 雷 姆 和 斯 图 尔 特 证 明 ， 使 用 他 们 的 算法 ， 为 了 达到 最 少 的 移动 次 数 ， 应 该 选择 碌 

使 得 是 不 超过 第 有 个 三 角形 数 ii 一 klk 十 1)/2 的 最 小 的 正 整 数 ， 即 刀 -1 雪 2 魏 大 。 有 一 个 未 被 证 实 的 猜 

想 ， 称 为 弗 雷 姆 猜想 ， 就 是 不 管 盘子 怎样 移动 ， 该 算法 对 于 求解 这 个 难题 所 需要 的 移动 次 数 最 少 。 

38. 证 明 : 具有 3 个 盘子 的 雷 夫 难题 最 少 可 以 使 用 5 次 移动 求解 。 

39. 证 明 : 具有 4 个 盘子 的 雷 夫 难题 最 少 可 以 使 用 9 次 移动 求解 。 

40. 描述 弗 雷 姆 -斯 图 尔 特 算法 所 做 的 移动 ， 并 选择 使 得 在 下 面 每 种 情况 下 所 需要 的 移动 次 数 最 少 。 
a)5 个 盘子 b)6 个 盘子 7 个 故 于 d)8 个 盘子 

* 41, 证 明 : 如 果 R(n) 是 由 弗 雷 姆 -斯 图 尔 特 算法 求解 具有 个 盘子 的 雷 夫 难 题 所 使 用 的 移动 次 数 ， 这 里 选 
择 & 是 满足 n<k(k 十 1)/2 的 最 小 的 整数 ， 那 么 RCn) 满 足 递 推 关系 RC(n) 二 2R(n 一 &) 十 2: 一 1， 且 RC(0)= 
0, R(1)=1。 
x* 42. 证 明 : 如 果 上 有 像 练习 41 那样 选择 ， 那 么 R(n) 一 Rn 一 1)==2*-!。 


上 


* 43, 证 明 ， 如 果 像 练习 41 那样 选择 ， 那 么 RGn) = > ) i2™! 一 (ti 一 n)2! 。 
* 44. 对 所 有 的 整数 zx(1 委 ?* 魏 25) ， 用 练习 43 给 出 求解 雷 夫 难题 所 需 移动 次 数 的 上 界 。 
x* 45. 证 明 ; R(n) 是 OCVza2yz) 。 
设 {a,) 是 实数 序列 ， 这 个 序列 的 后 向 差分 递归 地 定义 如 下 : 
第 一 差分 Va, 是 
Va =an—an-1 
从 Vra, 得 到 第 k 十 1 差分 六” a,， 即 


大 十 1 EP i 
WE 


46. 求 关于 序列 {a,) 的 Va,， 其 中 
a)a, 一 4 b)a, =2n 
Ca, = qd)a, = 2” 


47. 对 于 在 练习 46 中 的 序列 求 V?a,。 
48. 证 明 ， a,_1 二 a, 一 Ya,。 
49. 证 明 : a,_s 二 a, 一 2 Va 十 Ya, 。 
* 50. 证 明 ; a 可 以 用 a,，Va,，V?a,，…，V*a, 的 项 表示 。 
Sl, 用 a,，Va,，V?a 的 项 表示 弟 推 关系 4a, 二 an-i 十 an-z。 
52. 证 明 : 关于 序列 {a,) 的 任何 递 推 关 系 都 可 以 用 a,，Va,，V?a,，… 的 项 表示 。 涉 及 这 个 序列 和 它 的 差 
分 的 等 式 叫 作 差分 方程 。 
* 53. 在 算法 1 之 后 ， 设 计 一 个 算法 确定 应 该 调度 哪些 讲座 以 最 大 化 参与 总 人 数 ， 而 不 只 是 由 算法 1 得 到 
的 最 大 的 参与 总 人 数 。 
54. 使 用 算法 1 确定 例 6 中 讲座 的 最 大 参与 人 数 ， 设 讲座 i(i 二 1，2，…，7) 的 参与 人 数 w; 是: 
a)20, 10s.50; 30 二 55 25, .405 
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b)100，5，10，20，25，40，30。 
C0 3 By Sa dy 3 Ls 
Ad)10, 8, 7, 25; 20; 303 5 
55, 对 于 练习 54 中 的 每 一 部 分 ， 使 用 练习 53 的 算法 找到 优化 调度 方案 以 使 参考 人 数 最 大 化 。 
56. 本 练习 设计 一 个 动态 规划 算法 以 找到 一 个 实数 序列 的 连续 项 最 大 和 。 即 ， 已 知 一 个 实数 序列 ai， 


大 
aa，…，a， 算 法 计算 出 最 大 和 27a ;1<j<k<n。 


a) 证 明 序列 的 所 有 项 都 是 非 负数 ， 这 个 问题 可 以 变 为 求 所 有 项 的 和 。 然后 ， 给 出 一 个 连续 项 的 最 大 
和 不 是 所 有 项 之 和 的 例子 。 


大 
b) 设 M(k) 是 以 w 结尾 的 连续 项 的 最 大 和 。 即 ， M(A) = max >a 。 解 释 上 = 二 2，…，n 时 ， 递 推 关系 


M(k) 二 max(M(k 一 1) 十 a ，ai) 成 立 。 AN 

@) 使 用 b 设计 一 个 动态 规划 算法 解 这 个 问题 。 | 

d) 用 序列 2， 一 3，4，1， 一 2，3 解释 c 的 每 一 步 找到 的 连续 项 最 大 和 。 

e) 证 明 c 中 算法 的 加 法 和 比较 运算 的 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 是 线性 的 。 

* 57, 动态 规划 可 以 用 于 设计 解决 3. 3 节 中 矩阵 链 乘 法 问题 的 算法 。 这 个 问题 是 确定 怎样 使 用 最 少 的 整数 
乘法 计算 Ai 4 …4，， 其 中 4 ，42，…，4， 分 别 是 mi Xm;， mz Xm3, ma X 7zn+1 抢 阵 。 注意 由 
于 结合 律 ， 乘 积 不 依赖 于 矩阵 乘 的 顺序 。 

a) 证 明 采 用 亦 力 算法 确定 矩阵 链 乘法 问题 的 整数 乘法 的 最 小 个 数 将 是 指数 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 。[ 提 
示 : 首先 证 明 矩 阵 乘法 的 顺序 是 由 乘积 括号 指定 的 ， 然 后 使 用 例 5 和 8.4 节 的 练习 43c。] 

b) 用 A; 表示 4A+…4i 的 乘积 ， M(i, J) 表 示 计 算 Ah; 的 最 小 整数 乘法 数 。 证 明 如 果 通 过 将 AH 
4i 分 割 为 4; 与 4; 和 Ai+i 与 4; 相 乘 ， 可 以 得 到 计算 A; (i<7) 较 少 的 整数 乘法 数 ， 那 么 前 & 个 矩阵 
项 必定 括 在 一 起 ， 这 样 A 采用 M(i, &) 最 优 乘法 次 数 ; Ac 必定 括 在 一 起 ， 这 样 Ai+1,; 采 用 
M(k 十 1， 站 最 优 乘法 次 数 。 

中 解释 为 什么 b 可 以 得 到 如 下 递 推 关 系 : 如果 1<&i<k<j<n,，M(i,， N= min (MCi, k) 十 M(k 十 1， 
Dmmerimi+i)o 

dd) 使 用 c 中 的 递 推 关 系 设计 一 个 确定 n 矩阵 乘 的 有 效 算法 ， 算 法 采用 最 小 整数 乘法 个 数 。 当 计算 出 
M(i, 站 时 ,保存 M(i， 站 部 分 结果 使 得 算法 不 会 出 现 指数 时 间 复 杂 度 。 

e) 证 明 d 的 算法 对 于 整数 乘 具 有 OCni) 的 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 。 


8.2 求解 线性 递 推 关 系 
8.2.1 引言 
模型 里 有 各 种 各 样 的 递 推 关 系 。 某 些 递 推 关 系 可 以 用 迭代 或 者 其 他 的 特别 技术 求解 。 但 ume》 


是 ， 有 一 类 重要 的 递 推 关系 可 以 用 一 种 系统 方法 明确 地 求解 。 在 这 种 递 推 关系 中 ， 序 列 的 项 由 
它 的 前 项 的 线性 组 合 来 表示 。 




















这 个 定义 中 的 递 推 关系 是 线性 的 ， 因 为 它 的 右边 是 序列 前 项 的 倍数 之 和 。 这 个 递 推 关 系 是 
齐 次 的 ， 因 为 所 出 现 的 各 项 都 是 w 的 倍数 。 序 列 各 项 的 系数 都 是 常数 而 不 是 依赖 于 nn 的 函数 。 
阶 为 k， 因 为 a, 由 序列 前 面 的 & 项 来 表示 。 
根据 数学 归纳 法 第 二 原理 ,满足 这 个 定义 的 递 推 关 系 的 序列 由 这 个 递 推 关系 和 有 个 初始 
条 件 
Wey wa Wy Ci 


唯一 地 确定 。 
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递 推 关系 P, 二 (1. 11)P,_1 是 1 阶 的 线性 齐 次 递 推 关系 。 递 推 关 系 f, 二 了 ,_1 十 f,-: 是 2 
阶 的 线性 齐 次 弟 推 关系 。 弟 推 关系 a, 二 a,_; 是 5 阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 4 

为 了 明确 常 系数 线 性 齐 次 递 推 关系 的 定义 ， 我们 将 给 出 缺少 定义 中 一 种 属性 的 递 推 关系 的 例子 。 

递 推 关系 4, 二 a,-1 十 aw-: 不 是 线性 的 。 递 推 关 系 刁 , 二 2H,_1 十 1 不 是 齐 次 的 。 递 推 关 
系 了 ,一 2B,-: 不 是 常 系数 的 。 4 

研究 线性 齐 次 递 推 关系 有 两 个 理由 。 第 一 ， 在 建立 问题 的 模型 时 经 常 出 现 这 种 递 推 关系 。 
第 二 ， 它 们 可 以 用 系统 的 方法 求解 。 


8. 2.2 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 
递 推 关系 可 能 难以 求解 ， 幸 运 的 是 ， 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 则 不 然 。 我 们 能 够 用 两 种 关 
键 方法 来 找到 它们 的 全 部 解 。 首 先 ， 这 些 递 推 关 系 有 形 如 a, 二 rr" 的 解 ， 其 中 7 是 常数 。 注 意 
4a, 二 7m" 是 递 推 关 系 4, 二 cia-i 十 cza a “十 ca 的 解 ， 当 且 仅 当 
入 三 页 放下 人 让 
当 等 式 的 两 边 除 以 xr”“(r 关 0) 并 且 从 左边 减 去 右边 时 ， 我 们 得 到 等 价 的 方程 
六 一 外 并 一 下 并 一 一 CI7 一 长 三 0 
因此 ， 序 列 {a,} 以 a, 二 x"(r 隆 0) 作 为 解 ， 当 且 仅 当 r 是 这 后 一 个 方程 的 解 。 这 个 方程 叫 作 
该 递 推 关系 的 特征 方程 。 方 程 的 解 叫 作 该 递 推 关系 的 特征 根 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 这 
些 特征 根 给 出 这 种 递 推 关系 的 所 有 解 的 显 式 公式 。 
另 一 个 重要 的 观察 是 ， 线 性 齐 次 递 推 关系 的 两 个 解 的 线性 组 合 也 是 递 推 关 系 的 解 。 如 下 所 
示 ， 设 s, 和 zt, 都 是 递 推 关系 4, 二 ca i 十 czas-s 十 … 十 cxa,- 的 解 ， 则 有 
SS 
和 
: t= Gti 十 Cots 十 "十 Ct 
设 刀 和 bb 为 实数 ， 则 
En ee i DD NC A A A es i 
二 而 025 FG (bs Dt) 
这 说 明 6b15, 十 bt, 也 是 同一 个 线性 齐 次 递 推 关系 的 解 。 
利用 上 面 的 观察 ， 我 们 可 以 证 明 如 何 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 。 
我 们 现在 回 型 二 阶 线性 齐 次 递 推 关系 。 首先 ， Bt A edad 








证 明 ”证明 这 个 定理 必须 做 两 件 事 。 首 先 ， 必 须 证 明 如 果 r 和 7 是 特征 方程 的 根 ， 并 且 
oa vs 是 常数 ， 那 么 序列 {a,} (a 二 gri 十 a 允 ) 是 递 推 关 系 的 解 。 其 次 ， 必 须 证 明 如 果 序 列 
,是 解 ， 那么 对 于 某 个 常数 aa 和 a,， 有 a 二 a 十 asr2。 
现在 我 们 将 证 明 如 果 a, 二 wn? 十 asr?， 那 么 序列 {a， } 是 递 推 关系 的 解 。 因 为 r, 和 7 是 x 一 
cr 一 cz 二 0 的 根 ， 从 而 rf 二 cri 十 cs， 二 ci7s 十 cs。 
从 这 些 等 式 可 以 看 出 
cia 十 ca =a (or 二 ar )+ce(ar’ or) 
一 an ed 方寸 二 gry (cl rx 
a 
=ari 二 Qasrs 


一 Q， 
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这 证 明了 序列 {a,} 以 a, 二 airi 十 asr? 作为 递 推 关系 的 解 。 

为 证 明 递 推 关 系 4, 二 ca 十 coa; 民 的 每 一 个 解 {a,) 都 有 形式 a, 二 ari 十 asr?，n 二 0，1， 
2，…，ou 和 a; 为 某 个 常数 。 假 设 {a,} 是 递 推 关 系 的 解 ， 初 始 条 件 是 a 二 C,，ai 二 c,。 下 面 证 
明 存 在 常数 w 和 a 使 得 具有 a, 二 ar? 十 asr? 的 序列 {a,) 满 足 同样 的 初始 条 件 。 这 要 求 

ao 一 (Co 一 al 十 as 

a 三 @ 一 am 十 ozmz 
我 们 可 以 求解 这 两 个 关于 a, 和 a 的 方程 。 从 第 一 个 方程 得 到 三 Cs 一 。 把 它 代 和 第 二 个 方 
程 得 

C=arrit (Go —ar)r; 


因此 ， 
Ci = al(ri—r) RCore 
这 说 明了 
Le GC (7% 
et 
6 i 
和 


Cn Go CF: 
ry 了 2 a Wet) 
这 里 关于 ww 和 a 的 表达 式 依赖 于 x, 关 r; 的 事实 。( 当 二 r; 时 ， 这 个 定理 不 成 立 ,) 因 此 ， 由 于 
这 两 个 w 和 wm 的 值 ， 所 以 具有 ar? 十 asr2 的 序列 (a,} 满 足 这 两 个 初始 条 件 。 
我 们 知道 {a,} 和 {air? 十 as7?}) 都 是 递 推 关系 ww 一 ca 十 ca 的 解 ， 都 满足 当 2 一 0 和 ?一 1 
时 的 初始 条 件 。 由 于 具有 两 个 初始 条 件 的 2 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 只 有 唯一 解 ， 所 以 这 两 
个 解 是 一 样 的 。 即 对 于 所 有 非 负 整数 n，a, 二 ari 十 asr?。 我 们 完成 了 有 两 个 初始 条 件 的 2 阶 常 
系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 解 形式 为 a, 二 air? 十 asr? (其 中 a, 和 o 常数 ) 的 证 明 。 4 
常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 根 可 能 是 复数 。 定 理 1( 和 本 节 后 面 的 定理 ) 在 这 种 情况 下 
仍旧 适用 。 具 有 复数 特征 根 的 递 推 关系 在 本 书 中 不 进行 讨论 。 熟 悉 复数 的 读者 可 以 做 本 节 的 练 
习 38 和 练习 39 。 
例 3 和 例 4 说 明 怎 样 用 定理 1 求解 递 推 关 系 。 
什么 是 如 下 递 推 关系 的 解 ? 其 中 wm 一 2 和 ww 一 7。 Srpuo》 
Qi = T2033 
解 ” 可 用 定理 1 求解 这 个 问题 。 弟 推 关系 的 特征 方程 是 x* 一 r 一 2 二 0。 它 的 根 是 r= 二 2 和 
7 二 一 1。 因 此 ， 序 列 {a,} 是 递 推 关 系 的 解 当 且 仅 当 
Ca 一 下 22 十 az 一] 
wa 和 ww 是 常数 。 由 初始 条 件 ， 得 
ao 一 2 一 al 十 az 
ai 一 7 一 ai。2 十 ae。( 一 1) 
求解 这 两 个 等 式 得 a 二 3 和 a 二 一 1。 因 此 ， 关 于 这 个 递 推 关系 和 初始 条 件 的 解 是 序列 {a,})， 
其 中 


ds 一 Gs > CG 





db « 
找 一 个 关于 斐 波 那 契 数 的 显 式 公式 。 
解 斐 波 那 契 数 的 序列 满足 递 推 关 系 f, 二 了 ,-_1 十 f,-:; 和 初始 条 件 f, 二 0 及 f= 三 1。 特征 
方程 7; 一 r 一 1 二 0 的 根 是 二 (1 十 V5)/2 和 7 二 (1 一 V5)/2。 因 此 ， 从 定理 1 得 到 斐 波 那 契 
数 由 
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给 出 ， 其 中 ww 和 o 为 常数 。 可 用 初始 条 件 有 二 0 和 所 二 1 确定 这 些 常 数 。 我 们 有 
fo=ata=0 


-a(te( = 
对 这 些 关 于 w 和 a; 的 联 立 方程 的 解 是 


a =1/V5, o 一 一 1/V5 
于 是 ， 斐 波 那 契 数 由 下 面 的 式 子 给 出 : 


本 





1) 4 


雇 (* 二 ) -让 (二 
当 存 在 二 重 特征 根 时 定理 1 不 再 适用 。 如 果 发 生 这 种 情况 ， 当 x。 是 特征 方程 的 一 个 二 重 
根 时 ，a, 二 nx? 是 递 推 关系 的 另 一 个 解 。 定 理 2 说 明了 怎样 处 理 这 种 情况 。 





定理 2 的 证 明 留 作 本 节 的 练习 10。 例 5 说 明了 这 个 定理 的 应 用 。 
具有 初始 条 件 a, 二 1 和 a 二 6 的 递 推 关 系 
GQ = 6 1 ~ Qa s 
的 解 是 什么 ? 
解 于 一 6r 十 9 三 0 唯一 的 根 是 7 二 3。 因 此 ， 这 个 递 推 关 系 的 解 是 : a 二 a13" 十 asn3” 
其 中 " as 是 常数 。 > 
"二 1 一 
aa 一 6 一 ai。3 十 ce。3 
求解 这 两 个 方程 得 a 二 1 和 a 一 1。 因 此， 这 个 具有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关系 的 解 是 
,一 3" 十 73" 4 
一 般 情况 ”我 们 现在 叙述 这 个 关于 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 解 的 一 般 性 结果 ， 这 里 的 阶 
可 以 大 于 2 且 假 定 特 征 方程 有 不 相等 的 根 。 这 个 结果 的 证 明 留 给 读 少 作为 练习 16 。 





人 交加 4 神 六 定理 的， 
和 求 出 具有 初始 条 件 a 二 2，ai =5 和 as 二 15 的 递 推 关系 
,00,1 — Loa.s | 60 


的 解 。 
解 ”这 个 递 推 关 系 的 特征 多 项 式 是 
R67 十 11 二 6 
因为 一 6 十 llr 一 6 二 (r 一 1)(r 一 2)(r 一 3)， 所 以 特征 根 是 r= 二 1、r 二 2 和 r= 二 3。 因 此 ， 
递 推 关系 的 解 的 形式 是 
Wi = ™ 1" 2" 十 ms 
| 


高 级 计数 技术 457 


Ed 肝 计生 一 下 二 生生 全 下 下 让 全 全 全 一 二 交 直 和 EN 站 


为 了 找到 常数 Ql、 Q2 以 及 Q3， 使 用 初始 条 件 得 
ao 一 2 三 al 十 az 十 as 
al 一 5 一 ai 十 oo。2 十 ce。3 
az 一 15 一 ww 十 we。4 十 ca。9 
当 求 解 这 三 个 关于 wm 、u 和 us 的 联 立方 程 时 ， 得 到 a 一 1， a 一 一 1 且 ms 二 2。 于 是 ， 这 个 
递 推 关系 和 给 定 初始 条 件 的 唯一 解 是 满足 
2 一] 一 站 十 2， 
的 序列 {a,) 。 4 
我 们 现在 叙述 关于 常 系数 线性 齐 次 弟 推 关系 的 最 一 般 化 的 结果 ， 这 里 允许 特征 方程 有 重 
根 。 要 点 是 对 于 特征 方程 的 每 个 根 +， 通 解 是 形 如 PCn)r" 的 项 之 和 ， 其 中 P(n) 是 m 一 1 次 多 项 
式 ， 而 m 是 这 个 根 的 重 数 。 我 们 把 证 明 作 为 练习 51 留 给 读者 。 








例 7 说 明 在 特征 方程 有 重 根 时 怎样 用 定理 4 求 一 个 线性 齐 次 递 推 关系 的 通 解 形式 。 
假设 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 2、2、2、5、5 和 9( 即 有 3 个 根 , 根 2 的 
重 数 为 3， 根 5 的 重 数 为 2， 根 9 的 重 数 为 1) 。 那 么 通 解 形式 是 什么 ? 
解 ” 由 定理 4， 解 的 一 般 形式 是 
(Cai,o tarint oen )2" + C20 TF 021n)5" tas.09 本 
我 们 现在 说 明 在 特征 方程 有 3 重 根 时 如 何 用 定理 4 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 。 
找 出 具有 初始 条 件 a 二 1，ai 二 一 2 和 a 二 一 1 的 递 推 关系 


Qn dd Base Gg 
的 解 。 
解 ” 这 个 递 推 关 系 的 特征 方程 是 
户 十 3 十 3r 十 1 二 0 
因为 让 十 37 十 3r 十 1 二 (r 十 1)*， 所 以 特征 方程 只 有 一 个 3 重 根 7 二 一 1。 由 定理 4， 这 个 递 
推 关 系 的 解 是 下 述 形式 
而 二 而 一 1 二 2 这 二 二 二 二 二) 
为 求 出 常数 mv、 oa 和 Q1,2， 使 用 初始 条 件 ， 得 到 
ao =1 = Qi 
Qi = 
rd oy ds 
这 3 个 方程 的 联 立 解 是 mo 二 1，ai 二 3， oz 二 一 2。 于 是 ， 这 个 递 推 关系 和 给 定 初始 条 件 的 唯 
一 解 是 序列 {a,}， 其 中 





a,=(1 二 3n—27)(=—=1)” 本 
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8. 2.3 求解 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 

我 们 已 经 知道 如 何 求解 常 系数 线性 齐 次 的 递 推 关系 。 是 否 有 一 种 相对 简单 的 技术 来 求解 如 
ww 一 3a :十 22 这 样 的 常 系数 线性 但 是 非 齐 次 的 递 推 关 系 呢 ? 我 们 将 看 到 ， 仅 仅 对 某 些 特定 类 
型 的 递 推 关系 存在 肯定 的 回答 。 

递 推 关系 4, 二 3a,-1 十 2n 是 一 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 ， 即 形 如 

六 王 遍 有 王 于 呈 让 二 机 2 二 
的 递 推 关系 的 例子 ， 其 中 c, ，c ，…，c 是 实数 ，F(n) 是 只 依赖 于 nn 和 且 不 恒 为 0 的 函数 。 递 推 
关系 
,Be ge Pe ee 
叫 作 相 伴 的 齐 次 递 推 关系 。 它 在 非 齐 次 弟 推 关系 的 解 中 起 了 重要 的 作用 .。 

递 推 关系 a, = 二 a,_ i 十 2"，a; 二 Qs i 十 4s 十 对 十 Nn 十 1， 4a, 二 34w_ 1 十 n3” 和 4a, 二 as_i 十 
a,-s 十 4a,_3 十 n! 是 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 。 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 分 别 是 a, 二 a,_1， 
a Sr 4 

关于 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 的 一 个 关键 事实 是 ， 每 个 解 都 是 一 个 特 解 与 相伴 的 线性 齐 
次 递 推 关系 的 一 个 解 的 和 ， 正 如 定理 5 所 述 

















证 明 由 于 {as”) 是 非 齐 次 弟 推 关系 的 特 解 ， 所 以 我 们 知道 

WD cd ym, ea (Cn) 
现在 假设 {5,) 是 常 系数 非 齐 次 递 推 关 系 的 第 二 个 解 ， 使 得 

b,=cib, i 二 cs6, 2 十 … 十 cb 十 FCn) 
从 第 二 个 等 式 减 去 第 一 个 等 式 得 

dD ro Re i Be ne A . 

从 而 得 到 {6b, 一 a,”} 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 解 ， 比 如 说 {a,*”}。 因 此 ， 对 所 有 的 n 有 
Da a 4 

由 定理 5， 我 们 看 到 求解 常 系数 非 齐 次 递 推 关系 的 关键 是 找 一 个 特 解 。 然 后 每 个 解 都 是 这 
个 特 解 与 相伴 的 齐 次 递 推 关系 的 一 个 解 的 和 。 尽管 不 存在 对 每 个 函数 F(n) 都 有 效 的 一 般 性 方 
法 来 求 这 种 解 ， 但 某 些 技术 对 特定 的 函数 类 型 F(n) (例如 多 项 式 函 数 与 常数 的 窒 函 数 ) 有 效 。 
例 10 和 例 11 就 说 明了 这 一 点 。 by 

求 递 推 关系 a, 二 3a,_1 十 2n 的 所 有 解 。 具 有 w 二 3 的 解 是 什么 ? 

解 。 为 求解 这 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 ， 我 们 需要 求解 与 它 相伴 的 线性 齐 次 方程 并 且 
找到 一 个 关于 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 。 相 伴 的 线性 齐 次 方程 是 a, 二 3a,_! 。 它 的 解 是 a,” 二 a3"， 
其 中 a 是 常数 。 

我 们 现在 找 一 个 特 解 。 因 为 F(m) = 二 2n 是 n 的 1 次 多 项 式 ， 所 以 解 的 一 个 合理 的 尝试 就 是 n 
的 线性 函数 ， 比 如 说 p, 二 cn 十 4， 其 中 c 和 4 是 常数 。 为 确定 是 否 存在 这 种 形式 的 解 ， 假 设 
p, 三 cn 十 4 是 一 个 这 样 的 解 。 那 么 方程 a, 二 3a,_ i 十 2n 就 变 成 cn 十 d= 二 3(c(n 一 1) 十 qd) 十 2n。 简 化 和 
归并 同类 项 得 (2 十 2On 十 (24 一 3c) 二 0。 从 而 ，cn 十 4d 是 一 个 解 当 且 仅 当 2 十 2c 王 0 和 2d 一 3c 二 0。 
这 说 明 cn 十 d 是 一 个 解 当 且 仅 当 c= 一 1 和 d= 一 3/2。 因 此 ，as* = 二 一 n 一 3/2 是 一 个 特 解 。 
根据 定理 5， 所 有 的 解 都 是 下 述 形 式 
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a 二 a 十 a” 二 一 xz 一 六 + > 


其 中 a 是 常数 。 
为 找 出 具有 ww ==3 的 解 ， 在 得 到 的 通 解 公式 中 令 n= 二 1。 我 们 有 3 二 一 1 一 3/2 十 3a， 这 就 推 
出 a 二 11/6。 我 们 要 找 的 解 是 a, 二 一 n 一 3/2 十 (11/6)3"。 4 


求 出 下 述 递 推 关系 
本 一 入 
的 所 有 的 解 。 
解 ”这 是 一 个 线性 非 齐 次 递 推 关 系 。 它 的 相伴 的 齐 次 递 推 关系 
a; = dQ 1 a 
的 解 是 a 二 a ，3" 十 a ，2"， 其 中 a 和 wo 是 常数 。 因 为 F(n) 二 7"， 所 以 一 个 合理 的 解 是 
a 一 C，7"， 其 中 CC 是 常数 。 把 这 些 项 代入 递 推 关 系 得 C， 7" 二 5C .7 一 6C .7 十 7"。 提 
出 公 因 子 7 ， 这 个 等 式 变 成 49C= 35C 一 6C 十 49， 从 而 推出 20C= 49 或 C=49/20。 于 是 ， 
a'? 二 (49/20)7" 是 特 解 。 由 定理 5， 所 有 的 解 都 有 下 述 形式 
四 一 ai * 3" 十 gs * 2" 十 (49/20)7" 4 
在 例 10 和 例 11 中 ,我 们 凭 经 验 猜 想 了 一 个 特定 形式 的 解 。 在 两 种 情况 下 ， 我 们 都 能 找到 
特 解 。 这 并 不 是 偶然 的 。 当 FF(n) 是 nn 的 多 项 式 与 一 个 常数 的 n 次 究 之 积 时 ， 我 们 就 能 知道 一 
个 特 解 恰 好 是 什么 形式 ， 如 定理 6 所 述 。 定 理 6 的 证 明 作 为 练习 52 留 给 读者 













注意 当 s 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 m 重 根 时 ， 因 子 n” 确保 给 出 的 特 解 不 
是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 解 。 我 们 下 面 给 出 例 12 说 明定 理 6 所 提供 的 特 解 形式 。 

当 FF(n) 二 3"，F(n) 二 n3"，F(n) 二 nr2” 和 下 (nn) 二 (ww 十 1)3" 时 ， 线 性 非 齐 次 递 推 关 
系 a, 二 64,_ 1 一 9a,_s 十 F(n) 的 特 解 有 什么 形式 ? 

解 ” 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 是 a, 二 6a,_1 一 9a,-;。 它 的 特征 方程 "一 6r 十 9 二 (7 一 3)* 二 0 
有 一 个 2 重 的 单 根 3。F(n) 的 形式 为 PC(n)s"， 其 中 P(n) 是 一 个 多 项 式 ，; 是 一 个 常数 。 为 应 用 
定理 6， 我 们 需要 知道 ;是 否 是 这 个 特征 方程 的 根 。 

由 于 s==3 是 重 数 m= 二 2 的 根 而 s==2 不 是 根 ， 所 以 定理 6 告诉 我 们 如 果 F(x) 二 3”"， 特 解 的 
形式 是 pon*3"; 如 果 FF(n) = 二 n3"， 特 解 的 形式 是 (pin 十 po)3”"; 如 果 下 (n) 二 ww2”"， 特 解 的 形式 
是 (poi 十 Pin 十 po)2"; 如 果 下 (n) 二 (x 十 1)3"， 特 解 的 形式 是 吉 (ps 玉 十 pin 十 po)3”。 | 

在 求解 定理 6 所 涉及 的 那 种 类 型 的 递 推 关系 时 ， 若 ;二 1 一定 要 小 心 处 理 。 特 别 是 把 定理 
用 于 FO7)= 二 bn 十 bn i 十 … 十 bin 十 b,。， 参 数 ; 取 值 ;==1 时 (尽管 项 1" 没有 明确 地 出 现 ) 的 情 
况 。 根 据 这 个 定理 ， 解 的 形式 就 依赖 于 是 否 1 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 。 这 
将 在 例 13 中 说 明 ， 它 说 明了 怎样 用 定理 6 找 出 前 个 正 整 数 之 和 的 公式 。 

设 a, 是 前 个 正 整数 的 和 ， 即 


Extre 
Examples, 


> 





注意 ,，a, 满足 线性 非 齐 次 递 推 关系 
Qu asin 

(为 了 从 前 n 一 1 个 正 整 数 的 和 a,_1 得 到 前 个 正 整 数 的 和 a,， 只 需 加 上 n 即 可 )。 注 意 初始 条 
件 是 a 二 1。 

对 于 a,， 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 是 

Qn Ql 

这 个 齐 次 递 推 关系 的 解 是 a” 三 c(1)" 二 c， 其 中 c 是 一 个 常数 。 为 了 找到 a, 二 a,_ 1 十 n 的 所 
有 的 解 ， 我 们 仅 需 要 找 一 个 特 解 。 由 定理 6， 由 于 (mn) 二 n 二 n(1)" 且 s 二 1 是 相伴 的 线性 齐 次 
递 推 关系 的 特征 方程 的 1 阶 根 ， 所 以 存在 一 个 形 如 nCpin 十 po) 二 pn 十 pon 的 特 解 。 

把 它 代 入 递 推 关 系 得 到 py 让 十 pon 二 Pi(n 一 1)* 十 po(n 一 1) 十 n。 简 化 后 得 到 n(2pi 一 1) 十 
(太一 各 ) 一 0， 这 意味 着 2 加 一 1=0 和 加 一 加 二 0， 即 友 王 和 负 三 172。 因 此 


3 2 
和 三 十 3 2 


是 一 个 特 解 。 所 以 ， 原 递 推 关 系 a, 二 a,_1 十 n 的 所 有 的 解 由 a, 二 a* 十 a,” 二 c 十 n(n 十 1)/2 给 出 。 


nn 


由 于 a 二 1， 所 以 我 们 有 1==ai = 二 c 十 1，2/2==c 十 1， 故 c= 二 0。 因 此 a, 二 n(n 十 1)/2。( 这 和 2.4 





节 表 2 给 出 的 以 及 前 面 导出 的 公式 一 样 。) 4 
练习 
1. 确定 下 面 哪些 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 ， 如 果 是 ， 求 它们 的 阶 。 
dao = uni | dui S08 ba, 王 272a 1 十 cy cas = a 1 tt 
d)a, =.a,_1 十 2 e)a, 一 42_ i 二 an_s fa; =a,_s 
ga, =a, ;十 7 
2. 确定 下 面 哪些 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 ， 如 果 是 ， 求 它们 的 阶 。 
a)a, 一 3C，， b)a,=3 c)a, 一 C2_i 
Ua; = 二 203 @)a, =a,_1/n f)a; =a, i 十 a,_z 十 n 十 3 


g)a, 一 4a,， 2s 二 5as_4 十 9a,_7 
3. 求解 下 述 具 有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关系 。 


a)a, 一 24, 1，71 之 1，a 王 3 b)a,=a,_1，7 宇 1]，ao 二 2 
Ca,=5a1—6a_2, Nn 之 2, do 三 1, ai 二 0 d)a, 王 4a 1 一 4a_，，1 字 2，a 王 6，al 王 8 
e)a, 王 一 44a，1 一 4a， ，7 过 2，a 王 0，ali 王 1 f)a, 王 4 ，，71 之 2，ao 王 0，ali 王 4 


g)a, 一 az/4， 2， ao 一 1， ai 一 0 
4. 求解 下 述 具有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关系 。、 


a)a, 一 Qi-~1 十 6a_，，1 之 2，a 王 3，ai 王 6 b)a, 王 7a，1 一 100，，，71 字 2，a 一 2，ai 王 1 
C)an =6a,_i—8an_:, Nn 宕 2, ao =4, ai=10 d)a, =2a,_i—a,_:, n 宇 2, ao =4, ail=1 
e)a, 一 4，71 字 2，a 王 5，wl 王 一 1 fa, 王 一 6a，; 一 9a_ ， ，7 之 2，aw 王 3，w 一 一 3 


a 十 2 二 一 4asi1 十 54a,，n 宇 0，ao 二 2,， ai1 二 8 

5. 使 用 8. 1 节 练 习 19 描述 的 两 个 信号 在 n 微 秒 内 可 以 传送 多 少 不 同 的 信息 ? 

6. 如 果 传 送 1 个 信号 需要 1 微 秒 ,传送 另外 2 个 信号 中 的 每 二 个 都 需要 2 微 秒 ， 且 在 信息 中 一 个 信号 紧 
接着 下 一 个 信和 号， 使 用 这 3 个 不 同 的 信号 在 nn 微 秒 内 可 以 传送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 

7. 使 用 1X2 和 2X2 的 块 铺 满 一 块 2Xn 的 长 方形 板 ， 有 多 少 种 方式 ? 

8. 一 个 关于 每 年 捕 龙 虾 数 的 模型 基于 如 下 的 假设 : 1 年 捕捞 的 龙虾 数 是 前 2 年 捕捞 龙虾 数 的 平均 值 。 
a) 找 出 一 个 关于 {L,) 的 递 推 关系 ， 其 中 L, 是 在 这 个 模型 的 假设 下 第 n 年 捕捞 的 龙虾 数 。 
b) 如 果 在 第 1 年 捕捞 了 100 000 只 龙虾 且 第 2 年 捕捞 了 300 000 只 龙虾 ， 求 L,。 

9. 年 初 把 一 笔 100 000 美元 的 钱 存 人 一 个 投资 基金 。 在 每 年 的 最 后 一 天 得 到 两 份 红利 。 第 一 份 红 利 是 当 
年 账 上 钱 数 的 20% 。 第 二 份 红利 是 前 一 年 账 上 钱 数 的 45%。 
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a) 如 果 不 允 许 取 钱 ， 找 出 一 个 关于 {P,} 的 递 推 关 系 ， 其 中 P, 是 第 nn 年 末 账 上 的 钱 数 。 
b) 如 果 不 允 许 取 钱 ， nn 年 以 后 账 上 有 多 少 钱 ? 

证 明定 理 2。 

卢 卡 斯 数 满足 递 推 关 系 

:=D Lbs 

和 初始 条 件 Lo 二 2 和 Li 一 1。 

a) 证 明 工 ,二 fi 十 f+1，n 二 2，3，…， 其 中 f, 是 第 个 斐 波 那 契 数 。 

b) 求 出 卢 卡 斯 数 的 显 式 公 式 。 


。 求解 a, 二 2aw-i 十 as-z 一 2an-3， n= 二 3,，4, 5, “有 和 且 a0=3, al=6, as=0。 
. 求解 a 二 74,_s 十 6a,_3， a0= 二 9 di1= 二 10, Qs 二 32。 

. 求解 4a, 二 54a,_z 一 44a,_4，ao 二 3, qi 二 2, 4s 二 6, a3 三 8。 

. 求解 a, 二 2a;_i 十 5a;_s 一 64,_3， Qo = 二 7,， ai = 二 一 4，az 二 8。 

. 证 明定 理 3。 

. 证 明 下 述 涉及 斐 波 那 契 数 和 二 项 式 系 数 的 恒等式 ， 











ft Cn OPOWm= 1L, Dron %Y 
其 中 是 正 整数 且 k==| n/2 ]。 
[提示 : 设 a, 二 Cln，0) 十 Cn 一 1，1) 十 … 十 C(n 一 &,k)。 证 明 序 列 {a,} 和 裴 波 那 契 序列 满足 的 递 推 
关系 和 初始 条 件 一 样 。] 
求解 递 推 关系 a, = 二 64;_i1 一 12a,_s 十 8a;_s，ao 5，w 一 4，az 一 88。 
求解 递 推 关系 Qn 36i 1 一 36 一 加 -5 而 二 05 两 一 一 负 2 二 155 
找 出 递 推 关 系 a, 二 8a,-z 一 16a,-4 的 解 的 一 般 形式 。 
如 果 线 性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 1，1，1，1， 一 2， 一 2， 一 2，3，3， 一 4， 那 么 它 的 解 的 
一 般 形式 是 什么 ? 
如 果 线 性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 一 1， 一 1， 一 1，2，2，5，5，?7， 那 么 它 的 解 的 一 般 形式 
是 什么 ? 
考虑 非 齐 次 线性 递 推 关 系 a, 二 3a,-1 十 2”。 
a) 证 明 ww, 王 一 2 是 这 个 递 推 关系 的 一 个 解 。 b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 弟 推 关系 的 所 有 的 解 。 
©) 找 出 具有 ao 三 1 的 解 。 
考虑 非 齐 次 线性 递 推 关 系 w 王 2a-: 十 2"。 
a) 证 明 w 王 22" 是 这 个 递 推 关系 的 一 个 解 。 b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关系 的 所 有 的 解 。 
c) 找 出 具有 ao 三 2 的 解 。 




















a) 确 定常 数 A 和 B 的 值 ， 使 得 a, 二 An 十 B 是 递 推 关系 a, 一 24a,-1 十 n 十 5 的 一 个 解 。 

b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关系 的 所 有 的 解 。 c) 找 出 这 个 递 推 关系 具有 ao 二 4 的 解 。 
什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关 系 4, 二 64,-1 一 12a,-s 十 8a,-s 十 Fl(n) 的 特 解 的 一 般 形式 ? 如 果 
a)F(n)=n’ b)F(n)=2" Fn)=n2" 

d)F(n)=(—2)" e)F(n)=n 2” DE = 2) 

g)F(n)=3 

什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关系 a, = 二 8a,_; 一 16a,-4 十 F(n) 的 特 解 的 一 般 形式 ? 如 果 
a)F(n)=m bF(n)=(—2)" OF(n)=n2" 

DFn)=n 4 Fn)= (nm—2)(—2)" fF(n)=n'2" 

g)F(n)=2 


a) 找 出 递 推 关系 a, 二 2a,_1 十 2n* 的 所 有 的 解 。 

b) 找 出 a 中 的 递 推 关系 具有 初始 条 件 wm 二 4 的 解 。 

a) 找 出 递 推 关系 a, 二 2a, 1 十 3" 的 所 有 的 解 。 

b) 找 出 a 中 的 递 推 关系 具有 初始 条 件 a =5 的 解 。 

a) 找 出 递 推 关系 4, 二 一 54a,-1 一 6a,-s 十 42，。4" 的 所 有 的 解 。 
b) 找 出 这 个 递 推 关系 具有 初始 条 件 a = 二 56 和 au 一 278 的 解 。 
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找 出 递 推 关系 a, 二 54,_1 一 6a,_s 十 2" 十 3n 的 所 有 的 解 。[ 提 示 : 找 形 如 gn2" 十 pin 十 ps 的 特 解 ， 其 中 
gq、p1、p2: 是 常数 。] 

找 出 递 推 关系 a, 二 2a,-1 十 3。2" 的 解 。 

找 出 递 推 关系 a, 二 4a,_1 一 4a,-: 十 (n 十 1)2" 的 所 有 的 解 。 

找 出 递 推 关系 a, 二 74a,_1 一 16a,_: 十 12a,-s 十 n4" 的 所 有 的 解 ， 其 中 wo 三 一 2，w 一 0，aw 一 5。 

找 出 递 推 关 系 4, = 二 44a,-1 一 34,-z 十 2" 十 n 十 3 的 解 ， 其 中 ao=1, ==4。 


设 a, 是 前 元 不 完全 平方 的 和 ， 即 a 一 》) 姑 。 证明 序列 {4,} 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关系 a 二 a 十 
和 初始 条 件 w 二 1。 使 用 定理 6 求解 这 个 递 推 关系 以 确定 关于 w 的 公式 。 

设 a, 是 前 ”个 三 角形 数 的 和 , 即 a, 一 》 aa ， 其 中 心 一 ACE 二 1)/2。 证 明 {a} 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关 
系 a 二 41 十 n(n 十 1)/2 和 初始 条 件 a 二 1。 使 用 定理 6 求解 这 个 递 推 关系 以 确定 关于 a, 的 公式 。 
a) 求 线性 齐 次 递 推 关系 a 一 24, 1 一 24, ;的 特征 根 。[ 注 意 ; 这 些 根 是 复数 .] 

b) 求 a 的 递 推 关系 的 解 ， 其 中 ww 一 1 和 a 一 2。 

a) 求 线性 齐 次 递 推 关系 a, 一 ww _, 的 特征 根 。[ 注 意 : 这 些 根 包含 复数 。] 

b) 求 a 的 递 推 关系 的 解 ， 其 中 a =1, ai=0, as= 1 和 as 三 1。 

求解 联 立 递 推 关系 








Gn =3an-1 十 26,-1 
b, =ani 二 260.1 
初始 条 件 ao 二 1 和 b= 二 2。 


. 3) 用例 4 找到 的 关于 第 二 个 斐 波 那 契 数 f, 的 公式 证 明 f， 是 最 接近 








a 
YY 2 
的 整数 。 
b) 确 定 对 哪些 n 有 f, 大 于 
LY 
大 、 3 
对 哪些 nn 有 了, 小 于 
二 (2) 
后 \ 3 
证 明 : 如 果 w=c 1 十 a,。，ao 二 $s 和 ai1 二 t+， 其 中 s 和 tz 是 常数 ， 那 么 对 所 有 的 正 整 数 n 有 4a, 二 
8 Ee 2 
用 斐 波 那 契 数 的 项 表示 线性 非 齐 次 递 推 关 系 a, 二 a,_1 十 a,_;: 十 1 的 解 ， 其 中 n 宇 2, ao 二 0, a 二 1。 


[提示 : 令 b, 二 as+1 并 对 序列 b, 应 用 练习 42。] 

(要 求 线性 代数 知识 ) 令 A, 是 nXn 和 矩阵 ， 它 的 主 对 角 线 上 都 是 2， 对 角 线 元 素 旁 边 的 所 有 位 置 是 1， 其 
余 的 全 是 0。 找 一 个 关于 4, 的 行列 式 &, 的 递 推 关系 。 求 解 这 个 递 推 关系 并 找到 一 个 关于 d， 的 公式 。 
假设 留 在 岛 上 的 每 对 遗传 工程 培育 的 兔子 在 一 个 月 大 时 生出 2 对 新 兔子 ， 在 两 个 月 大 和 以 后 的 每 个 
月 都 生出 6 对 新 兔子 。 没 有 兔子 死去 ， 也 没有 兔子 从 岛 上 离开 。 

a) 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 上 ， 求 出 与 nn 个 月 后 岛 上 兔子 对 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 通 过 求解 a 中 的 递 推 关 系 确定 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 上 了 元 个 月 以 后 岛 上 的 兔子 对 数 。 

假设 在 一 个 岛 上 最 初 有 2 只 山羊 。 由 于 自然 繁殖 ， 岛 上 的 山羊 数 每 年 加 倍 ， 并 且 每 年 有 些 山羊 被 带 
来 或 带 走 。 

a) 假 定 每 年 男 有 100 只 山羊 被 放 到 岛 上 ， 构 造 一 个 关于 第 半年 初 岛 上 山羊 数 的 递 推 关系 。 

b) 求 解 a 的 递 推 关 系 来 找 出 第 nn 年初 岛 上 的 山羊 数 。 

© 假定 对 于 每 个 三 3， 在 第 年 有 fn 只 山羊 被 从 岛 上 带 走 ， 构 造 一 个 关于 第 nn 年 初 岛 上 山羊 数 的 递 
qd) 求解 c 的 关于 第 nn 年 初 岛 上 山羊 数 的 递 推 关系 。 
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47. 在 一 个 充满 活力 的 新 软件 公司 ， 一 个 新 女 雇员 的 初始 工资 为 50 000 美元 ， 公 司 允 诺 每 年 底 她 的 工资 
将 是 她 前 一 年 工资 的 2 倍 ， 并 且 她 在 公司 的 每 年 都 将 额外 增加 10 000 美元 。 
a) 构 造 一 个 与 被 雇用 的 第 ”年 她 的 工资 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 求 解 这 个 递 推 关 系 ， 找 出 她 被 雇用 的 第 ”年 的 工资 。 
某 些 线性 递 推 关 系 没 有 常数 系数 ， 但 也 可 以 系统 地 求解 。 这 就 是 形 如 f(n)a, 二 gl(n)as-1 十 h(n) 的 递 推 关 
系 的 情况 。 练 习 48~50 说 明了 这 一 点 。 
* 48. a) 证 明 递 推 关 系 
fnai=g(n)a, ith(n) 
其 中 n 宇 1，ao 二 C， 可 以 转变 成 如 下 形式 的 弟 推 关系 
b=6,-1 十 Qn)h(n) 
其 中 b= 二 gn 十 1)Q(n 十 1)a,， 满 足 
QF 2 fn— Mg) g(2) gn)) 
b) 使 用 a 求解 原来 的 递 推 关 系 以 便 得 到 
C+ >) QODRO) 
2 pr 
* 49. 使 用 练习 48 求解 递 推 关系 (n 十 1)a, 二 (nn 十 3)a,_i1 十 n,n 之 1], ao 二 1。 


50. 可 以 证 明 当 以 随机 顺序 排序 n 个 元 素 时 ,快速 排序 算法 (在 5.4 节 练 习 50 中 描述 ) 所 做 的 平均 比较 次 
数 满足 递 推 关系 





n—l 
2 
OWT 


7 一 1，2，…， 且 初始 条 件 Co=0。 
a) 证 明 {C,} 也 满足 递 推 关 系 nC 二 (nn 十 1)C,_1 十 2n, n= 二 1，2， 
b) 使 用 练习 48 求解 a 的 递 推 关系 以 找到 关于 C, 的 显示 公式 。 
xx 51, 证 明定 理 4。 
52. 证 明定 理 6。 
53. 求解 具有 初始 条 件 T(1)==6 的 递 推 关 系 Tln)= 二 nT? (n/2)。[ 提 示 : 令 n= 二 2 ， 然 后 做 蔡 换 a 二 log T(2*) 
以 便 得 到 一 个 线性 非 齐 次 的 递 推 关系 。] 


8. 3 分 治 算法 和 递 推 关 系 
8.3:1 引 音 

许多 递归 算法 把 一 个 给 定 输入 的 问题 划分 成 一 个 或 多 个 小 问题 。 连 续 使 用 这 种 划分 直到 可 um》 
以 很 快 地 找到 这 些 较 小 问题 的 解 。 例 如 ， 在 执行 一 个 二 分 检索 时 把 对 一 个 元 素 在 表 中 的 搜索 归 
约 为 对 该 元 素 在 长 度 减 半 的 表 中 的 搜索 。 我 们 继续 使 用 这 种 分 解 直到 只 剩 下 一 个 元 素 。 当 我 们 
使 用 归并 排序 算法 排序 一 个 整数 的 表 时 ， 我们 将 这 个 表 划 分 成 相等 大 小 的 两 半 并 且 分 别 排序 每 
一 半 。 然 后 将 两 个 排 好 序 的 半 个 表 归 并 。 这 种 类 型 的 递归 算法 的 男 一 个 例子 就 是 整数 乘法 的 过 
程 ， 它 将 两 个 整数 相 乘 的 问题 分 解 成 三 组 位 数 减 半 的 整数 相 乘 。 这 种 分 解 连 续 使 用 直到 只 剩 下 
一 位 整数 为 止 。 这 些 过 程 叫 作 分 治 算法 ， 因 为 它们 将 一 个 问题 划分 成 较 小 规模 的 同一 问题 的 一 
个 或 多 个 实例 ， 然 后 用 这 些小 问题 的 解 来 处 理 这 个 问题 以 找到 初始 问题 的 解 ， 这 当中 也 许 会 需 
要 一 些 额 外 的 工作 。 

这 一 节 将 说 明 怎 样 用 递 推 关 系 分 析 分 治 算法 的 计算 复杂 度 。 我 们 将 用 这 些 递 推 关 系 估 计 许 
多 不 同 的 分 治 算法 (包括 我 们 在 本 节 引 入 的 算法 ) 所 使 用 的 运算 次 数 。 


8.3.2 分 治 递 推 关系 

假设 一 个 递归 算法 把 一 个 规模 为 n 的 问题 分 成 a 个 子 问题 ， 其 中 每 个 子 问题 的 规模 是 n/6 
(为 简 音 起见， 假设 nn 是 6 的 倍数 。 实 际 上 ， 较 小 问题 的 规模 常常 是 小 于 等 于 或 者 大 于 等 于 n/6 
的 最 近 的 整数 ) 。 此 外 ， 假 设 在 把 子 问 题 的 解 组 合成 原来 问题 的 解 的 算法 处 理 步 中 需要 总 量 为 
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g(n) 的 额外 的 运算 。 那 么 ， 如 果 f(n) 表 示 求 解 规模 为 n 的 问题 所 需 的 运算 数 ， 则 得 出 f 满足 
递 推 关 系 
fn)=af(n/b) +g(n) 

这 就 叫 作 分 治 递 推 关系 。 

首先 我 们 将 建立 一 些 可 用 于 研究 某 些 重要 算法 复杂 度 的 分 治 递 推 关系 。 然 后 将 说 明 怎 样 用 
这 些 分 治 递 推 关系 估计 这 些 算法 的 复杂 度 。 

二 分 搜索 ”在 3.1 节 我 们 引入 了 二 分 搜索 算法 。 当 nn 是 偶数 时 ， 二 分 搜索 算法 把 对 
某 个 元 素 在 长 度 为 n 的 搜索 序列 中 的 搜索 转变 成 对 同一 元 素 在 长 度 为 a/2 的 搜索 序列 中 的 二 分 
搜索 。( 因 此 ， 规 模 为 n 的 问题 已 经 被 分 解 成 规模 为 n/2 的 问题 。) 执 行 这 个 分 解 需要 2 次 比较 
(一 次 是 为 了 确定 要 用 到 表 的 哪 一 半 ， 另 一 次 是 为 了 确定 表 中 是 否 还 有 项 留 下 来 ) 。 所 以 ， 如 果 
f(n) 是 在 规模 为 n 的 搜索 序列 中 搜索 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 ， 那 么 当 n 是 偶数 时 f (n)= 


fn/ 2 4 
找 一 个 序列 的 最 大 和 最 小 ”考虑 下 面 的 查找 序列 a, ，a,，…，a, 中 最 小 和 最 大 元 素 


的 算法 。 如 果 n= 二 1， 那 么 a 就 是 最 大 和 最 小 的 元 素 。 如 果 ”1， 把 这 个 序列 分 成 两 个 序列 ， 
或 者 两 者 有 同样 多 的 元 素 ， 或 者 一 个 序列 比 另 一 个 序列 多 一 个 元 素 。 问 题 就 归 约 成 查找 两 个 较 
小 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 。 比 较 两 个 较 小 集合 的 最 大 和 最 小 元 素 ， 从 而 得 到 全 体 的 最 大 和 最 小 
元 素 ， 原 问题 的 解 就 得 到 了 。 

设 f(n) 是 找 n 元 素 序列 的 最 小 和 最 大 元 素 所 需要 的 总 的 比较 次 数 。 我 们 已 经 说 明了 当 n 是 
偶数 时 一 个 规模 为 n 的 问题 可 以 归 约 成 两 个 规模 为 n/2 的 问题 ， 这 里 要 使 用 2 次 比较 ,一 次 是 
比较 两 个 序列 的 最 小 元 素 ， 而 另 一 次 是 比较 两 个 序列 的 最 大 元 素 。 当 ) 是 偶数 时 就 得 到 递 推 关 
系 j(m) 一 2JCa/2) 十 2。 4 

; 归并 排序 在 5.4 节 介绍 的 归并 排序 算法 把 一 个 具有 7 个 项 (其 中 为 偶数 ) 的 待 排 
序 的 表 划 分 成 两 个 表 ， 每 个 表 n/2 个 元 素 ， 并 且 用 少 于 nn 次 的 比较 将 两 个 排 好 序 的 表 归 并 成 一 
个 排 好 序 的 表 。 因 此 ， 通 过 归并 排序 算法 排序 个 元 素 的 表 用 到 的 比较 次 数 小 于 M(n)， 其 中 
函数 M(n) 满 足 分 治 递 推 关 系 

M(n)=2M(n/2)+n 4 

整数 的 快速 乘法 令 人 惊讶 的 是 ， 存 在 许多 比 传统 的 整数 乘法 算法 (在 4.2 节 描 述 
过 ) 更 有 效 的 算法 。 这 里 描述 的 一 个 有 效 的 算法 就 用 到 了 分 治 技术 。 这 个 快速 的 乘法 算法 把 每 
个 2n 位 的 二 进 制 整数 分 成 两 块 ， 每 块 n 位。 然后 ， 原 来 2” 位 的 二 进 制 整数 的 乘法 被 分 解 成 3 
个 nn 位 二 进 制 数 的 乘法 ， 还 要 加 上 移 位 和 加 法 。 

假设 a 和 8 是 两 个 整数 的 2n 位 的 二 进 制 表达 式 ( 为 了 使 它们 等 长 ， 如 果 需 要 ， 可 以 在 这 些 
表达 式 前 面 加 上 若干 个 0) 。 令 


Q 一 (az -1az 2 …Qiao)5， b= (b,,_1b2,-2""*b1 bo )? 


令 
a 二 2"Al 十 A。， 5 二 2"B| 十 Bo 
其 中 
Ai =(@ 1 "Qi 2 A, = (a i “ara0)s 
了 =(b,, 1°*b,110,)2， B, = (6b,_1**b1b, ), 
快速 整数 乘法 算法 是 基于 恒等式 


a5 一 (22 十 2")A, Bi 十 2"(A, 一 Ao)kBo 一 B,) 十 (2 十 1)A。B。 
关于 这 个 恒等式 的 一 个 重要 的 事实 就 是 ， 它 证 明了 两 个 2n 位 整数 的 乘法 可 以 用 3 个 nn 位 整数 
的 乘法 加 上 加 法 、 减 法 以 及 移 位 来 实现 。 这 证 明了 如 果 f(n) 是 两 个 n 位 整数 相 乘 所 需要 的 按 
位 运算 的 总 数 ， 那 么 
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大 272) 一 378C2) 十 C， 
这 个 等 式 成 立 的 理由 是 : 3 次 n 位 整数 的 乘法 可 以 使 用 3f(n) 次 按 位 运算 实现 。 每 次 加 法 、 减 
法 和 移 位 使 用 的 运算 次 数 是 n 位 运算 的 常数 倍 ， 而 C, 表示 由 这 些 运算 用 到 的 总 的 按 位 运算 数 。 
4 
加 局 快速 矩阵 乘法 在 3.3 节 例 7 中 ， 我们 证 明了 使 用 矩阵 乘法 的 定义 进行 两 个 nXn 和 矩 "<》 
阵 相 乘 需要 mn? 次 乘法 和 mw(n 一 1) 次 加 法 。 因 此 ， 按 照 这 种 方法 计算 两 个 nXn 和 矩阵 之 积 需 要 
O(n ) 次 运算 (乘法 和 加 法 )。 令 人 惊讶 的 是 ， 对 于 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 存在 更 有 效 的 分 治 算法 。 
这 个 由 沃 尔 克 ， 斯 特 拉 森 于 1969 年 提出 的 算法 当 n 是 偶数 时 将 两 个 nXn 和 矩阵 的 相 乘 归 约 为 两 
个 (n/2) X (n/2) 和 矩阵 的 7 次 相 乘 和 (n/2) X(Cz2) 和 矩阵 的 15 次 相 加 。( 要 了 解 这 个 算法 的 细节 见 
LCoLeRiSt09]。) 于 是 ， 如 果 f(n) 是 用 到 的 运算 (乘法 和 加 法 ) 次 数 ， 那 么 当 n 是 偶数 时 有 
fm =7f6n/2) + Ton /4 本 
如 例 1~5 所 示 ， 在 许多 不 同 的 情况 中 都 出 现 了 形 如 了 (n) = 二 af(n/b) 十 g(n) 的 递 推 关 系 。 
可 以 对 满足 这 种 递 推 关系 的 函数 的 阶 做 出 估计 。 假 设 f 满足 这 个 递 推 关 系 ， 其 中 可 被 5 整 
除 。 令 n=， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 那 么 
fn)= af (nf/b) + gn) 
= Q f(n/b:) ag(n/b) + gn) 
aa fn/b’) + a gn/b) + agn/b) + gn) 





a'f (n/b') + Deg Cn/d) 
由 于 n/b:=1,， 所 以 


fln) = atf (1)+ > aig (n/b) 
我 们 可 以 使 用 这 个 关于 f(m 的 等 式 信 计 满 尼 分 治 关系 的 本 数 的 阶 





“证明 首先 令 二 从。 和 定理 前 而 的 计 沦 中 得 到 的 关于 /0 的 表 迪 式 和 ea @ 
fn) = oj 十 号 We Af + eS ai 


当 a=1 时 ， 有 
f=f(1)+ek 
由 于 n= ， 所 以 有 k= logsn 。 于 是 
fn)=f(1)+e logn 
当 n 不 是 5 的 备 时 ， 对 某 个 正 整 数 有 及 二 n 二 VW*!。 由 于 f 是 递增 的 ， 所 以 f(W) 志 fC6*'!)== 
f(D) 十 c(k 十 1 二 (f(1) 十 QO) 十 ck 和 (f(1) 十 0) 十 clogrx。 因 此 ， 在 两 种 情况 下 当 a=1 时 f(n) 都 
是 O(log n)。 


现在 假设 a 二 1。 首 先 假定 n=, & 是 正 整 数 。 由 几何 级 数 的 求 和 公式 (2.4 节 定 理 1) 得 到 
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fln) =a:f 1) cela —1)/(a— 1) 
=at[f(1)+e/(a—1)]—ce/(a— 1) 
=Cines + C, 
因为 4 二 a"*” = 二 nw ( 见 附录 B 的 练习 4)， 其 中 =f(1) 二 +c/(a 一 1) 且 C= 一 c/ (a 一 1)。 
现在 假设 不 是 5 的 窒 。 那么 二 n 二 V7" *， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 由 于 f 是 递增 的 ， 所 以 
Kn) HT) = Cu 
tO a + 
过 (Can 十 Co 
因为 二 logsn 二 k 十 1。 
于 是 ，f(n) 是 OCn*%a ) 。 S| 
例 6 一 9 说 明 怎 样 使 用 定理 1。 
Bompies) 伏 设 f0)=5f(m2)+3 上 且 (1)=7, 求 f(2*)， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 如 果 /是 一 个 
增 函 数 ， 请 估计 f(n)。 
解 ”根据 定理 1 的 证 明 ， 当 a 二 5, 5 二 2，c 二 3 时 ， 我 们 看 到 如 果 n= 二 2*， 那 么 
fin) =aL fl(1)+e/laQm—1)] 二 [e/a—1)] 
二 5*[7 十 (3/4)] 一 3/4 
= = 
而 且 ， 如 果 f(n) 是 递增 的 ， 那 么 定理 1 证 明 Fo) 是 Oln"%4) 二 On )。 4 
我 们 可 以 使 用 定理 1 估计 二 分 搜索 算法 和 例 2 查找 序列 的 最 小 和 最 大 元 素 的 算法 的 计算 复杂 度 。 
@@ 加 估计 二 分 搜索 使 用 的 比较 次 数 。 
. 解 ” 在 例 1 中 证 明了 当 是 偶数 时 fm) 二 f(n/2) 十 2， 其 中 f(n) 是 在 规模 为 n 的 序列 中 实 
现 二 分 搜索 需要 的 比较 次 数 。 因 此 得 出 Am 是 O(log nn)。 q 
估计 用 例 2 给 定 的 算法 查找 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 所 使 用 的 比较 次 数 。 
解 ” 在 例 2 中 我 们 证 明了 当 nn 是 偶数 时 f(n)= 二 2f(n/2) 十 2， 其 中 f 是 算法 需要 的 比较 次 
数 。 于 是 ， 由 定理 1 得 到 f(w) 是 On’) 二 O(n)。 q 
我 们 现在 叙述 一 个 更 一 般 的 、 更 复杂 的 定理 ， 定 理 1 是 它 的 特例 。 这 个 定理 (或 者 更 强 的 
版 本 ,包括 大 8 估计) 有 时 称 为 主 定理 (master theorem) ， 因 为 它 在 分 析 许多 重要 的 分 治 算法 的 
复杂 度 中 很 有 用 。 





定理 2 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 29 一 33 。 

归并 排序 的 复杂 度 “在 例 3 中 我 们 解释 了 用 归并 排序 来 对 n 个 元 素 的 表 进 行 排序 所 
使 用 的 比较 次 数 少 于 M(n)， 其 中 M(n) 二 2M(n/2) 十 na。 根据 主 定理 (定理 2)， 我 们 发 现 M(n) 
是 O(n log n)， 这 与 在 5.4 节 得 到 的 估计 一 致 。 4 

估计 使 用 例 4 描述 的 快速 乘法 算法 进行 两 个 位 整数 相 乘 所 需要 的 按 位 运算 的 次 数 。 

解 ” 例 4 证 明了 当 n 是 偶数 时 了 (nm) 二 3f(n/2) 十 Cn， 其 中 Fo) 是 使 用 快速 乘法 算法 进行 两 
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个 nn 位 整数 相 乘 所 需 的 按 位 运算 的 次 数 。 于 是 ， 由 定理 2 得 到 f(n) 是 O(n”?)。 注 意 log 3 一 
1. 6。 因 为 传统 的 乘法 算法 使 用 O(x) 次 按 位 运算 ， 所 以 对 于 足够 大 的 整数 ,包括 实际 应 用 中 
出 现 的 大 整数 ， 快 速 乘法 算法 在 时 间 复 杂 度 方面 比 传统 的 算法 有 了 本 质 的 改进 。 4 

(Ch 估计 使 用 例 5 的 矩阵 乘法 算法 进行 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 所 需要 的 乘法 和 加 法 的 次 数 。 

解 ” 令 f() 表 示 使 用 例 5 提 到 的 算法 进行 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 所 需 的 加 法 和 乘法 的 次 数 。 当 
n 是 偶数 时 ,我 们 有 f(w) 三 7f(n/2) 十 15W74。 于 是 由 定理 2 得 到 f(n) 是 O(n )。 注 意 log7~ 
2.8。 由 于 传统 的 两 个 zxXm 矩阵 相 乘 的 算法 要 用 OG) 次 加 法 和 乘法 ， 显 然 ， 对 足够 大 的 整数 ， 
包括 出 现在 许多 实际 应 用 中 的 大 整数 ， 这 个 算法 比 传统 的 算法 在 时 间 复 杂 度 方面 更 加 有 效 。 4 

最 近 点 对 问题 “我 们 在 结束 这 一 节 之 前 引入 一 个 来 自 计算 几 何 的 分 治 算法 ， 计 算 几何 是 离 
散 数学 的 一 部 分 ， 是 专注 于 求解 几何 问题 的 算法 。 

@@ 轴 最 近 点 对 问题 考虑 确定 平面 上 nn 个 点 CY ，y)，(zs，ys)，…，(x,，y,) 集 合 上 
的 最 近 点 对 的 问题 ,其 中 两 点 (zx;，y,) 和 (x,，y,) 之 间 的 距离 是 通常 的 欧 几 里 得 距离 
V(x 一 二 )" 十 (y; 一 y)”。 这 个 问题 出 现在 许多 应 用 中 ,例如 确定 某 航空 控制 中 心 管理 的 特 
定 高 度 的 空间 内 最 近 的 一 对 飞机 。 怎 样 以 一 种 有 效 的 方式 找到 这 个 最 近 的 点 对 ? 

解 ” 为 解决 这 个 问题 ， 可 以 首先 确定 每 对 点 的 距离 ， 然 后 找到 这 些 距 离 的 最 小 值 。 但 是 ， 
这 种 方法 需要 Ol ) 次 的 距离 计算 和 比较 ， 因 为 存在 Cl(n，2) 二 n(n 一 1)/2 个 点 对 。 不 过 存在 
一 个 精致 的 分 治 算法 ， 对 于 个 点 可 以 用 O(n log 站 次 的 距离 计算 和 比较 求解 这 个 最 近 的 点 对 
问题 。 这 里 我 们 描述 的 算法 归功 于 米 凯 尔 。 萨 莫 斯 ( 见 [PrSa85])。 

为 了 简单 起 见 ， 假 设 n= 二 2*， 其 中 是 正 整 数 。( 我 们 避免 菜 些 当 n 不 是 2 的 寡 时 必须 考虑 的 
技术 )。 当 n=2 时 ， 只 有 一 对 点 。 在 这 两 个 点 之 间 的 距离 就 是 最 小 距离 。 在 算法 的 开始 我 们 使 用 
归并 排序 两 次 ,一 次 用 于 依据 z 轴 坐标 对 节点 进行 升序 排序 ， 一 次 用 于 依据 y 轴 坐 标 对 节点 进行 
升序 排序 。 每 一 排序 操作 需要 O(n log n) 次 运算 。 我 们 将 在 每 一 次 递归 步骤 中 使 用 这 些 排 序 表 。 

算法 的 递归 部 分 将 问题 划分 成 两 个 子 问 题 ， 每 个 涉及 一 半 的 点 。 使 用 按 x 轴 坐 标 对 节点 进 
行 排序 的 列表 ， 画 一 条 垂 线 将 n 个 点 分 成 两 部 分 ， 左 半 部 分 和 右 半 部 分 大 小 相等 ， 每 部 分 包含 
n/2 个 点 ， 如 图 1 所 示 。( 如 果 有 任何 点 落 到 划分 线 上 ， 必 要 时 ， 我 们 把 它们 分 在 这 两 部 分 里 。) 
在 后 面 的 递归 步骤 我 们 不 再 需要 根据 x 坐标 排序 ， 因 为 我 们 可 以 从 所 有 的 点 中 选择 对 应 的 排序 
子 集 。 这 个 选择 是 可 以 用 O(n) 次 比较 完成 的 任务 。 
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图 1 求解 最 近 点 对 问题 的 算法 的 递归 步骤 


最 近 的 点 对 的 位 置 有 三 种 可 能 : 两 点 都 在 左 部 区 域 工 ; 两 点 都 在 右 部 区 域 R; 一 点 在 左 部 
区 域 且 男 一 点 在 右 部 区 域 。 递 归 地 使 用 这 个 算法 计算 di 和 dr， 其 中 di 是 在 左 部 区 域 的 点 之 间 


® 





的 最 小 距离 ，dxk 是 在 右 部 区 域 的 点 之 间 的 最 小 距离 ， 令 d 二 min(di，dx)。 为 了 成 功 地 将 在 原 
始 集合 找 最 近 点 对 的 问题 划分 成 在 两 个 区 域 分 别 找 最 短 距 离 的 问题 ， 我 们 必须 处 理 算法 的 分 割 
之 后 的 治理 部 分 ， 这 要 求 我 们 考虑 最 近 的 点 处 在 不 同 的 区 域 的 情况 ， 即 一 点 在 工 中 ， 另 一 点 在 
RR 中 。 因 为 存在 一 对 距离 为 4 的 点 ， 所 以 或 者 它们 都 在 R 中， 或 者 它们 都 在 L 中 。 对 于 分 在 不 
同 区 域 的 最 近 的 点 ， 要 求 其 距离 一 定 小 于 4d。 

如 果 一 点 在 左边 区 域 ,一 点 在 右边 区 域 且 处 在 小 于 d 的 距离 内 ， 那 么 这 些 点 一 定位 于 宽度 
2d 的 以 线 k 作为 其 中 心 的 垂直 带 状 区 域 中 。( 和 否则 ， 这 些 点 的 距离 一 定 大 于 它们 的 工 坐 标 之 差 ， 
而 这 个 距离 将 超过 4 。) 为 了 检查 在 这 个 带 状 区 域 中 的 点 ， 我 们 对 它们 进行 排序 并 按照 y 坐标 递 
增 的 顺序 把 它们 列 出 来 。 这 可 以 使 用 归并 排序 用 O(n log nn) 次 运算 完成 并且 只 需 在 算法 开始 
时 做 一 次 ， 而 不 是 在 每 个 递归 步 做 。 在 每 个 递归 步 ， 我 们 从 已 经 按照 其 y 坐标 排 好 序 的 所 有 点 
的 集合 ， 构 造 在 这 个 区 域内 的 根据 其 y 坐标 排序 的 点 的 子 集 ， 这 可 以 用 OCz) 次 比较 完成 。 

从 带 状 区 域 中 具有 最 小 y 坐标 的 一 个 点 开始 ， 我 们 连续 地 检查 带 状 区 域 中 的 每 个 点 ， 计 算 
这 个 点 与 带 状 区 域 中 所 有 其 他 具有 较 大 y 坐标 且 与 这 个 点 的 距离 小 于 d 的 点 之 间 的 距离 。 注 意 
为 检查 点 p， 我 们 只 需要 考虑 在 p 和 下 述 矩 形 中 的 一 组 点 之 间 的 距离 。 这 个 矩形 的 高 为 &， 帘 
为 2&, 妃 在 它 的 底 边 上 ， 并 且 它 的 垂直 边 与 4 的 距离 为 a。 

我 们 可 以 证 明 在 这 个 点 集中 至 多 存在 8 个 点 ， 其 中 包含 p 在 内 (或 者 在 这 个 24Xd 的 矩形 
的 边 上 )。 为 了 看 到 这 一 点 ， 注 意 在 图 2 所 示 的 8 个 d/2X4d/2 的 正方 形 中 ， 每 个 正方 形 内 部 至 
多 可 能 存在 一 个 点 。 这 是 由 于 在 一 个 正方 形 的 边 上 或 者 内 部 最 远 距离 的 点 是 对 角 线 的 长 度 d/ 
V2( 使 用 勾 股 定理 可 以 得 到 )， 这 个 距离 小 于 4， 并 且 每 个 这 样 的 正方 形 是 完全 处 在 左 区 域内 或 
者 右 区 域内 。 这 意味 着 在 这 一 步 我 们 至 多 只 需要 与 4 比较 7 个 距离 ， 这 些 距 离 是 在 p 和 和 矩形 内 
部 或 者 边 上 7 个 或 者 更 少 的 其 他 的 点 之 间 。 


d/2 d/2 d/2 d/2 


包含 p 在 内 ， 至 多 8 个 点 可 能 处 
在 中 心 在 4 的 24xq 的 矩形 内 或 
者 边 上 , 因为 在 8 个 (4/2)x(d/2) 
的 正方 形 中 ， 每 个 内 部 或 边 上 
至 多 可 能 存在 一 个 点 








图 2 说 明 对 带 状 区 域 中 的 每 个 点 至 多 需要 考虑 另外 7 个 点 


由 于 在 宽 为 24 的 带 状 区 域 中 的 总 点 数 不 超 过 nn( 集 合 中 的 总 点 数 )， 所 以 至 多 需要 与 4 比 
较 7n 个 距离 以 找到 点 之 间 的 最 小 距离 。 即 只 存在 7” 个 距离 可 能 小 于 d。 因此 ,一旦 用 归并 排 
序 按照 这 些 点 的 xz 坐标 和 y 坐标 对 它们 进行 排序 后 ,我 们 发 现 求 解 最 接近 点 对 问题 需要 的 比较 
次 数 不 超 过 满足 递 推 关系 

fn)=2f(n/2)+7n 

的 增 函 数 f(n)， 其 中 f(2) 二 1。 根 据 定理 2， 得 到 f(n) 是 O(n log n)。 用 归并 排序 算法 根据 点 
的 工 坐 标 和 >y 坐标 对 点 做 两 次 排序 ， 每 次 排序 用 O(n log n) 次 比较 ， 在 算法 的 O(log nw) 个 步 中 
的 每 一 步 ， 这 些 坐 标的 排序 子 集 每 次 可 以 用 O(n) 次 比较 得 到 。 因 此 ， 这 个 最 近 点 对 问题 可 以 
用 Oln log n) 次 比较 求解 。 4 
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练习 

1. 在 64 个 元 素 的 集合 中 ， 做 二 分 检索 需要 多 少 次 比较 ? 

2. 在 128 个 元 素 的 序列 中 ， 使 用 例 2 中 的 算法 查找 最 大 和 最 小 的 元 素 需 要 多 少 次 比较 ? 

3. 使 用 快速 乘法 算法 将 (1110), 与 (1010), 相 乘 。 

4. 用 伪 码 表示 快速 乘法 算法 。 | 

5. 确定 在 例 4 中 的 常数 C 的 值 ， 并 且 使 用 它 估 计 用 快速 乘法 算法 做 两 个 64 位 二 进 制 整数 相 乘 所 需要 的 


18. 


19; 


20. 


21. 


22 


X23 


按 位 运算 的 次 数 。 


. 用 例 4 引入 的 算法 做 两 个 32X32 矩阵 相 乘 需要 多 少 次 运算 ? 
. 假设 当 n 被 3 整除 时 有 f(n)= 二 fl(n/3) 十 1 和 f(1) 二 1, 求 


a) f(3) b) f(27) c)f(729) 


, 假设 当 是 偶数 时 有 fCn) 二 2f(n/2) 十 3 和 f(1) 二 5, 求 


a) f(2) b) f(8) c) f(64) ~ d) f(1024) 


.假设 当 nn 被 5 整除 时 有 f(m) 二 fl(n/5) 十 3n* 和 f(1) 二 4 求 


a)f(5) b) f(125) c€)f(3125) 


. 当 ”一 2 时 求 f(n)， 其 中 f 满足 递 推 关系 fCn) 二 fln/2) 十 1，f(1)=1。 

. 如 果 f 是 一 个 增 函 数 ， 给 出 练习 10 中 f 的 大 OO 估计。 

， 当 nn 二 3* 时 求 f(n)， 其 中 满足 递 推 关系 f(n)= 二 2f(n/3) 十 4，f(1)==1。 

. 如 果 f 是 一 个 增 函 数 ， 给 出 练习 12 中 的 f 的 大 O 估计 。 

. 假设 在 一 个 淘汰 锦标 赛 中 有 n= 二 2* 个 队 ， 其 中 在 第 一 轮 有 n/2 场 比赛 ，z/2=2 和 :个 赢 的 队 进 入 第 二 


轮 比赛 ， 以 此 进行 。 建 立 一 个 关于 锦标 赛 的 轮 数 的 递 推 关系 。 


. 在 练习 14 的 淘汰 锦标 赛 中 如 果 有 32 个 队 ， 需 要 进行 多 少 轮 比 赛 ? 
. 求解 练习 14 所 描述 的 关于 锦标 赛 轮 数 的 递 推 关 系 。 
. 假设 ”个 投票 人 为 不 同 的 候选 人 (可 能 存在 多 于 2 个 候选 人 ) 进 入 某 个 办 公 室 投票 ， 选 票 作为 一 个 序 


列 的 元 素 。 如 果 一 个 人 得 到 的 选票 超过 半数 他 就 赢得 竞选 。 

a) 设 计 一 个 分 治 算法 确定 是 否 一 个 候选 人 得 到 半数 选票 ， 如 果 是 ， 则 确定 这 个 候选 人 是 谁 。[ 提 示 : 
设 n 为 偶数 ， 并 且 将 选票 序列 划分 成 两 个 序列 ， 每 个 序列 具有 n/2 个 元 素 。 注 意 ， 如 果 对 于 两 个 半 
长 序列 的 每 一 个 都 没有 得 到 一 半 以 上 的 选票 ， 那 么 一 个 人 就 不 可 能 得 到 所 有 选票 的 一 半 以 上 。] 

b) 使 用 主 定理 给 出 在 a 中 设计 的 算法 所 需要 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 

假设 在 一 组 nw 个 人 中 ,每 个 人 从 候选 人 的 提名 中 恰好 选 两 个 人 担任 一 个 委员 会 的 两 个 职务 。 只 要 每 

人 得 到 超过 n/2 的 选票 ， 这 前 两 个 人 将 赢得 这 两 个 席位 。 

a) 设 计 一 个 分 治 算法 ， 确 定 两 个 得 到 最 多 选票 的 候选 人 是 否 每 个 人 至 少 得 到 了 n/2 的 选票 。 如 果 是 ， 
确定 这 两 个 候选 人 是 谁 。 

b) 使 用 主 定理 给 出 在 a 中 设计 的 算法 所 需要 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 

a) 使 用 5.4 节 中 的 练习 26 的 递归 算法 为 计算 zx" 所 需要 的 乘法 次 数 建立 一 个 分 治 递 推 关 系 ， 其 中 z 为 
实数 , ”是正 整 数 。 

b) 使 用 在 a 中 找到 的 递 推 关 系 构 造 使 用 递归 算法 计算 zx" 所 用 乘法 的 次 数 的 大 O 估计。 

a) 使 用 5.4 节 中 的 例 4 的 递归 算法 为 计算 wmod mx 所 需要 的 模 乘 法 的 次 数 建立 一 个 分 治 递 推 关 系 ， 其 
中 a、m、n 为 正 整 数 。 

b) 使 用 在 a 中 找到 的 弟 推 关系 构造 使 用 递归 算法 计算 w"mod m 所 用 模 乘 法 的 次 数 的 大 O 估计 。 

设 函 数 f 满足 递 推 关系 f(n) 二 2f(Vn) 十 1， 其 中 是 大 于 1 的 完全 平方 数 且 f(2)=1。 

a) 求 f(16)。 

b) 求 关于 fln) 的 大 O 〇 估计 。[ 提 示 : 做 替换 m= 二 logn。] 


. 设 函 数 f 满足 递 推 关系 fn) 一 2 了 (Yn) 十 log n， 其 中 是 大 于 1 的 完全 平方 数 且 f(2)==1。 


a) 求 f(16)。 

b) 求 关于 f(n) 的 大 O 估 计 。[ 提 示 : 做 替换 mm 一 log n。] 

这 个 练习 涉及 求 n 个 实数 序列 的 连续 项 的 最 大 和 问题 。 当 所 有 的 项 都 是 正 数 时 ， 所 有 项 之 和 就 给 出 
了 答案 ， 但 是 当 某 些 项 是 负数 时 情况 就 比较 复杂 了 。 例 如 ， 序 列 一 2，3， 一 1，6， 一 7, 4 的 连续 项 
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的 最 大 和 是 3 十 (一 1) 十 6 二 8。( 这 个 练习 基于 [Be86])。 

a) 使 用 伪 码 描述 一 个 求解 该 问题 的 算法 ， 这 个 算法 依次 寻找 从 第 一 项 开始 的 连续 项 之 和 ， 从 第 二 项 
开始 的 连续 项 之 和 ， 等 等 ， 并 在 算法 执行 时 记录 当前 找到 的 最 大 和 。 

b) 依 照 所 做 的 计算 和 的 次 数 与 比较 次 数 确定 在 a) 中 算法 的 计算 复杂 度 。 

c) 设 计 一 个 分 治 算法 求解 这 个 问题 。[ 提 示 : 假设 序列 中 有 偶数 个 项 ， 把 这 个 序列 分 成 两 半 。 解 释 当 
连续 项 的 最 大 和 包含 了 在 两 个 半 序 列 的 项 时 怎样 处 理 这 种 情况 。] 

d) 使 用 c 中 的 算法 求 下 面 每 个 序列 的 连续 项 的 最 大 和 : 一 2，4， 一 1，3，5， 一 6，1，2; 4，1， 一 3， 
7， 一 1， 一 5，3， 一 2; 一 1，6，3， 一 4， 一 5，8， 一 1，7。 

e) 通 过 c 中 的 分 治 算法 使 用 的 求 和 次 数 和 比较 次 数 寻 找 一 个 递 推 关 系 。 

f) 使 用 主 定理 估计 这 个 分 治 算法 的 计算 复杂 度 。 依 照 计 算 复 杂 度 把 这 个 算法 与 a) 中 的 算法 做 比较 ， 
结果 如 何 ? 





. 应 用 例 12 描述 的 求 最 近 点 对 的 算法 ,使 用 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 , 求 下 述 点 (1，3)、(1,， 7)、(2， 


A) 2 1 的 最 近 碟 对 。 


. 应 用 例 12 描述 的 求 最 近 点 对 的 算法 ,使 用 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 ， 求 下 述 点 (1，2)、(1，6)、(2， 


4)s Br 8 C3, JS C9 6 3 10, 43 3 tow Lys (DF Bs Cy DYs C6 Tn V5) (Ts 
4)、(7，9)、(8，6) 的 最 近 点 对 。 

使 用 伪 码 描述 例 12 中 所 叙述 的 解 最 近 点 对 问题 的 递归 算法 。 

如 果 两 点 间 的 距离 定义 为 dCCz;，y;)，(zj， yj)) 二 max( |zi 一 zj |，|y 一 y | )， 使 用 例 12 描述 的 
算法 中 应 用 的 那些 合理 的 步骤 并 加 以 改变 ,构造 一 个 求 两 点 之 间 最 小 距离 的 算法 。 

设 一 个 人 从 nn 个 数 的 集合 中 取 一 个 数 zx， 第 二 个 人 通过 连续 选取 个 数 的 子 集 猜 测 这 个 数 。 他 问 第 一 个 
人 是 否 z 在 每 个 集合 里 。 第 一 个 人 回答 “是 ”或 者 “不 是 ”。 当 第 一 个 人 每 次 回答 都 是 真 话 时 ， 通 过 连 
续 地 在 每 次 询问 时 将 这 个 集合 对 半 划 分 ， 我 们 可 以 使 用 log n 次 询问 找到 zx。1976 年 由 斯 坦 尼 斯 劳 。 乌 
拉 姆 (Stanislaw Ulam) 提 出 的 乌拉 姆 问题 是 ,假设 允许 第 一 个 人 恰好 说 谎 一 次 ， 找 到 工 需要 多 少 次 询问 ? 


”83) 给 定数 zx 和 ?7 个 元 素 的 集合 ,证 明 每 个 问题 问 2 次 并 且 当 发 现 说 谎 时 可 以 多 问 一 个 问题 ， 那 么 乌 


拉 姆 问题 可 以 用 2 log n 十 1 次 询问 求解 。 

b) 把 初始 的 n 元 素 集 合 划 分 成 4 部分， 每 部 分 具有 n/4 个 元 素 ， 证 明 使 用 2 次 询问 就 可 以 排除 1/4 的 
元 素 。[ 提 示 : 使 用 2 次 询问 ， 其 中 每 次 询问 都 问 是 否 这 个 元 素 在 两 个 n/4 个 元 素 的 子 集 的 并 集中 ， 
并 且 其 中 一 个 n/4 个 元 素 的 子 集 出 现在 两 次 询问 中 。] 

ec) 利用 b 证明 如 果 Foz) 等 于 用 b 中 的 方法 求解 乌拉 姆 问题 所 用 到 的 询问 上 几 数 ， 且 郊 被 4 整除 ,那么 了 
(2) 王 (3z/4) 十 2。 

d) 求 解 c 中 关于 f(n) 的 递 推 关系 。 

e) 每 个 这 种 问题 问 两 次 来 求解 乌拉 姆 问题 的 天 真 方法 与 基于 b 的 分 治 方法 相 比 ， 哪 种 具有 更 高 的 效 
率 ? 求解 乌拉 姆 问题 的 最 有 效 的 方法 已 经 由 A. 派 尔 克 (A. Pelc) 确 定 [Pe87]。 


在 练习 29~33 中 ， 假设 f 是 一 个 满足 递 推 关 系 f(n) 二 af(n/5) 十 cn 的 增 函 数 ，a 志 1，0 是 大 于 1 的 整 


数 ， 
* 29. 
30. 


*31, 


32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 


c 和 d 是 正 实数 。 这 些 练习 提供 一 个 关于 定理 2 的 证 明 。 

证 明 : 如 果 = 多 且 n 是 2 的 宕 ,那么 f(n)=f(1)n’ 十 cn*logsn。 

使 用 练习 29 证 明 : 如 果 a 二 名， 那么 Fo) 是 Oozlog n)。 

证 明 : 如 果 a 隆 8 且 n 是 5 的 客 ， 那 么 f(n) 王 Cir? 十 Can"%a ， 其 中 
Ci=bc/(b—a)B C=f(1)+oc/(a—b) 

使 用 练习 31 证 明 : 如 果 a 二 5 ， 那 么 f(n) 是 O(n”)。 

使 用 练习 31 证 明 : 如 果 ae 之 多 ,那么 Fo) 是 O(n*%a ) 。 

当 "一 全 时， 求 f(n)， 其 中 f 满足 递 推 关 系 f(n) 二 5f(n/4) 十 6n，f(1)==1。 

如 果 f 是 增 函 数 ， 给 出 练习 34 中 了 的 大 O 估计 。 

当 ”一 2 时 , 求 f(n)， 其 中 满足 递 推 关系 fC(n)= 二 8f(/2) 十 ww，f(1)==1。 

如 果 f 是 增 函 数 ， 给 出 练习 36 中 f 的 大 O 估计。 
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8.4 生成 函数 


8.4.1 引言 

表示 序列 的 一 种 有 效 方 法 就 是 生成 函数 ， 它 把 序列 的 项 作为 一 个 形式 徊 级 数 中 变量 zx 的 竹 uney 
的 系数 。 可 以 用 生成 函数 求解 许多 类 型 的 计数 问题 ， 例 如 在 各 种 限制 下 选取 或 分 配 不 同 种 类 物 
体 的 方式 数 ， 使 用 不 同 面额 的 硬币 换 二 美元 的 方式 数 等 。 也 可 以 用 生成 函数 求解 递 推 关系 。 它 
先 把 关于 序列 的 项 的 递 推 关系 转换 成 涉及 生成 函数 的 方程 ， 然 后 求解 这 个 方程 并 找 出 关于 这 个 
生成 函数 的 封闭 形式 。 从 这 个 封闭 形式 可 以 找到 生成 函数 的 震级 数 的 系数 ， 从 而 求解 原来 的 递 
推 关 系 。 生 成 函数 也 可 以 利用 函数 之 间 相 对 简单 的 关系 来 证 明 组 合 恒 等 式 ， 因 为 这 些 关系 可 以 
转换 成 涉及 序列 的 项 的 恒等式 。 生 成 函数 是 有 用 的 工具 ， 除 了 本 节 描 述 的 内 容 以 外 ， 还 可 以 用 
它 来 研究 序列 的 许多 性 质 ， 例 如 建立 关于 序列 的 项 的 渐 近 公式 。 

我 们 从 序列 的 生成 函数 的 定义 开始 。 





评注 定义 1 给 出 的 {a} 的 生成 函数 有 时 叫 作 {a,) 的 普通 生成 函数 ， 以 便 和 这 个 序列 的 其 
他 类 型 的 生成 函数 相 区 别 。 


序列 {a}(w=3，w 一 k 十 1 和 a 二 2:) 的 生成 函数 分 别 是 a 
Si Th 交 2 . 
我 们 通过 设置 a,; 二 0， 1 PE 等 5 把 一 个 有 限 序列 CQoy，， dl, ”CQn 扩充 成 一 个 无 限 序 


列 ， 就 可 以 定义 一 个 实数 的 有 限 序列 的 生成 函数 。 这 个 无 限 序列 {a,) 的 生成 函数 G(x) 是 一 个 n 
次 多 项 式 ， 因 为 当 jn 时 没有 形 如 ajx’ 的 项 出 现 ， 即 
G(CZ) 王 0 十 QZ 十 … 十 QZ" 
序列 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 是 什么 ? 
解 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 是 
Dn ee se 4 
由 2.4 节 的 定理 1 有 
(一 1)X(z 一 ==1 十 罗 十 开征 说 和 斗 光 十 丰 记 关 1 

因此 ，G(z)==(x' 一 1)/(zx 一 1) 是 序列 1]，1,，1，1, 1, 1 的 生成 函数 。 因 为 xz 的 究 只 在 生成 函 





数 的 序列 项 中 使 用 ， 我 们 不 用 担心 G(1) 没 有 被 定义 。 4 
设 m 是正 整数 。 邻 aj= 二 Cl(m,， RY's R 一 0， J 2 “9 Mo 那么 序列 C03 Uy "ss Qn 
的 生成 函数 是 什么 ? 


解 ” 这 个 序列 的 生成 函数 是 
G(xz)=C(Cm, 0)+CCm, 1)zxt+tCCm, 2)z 二 Cm, m)z” 
二 项 式 定理 证 明 G(x) 二 (1 十 x)”。 要 


8. 4.2 关于 需 级 数 的 有 用 事实 

当 用 生成 函数 求解 计数 问题 时 ， 通常 将 它们 考虑 成 形式 窘 级 数 。 因 此 ， 它 们 被 视 为 代数 对 
象 ， 其 收敛 性 问题 被 忽略 了 。 然 而 ， 当 形式 震级 数 收敛 时 ， 有 效 的 运算 将 继续 作为 形式 震级 数 
使 用 。 我 们 将 利用 z=0 时 特定 函数 的 震级 数 ， 这 些 寡 级 数 是 唯一 的 ， 并 且 具 有 正 的 收敛 半径 。 
熟悉 微 积 分 的 读者 如 果 想 了 解 所 涉及 震级 数 的 收敛 性 的 细节 ， 可 以 参阅 有 关 这 方面 内 容 的 教 
科 书 。 
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现在 我 们 将 叙述 某 些 与 无 穷 级 数 有 关 的 重要 事实 ， 这 些 将 在 研究 生成 函数 时 用 到 。 有 关 这 
些 的 讨论 和 相关 的 结果 都 可 以 在 微 积 分 教科 书 中 找到 。 
函数 f(x) 二 1/(1 一 x) 是 序列 1，1，1，1，… 的 生成 函数 ， 因 为 对 |x| 二 1 有 
1/(1—z)=1 二 x+tz 二 … 本 
函数 f(x) 二 1/(1 一 ax) 是 序列 1，a，a*，a*，… 的 生成 函数 ， 因 为 当 |az | 二 1 或 等 
价 于 |zx| 壹 1al,， a 了 0,， 有 
1/(1L 一 az) 王 1 十 az 十 对 好 十 … | 
我 们 也 需要 了 解 两 个 生成 函数 是 怎样 相 加 和 相 乘 的 。 这 些 结果 的 证 明 也 可 以 在 微 积分 教科 
书 中 找到 。 





评注 “正如 本 节 所 考虑 的 所 有 级 数 一 样 ， 定 理 1 只 有 当 罕 级 数 在 一 个 区 间 内 收敛 时 才 有 
效 。 但 是 ， 生 成 函数 的 定理 并 不 仅 局 限于 这 种 级 数 。 在 级 数 不 收 敛 的 情况 下 ， 定 理 1 中 的 命题 
可 以 看 成 是 生成 函数 和 与 积 的 定义 。 

我 们 将 在 例 6 中 说 明 怎样 使 用 定理 1。 


设 扰动 二 1 人 1 一动。 用 例 4 求 出 表达 式 fz) pe 中 的 系数 av， 人 1 
解 由 例 4 看 出 


Wl—a) lee 十 
因此 ， 由 定理 1 有 
WO = (= Dk 4 
评注 ”这 一 结果 也 可 以 通过 微分 从 例 4 中 导出 。 从 已 知 生成 函数 的 恒等式 产生 新 的 恒等式 
的 一 种 有 用 的 技术 就 是 求 导 。 
为 了 用 生成 函数 求解 许多 重要 的 计数 问题 ， 我 们 需要 在 指数 不 是 正 整 数 的 情况 下 应 用 二 项 
式 定理 。 在 叙述 广义 二 项 式 定理 之 前 ， 我 们 需要 定义 广义 二 项 式 系 数 。 





/11/2 


@ 取 求 广义 二 项 式 系数 ( 。) 和 ( 。 ) 的 值 、 


解 在 定义 2 中 取 * 一 一 2 和 & 一 3 得 


(一 )=- C2 


31 SS 





类 似 地 ， 取 =1/2 和 有 ==3 得 
[ (ND CH2 DA 一 的 
3 3! 
={1/2)(— 72) (= 7/26 
一 1/16 4 
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当 上 边 的 参数 是 负 整 数 时 ， 例 8 对 广义 二 项 式 系数 提供 了 一 个 有 用 的 公式 。 我 们 后 面 的 讨 
论 中 会 用 到 它 。 

@ 国 当 上 面 的 参数 是 负 整数 时 ， 广 义 二 项 式 系数 可 以 用 通常 的 二 项 式 系数 的 项 表示 。 为 
此 只 需要 注意 


[全 WC Hd eC n r 二 1) 由 广义 二 项 系数 定义 


5 r! 








= Dm (RE 


r! 


网 本 由 乘法 的 交换 律 


| 


从 分 子 的 每 一 项 中 提取 因子 一 1 





= ed 、 分 子 和 分 母 同时 乘 以 (2 一 1)1 
rl(xw— 11)! : 

证 站 
= ) r 由 二 项 系数 的 定义 


= (—1)'C(ntr—1,7r) 使 用 另外 一 种 二 项 系数 符号 表示 “本 
我 们 现在 叙述 广义 二 项 式 定理 。 





Je 人 


可 以 使 用 麦克 劳 林 级 数 的 理论 证 明定 理 2， 我 们 将 这 个 证 明 留 给 熟悉 这 部 分 微 积分 的 读者 


评注 当 x 是 正 整 数 时 ， 广 义 二 项 式 定 理 就 归 约 到 6.4 节 提出 的 二 项 式 定 理 ， 因 为 如 果 
&>w， 那 么 在 这 种 情况 下 (1)=0. 


例 9 说 明了 当 指 数 是 负 整 数 时 定理 2 的 应 用 。 
当 是正 整 数 时 ,使 用 广义 二 项 式 定理 求 (1 十 xz)“ 和 (1 一 x)“ 的 生成 函数 。 
解 ” 由 广义 二 项 式 定 理 得 


oo 


0 


k=0 


使 用 例 8 所 提供 的 关于 ，” ) 的 简单 公式 得 到 


oo 


(1+2x)™ = Dl(—1)C(n+k—1,k)z 
用 一 z+ 代替 xz 得 到 
(T=w) = PCa R12 4 


表 1 归纳 了 一 些 经 常 出 现 的 有 用 的 生成 函数 。 


表 1 有 用 的 生成 函数 










(1+x)* = Cn,k)zt 


k=0 


= 二 CG OC(n 2 





































































































( 续 ) 
G(x) ak 
(1+ar)” = DClnykjatzt 
k=0 Cln,k)at 
二 1 十 Cnyl)azr 十 Cl(n,2)a?zx? 十 十 arr” 
(1+ zr)* = > CCD 
全 如 果 |&, 则 CCn,&k/7) ;否则 为 0 
一 1 十 CGOa,1)zr 十 CGOa2)z2r 十 … 十 2 
和 如 果 上 二, 则 为 1; 否则 为 0 
Re 
ee 3 D+ ad 1 十 zx 十 zx? 二 1 
1 二 条 
TP 和 a 
= Dt 如 果 r |&, 则 为 1; 否则 为 0 
k=0 
1 SS | 3 | 2 Pe 
a Et De 1 十 2z 十 3z? 十 k 十 1 
2 Clntk— 1,k) zt 
人 大 Cn 二 k—1,k) = CGO 十 上 一 1,2 一 1) 
三 1 十 Cln,Dz 十 Cn 二 1,2)z? 十 … 
Ep DCntk—1,k)— Dtzt 人 二 二 才 = 
Ee 
1 1 
一 1 一 CGOz1)z 十 CC 十 1,2)z2 一 … 
区 
一 一 一》 CGO 十 R 一 1,R)akzrt 
旨 三 这 入 > Clntk—1,kiat = CO 十 有 一 1 一 1)Qt 
王 1 十 CGOz,l)az 十 CGOz 十 1,2)a2z2 十 … 
一 TX ， 交 8 
ez 三 - 一 1 十 z 十 莹 -| 上 … 1/k! 
fo *! 2 3! 
= 2 3 4 
(1 填 史 = DK = 二 x 一 所 十 村 和 十 (一 DeHA 


k=0 





注 : 当 讨 论 因 级 数 时 ， 在 大 多 数 微 积分 的 书 中 可 以 找到 关于 最 后 两 个 生成 函数 的 级 数 。 


评注 注意 表 中 第 2 个 公式 和 第 3 个 公式 可 以 由 第 1 公式 将 工分 别 用 ar 和 并 替换 推导 
出 来 。 同 样 ， 第 6 个 公式 和 第 7 个 公式 可 由 第 5 公式 做 同样 替换 推导 出 来 。 第 10 个 公式 和 第 
11 个 公式 可 以 由 第 9 个 公式 将 工分 别 用 一 二 、afz 替换 推导 出 来 。 表 中 有 些 公 式 也 可 以 使 用 微 
ns i 鼓励 学 生 了 解 表 中 的 核心 公式 (如 能 推导 出 其 他 公式 
公式 ， 可 能 是 第 1、4、5、8、9、12、13 个 公式 )， 并 且 理 解 如 何 由 这 些 核 心 公式 推导 出 


ee 


8.4.3 计数 问题 与 生成 函数 

生成 函数 可 以 用 于 求解 各 种 计数 问题 。 特 别 地 ， 它 们 可 以 用 于 计数 各 种 类 型 的 组 合 数 。 在 
第 6 章 ， 当 允许 重复 和 可 能 存在 某 些 附加 约束 时 ， 我们 开发 了 一 些 计 数 nn 元 素 集合 的 7 组 合 的 
技术 。 这 种 问题 与 计数 形 如 
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el 十 es 十 … 十 e, 一 C 
方程 的 解 是 等 价 的 ， 其 中 C 是 常数 ， 每 个 e; 是 可 能 具有 某 些 约束 的 非 负 整 数 。 也 可 以 用 生成 
函数 求解 这 种 类 型 的 计数 问题 ， 如 例 10 一 12 所 示 。 


求 
el 十 ez 十 es 一 17 
的 解 的 个 数 ， 其 中 e ，e ，es 是 非 负 整数 ， 满 足 2<<el 二 5，3 二 ej 二 6,，4<e; 二 7。 
解 具有 上 述 限 制 的 解 的 个 数 是 
(二 十 十 x 十 (x 十 x 十 十 x)(xt 十 十 x 十 x?》 
的 展开 式 中 zx" 的 系数 。 这 是 因为 我 们 在 乘积 中 得 到 等 于 zx” 的 项 是 通过 在 第 一 个 和 中 取 项 x“， 
在 第 二 个 和 中 取 项 x* ,在 第 三 个 和 中 取 项 x* ， 其 中 宕 指数 e: 、e 和 es 满足 方程 e 十 e 十 e: 王 
17 和 给 定 的 限制 。 NS 
不 难看 出 在 这 个 乘积 中 的 x" 的 系数 是 3。 因此 ， 存 在 3 个 解 。( 注 意 ， 计 算 这 个 系数 与 枚 
举 方程 的 具有 给 定 约束 的 所 有 解 几乎 要 做 同样 多 的 工作 。 但 是 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 这 里 说 明 
的 方法 常常 可 以 用 于 求解 各 种 具有 特殊 规则 的 计数 问题 。 此 外 ， 可 以 用 计算 机 代数 系统 做 这 种 
计算 。) 4 
把 8 块 相同 的 饼干 分 给 3 个 不 同 的 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼干 并 且 不 超 
过 4 块 饼干 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 
解 ” 因 为 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼干 且 不 超过 4 块 饼干 ， 所 以 在 关于 序列 {C,) 的 生成 函数 
中 对 每 个 孩子 存在 一 个 等 于 
(Zz: 十 十 x) 
的 因子 ， 其 中 6c 是 分 配 块 饼干 的 方式 数 。 因 为 有 3 个 孩子 ， 所 以 生成 函数 是 
(Zz! 十 十 》 
我 们 需要 求 这 个 乘积 中 的 x 的 系数 。 理 由 就 是 在 展开 式 中 x 的 项 对 应 于 选 3 项 的 方式 数 ， 其 
中 每 个 因子 选 1 项 且 指 数 加 起 来 等 于 8。 此外， 来 自 第 一 、 第 二 和 第 三 个 因子 的 项 的 指数 分 别 
是 第 一 、 第 二 和 第 三 个 孩子 接受 的 饼干 数 。 通 过 计算 说 明 这 个 系数 等 于 6。 于 是 存在 6 种 方式 
分 配 饼干 使 得 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 ， 但 是 不 超过 4 块 饼干 。 « 
把 价值 1 美元 、2 美元 和 5 美元 的 代 币 插 人 售 货 机 为 价值 > 美元 的 某 种 物品 付款 ， 
使 用 生成 函数 确定 在 代 币 插入 是 有 序 的 和 无 序 的 两 种 情况 下 付款 的 方式 数 。( 例 如 为 一 种 价 
值 3 美元 的 物品 付款 ， 当 不 考虑 代 币 插入 的 次 序 时 存在 2 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 币 或 
1 个 1 美元 和 1 个 2 美元 的 代 币 。 当 考虑 代 币 插入 的 次 序 时 有 3 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 
币 ; 插入 1 个 1 美元 代 币 ,然后 1 个 2 美元 的 代 币 ; 插入 1 个 2 美元 代 币 ， 然后 1 个 1 美元 
代 币 。) 
解 ”在 不 考虑 代 币 插入 次 序 的 情况 下 ， 我 们 所 关心 的 就 是 为 产生 ~ 美元 的 总 数 所 使 用 的 每 
种 代 币 的 数目 。 因 为 可 以 使 用 任意 多 个 1 美元 的 代 币 、 任 意 多 个 2 美元 的 代 币 和 任意 多 个 5 美 
元 的 代 币 ， 所 以 答案 就 是 在 生成 函数 
i Dy Be A eh ee Dn i ok, 
中 的 z' 的 系数 。( 这 个 乘积 中 的 第 一 个 因子 表示 所 使 用 的 1 美元 代 币 ， 第 二 个 表示 所 使 用 的 2 
美元 代 币 ， 第 三 个 表示 所 使 用 的 5 美元 代 币 。) 例 如 ， 用 1 美元 、2 美元 和 5 美元 为 一 个 价值 7 
美元 的 物品 付款 的 方式 数 由 展开 式 中 x 的 系数 给 出 ， 结 果 等 于 6。 
当 考 虑 代 币 插入 的 次 序 时 ,插入 恰好 7 个 代 币 产生 r 美元 的 方式 数 是 在 
(Zz 十 十 x )” 
中 的 x' 的 系数 ， 因 为 这 个 代 币 中 的 每 一 个 可 能 是 1 美元 代 币 、2 美元 代 币 或 5 美元 代 币 。 又 
由 于 可 以 插入 的 代 币 不 限 数量 ， 所 以 当 考 虑 代 币 插入 的 次 序 时 ， 使 用 1 美元 、2 美元 或 5 美元 





代 币 产生 -美元 的 方式 数 是 在 


下 2 


I—(z+e i) 
EL 
Ld 
中 zz’ 的 系数 。 这 里 我 们 把 插入 0 个 代 币 、1 个 代 币 、2 个 代 币 、3 个 代 币 等 方式 数 相 加 ， 同 时 
我 们 使 用 恒等式 1/(1 一 z) 王 1 十 z 十 之 十 …， 且 用 z 十 x 十 x 代替 x。 例 如， 用 1 美元 、2 美元 
和 5 美元 的 代 币 为 一 个 价值 7 美元 的 物品 付款 ， 当 考虑 使 用 代 币 的 次 序 时 ， 方 式 数 是 这 个 展开 
式 中 x 的 系数 ， 等 于 26。[ 提 示 : 为 看 到 这 个 系数 等 于 26， 要 把 (zx 十 x 十 x')* 的 展开 式 中 文 
的 系数 相 加 ， 其 中 2<k7。 这 项 工作 可 以 用 大 量 的 手工 计算 完成 ， 也 可 以 使 用 计算 机 代数 系 
统 来 完成 。] 4 
例 13 说 明了 当 求 解 带 不 同 假设 的 问题 时 生成 函数 具有 的 多 功能 性 。 
假设 已 经 建立 了 二 项 式 定理 ,使 用 生成 函数 找 出 n 元素 集合 的 k 组 合 数 。 





解 集合 中 丸 个 元 素 的 每 一 个 元 素 都 对 生成 函数 f(x) = 》1 az 贡献 了 项 (1 十 z)。 因 此 
f(zz) 是 关于 (a) 的 生成 函数 ， 其 中 w 表示 元 素 集合 的 & 组 合 数 。 于 是 ， 
rE 
但 是 由 二 项 式 定理 ， 我 们 有 
Fz) = (Gk 


k=0 


其 中 


本 本 于 
k kl(nO— k)! 
于 是 ，C(n，k) ，n 元素 集合 的 & 组合 数 是 
nl 
kl(n—&k)! 

评注 在 6.4 节 ， 我 们 使 用 了 关于 nn 元 素 集合 的 r 组 合 数 的 公式 ,证 明了 二 项 式 定理 。 这 些 
例子 说 明 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定 理 ， 再 用 二 项 式 定理 推导 关于 nn 元 素 集 合 的 7 组 合 
数 的 公式 。 


使 用 生成 函数 找 出 当 元 素 允 许 重 复 时 nn 元 素 集 合 的 + 组 合 数 公式 。 
解 ” 设 G(x) 是 关于 序列 {a,} 的 生成 函数 ， 其 中 a, 等 于 nn 元素 集合 的 允许 重复 的 r 组 合 数 。 
a \ 


即 G(z)== 2 a,T”。 因 为 当 我 们 构成 允许 重复 的 r 组合 时 ， 对 nn 元素 集合 的 元 素 选 择 不 受 限 


制 ， 所 以 这 nn 个 元 素 中 的 每 一 个 元 素 都 对 G(xz) 的 乘积 展开 式 贡 献 了 因子 (1 十 x 十 区 十 十 …)。 
这 是 由 于 当 构 成 一 个 ~ 组 合 时 (要 选择 ~ 个 元 素 ) ， 每 个 元 素 都 可 以 被 选择 0 次 、1 次 、2 次 、3 
次 等 。 因 为 集合 中 存在 nn 个 元 素 ， 且 每 一 个 都 对 G(x) 贡 献 了 相同 的 因子 ， 所 以 有 
G(xz)= 二 (1 十 Zz 和 寸 用 十 …)" 

只 要 |z| 二 1, 就 有 1 十 zx 十 十 …= 二 1/(1 一 xz)， 所 以 

Gd U/C 

使 用 广义 二 项 式 定 理 ( 定 理 2)， 得 到 
we 
Cl a es 1 a 人- 凤 


当 r 是正 整 数 时 ，n 元 素 集合 的 允许 重复 的 ”~ 组 合 数 就 是 这 个 和 式 中 的 天 的 系数 。 因 此 ， 使 用 
例 8 我 们 求 出 a, 等 于 
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()- 人 


三 人 有 十 7 一 57) 本 

注意 ， 例 14 的 结果 与 我 们 在 6. 5 节 定 理 2 所 叙述 的 结果 一 样 。 

肆 BB 使 用 生成 函数 求 出 从 ”类 不 同 的 物体 中 选择 ~ 个 物体 并 且 每 类 物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 

解 ” 因 为 我 们 需要 每 类 物体 至 少 选 -1 个 ， 所 以 这 nn 个 类 中 的 每 类 物体 都 对 序列 {a,} 的 生成 
函数 G(z) 贡 献 了 因子 (zx 十 十 T 十 …)， 其 中 a, 是 从 nn 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 并 且 每 类 
物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 因 此 ， 

Gz) 二 (zx 十 Tz 十 十 = 二 XA1 十 Zz 十 十 喇 )" 二 /1 (一)" 
使 用 广义 二 项 式 定理 和 例 8， 有 
G2) = = ~ 


= sl 

= ET 人 TD 
= Ct r= 1,7) zt 

= > cu- T= 


sy 


在 倒数 第 二 个 等 式 中 ,我 们 令 :二 n 十 +， 这样 当 + 二 0 时， 二 n 且 n 十 + 一 1 二 1 一 1， 从 而 对 
求 和 进行 移 位 。 然 后 在 最 后 的 等 式 中 用 替换 + 作为 和 的 下 标 ， 从 而 回 到 了 初始 的 记号 。 因 此 ， 
如 果 每 类 物体 必须 至 少 选 1 个 时 ， 从 ”类 不 同 的 物体 中 选择 r 个 物体 存在 C(r 二 1，r 一 由 种 方 
式 。 4 
8.4.4 使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 

我 们 可 以 通过 寻找 相关 生成 函数 的 显 式 公式 来 求解 关于 递 推 关系 和 初始 条 件 的 解 。 这 可 以 
用 例 16 和 例 17 来 说 明 。 

求解 递 推 关 系 一 3aiy |， 2 3， … 且 初始 条 件 a = 二 2。 

解 设 G(z) 是 序列 (a) 的 生成 函数 ， 即 G(z) 二 yaze 。 首 先 注意 


k=0 


XG(ZX) = a 一 bp 
使 用 递 推 关系 有 


G(x) — 3zG(xY = a: 一 : 
k=0 k=1 


一 十 Ss (a — 3 ) 2 
k=1 


二 2 
因为 mw 二 2 且 @= 二 36-1， 所 以 
GOD= 32G(E) = (L3G(rxY = 2 


求解 G(x)， 得 G(x) 二 2/(1 一 3x)。 使 用 表 1 的 恒等式 1/(1 一 az) 王 5 a*x* ， 有 


Extreo 
Exampies, 








CCZz) = 2》 3' 一 2 站 

手 是 ， ax=2°* -A ,| 

(合肥 设 一 个 有 效 的 码 字 是 一 个 包含 偶数 个 0 的 十 进 制 数字 串 。 令 a, 表示 n 位 有 效 码 字 
的 个 数 。 在 8.1 节 的 例 4 中 我 们 证 明了 序列 {a,} 满 足 递 推 关系 

a,=8a, i 十 10"! 

且 初 始 条 件 a 二 9。 使 用 生成 函数 找 出 关于 a, 的 显 式 公式 。 

解 为 了 简化 关于 生成 函数 的 推导 ， 我 们 通过 设置 a 二 1 将 序列 扩充 ， 当 把 这 个 值 赋 给 a 
并 使 用 递 推 关 系 ， 就 得 到 a 二 8a。 十 10" 二 8 十 1 二 9， 这 与 初始 条 件 一 致 。( 由 于 存在 一 个 长 为 0 
的 码 字 空 串 ， 所 以 这 也 是 有 意义 的 。) 

用 x" 乘 以 递 推 关 系 的 两 边 得 





pe es ah cn a 


设 GCz) = wz" 是 序列 su，wm ，w ，… 的 生成 函数 。 从 wn 一 1 开始 对 上 面 的 等 式 两 边 求 和 ， 
得 到 


G(x) 二 = Par D8a, yz" + 10"12") 
n=1 jd 
= 二 pi 
n=1 n=1 
n=1 n=1 


yt CR 关于 10"%” 
n=0 


n=0 


一 8zG(Cz) 十 z/(1 一 10z) 

其 中 我 们 已 经 使 用 了 例 5 对 第 二 个 和 进行 求 值 。 因 此 有 
G(Cz) 一 1 一 8zGCZz) 十 二 (1 一 10z) 

求解 GCz) 得 

1 Qe 

1— 8 (1 C10 

把 等 式 的 右边 展开 成 部 分 分 式 ( 正 如 在 微 积 分 中 研究 有 理 函 数 的 积分 时 所 做 的 ) 得 到 
S02 err 

两 次 使 用 例 5( 一 次 设 a 二 8， 一 次 设 a 二 10) 得 


GE) = 二 ( Pe 宇 > 10"z") 


= C8" +10")z" 





G(X) = < 





于 是 ,证 明了 
= 到 (8 十 10) 4 


8.4.5 使 用 生成 函数 证 明 恒 等 式 

在 第 6 章 我 们 已 经 看 到 怎样 使 用 组 合 证 明 方 法 来 建立 组 合 恒等式 。 这 里 将 说 明 这 种 恒 等 
式 ， 以 及 关于 广义 二 项 式 系数 的 恒等式 ， 都 可 以 使 用 生成 函数 来 证 明 。 有 时 候 生成 函数 的 方法 
比 其 他 方法 更 简单 ， 特 别 是 用 生成 函数 的 封闭 形式 比 使 用 序列 本 身 更 能 简化 证 明 过 程 。 我 们 用 
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例 18 说 明 怎 样 用 生成 函数 证 明 恒等式 。 
使 用 生成 函数 证 明 


CC = C2n,n) 


k=0 


其 中 是 正 整 数 。 
解 首先， 根据 二 项 式 定 理 ，C(27i, 7) 是 (1 十 zx)” 中 x” 的 系数 。 然 而 ,我 们 也 有 
(1 十 zx)” = 二 [(1 十 zx) "J 
二 [Cl(n,0) 十 Cn 了 Dz 十 Clns2) 芭 十 … 十 Cn,n)zx"] 
在 这 个 展开 式 中 之 的 系数 是 
Cis0)C45527 i Cnsl)C(nnO— D+ CEn2IERnsNn— 2) TT CnsnC(ns0) 


因为 Cl(n,，n 一 &)= 二 Cl(n,，k)， 所 以 它 等 于 WON 由 于 C(2n，n) 和 7 C (n,k&)* 都 表示 
(1 十 x)” 中 zx" 的 系数 ， 所 以 它们 一 定 是 相等 的 。 4 


本 节 练 习 44 和 练习 45 要 求 用 生成 函数 来 证 明 帕 斯 卡 恒等式 和 范 德 蒙 德 恒等式 。 
练习 


1. 求 关于 有 穷 序列 2，2，2，2，2，2 的 生成 函数 。 

2. 求 关于 有 穷 序 列 1，4，16，64，256 的 生成 函数 。 

练习 3 一 8 中 ， 封 闭 形式 是 指 不 涉及 一 组 值 求 和 或 者 省 略 号 的 代数 表达 式 。 

3. 求 关 于 下 面 每 个 序列 生成 函数 的 直接 表达 式 。( 用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 初始 项 的 形式 。) 





Uy Dy DD A Oe Or ds 0 1 

站 d)2，4，8，16，32，64，128，256，.…- 
了 -7 7 7 

| 外 本 于 ( )» 0, 0, 0, 0, 0, * 12, —2, 2, —2, 2, —2, 2, —2, 
0/” MT/ Ys 7 

g)1， lyase dorbs Ls dr Lode Lar se h)0, 0, 0, ly 2, 3, 4, » 


4. 求 关 于 下 面 每 个 序列 生成 函数 的 封闭 形式 。( 用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 的 通 项 形式 。) 
2) = ls = ly = 0 Orr 0 0 We Oy 











b)1， Ss 9， 27， 81， 2Z433 729, Re Cys 0， 3 Ss :人 33 3 3 gl 
7 /7 7 7 
,es 人 
0 人 “\1 2 7 
和 有 


有 
5. 求 关于 序列 {a,) 的 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 





a)a, 一 5， 对 所 有 的 2 一 0，1，2… b)a, 王 3"， 对 所 有 的 2z 王 0，1，2… 
Ca,=2， 对 n=3, 4, 5, **… 目 ao 二 al = 二 as = 二 0 d)a, 二 2n 十 3 对 所 有 的 z 王 0，1，2，… 
Da, 一 ( ) 对 所 有 的 一 0， 3 Des Da 一 (”“) 对 所 有 的 n 一 0， 1，2… 
n n 
6. 求 关于 序列 {a, } 的 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 
a)a, 一 一 1， 对 所 有 的 2 一 0，1，2… b)a, 一 2"， 对 一 1，2，3，4，… 且 ao 一 0 
c)a, 一 7 一 1， 对 m 一 0，1，2，… d)a, 王 1/(z 十 1)1， 对 一 0，1，2，… 
n 10 
ou 一 人 (站 ， 对 3=0，1，2, De,=1( 小 对 xz 一 0，1，2.… 
7. 对 于 下 面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 封闭 形式 。 
JiC3 一 和) DL 全 ] 人 二 52 
dza/(C1 十 3z) 6 十 3 天 十 7 十 (17GQ 王 于)7 全 (于 /CI 一 卉 四) 一 天 一 磁 一 元 一 | 
ey /l= h) 2e2 


8. 对 于 下 面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 封闭 形式 。 








a) (元 十 1)3 jy 3 元 一 二 RAG 
dz/(1 2 DE 一 1 Cl = 3) Cl GL 
x g)x/ (1 十 zx 十 x?) h)es= 一 1 
9. 求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 x" 的 系数 。 
a) (1 十 放 十 Tw 二 ww 二 2》 b) Cx 十 x 十 十 zi 十 zw? 十》 
(Ng a De A eg ey ne iy eB ake ed hn a sg 





[DR 2 i ci ys a BD ls Sd i ein I en DB he sin se re ke oe 
e)(1 十 zz 十 好 十 2 十 zz 十 …)(1 十 2 十 z8 十 z2 十 …)(1 十 z5 十 zl 十 zl 十 …) 
10. 求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 x” 的 系数 。 
ay(l 二 ww 十 wr 十 证) b) (zx 十 Zz 十 x 十 十 十 汪 )3 
(DS a ald en i hs ee i bd) 
[Da on Bn Be es ce BD Gs i te se se ls pe ln a 
eliza 
11. 求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 xz" 的 系数 。 


a)l/(1—2zx) D) 区 1 十 冯 )2 lB 
d/l 2 er (1 Se 

12. 求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 xz 的 系数 。 
和 TXTI 二 32 DLACL= 2 C1/(1 二 22) 
d/l—427 e)zi/(l 二 4z)? 


13. 把 10 个 相同 的 球 分 给 4 个 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 得 到 2 个 球 ， 使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 配方 法 数 。 
14. 把 12 张 相 同 的 剧情 图 片 分 给 5 个 孩子 使 得 每 个 孩子 至 多 得 到 3 张 ， 使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 配方 法 数 。 
15. 把 15 个 相同 的 动物 玩具 分 给 6 个 孩子 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 但 不 超过 3 个 ， 使 用 生成 函数 确定 
不 同 的 分 配方 法 数 。 
16. 从 3 类 百 吉 饼 (鸡蛋 的 、 椒 盐 的 和 普通 的 ) 选 12 个 ， 如 果 每 类 至 少 选择 2 个 但 椒盐 的 不 超过 3 个 ， 使 
用 生成 函数 确定 选择 方法 数 。 
17. 把 25 个 相同 的 甜 甜 圈 分 给 4 个 警官 使 得 每 个 警官 至 少 得 到 3 个 但 不 超过 7 个 ， 有 和 多少 种 方式 ? 
18. 从 包含 100 个 红 球 、100 个 蓝 球 和 100 个 绿 球 的 钢 子 中 选 14 个 球 ， 使 得 蓝 球 不 少 于 3 个 且 不 多 于 10 
个 。 假 定 不 考虑 选 球 的 次 序 ， 使 用 生成 函数 求 出 选择 方法 数 。 
19. 求 序列 {cs} 的 生成 函数 ， 其 中 c* 是 使 用 1 美元 、2 美元 、5 美元 和 10 美元 纸币 换 & 美 元 的 方法 数 。 
20. 求 序列 {cs } 的 生成 函数 ， 其 中 cs 是 使 用 10 比索 、20 比 索 、50 比索 和 100 比索 换 & 比索 的 方法 数 。 
21. 对 (1 十 z 十 x? 十 zx? 十 …)s 展开 式 中 x 的 系数 给 出 组 合 解释 。 使 用 这 个 解释 求 出 这 个 数 。 
22. 对 (1 十 zx 十 zz 十 十 …)" 展开 式 中 zz" 的 系数 给 出 组 合 解释 。 使 用 这 个 解释 求 出 这 个 数 。 
23. a) 什 么 是 关于 {ak} 的 生成 函数 ? 这 里 wa 是 zi 十 zz 十 zs 一 & 的 解 的 个 数 ， 其 中 增 、zz 和 za 是 满足 
Zi 亏 2，0 委 z 委 3，2 委 zs 委 5 的 整数 。 
b) 使 用 a 的 答案 求 a 。 人 
24. a) 什 么 是 关于 {a} 的 生成 函数 ? 这 里 ai 是 zi 十 zi 十 zs 十 zh 二 上 的 解 的 个 数 ， 其 中 zi、zxz、x3 和 
是 满足 三 3，1 二 zs 过 5,，0 二 Ts 全 4，xzt4 之 1 的 整数 。 
b) 使 用 a 的 答案 求 wy 。 
25. 解释 怎样 使 用 生成 函数 找到 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 -分 邮费 的 方式 数 。 
a) 假 设 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 。 
b) 假 设 邮 票 贴 成 一 行 并 且 考 虑 贴 的 次 序 。 
c) 当 不 考虑 贴 邮 票 的 次 序 时 ， 使 用 a 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 46 分 邮费 
的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 
d) 当 考虑 贴 邮 票 的 次 序 时 ， 使 用 b 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 一 行 46 分 邮 
费 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 
26. 解释 怎样 使 用 生成 函数 求 出 2 分 、7 分 、13 分 和 32 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 > 分 邮费 的 方式 数 。 
a) 假 设 不 考虑 贴 邮 票 的 次 序 。 
b) 假 设 考虑 贴 邮票 的 次 序 。 
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32. 


33. 


34. 
35. 
36. 
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38. 
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c) 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 时 ， 使 用 a 的 答案 确定 用 2 分 、7 分 、13 分 和 32 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 49 分 
邮费 的 方式 数 。 (建议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 

d) 考 虑 贴 邮票 的 次 序 时 ， 使 用 b 的 答案 确定 用 2 分 、7 分 、13 分 和 32 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 49 分 邮 
费 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 

在 一 个 古怪 的 热带 水 果 摊 上 ， 顾 客 能 买 到 最 多 四 个 芒果 、 最 多 两 个 百 香 果 、 偶 数 个 木瓜 、 三 个 或 更 

多 个 椰子 以 及 五 个 一 组 的 杨桃 。 

a) 解 释 如 何 使 用 生成 函数 来 计算 一 名 顾客 购买 n 个 水 果 的 方法 数 ， 注 意 遵 循 列 出 的 限制 条 件 。 

b) 使 用 a 中 的 答案 确定 可 以 用 多 少 种 方法 买 到 12 个 这 样 的 水 果 。 

a) 重 复 掷 一 个 鹏 子 ， 考 虑 掷 的 次 序 并 且 使 得 掷 出 的 点 数 之 和 为 2， 证 明 关 于 这 种 方式 数 的 生成 函数 是 
了 

b) 使 用 a 求 出 重复 掷 一 个 蜗 子 ， 考 虑 掷 的 次 序 并 且 使 得 掷 出 的 总 点 数 为 8 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 
机 代数 程序 。) ^\ 

使 用 生成 函数 (如 果 需 要 ， 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 换 了 美元 的 方式 数 。 

a) 用 10 美 分 和 25 美 分 。 

b) 用 5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

e) 用 1 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

d) 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

使 用 生成 函数 (如 果 需 要 ， 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 换 1 美元 

的 方式 数 ， 使 得 

a)1 美 分 不 超过 10 个 。 

b)1 美 分 不 超过 10 个 且 5 美 分 不 超过 10 个 。 

c) 硬 币 不 超过 10 个 。 

使 用 生成 函数 求 出 换 100 美元 的 方式 数 。 

a) 用 10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 

b) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 

c) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 。 

d) 用 5 美元 、10 美元 和 20 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 但 不 超过 4 张 。 

如 果 G(z) 是 关于 序列 {as} 的 生成 函数 ,那么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 函数 是 什么 ? 

a)2uUs3 Zuliaass 225 “< 

b)0，ao，a，az，as， … (假定 除 了 第 一 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

C0，0，0，0，as ，a ，… (假定 除了 前 四 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

d)az，as，a，… 

e)al ，2a ，3a3，4a4，…[ 提 示 ; 这 里 需要 微 积分 。] 

fa 2aouis at 二 2a0as, 2a0as 十 Za1as， 2a0a4 十 2aias 十 42 

如 果 G(xz) 是 关于 序列 {a} 的 生成 函数 ， 那 么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 函数 是 什么 ? 

a)0，0，0，as3，as，as，…( 假 定 除 了 前 三 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

Da Oe -03 Qa Bas Oy 

c)0，0，0，0，ao，a1，as，…( 假 定 除了 前 四 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

d)ao, 2a1, 4az, 8a3, 1l6a4, ** 

e)0，ao，ai/2，az/3，as/4，…[ 提 示 : 这 里 需要 微 积 分 。] 

f)ao，ao 十 ai ，ao 十 ai 十 az ，ao 十 @i 十 az 十 ca ，… 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 a 二 74a:-! ， 初 始 条 件 wo 一 5。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 ww 三 3a-: 十 2， 初 始 条 件 wo 三 1。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 a4 二 3ai-1 十 和“， 初 始 条 件 ao 二 1。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 ai 二 5ai_1 一 6a:-，。， 初 始 条 件 a 二 6 和 ai 一 30。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a 二 as-1 十 2ai-: 十 2*， 初 始 条 件 ao 二 4 和 al 二 12。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a 二 4a;_1 一 4at-s 十 k&*， 初 始 条 件 ao 二 2 和 ai 一 5。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a 二 2a4_1 十 3a4_s 十 入 十 6， 初始 条 件 ao 二 20 和 ai 二 60。 














41. 
* 42., 


x* 43. 


44. 


45. 


46. 


使 用 生成 函数 找 出 关于 韭 波 那 契 数 的 显 式 公 式 。 
a) 证 明 : 如 果 n 是正 整 数 ， 那 么 
Le) 


一 1/2 
( n | (一 4 





2 

b) 使 用 广义 二 项 式 定理 和 a) 证明 对 于 一 切 非 负 整 数 n， 在 (1 一 4z) ”的 展开 式 中 z" 的 系数 是 (”) 。 

(需要 微 积分 知识 ) 设 {C,} 是 卡特 朗 数 的 序列 ， 即 具有 初 值 C, 二 Ci 二 1 的 递 推 关 系 C, = >) CC 
k=0 

的 解 ( 见 8.1 节 例 5)。 

a) 证 明 : 如 果 G(xz) 是 关于 卡特 朗 数 的 序列 的 生成 函数 ， 那 么 xG(zx)* 一 G(z) 十 1 二 0。( 使 用 初始 条 


件 ) 推 断 G(x)==(1 一 VI 一 4z)/(2z) 。 
b) 使 用 练习 40 推断 


从 而 





当 n 和 7 是 正 整 数 (r 二 n) 时 ,使 用 生成 函数 证 明 帕 斯 卡 恒 等 式 : C(n, 7) 二 Cn 一 1, 7) 十 C(n 一 1， 
7 一 1)。[ 提 示 : 使 用 恒等式 (1 十 x)"==(1 十 x)"”! 十 x(1 十 x)"”1。] 








使 用 生成 函数 证 明 范 德 蒙 恒等式 : CCm 十 n,7) = 》)Clm,r 一 &)Cln,k) ， 其 中 m、n 和 是 非 负 整 数 ， 


k=0 


且 r 不 超过 m 或 n。[ 提 示 : 查看 在 (1 十 x)”"™*" 二 (1 十 xX)”"(1 十 x)" 两 边 的 xz" 的 系数 。] 
这 个 练习 说 明了 怎样 使 用 生成 函数 推导 前 个 平方 数 之 和 的 公式 。 


”a) 证 明 (z? 十 x)/(1 一 xz)* 是 关于 序列 {a,) 的 生成 函数 ， 其 中 a, 二 二 十 2 十 … 十 ww 。 


b) 使 用 a) 找 出 关于 二 十 22 十 … 十 ww 的 显 式 公式 。 


关于 序列 (a,} 的 指数 生成 函数 是 级 数 


例如 ， 关 于 序列 1，1，1，… 的 指数 生成 函数 是 》， x"/n! 一 ef 。( 你 将 发 现 这 个 级 数 在 下 面 的 练习 中 很 


有 用 。) 注 意 ， er 是 关于 序列 1，1，1/21，1/31,，1/41，… 的 (普通 ) 生 成 函数 。 


47. 


48. 


49. 


50. 


求 一 个 关于 序列 {a,) 的 指数 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 

a)a, 一 2 b)a,=t<1)" C)a, = 3" 

d)a, 王 7 十 1 ea =1/(n1) 

求 一 个 关于 序列 {a,} 的 指数 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 

a)a, = (—2)” ba =O—1 Ca,—=n 
da,=n(n—1) e)w, 王 1/((2 十 1)(2 十 2)) 

求 以 下 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 

ZE 人 b) jz) 一 37z2 

c) F(z) 一 e 一 3e2 d) F(z) 王 (1 一 Z) 十 e 和 守 
e) f(x)=e 2 一 (1/(1 一 z)) LL 
g) F(z) 一 er 

求 以 下 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 

a) Fz) 一 es b) f(x)=2e 1! 

c) F(z) 一 ez 十 e 全 d) FCz) 王 (1 十 2z) 十 es 
e) F(z) 王 时 一 (1/1 十 z)) f) f(x)= zxe” 


f(x) 一 ez 


2 


关 关 
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一 个 编码 系统 用 八进制 数字 串 对 信息 编码 。 一 个 码 字 是 有 效 的 ， 当 且 仅 当 它 包 含 偶 数 个 7。 

a) 求 一 个 关于 nn 位 长 有 效 码 字 个 数 的 线性 非 齐 次 弟 推 关系 。 初 始 条 件 是 什么 ? 

b) 使 用 8. 2 节 的 定理 6 解 这 个 递 推 关 系 。 

c) 用 生成 函数 解 这 个 递 推 关 系 。 

一 个 编码 系统 用 四 进 制 数字 串 ( 即 数字 来 自 集 合 {0，1，2，3)) 对 信息 编码 。 一 个 码 字 是 有 效 的 当 且 

仅 当 它 包 含 偶数 个 0 和 偶数 个 4: 设 a; 等 于 长 为 的 有 效 码 字 个 数 。 此 外 令 b, 为 具有 偶数 个 0 和 奇 

数 个 1 的 位 四 进 制 数字 串 个 数 ，c, 为 具有 奇数 个 0 和 偶数 个 1 的 nn 位 四 进 制 数 字 捉 个 数 ，d, 为 具 

有 奇数 个 0 和 奇数 个 1 的 位 四 进 制 数字 串 个 数 。 

a) 证 明 i 二 各 一 a 一 太一 cx。 使 用 这 个 式 子 证 明 ari 二 26@3 十 妨 十 yy 于 和 三 谢 一 名 十 下 和 你 FE 王 让 一 负 寺 上任 。 

Da, bi, a 和 di 是 什么 ? 

c) 使 用 a 和 b 求 出 a;3，6;，c3 和 as 。 

d) 使 用 a 的 递 推 关 系 和 b 的 初始 条 件 分 别 建立 与 序列 {a,)、{6b,} 和 {c,) 的 生成 函数 ACz)、B(z) 和 
c(Xx) 相 关 的 三 个 方程 。 

e) 求 解 d 的 方程 得 到 关于 A(x)、B(z) 和 Cl(z) 的 显 式 公 式 ， 并 且 利 用 这 些 公 式 得 到 关于 a,、b,、c， 
和 d， 的 显 式 公 式 。 


在 研究 整数 nn 分 拆 的 不 同类 型 的 个 数 时 生成 函数 是 很 有 用 的 。 一 个 正 整 数 的 分 拆 是 把 这 个 整数 写成 若干 
个 正 整 数 之 和 ， 和 中 的 整数 允许 重复 并 且 不 考虑 次 序 。 例 如 ，5 的 分 折 ( 不 加 限制 ) 是 1 十 1 十 1 十 1 十 1、 
1 十 1 十 1 十 2、1 十 1 十 3、1 十 2 十 2、1 十 4、2 十 3 和 5。 练习 53 一 58 说 明了 这 种 应 用 。 


53, 
54. 


55, 


56. 


S7 


58. 


证 明 : 在 1/((1 一 Zz) (1 一 x )(1 一 xz)…) 的 形式 竹 级 数 展开 式 中 x" 的 系数 p(n) 等 于 n 的 分 拆 数 。 
证 明 : 在 1/((1 一 zx) (1 一 x )(1 一 x )…) 的 形式 客 级 数 展开 式 中 x” 的 系数 p,(n) 等 于 将 n 分 拆 成 奇 整 
数 ( 即 把 n 写 成正 奇数 之 和 ) 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 奇数 的 次 序 并 且 允 许 重复 。 

证 明 : 在 (1 十 x) (1 十 x?) (1 十 zx?)… 的 形式 知 级 数 展开 式 中 zx" 的 系数 ps(n) 等 于 将 n 分 拆 成 不 相等 的 
整数 ( 即 把 写成 正 整 数 之 和 ) 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 整 数 的 次 序 但 不 允许 重复 。 

对 于 1n<8， 通 过 对 每 个 整数 写 出 每 一 个 不 同类 型 的 分 拆 求 p,(n) 和 pa(n)， 其 中 p。(n) 是 将 nn 分 拆 
成 允许 重复 的 奇 整数 的 方式 数 ，pu (nn) 是 将 n 分 拆 成 不 相等 的 整数 的 方式 数 。 

证 明 : 如 果 nn 是正 整 数 ， 那么 将 分 拆 成 不 相等 的 整数 的 方式 数 等 于 将 n 分 拆 成 允许 重复 的 奇 整数 
的 方式 数 ， 即 p,(n) 二 pa(n)。[ 提 示 ; 证 明 关 于 p,(n) 和 pau(n) 的 生成 函数 相等 。] 

(需要 微 积 分 知识 ) 使 用 关于 p(n) 的 生成 函数 证 明 对 某 个 常数 C，p(n) 三 ew 。[Hardy 和 Ramanujan 
证 明了 p(n)~e 3/(4Y3n)， 这 意味 着 当 n 达 到 无 限时 p(n) 与 右边 的 比 达到 1。] 


假定 和 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ,使 得 X(s) 对 于 所 有 的 sE S 是 非 负 整数 。 关 于 义 的 概率 生成 函数 是 


59, 


60. 


61. 


62. 


Gx (1) = > ) 力 (和 CS) = kzt 


k=0 
(需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 Gx 是 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ,使 得 X(s) 对 于 所 有 的 s€ S 是 非 负 整 
数 ， 那 么 
a)Gx (1)=1 b)E(X)=Gx(1) 
OV(X)=GX (1)+Gx (1)—Gx(1)’ 
做 独立 的 伯 努 利 实 验 ， 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 六 是 随机 变量 ， 如 果 第 nn 次 实验 出 现 首次 成 功 ， 
X 的 值 就 是 ”。 
a) 求 关于 概率 生成 函数 Gx 的 封闭 公式 。 
b) 使 用 练习 59 和 a 中 得 到 的 关于 概率 生成 函数 的 封闭 公式 求 X 的 期 望 值 和 方差 。 
设 交 是 正 整数 ， 进 行 独立 的 伯 努 利 实验 时 ， 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 X,, 是 随机 变量 ， 如 果 第 
n 十 m 次 实验 出 现 第 m 次 成 功 ， 则 X 的 值 就 是 n。 
a) 使 用 第 7 章 的 补充 练习 32 证 明 概率 生成 函数 Gx, 由 Gx, (z) 王 加 /一 qz)” 给 出 ， 其 中 q=1 一 p。 
b) 使 用 练习 59 和 a 中 得 到 的 关于 概率 生成 函数 的 封闭 公式 求 X,, 的 期 望 值 和 方差 。 
证 明 : 如 果 关 和 Y 是 样本 空间 S 上 的 独立 随机 变量 ,使 得 X(s) 和 Y(s) 对 于 所 有 s€ S 为 非 负 整数 ， 
那么 Gxiy (xz) 二 Gx (x)Gy (zx)。 








8.5 容 斥 


8;5. 1 引言 

一 个 离散 数学 班 包含 30 个 女生 和 50 个 二 年 级 学 生 。 在 这 个 班 里 有 多 少 个 女生 或 二 年 级 学 
生 ? 如 果 没 有 更 多 的 信息 ， 这 个 问题 是 没 法 求解 的 。 把 女生 数 和 二 年 级 学 生 数 加 起 来 不 一 定 能 
得 出 正确 的 结果 ， 因 为 二 年 级 的 女生 可 能 被 计数 了 两 次 。 这 个 事实 说 明 在 班 里 的 女生 或 二 年 级 
学 生 数 是 班 里 的 女生 数 与 二 年 级 学 生 数 之 和 减 去 二 年 级 的 女生 数 。 在 6.1 节 曾经 介绍 过 求解 这 
种 计数 问题 的 技术 。 这 里 我 们 将 把 在 那 一 节 引 入 的 思想 加 以 推广 ， 以 求解 需要 计算 两 个 以 上 集 
合 的 并 集 元 素 个 数 的 问题 。 


8. 5.2 容 斥 原理 

两 个 有 穷 集 的 并 集中 存在 多 少 个 元 素 ? 在 2. 2 节 中 证 明了 两 个 集合 A 和 B 的 并 集中 的 元 

素数 是 这 些 集合 的 元 素数 之 和 减 去 其 交集 中 的 元 素数 ， 即 

[UBI=|A| 十 |B| 二 |ANB| 
正如 我 们 在 6. 1 节 证 明 的 ， 这 个 关于 两 个 集合 并 集中 元 素数 的 公式 在 计数 问题 中 是 很 有 用 的 。 
例 1 一 3 进一步 说 明了 这 个 公式 的 用 处 。 

一 个 离散 数学 班 包含 25 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 、13 个 数学 专业 的 学 生 和 8 个 同 
时 主 修 数学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 。 如 果 每 个 学 生 或 者 主 修 数学 专业 ， 或 者 主 修 计算 机 
科学 专业 ， 或 者 同时 主 修 这 两 个 专业 ， 那 么 班 里 有 多 少 个 学 生 ? 

解 设 A 是 这 个 班 里 计算 机 科学 专业 的 学 生 的 集 |4 Bp|=|a|#+|B|-|AnB|=25+13-8=30 
合 ， 召 是 这 个 班 里 数学 专业 的 学 生 的 集合 ,那么 ANnB 
是 班 里 同时 主 修 数 学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 的 
集合 。 因 为 这 个 班 的 每 个 学 生 或 者 主 修 计 算 机 科学 ， 
或 者 主 修 数学 (或 者 同时 主 修 两 个 专业 )， 所 以 得 到 这 
个 班 里 的 学 生 数 是 |AUB| 。 于 是 

14AUBI=|4AI+13B 一 AP 3BI 
一 25 十 13 一 8 |a|=25 IlanB|=8 |s|=13 


一 30 
些 全 
因此 ， 这 个 班 有 30 个 学 生 。 如 图 1 所 示 。 ee 


CG 好 有 多 少 个 不 超过 1000 的 正 整数 可 以 被 7 或 11 整除 ? 
解 设 A 是 不 超过 1000 且 可 被 7 整除 的 正 整数 的 集合 ，B 是 不 超过 1000 且 可 被 11 整除 
的 正 整数 的 集合 ， 那 么 AUB 是 不 超过 1000 且 可 被 7 或 11 整除 的 正 整 数 的 集合 ，A 门 B 是 不 
超过 1000 且 可 被 7 和 11 同时 整除 的 正 整数 的 集合 。 由 4.1 节 的 例 2， 我 们 知道 在 不 超过 1000 
的 正 整 数 中 有 L 1000/7 个 整数 可 被 7 整除 ， 并 且 有 L 1000/11 | 个 整数 可 被 11 整除 。 由 于 7 和 11 
是 互 素 的 ， 所 以 被 7 和 11 同时 整除 的 整数 就 是 被 7。 
11 整除 的 整数 。 因 此 ， 有 | 1000/(11.7)J 个 不 超过 1000 
的 正 整 数 可 被 7 和 11 同时 整除 。 于 是 有 
I4AUBI=14I+13I 一 14AnBI 
“le 
=]42 填 90 一 并 2 
一 220 


个 正 整数 不 超过 1000 且 可 被 7 或 11 整除 . 如 图 2 所 |4l=142 nal=12 lal=% 
i 4 图 2 不 超过 1000 的 可 被 7 或 11 整除 的 
正 整数 的 集合 














|AuB|=|4|+|B|-|4nB8|=142+90-12=220 
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例 3 说 明 怎 样 求 有 穷 全 集中 在 两 个 集合 的 并 集 之 外 的 元 素数 。 
@ 国 假设 你 们 学 校 有 1807 个 新 生 : 其 中 453 人 选 了 一 门 计算 机 科学 课 ，567 人 选 了 一 门 
数学 课 ，299 人 同时 选 了 计算 机 科学 课 和 数学 课 。 有 多 少 学 生 既 没有 选 计算 机 科学 课 也 没有 选 
数学 课 ? 
解 ”为 找 出 既 没有 选 数学 课 也 没有 选 计算 机 科学 课 的 新 生 数 ， 就 要 从 新 生 总 数 中 减 去 选 了 
其 中 一 门 课 的 学 生 数 。 设 A 是 选 了 一 门 计算 机 课 的 所 有 新 生 的 集合 ，B 是 选 了 一 门 数学 课 的 所 
有 新 生 的 集合 。 于 是 |A|==453，|B|==567,， 且 |ANMmB|==299。 选 了 一 门 计算 机 科学 课 或 数学 
课 的 学 生 数 是 
IAUB|I= |AI+|B|-|IANB| 
二 六 53 十 567 一 299' 二 721 
因此 ， 有 1807 一 721 二 1086 个 新 生 既 没 选 计算 机 科学 课 也 没 选 数学 课 。 | 
在 本 节 的 后 面 将 说 明 怎样 求 有 限 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 。 这 个 结果 叫 作 容 斥 原理 。 设 n 
是 任意 正 整数 ， 在 考虑 ”个 集合 的 并 集 之 前 ， 先 推导 与 3 个 集合 A、B 和 C 的 并 集中 的 元 素数 
有 关 的 公式 。 为 了 推导 这 个 公式 ， 首 先 注意 以 下 事实 : |A| 十 |B| 十 |C| 对 3 个 集合 中 那些 恰 
好 在 其 中 1 个 集合 的 元 素 只 计数 了 1 次 ， 恰 好 在 其 中 2 个 集合 的 元 素 计 数 了 2 次 ,恰好 在 其 中 
3 个 集合 的 元 素 计数 了 3 次 。 这 个 结果 如 图 3a 所 示 。 





a) 由 |4|+|B|+|C| 计 数 的 元 素 b) 由 |4|+|B|l+|c|l-Il4nBl-lANncl- ©) 由 |Al+|a|+|c|-|ANBl-|ANc|- 
IBncl 计 数 的 元 素 l8mcl+l4amBsmc| 计数 的 元 素 


图 3 求 关 于 3 个 集合 的 并 集中 元 素数 的 公式 


为 了 去 掉 在 多 个 集合 中 元 素 的 重复 计数 ， 减 去 这 3 个 集合 中 的 每 2 个 集合 的 交集 中 的 元 素 

数 ， 得 到 
lB [el IAB Aels lBnd 

这 个 表达 式 对 恰好 出 现在 其 中 1 个 集合 的 元 素 仍旧 计数 1 次 。 对 恰好 出 现在 其 中 2 个 集合 的 元 
素 也 计数 1 次 ， 因 为 2 个 集合 的 交集 有 3 个 ， 而 这 种 元 素 只 出 现在 其 中 之 一 。 但是， 那些 出 现 
在 3 个 集合 的 元 素 将 被 这 个 表达 式 计数 0 次 ， 因 为 它们 将 会 出 现在 所 有 的 两 两 相交 的 3 个 交集 
中 。 这 个 结果 如 图 3b 所 示 。 

为 了 纠正 这 个 漏 计 ， 还 要 加 上 3 个 集合 交集 中 的 元 素数 。 最 后 的 表达 式 对 每 个 元 素 计数 了 
1 次， 不 管 它 是 在 1 个 、2 个 还 是 3 个 集合 中 。 于 是 

IAUBUC|I=|AI+|B|I+|c|-|1ANB|I—|ANCI—|1BNC|I+1ANBNCI 

这 个 公式 显示 在 图 3c 中 。 

例 4 说 明了 怎样 使 用 这 个 公式 。 

1232 个 学 生 选 了 西班牙 语 课 ，879 个 学 生 选 了 法 语 课 ，114 个 学 生 选 了 俄语 课 。103 
个 学 生 选 了 西班牙 语 和 法 语 课 ，23 个 学 生 选 了 西班牙 语 和 俄语 课 ，14 个 学 生 选 了 法 语 和 俄语 
课 。 如 果 2092 个 学 生 至 少 在 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 中 选 1 门 ， 有 多 少 个 学 生 选 了 所 有 这 3 


门 语言 课 ? 
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解 设 S 是 选 西班牙 语 课 的 学 生 集合 ， 下 是 选 法 语 课 的 学 生 集合 ， 尺 是 选 俄语 课 的 学 生 集 
合 。 那 么 








加 | 生 所 32 | 下 | = 879， [RI=14 
| 沈 作 天 | 二 608 租用 家 | 至 妆 瑟 | 天 让 到 三: 列 
且 
| SUFUR|=2092 
把 这 些 等 式 代入 下 面 的 等 式 
[SUrFURISISI+ Flt IRI=— lsNEl— lSNR|I= FNR|I+ LSNEIR| 
得 到 


2092 二 1232 十 879 十 114 一 103 一 23 一 14 十 | SNFNR| 
求解 上 式 得 到 |SNFNR|= 二 7。 因 此 有 7 个 学 生 同 时 选 了 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 。 这 个 结果 
如 图 4 所 示 。 4 


IsNFNR|=? IsNF|=103 





IR|=114 
|sSUFUR|=2092 


图 4 选 了 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课程 的 学 生 集 合 


我 们 现在 将 叙述 和 证 明 对 于 个 集合 的 容 斥 原理 ， 其 中 n 为 正 整数 。 这 个 原理 告诉 我 们 ， 
计算 ”个 集合 的 并 集 大 小 时 ， 需 要 将 ”个 集合 的 元 素 个 数 相 加 ， 然 后 减 去 所 有 两 个 集合 交集 的 
元 素 个 数 ， 然 后 加 上 所 有 三 个 集合 交集 的 元 素 个 数 ， 如 此 下 去 ， 直 到 所 有 集合 的 交集 。 奇 数 集 
合 个 数 时 是 加 法 ， 偶 数 集合 个 数 时 是 减法 。 






证 明 我们 将 通过 证 明 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右边 恰好 被 计数 1 次 来 证 明 这 个 公式 。 假 
设 < 恰好 是 A, ，A, ，…，A， 中 > 个 集合 的 成 员 ， 其 中 1 委 r 委 2。 这 个 元 素 被 沁 |A; | 计数 了 C 
(r，1) 次 , 被 必 |A; 门 Aj | 计数 了 Cl(r，2) 次 。 一 般 说 来 ， 它 涉及 m 个 A; 集合 的 求 和 被 计数 了 
C(r，m) 次 。 于 是 ， 这 个 元 素 恰好 被 等 式 右 边 的 表达 式 计 数 了 

Er CC 37 t(ry De) "Cs 7 
次 。 我 们 的 目标 是 求 出 这 个 值 。 由 6. 4 节 的 推论 2， 我 们 有 

0 的 一 CO 相约 一 二 Ce 7) =O 
于 是 
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i= WD=C 下 
因此 ， 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右边 的 表达 式 中 恰好 被 计数 1 次 。 这 就 证 明了 容 斥 原理 。 4 
对 于 每 个 正 整 数 n， 容 斥 原 理 对 于 个 集合 并 集 的 元 素数 给 出 了 一 个 公式 。 对 于 nn 个 集合 
的 集合 族 的 每 一 个 非 空 子 集 的 交 ， 在 这 个 公式 中 都 存在 一 项 计数 了 它 的 元 素 。 因 此 在 这 个 公式 
中 有 2" 一 1 项 。 
@@ 对 于 4 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 给 出 一 个 公式 。 pies) 
解 容 斥 原理 显示 
IAAU4AU4A UA,| 
王 |A, | 二 14:| 十 14: | 十 14 | 
| 站 | 二 | A， (iA |= |A， 站 Ai|= |A， N As|= | A， 向 A |= | 4， Na | 
+l4Anana:l+lananalI+laRAnalI+lananail 
—|ANANANA,l 


注意 ， 这 个 公式 包含 15 个 不 同 的 项 » 对 于 4 高 9 A:， A;， A,) 的 每 个 非 空子 集 有 一 项 。 4 
练习 
1. 在 AUA, 中 有 和 多少 个 元 素 ? 如 果 Ai 中 有 12 个 元 素 ，A* 中 有 18 个 元 素 ， 并且 

a)Ai 门 A: 王 弛 b) | AmnA, |=1 e) | Am A: | =6 d)A,SA， 


2. 一 个 学 院 有 345 个 学 生 选 了 微 积 分 课 ，212 个 学 生 选 了 离散 数学 课 ，188 个 学 生 同 时 选 了 微 积 分 和 离 
散 数学 课 。 有 多 少 学 生 选 了 微 积分 课 或 离散 数学 课 ? 

3. 一 项 调查 显示 在 美国 96% 的 家 庭 至 少 有 1 台电 视 机 ，98% 的 家 庭 有 电话 ， 5 为 的 所 庙 有 电 匡 且 率 少 有 
1 台电 视 机 。 在 美国 有 百 分 之 几 的 家 庭 既 没有 电话 也 没有 电视 机 ? 

4. 一 份 关于 个 人 计算 机 的 市 场 报告 说 ，650 000 个 拥有 计算 机 的 人 将 在 下 一 年 为 自己 的 机 器 购买 调制 解 
调 器 并 且 1 250 000 人 将 至 少 买 1 个 软件 包 。 如 果 这 份 报告 说 1 450 000 人 将 买 调制 解 调 器 或 至 少 买 1 
个 软件 包 ， 那 么 有 多 少 人 将 买 调制 解 调 器 并 且 至 少 买 1 个 软件 包 ? 

5. 求 A1 UA, U A， 中 的 元 素数 ， 如 果 每 个 集合 有 100 个 元 素 并 且 
a) 这 些 集合 是 两 两 不 交 的 
b) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 并 且 没 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 
c) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 并 且 有 25 个 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 
d) 这 些 集合 是 相等 的 

6. 求 A1U A,UA; 中 的 元 素数 ， 如 果 A, 中 有 100 个 元 素 、A, 中 有 1000 个 元 素 、As 中 有 10 000 个 元 素 ， 
并 且 
a)AiCA, 且 A:SA; b) 这 些 集合 是 两 两 不 交 的 
c) 在 每 对 集合 中 存在 2 个 公共 元 素 并 且 没 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 

7. 一 个 学 校 有 2504 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 其 中 1876 人 选修 了 Pascal、999 人 选修 了 Fortran、345 
人 选修 了 C、876 人 选修 了 Pascal 和 Fortran、231 人 选修 了 Fortran 和 C、290 人 选修 了 Pascal 和 C。 
如 果 189 个 学 生 选 了 Fortran 、Pascal 和 C， 那 么 2504 个 学 生 中 有 多 少 学 生 没 选 这 3 门 程序 设计 语言 i 
的 任何 一 门 ? 

8. 一 项 关于 270 个 大 学 生 的 调查 显示 : 64 人 喜欢 芽 甘 蓝 、94 人 喜欢 椰 菜 、58 人 喜欢 花椰菜 、26 人 喜欢 
芽 甘 蓝 和 椰 菜 、28 人 喜欢 芽 甘 蓝 和 花椰菜 、22 人 喜欢 椰 菜 和 花椰菜 、14 人 喜欢 这 3 种 蔬菜 。270 个 
学 生 中 有 多 少 人 对 这 3 种 菜 都 不 喜欢 ? 

9. 一 个 学 校 有 507、292、312 和 344 个 学 生 分 别 选 了 微 积 分 、 离 散 数学 、 数 据 结构 或 程序 设计 语言 课 ， 
且 有 14 人选 了 微 积分 和 数据 结构 课 、213 人 选 了 微 积分 和 程序 设计 语言 课 、211 人 选 了 离散 数学 和 数 
据 结构 课 、43 人 选 了 离散 数学 和 程序 设计 语言 课 、 没 有 学 生 同 时 选 微 积分 和 离散 数学 课 ， 也 没有 学 生 
同时 选 数据 结构 和 程序 设计 语言 课 。 问 有 多 少 学 生 选 择 微 积分 、 离 散 数 学 、 数 据 结构 或 程序 设计 语 
言 课 ? 

10. 求 不 超过 100 且 不 被 5 或 7 整除 的 正 整数 的 个 数 。 
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. 求 不 超过 1000 且 不 能 被 3、17 或 35 整除 的 正 整数 个 数 。 

. 求 不 超过 10 000 且 不 能 被 3、4、7 或 11 整除 的 正 整 数 个 数 。 
. 求 不 超过 100 且 是 奇数 或 平方 数 的 正 整数 的 个 数 。 

. 求 不 超过 1000 且 是 平方 数 或 立方 数 的 正 整 数 的 个 数 。 

.有 和 多少 8 位 比特 串 不 包含 6 个 连续 的 0? 

x 16. 
. 在 10 个 十 进 制 数字 的 排列 中 有 多 少 个 以 3 个 数字 987 开始 ， 在 第 5 和 第 6 位 包含 数字 45， 且 最 后 3 


26 个 英文 字母 的 排列 中 有 多 少 个 不 包含 串 fish、rat 或 bird? 


位 是 123? 


. 有 4 个 集合 ， 每 个 集合 有 100 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 50 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集合 有 25 个 公共 元 素 ， 


并 且 有 5 个 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 中 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 


. 有 4 个 集合 ， 如 果 这 些 集合 分 别 有 50、60、70 和 80 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 5 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集 


合 有 1 个 公共 元 素 ， 并 且 没 有 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 里 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 


. 在 容 斥 原理 所 给 出 的 有 关 10 个 集合 并 集 元 素数 的 公式 中 有 多 少 项 ? 
. 根据 容 斥 原理 写 出 关于 5 个 集合 并 集 元 素数 的 显 式 公式 。 
. 有 5 个 集合 ， 如 果 每 个 集合 包含 10 000 个 元 素 ， 每 对 集合 包含 1000 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集合 包含 


100 个 公共 元 素 ， 每 4 个 集合 包含 10 个 公共 元 素 ， 且 这 5 个 集合 有 1 个 公共 元 素 。 问 在 这 5 个 集合 
的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 


. 有 6 个 集合 ， 如 果 知 道 其 中 任意 3 个 集合 都 是 不 相交 的 ， 根 据 容 斥 原理 写 出 关于 这 6 个 集合 并 集 元 素 


数 的 显 式 公式 。 


. 使 用 数学 归纳 法 证 明 容 斥 原理 。 
. 设 下 、E: 和 Es 是 样本 空间 S 的 3 个 事件 。 求 关于 Ei UE UE 的 概率 的 公式 。 
. 当 一 个 硬币 搓 5 次 时 求 头像 向 下 恰好 3 次 、 第 一 次 和 最 后 一 次 头像 向 下 或 第 二 次 和 第 四 次 头像 向 上 


的 概率 。 


7. 从 1 到 100( 含 1 和 100) 不 允许 重复 地 随机 取 4 个 数 ， 求 所 有 的 都 是 奇数 、 所 有 的 都 被 3 整除 或 所 有 


的 都 被 5 整除 的 概率 。 


. 一 个 样本 空间 有 4 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 3 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 4 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 一 个 样本 空间 有 5 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 4 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 5 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 一 个 样本 空间 有 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 2 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 ?个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 求 一 个 样本 空间 中 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 


8.6 容 斥 原理 的 应 用 
8.6.1 引言 


可 以 使 用 容 斥 原理 求解 许多 计数 问题 。 例 如 ， 我们 可 以 使 用 这 个 原理 找 出 小 于 某 个 正 整数 


的 素数 的 个 数 。 通 过 计数 从 一 个 有 穷 集 到 另 一 个 有 穷 集 的 映 上 函数 的 个 数 ， 能 够 求解 许多 问题 。 
而 容 斥 原理 就 可 以 用 来 求 出 这 种 函数 的 个 数 。 也 可 以 使 用 容 斥 原理 求解 著名 的 帽子 认领 问题 。 
帽子 认领 问题 是 : 一 个 招待 随机 地 将 帽子 发 还 给 存放 帽子 的 人 ， 求 没有 人 取 回 自己 帽子 的 概率 。 


8.6.2 容 斥 原理 的 另 一 种 形式 


容 斥 原理 有 另 一 种 表述 形式 ， 它 在 计数 问题 中 很 有 用 。 特 别 是 ， 这 种 形式 可 以 用 于 求解 在 


一 个 集合 中 的 元 素数 ， 使 得 这 些 元 素 不 具有 ?个 性 质 P, ，P: ，…，P, 中 的 任何 一 条 性 质 。 


设 A; 是 具有 性 质 P; 的 元 素 的 子 集 。 具 有 所 有 这 些 性 质 P; ，P; ，…，P; 的 元 素数 将 记 为 


N(P; P;…P; ) 。 用 集合 的 术语 写 这 些 等 式 ， 有 


|A; NA; NNA; |=N(CP, P,P.) 
如 果 不 具 有 7 个 性 质 P,，P, ，…，P, 中 的 任何 一 个 的 元 素数 记 为 N (PiP;…P',)， 集合 中 


的 元 素数 记 为 N， 那 么 有 


NCPIP:…P,) 一 N 一 |AU4AU…U4,| 


由 容 斥 原理 ， 有 
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NCPIBPL:-P) =N— SNCPD+ 2 NOBP))— > NICPPiPD) 


l1<i<n 1<i<j<n 1<i<i<k 
十 … 十 (一 1)"N (P,P,…P,) 
例 1 说明 怎样 使 用 容 斥 原理 确定 具有 约束 条 件 的 方程 的 整数 解 的 个 数 。 
区 十 zs 十 zs 二 11 有 多 少 个 整数 解 ? 其 中 x 、z: 和 zs 是 非 负 整数 ， 且 zi 二 3,， zs 二 4， 
6 
解 为 了 使 用 容 斥 原理 , 令 解 的 性 质 已 为 立 之 3， 人 性 质 Pi 为 心 之 4， 人 性质 P, 为 zs 二 6。 
满足 不 等 式 zl 声 3、Z, 三 4 以 及 xz; 三 6 的 解 的 个 数 是 
NCPIP:P') =N— N(P)— N(P;)— N(P;)+ N(PP,) 
十 NCP,P,) 十 NCP,Pi) 一 NCP,P,P,) 
使 用 与 6. 5 节 例 5 相同 的 技术 ， 得 到 ER 
N == 解 的 总 数 二 C(3 十 11 一 1,11) 一 78 
NCP,) = 二 (具有 Zz 宇 4 的 解数 ) = 二 C(3 十 7 一 1,7) = 二-C(9,7) = 二 36 
N(P,) = (具有 zs 宇 5 的 解数 ) = 二 CC(3 十 6 一 1,6) = C(8,6) = 28 
N(P;) = 二 (具有 zs 宇 7 的 解数 ) = C(3 十 4 一 1,4) = C(6,4) 一 15 
N(P1P,) = (具有 辫 4 且 轧 5 的 解数 ) = C(3 十 2 一 1,2) = 二 C(4,2)= 二 6 
N(P1P) = 二 (具有 zi 宇 4 上 且 zs 宇 7 的 解数 ) = 二 C(3 十 0 一 1,0) 二 1 
N(P,P;) = 二 (具有 zx, 宇 5 且 zs 这 7 的 解数 )= 二 0 
N(P1P,P;) = (具有 Zz 宇 4,zz 宇 5 上 且 x; 宇 7 的 解数 )= 二 0 
把 这 些 等 式 代入 关于 N(P;iP;Ps) 的 公式 ,说 明 满足 zi 声 3、Zx; 二 4 以 及 zx; 三 6 的 解 的 个 数 等 于 
N(P'P;P;)=78—36—28 一 15 十 6 十 1 十 0 一 0=6 . 4 


8. 6. 3 埃 拉 托 色 尼 得 
可 以 用 容 斥 原理 求 出 不 超过 一 个 给 定 正 整 数 的 素数 的 个 数 。 一 个 合 数 可 以 被 一 个 不 超过 它 
的 平方 根 的 素数 整除 。 因 此 ， 为 找 出 不 超过 100 的 素数 的 个 数 ， 首 先 注意 到 不 超过 100 的 合 数 
一 定 有 一 个 不 超过 10 的 素 因 子 。 由 于 小 于 10 的 素数 只 有 2、3、5 和 7， 因此 不 超过 100 的 素 
数 就 是 这 4 个 素数 以 及 那些 大 于 1 和 不 超过 100 且 不 被 2、3、5 或 7 整除 的 正 整数 。 为 了 应 用 
容 斥 原理 ， 令 Pi 是 一 个 整数 被 2 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 3 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 
被 5 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 7 整除 的 性 质 。 于 是 ， 不 超过 100 的 素数 的 个 数 是 
4 十 NCPIP2P:P') 
由 于 存在 99 个 比 1 大 且 不 超过 100 的 正 整 数 ， 所 以 容 斥 原 理 说 明 
NCP,P;,P4P4) =99— N(P,)— N(P,)— N(P;) — N(P,) 

十 NC(PP,) + NC(PiPs) + N(PP,)+ N(P;P,)+ N(P,P,)+ N(PsP,) 

—NCPLP:P)— NEPIP; P=— NCBPIPS. RY — NCP; PsP,) 

十 NCP,P,P,P,) 
不 超过 100( 且 大 于 1) 并 被 {2，3，5，7} 的 子 集中 的 所 有 素数 整除 的 正 整 数 个 数 是 | 100/N ]， 其 
中 NN 是 这 个 子 集中 的 素数 之 积 。( 这 是 因为 任意 两 个 素数 都 没有 公 因 子 。) 因 此 ， 


yh 100 100 100 100 100 100 100 
SO | 和 be 
100 100 100 100 100 100 

+|a +|a + [a | | 


100 100 
-| 二 


==99 一 565033 一 210 二 J 十 16 二 41407- 记 6 下 和 直入 二 一 2 一 人 00 
一 21 
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因此 ， 存 在 4 十 21 王 25 个 不 超过 100 的 素数 。 


8.6.4 映 上 函数 的 个 数 
也 可 以 应 用 容 斥 原理 确定 从 mx 元 素 集合 到 元素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 首 先 考 虑 例 2 。 
@ 鸭 从 6 元 素 集合 到 3 元 素 集合 有 多 少 个 映 上 函数 ? 
解 ” 假 定 在 陪 域 中 的 元 素 是 6，65,，6b;。 设 已 ，P, ，P;, 分 别 是 b, ，b; ，b; 不 在 函数 值 域 
中 的 性 质 。 注意， 一 个 函数 是 映 上 的 当 且 仅 当 它 没 有 性 质 P, 、P, 和 P,。 根 据 容 斥 原理 得 到 6 
元 素 集 合 到 3 元 素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 是 
NCP,P:P,) =N—[N(P)+ N(P,)+ N(P,)] 
十 LNCP,P:,) 十 NCP,P:,) 十 NIP,P,)] 一 NIP,P,P,) 
其 中 N 是 从 6 元 素 集合 到 3 元 素 集合 的 函数 总 数 。 我 们 将 对 等 式 右 边 的 每 一 项 求 值 。 
由 6.1 节 的 例 6 得 出 N= 二 3”"。 注 意 N(P;) 是 值 域 中 不 含 6b; 的 函数 的 个 数 。 所 以 ， 对 于 定义 
域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 有 2 种 选择 ， 从 而 得 到 N(P,) 二 2*。 此 外 ， 这 种 项 有 C(3，1) 个 。 注 
意 N(P;P,) 是 值 域 中 不 含 6; 和 忆 的 孙 数 个 数 。 所 以 ， 对 于 定义 域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 只 有 1 
种 选择 。 从 而 得 到 N(P;P;)= 二 1 二 1。 此 外 ， 这 种 项 有 CC(3, 2) 个 。 还 有 ， 注 意 N(PiP,P,)== 
0， 因 为 这 个 项 是 值 域 中 不 含 5,、b, 和 6 的 函数 的 个 数 。 显 然 ， 没有 这 样 的 函数 。 于 是 ， 从 6 
元 素 集合 到 3 元 素 和 集合 的 映 上 函数 的 个 数 是 
=C(t3, 1)2°+C(t3, 2)F =729—192+3=540 4 
现在 说 明 从 m 元 素 集合 到 元素 和 集合 的 映 上 函数 的 个 数 的 一 般 性 结果 。 这 个 结果 的 证 明 留 
给 读者 作为 练习 。 
定理 设 m 和 nn 是正 整 ， 
Cr Dn ) 
个 导 六 元 才 要 各 二 ， 元 未 业 生 的 歇 上 上面 归 、 


从 mw 元 素 集 合 到 元素 集合 的 映 上 函数 是 这 样 一 种 对 应 方式 : 它 把 定义 域 中 的 加 个 元 素 
分 配 到 个 不 可 辨别 的 盒子 中 ， 使 得 每 个 盒子 都 不 是 空 的 ， 然 后 将 陪 域 中 的 个 元 素 中 的 每 一 
个 元 素 都 与 一 个 盒子 相对 应 。 这 意味 着 从 具有 m 个 元 素 的 集合 到 具有 nn 个 元 素 的 集合 的 映 上 函 
数 的 个 数 ， 等 于 把 mm 个 可 辨别 的 物体 分 配 到 n 个 不 可 辨别 的 盒子 中 ， 使 得 每 个 盒子 都 不 空 时 的 
方法 数 乘 以 具有 nn 个 元 素 的 集合 的 排列 数 。 因 此 ， 从 mm 个 元 素 的 集合 到 个 元 素 的 集合 的 映 上 
函数 的 个 数 为 n! SCm，s)， 其 中 SC(m， nn) 是 6.5 节 中 定义 的 第 二 类 斯 特 林 数 。 这 意味 着 我 们 
可 以 用 定理 1 来 推导 6. 5 节 所 给 的 关于 SC(m, nn) 的 公式 。( 关 于 第 二 类 斯 特 林 数 更 详细 的 信息 ， 
ee | 

下 面 给 出 定理 1 的 另 一 个 应 用 的 实例 。 

pb 如 果 每 个 雇员 至 少 分 配 1 项 工作 ， 问 有 多 少 种 
方式 ? 

解 ”把 工作 分 配 看 作 从 5 个 工作 集合 到 4 个 雇员 集合 的 函数 。 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 
的 分 配对 应 于 从 工作 集合 到 雇员 集合 的 映 上 函数 。 因 此 ， 由 定理 1， 存在 

4 3 C4 22"—O(4, BT ==1024=072+192—4=2340 

种 方式 来 分 配 工作 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 。 4 


8. 6.5 错位 排列 


下 面 将 用 容 斥 原理 计数 排列 n 个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 。 考 
虑 下 面 的 例子 。 


帽子 认领 问题 在 一 个 餐厅 里 ， 一 个 新 的 雇员 寄存 个 人 的 帽子 时 忘记 把 寄存 号 放 
在 帽子 上 。 当 顾客 取 回 他 们 的 帽子 时 ， a oe 问 没 有 一 













个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 4 
评注 ”答案 就 是 重新 排列 帽子 使 得 没有 帽子 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 除 以 nn 个 帽子 的 排 
列 数 n!。 在 我 们 找 出 排列 nn 个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 以 后 再 考虑 
这 个 例子 。 
错位 排列 是 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 排列 。 为 求解 例 4 中 的 问题 我 们 需要 确 une》 
定 n 个 物体 的 错位 排列 数 。 
《 国 排列 21453 是 12345 的 一 个 错位 排列 ， 因 为 没有 数 在 它 的 初始 位 置 上 。 但 是 ，21543 
不 是 12345 的 错位 排列 ， 因 为 4 留 在 它 的 初始 位 置 上 。 所 
设 D, 表示 nn 个 物体 的 错位 排列 数 。 例 如 ，D; =2， 因 为 123 的 错位 排列 是 231 和 312。 我 
们 将 使 用 容 斥 原理 对 所 有 的 正 整数 ” 求 D,。 


2 元素 集合 的 错位 排列 数 是 vs 
人 +t Te 






证 明 如 果 排列 保持 元 素 ; 不 变 ， 就 设 排列 有 性 质 Pi 错位 排列 的 个 数 就 是 对 ;二 1， 
2，…，n， 没 有 性 质 已 的 排列 数 ， 或 
D,= N(P} Ps P,) 
使 用 容 斥 原理 得 到 
D, = N— 2 NPY DINCPPD) — ZNOPP PY Te “十 (一 D"N (PP,*…P,) 


i<j<k 


其 中 N 是 个 元 素 的 排列 数 。 这 个 等 式 说 明 所 有 元 素 都 发 生变 化 的 排列 数 ， 等 于 排列 的 总 数 
减 去 至 少 保持 1 个 元 素 不 变 的 排列 数 ， 加 上 至 少 保持 2 元 素 不 变 的 排列 数 ， 减 去 至 少 保 持 3 个 
元 素 不 变 的 排列 数 ， 等 等 。 现 在 找 出 在 等 式 右边 出 现 的 所 有 的 量 。 
首先 注意 N= 二 n!， 因 为 N 只 是 个 元 素 排 列 的 总 数 。 而 且 ，NCP,)=(z 一 1)!。 这 是 由 乘 
积 法 则 得 到 的 ， 因 为 N(P;) 是 保持 元 素 i 不 变 的 排列 数 ， 所 以 第 i 个 位 置 是 确定 的 ,但 是 其 余 
的 每 个 位 置 可 以 放任 意 元 素 。 类 似 地 ， 
N(P.P,)=(n—2)! 
因为 这 是 保持 元 素 i 和 j 不 变 的 排列 数 ,， 但 是 其 余 (n 一 2) 个 元 素 的 位 置 可 以 任意 地 安排 。 一 般 
来 说 ， 有 
NOGP Reveh = ml 
因为 这 是 保持 元 素 ii，i,。，…，i 不 变 的 排列 数 ， 但 是 其 他 (xn 一 mm) 个 元 素 的 位 置 可 以 任意 安 
排 。 由 于 存在 C(n，m) 种 方式 从 nn 个 元 素 中 选择 m 个 ， 所 以 有 
>)NCP) = Cn,D) (nm—1)! 


1<i<n 


NPP) = Cn,2)(n—2)! 


一 般 地 ， 有 
Dp) .NICP,P,…P,) = Cln,m) (n—m)! 


1<i <i<<i<n 


所 以 ， 把 这 些 等 式 代入 关于 也, 的 公式 得 到 


Links > 


历史 注解 ”在 一 个 古老 的 法 国 纸牌 相遇 (匹配 ) 游 戏 中 ,一 套 52 张 牌 摆 成 一 行 。 摆 放 第 二 套 牌 使 其 中 
每 张 牌 放 在 第 一 套 牌 的 某 一 张 的 顶部 。 通 过 统计 在 两 套 牌 中 匹配 的 牌 数 来 确定 得 分 。1708 年 ， 皮 埃 尔 ， 
雷 蒙 德 ， 蒙特 葛 特 (1678 一 1719) 提 出 了 “相遇 ”问题 : 在 相遇 游戏 中 没有 匹配 发 生 的 概率 是 多 少 ? 蒙特 
莫 特 问题 的 解 是 随机 选择 52 个 物体 的 排列 恰 为 错位 排列 的 概率 ， 即 Dj/521， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 这 个 
概率 近似 为 1/e。 
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DBD. =% l=CnlNn = Dt FC 201 = m= Cn Nn) 
1 nl nl 
三 六 | 人 I : < » yy 
nl Te DITarm a 2)1 雪人 10T01 
简化 这 个 表达 式 得 
1 1 ey 
D, =n!|1 人 | 4 


表 1 错位 排列 的 概率 
n 2 3 4 5 6 Z 








Da/n! 0. 500 00 0. 333 33 0. 375 00 0. 366 67 0. 368 06 0. 367 86 


现在 对 于 给 定 的 正 整 数 n 求 D, 就 简单 了 。 例 如 ， 使 用 定理 2 得 到 
TD 证 
D, =3!|1 让 幸 寺 3 = 





正如 我 们 前 面 所 看 到 的 。 


现在 可 以 给 出 例 4 中间 题 的 解 。 
解 没有 一 个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 是 D,/n!。 由 定理 2， 这 个 概率 是 


ns, i 
! ! nl 





通过 恒等式 e = bE ， 其 中 工 为 所 有 实数 (使 用 微 积 分 方法 ) ， 可 以 证 明 








en DE pe Se De 
. : jt “2 nl 
因为 这 是 一 个 项 趋向 于 0 的 交错 级 数 ， 所 以 当 无 限 增长 时 ,没有 一 个 人 取 回 自己 帽子 的 概率 
趋 于 e ' 守 0. 368。 事 实 上 ， 可 以 证 明 这 个 概率 与 e 的 差 在 1/(n 十 1)! 之 内 。 4 
练习 


ls 


假设 1 蒲式耳 100 个 苹果 中 20 个 有 虫 ，15 个 有 擦 伤 。 只 有 没 虫 也 没 擦 伤 的 苹果 才 可 以 卖 。 如 果 10 个 
擦 伤 的 苹果 有 虫 ， 那 么 100 个 苹果 中 有 多 少 个 可 以 卖 ? 


.1000 个 人 申请 喜马拉雅 登山 旅游 ，450 个 人 有 高 山 病 ，622 个 人 状态 不 佳 、30 个 人 有 过 敏 症 。 一 个 申 


请 人 是 合格 的 当 且 仅 当 他 没有 高 山 病 、 状 态 良 好 ， 并 且 没有 过 敏 症 。 如 果 111 个 申请 人 有 高 山 病 且 不 
在 良好 状态 ，14 人 有 高 山 病 和 过 敏 症 ，18 人 不 在 良好 的 状态 并 且 有 过 敏 症 ，9 个 人 有 高 山 病 并 且 不 在 
良好 状态 和 有 过 敏 症 ， 那么 有 多 少 申请 人 合格 ? 


, 方程 zi 十 zz 十 x3 二 13 有 多 少 个 解 ? 其 中 zi、z:、xs 是 小 于 6 的 非 负 整数 。 
. 求 方程 zi 十 zz 十 zs 十 z= 二 17 的 解 的 个 数 ， 其 中 zi (i 二 1，2，3，4) 是 非 负 整 数 ， 满 足 条 件 zi 声 3、 


< 2Z3< 妇 5 世 WSL, 


. 使 用 容 斥 原理 求 小 于 200 的 素数 的 个 数 。 
, 一 个 整数 叫 作 无 平方 因子 ， 如 果 它 不 被 一 个 大 于 1 的 正 整 数 的 平方 整除 。 求 小 于 100 的 无 平方 的 正 整 


数 个 数 。 


. 有 多 少 小 于 10 000 的 正 整数 不 是 一 个 整数 的 2 次 或 更 高 次 宕 ? 
. 从 7 元素 集合 到 5 元 素 集合 有 多 少 个 映 上 函数 ? 


有 多 少 种 方式 把 6 个 不 同 的 玩具 分 给 3 个 不 同 的 孩子 并 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 玩具 ? 


10. 8 个 不 同 的 球 放 和 3 个 不 同 的 镀 子 中 ， 如 果 每 个 饶 子 至 少 有 1 个 球 ， 那 么 有 多 少 种 放 法 ? 


12. 
13. 


有 多 少 种 方式 把 7 项 不 同 的 工作 分 给 4 个 不 同 的 雇员 ， 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 ， 并 且 把 最 困 
难 的 工作 分 给 最 好 的 雇员 ? 

列 出 {1，2，3，4}) 的 所 有 的 错位 排列 。 

一 个 7 元素 集合 有 多 少 个 错位 排列 ? 
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14. 
15. 


16. 


20. 
纪 。 
22: 
. 当 的 素 因 子 分 解 式 是 


25. 
26. 
27. 


如 果 寄 存 帽子 的 人 随机 发 回 帽 子 ，10 个 人 中 没有 一 个 人 得 到 他 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 

一 个 把 信 放 入 信和 袋 的 机 器 发 生 了 故障 并 且 随 机 把 信 放 入 信和 袋 中 。 在 一 组 100 封 信 中 发 生 下 面 事件 的 
概率 是 多 少 ? 

a) 没 有 信 放 对 了 信和 袋 。 b) 恰 好 1 封 信 放 对 了 信 袋 。 

c) 恰 好 98 封 信 放 对 了 信和 袋 。 d) 恰 好 99 封 信 放 对 了 信和 袋 。 

e) 所 有 的 信和 都 放 对 了 信和 袋 。 

一 组 有 ?7 个 学 生 。 在 同一 间 教 室内 给 他 们 分 派 座位 。 一 共 上 两 次 课 。 如 果 没 有 学 生 在 这 两 次 课时 分 


派 在 同一 个 座位 上 ， 有 多 少 种 方式 ? 


. 有 多 少 种 方式 安排 数字 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 使 得 没有 偶数 在 它 的 初始 位 置 上 ? 
. 设 D, 表示 nn 个 物体 的 错位 排列 数 ， 用 组 合 论证 证 明 序 列 {D,) 满 足 递 推 关系 


D,=(n—1)(D,_i+D, ;) n 宇 2 
[提示 : 对 于 错位 排列 中 的 第 1 个 元 素 & 有 7 一 1 种 选择 。 单 独 考虑 以 上 开始 的 错位 排列 ， 它 的 第 位 
可 以 是 1 也 可 以 不 是 1。] 


. 使 用 练习 18 证 明 


也,=zD，; 十 (一 1)” n 宕 1 
使 用 练习 19 求 关 于 D, 的 显 式 公式 。 
对 哪些 正 整数 2”， 错 位 排列 数 D, 是 偶数 ? 
假设 p 和 a 是 不 同 的 素数 。 使 用 容 斥 原理 求 $8(pq)， 即 不 超过 pq 且 与 pq 互 素 的 整数 的 个 数 。 


n= 力 11 力 22“… prop 
时 ， 使 用 容 斥 原理 推导 一 个 关于 $8(n) 的 公式 。 


. 证 明 : 如 果 nn 是正 整 数 ， 那 么 


nl =C(n, 0)D,+Cn, 1)D, i 二 TC(n, n—1)D;+C(n, n)D, 
其 中 D 是 & 个 物体 的 错位 排列 数 。 
以 整数 1，2，3 开始 的 {1，2，3，4，5，6} 的 错位 排列 数 有 多 少 个 ? 
以 整数 1，2，3 结束 的 全 ，2，3，4，5，6) 的 错位 排列 数 有 多 少 个 ? 
证 明定 理 1。 


关键 术语 和 结论 
术语 
递 推 关系 (recurrence relation) :一 个 公式 ， 它 把 序列 中 除了 某 些 初始 项 以 外 的 项 表示 成 这 个 序列 前 面 的 


一 个 或 若干 个 项 的 函数 。 


递 推 关 系 的 初始 条 件 (initial conditions for a recurrence relation) : 满足 递 推 关 系 的 序列 在 该 关系 起 作用 之 


前 的 某 些 项 的 值 。 


动态 规划 (dynamic programming) : 一 种 求解 优化 问题 的 算法 范式 ， 通 过 递归 将 问题 分 裂 为 重合 子 问题 ， 


并 通过 递 推 关 系 合并 子 问 题 方案 。 


常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 (linear homogeneous recurrence relation with constant coefficient) ， 一 个 递 推 关 


系 ， 除 了 初始 项 之 外 ， 它 把 序列 的 项 表示 成 前 面 项 的 线性 组 合 。 


常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 根 (characteristic roots of a linear homogeneous recurrence relation with 


constant coefficients) : 与 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 相 关 的 多 项 式 的 根 。 


常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 (linear nonhomogeneous recurrence relation with constant coefficients) : 一 个 递 


推 关系 ， 除 了 初始 项 之 外 ， 它 把 序列 的 项 表示 成 前 面 项 的 线性 组 合 加 上 一 个 仅仅 依赖 于 序 标的 不 恒 
为 0 的 函数 。 


分 治 算法 (divide-and-conquer algorithm) : 求解 问题 的 一 种 算法 ,求解 中 递归 地 把 问题 划分 成 固定 数目 的 


较 小 的 同 种 类 型 的 问题 。 


序列 的 生成 函数 (generating function of a sequence) : 用 序列 的 第 nn 项 作为 zx" 的 系数 的 形式 害 级 数 。 
埃 拉 托 色 尼 筛 (sieve of Eratosthenes) : 找 出 小 于 一 个 给 定 正 整数 的 素数 的 过 程 。 


| 





错位 排列 (derangement) : 使 得 没有 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 排列 。 


结论 
两 个 有 穷 集合 并 集 的 元 素 个 数 公 式 (the formula for the number of elements in the union of three finite 
sets): 
[AUB|=|AI+|B| -|ANa| 
三 个 有 穷 集 合并 集 的 元 素 个 数 公 式 (the formula for the number of elements in the union of two finite sets): 
[TAUBUC|=|4|+|1B|+|c|l—|1aNB|—|aNc|—|1BNcI+|ANBNC| 
容 斥 原理 (the principle of inclusion-exclusion): 
[a UA |= a 2 NAA 


1<i<n 1<i<j<n 


+ D2) IANa Na 


1<i<j<k<n 
= 1 |As TN Aa MT hs | 
从 m 元素 集合 到 nn 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 (the number of onto functions from a set with m elements to 
a set with n elements): 
Mi 一 CT nm— 1)* Cas2 nm 27 二 (1 Cnno—1). 1” 
n 个 物体 的 错位 排列 数 (the number of derangements of n objects:): 


By = | 1 i D" 二 | 





复习 题 
1. a) 什 么 是 递 推 关 系 ? 
b) 如 果 在 一 个 获 利 9% 的 账户 上 储蓄 1 000 000 美元 ， 求 与 年 后 账户 上 钱 数 有 关 的 递 推 关系 。 
2. 解释 怎样 用 斐 波 那 契 数 求解 关于 兔子 的 斐 波 那 契 问题 。 
3. a) 找 出 与 求解 汉 诺 塔 难题 所 需 步 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 显 示 怎 样 使 用 迭代 来 求解 这 个 递 推 关系 。 
4. a) 解 释 怎 样 找 一 个 与 不 包含 两 个 连续 的 1 的 nn 位 比特 串 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 描 述 男 一 个 计数 问题 使 得 它 的 解 满 足 同一 个 递 推 关系 。 
5. a) 什 么 是 动态 规划 ， 动 态 规 划 怎 样 在 算法 中 使 用 递 推 关 系 ? 
b) 解 释 动态 规划 如 何 用 于 解决 讲座 规划 问题 ， 即 对 于 一 组 可 能 的 讲座 针对 一 个 讲座 大 厅 如 何 使 得 参加 
总 人 数 最 大 化 。 
6. 定义 一 个 不 阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 
7. a) 解 释 怎样 求解 二 阶 线性 齐 次 递 推 关 系 。 
b) 如 果 as 二 3，ai 三 15， 对 于 n 宇 2， 求 解 递 推 关系 a 二 13a,-1 一 22a,-2。 
c) 如 果 6 二 3， a 二 35， 对 于 n 宇 2， 求解 递 推 关系 a 二 14a,_1 一 49a,_:。 
8. a) 如 果 f(n) 满 足 分 治 递 推 关系 f(n) 二 af(n/) 十 gl(n)， 这 里 5 整除 正 整 数 n， 解 释 怎样 求 f(W)， 其 中 
& 是 正 整 数 。 
b) 如 果 Fa 一 3 Fa/4) 十 5a/4 且 FGD) 一 7， 求 f(256)。 
9. a) 为 了 用 二 分 搜索 在 表 中 查找 一 个 数 所 用 的 比较 次 数 ， 推 导 一 个 分 治 的 递 推 关 系 。 
b) 从 a 给 出 的 分 治 递 推 关系 使 用 8. 3 节 中 的 定理 1， 为 二 分 搜索 所 用 的 比较 次 数 给 出 一 个 大 O 估计 。 
10. a) 给 出 一 个 关于 3 个 集合 并 集 元 素 个 数 的 公式 。 
b) 解 释 为 什么 这 个 公式 是 有 效 的 。 
ec) 解释 怎样 使 用 a 的 公式 求 不 超过 1000 且 能 被 6、10 或 15 整除 的 正 整 数 的 个 数 。 
d) 解 释 怎 样 使 用 a 的 公式 求 方程 zi 十 zxz 十 zs 十 x 二 22 的 非 负 整数 解 的 个 数 ， 其 中 zi 二 8，zs 二 
有 5 
11. a) 给 出 一 个 关于 4 个 集合 的 并 集 的 元 素 个 数 的 公式 。 解 释 为 什么 它 是 有 效 的 。 
b) 假 设 4A 、A。 、4s 和 4A, 每 个 集合 包含 25 个 元 素 ， 其 中 任意 2 个 集合 的 交 包 含 5 个 元 素 ， 任 意 3 个 集 
合 的 交 包 含 2 个 元 素 ， 所 有 4 个 集合 包含 1 个 公共 元 素 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 
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12. a) 叙 述 容 斥 原理 。 
b) 概 述 这 个 原理 的 证 明 。 

13. 解释 怎样 使 用 容 斥 原理 计数 从 m 元 素 集合 到 ?元素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 

14. a) 怎样 计数 把 m 项 工作 分 给 ”个 雇员 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 的 方案 数 ? 
b) 把 7 项 工作 分 给 3 个 雇员 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 ， 有 多 少 种 方案 ? 

15. 解释 怎样 使 用 容 斥 原理 计数 不 超过 正 整 数 n 的 素数 的 个 数 。 

16. a) 定 义 一 个 错位 排列 。 

b) 一 个 寄存 帽子 的 人 给 nn 个 人 发 还 帽子 ,使 得 没有 人 得 到 自己 帽子 的 方式 的 计数 为 什么 与 n 个 物体 
的 错位 排列 数 一 样 ? 
c) 解 释 怎 样 计数 n 个 物体 的 错位 排列 数 。 

补充 练习 \ 

1. 一 个 10 人 小 组 开始 一 系列 的 通信 活动 ， 每 个 人 把 一 封 信 寄 给 另外 4 个 人 。 每 个 收 到 信 的 人 再 把 这 封 
信 寄 给 另外 的 4 个 人 。 

a) 如 果 没 有 人 收 到 的 信 多 于 1 封 ， 求 与 这 个 通信 活动 的 第 nn 步 寄 出 信 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 在 a 中 的 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 在 通信 活动 的 第 ” 步 寡 出 了 多 少 封 信 ? 

2. 一 个 核反应 堆 产 生 18 克 放 射 性 同位 素 。 每 小 时 放射 性 同位 素 衰变 1% 。 

a) 对 nn 小 时 后 留 下 的 同位 素 的 量 建立 一 个 递 推 关 系 。 b) 对 于 a 的 弟 推 关系 ,初始 条 件 是 什么 ? 
©) 求 解 这 个 递 推 关系 。 

3. 美国 政府 每 小 时 印 1 美元 纸币 超过 10 000 张 ，5 美元 纸币 超过 4000 张 ，10 美元 纸币 超过 3000 张 ，20 
美元 纸币 超过 2500 张 ，50 美元 纸币 超过 1000 张 ，100 美元 纸币 与 前 一 小 时 的 张 数 一 样 。 在 初始 时 刻 ， 
每 种 钱币 有 1000 张 。 

a) 建 立 一 个 关于 第 n 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 b)a 中 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 
c) 求 解 第 款 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 d) 建 立 一 个 前 n 小 时 总 钱 数 的 递 推 关系 。 
e) 求 解 前 nn 小 时 总 钱 数 的 递 推 关系 。 

4. 每 个 前 一 小 时 已 经 存在 的 细菌 在 每 小 时 都 分 裂 出 2 个 新 的 细菌 ， 并且 所 有 的 细菌 只 有 2 小 时 的 寿命 。 
假设 这 群 细菌 开始 时 有 100 个 新 细菌 。 

a) 建 立 关 于 nn 小 时 后 存在 细菌 数目 的 递 推 关系 。 b) 这 个 递 推 关 系 的 解 是 什么 ? 
c) 什 么 时 候 这 和 群 细菌 的 个 数 将 超过 100 万 个 ? 

5. 使 用 两 个 不 同 的 信号 在 通信 信道 发 送信 息 。 传 送 一 个 信和 号 需要 2 微 秒 ， 传 送 另 一 个 信号 要 3 微 秒 。 一 

条 信息 的 每 个 信号 后 紧 跟 着 下 一 个 信号 。 
a) 求 与 在 n 微 秒 中 可 以 发 送 的 不 同 信号 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 对 于 a 的 递 推 关系 ,初始 条 件 是 什么 ? ©) 在 12 微 秒 内 可 以 发 送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 

6. 一 个 小 邮局 只 有 4 分 、6 分 和 10 分 邮票 。 如 果 考 虑 邮票 使 用 的 次 序 ， 求 与 这 些 邮 票 构成 n 分 邮资 的 方 
式 数 有 关 的 递 推 关系 。 这 个 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 

7. 使 用 补充 练习 6 描述 的 规则 ， 构 成 下 述 邮 资 有 多 少 种 方式 ? 

a)12 分 b)14 分 
c)18 分 d)22 分 
8. 求 联 立方 程 组 
i en 
人 二 二 
的 解 ， 其 中 ao==1 和 6 二 2。 

9. 如 果 ao 二 1、ai 二 2， 求解 递 推 关 系 4, 二 as_1/a,-;。 上 [提示 : 两 边 取 对 数 得 到 关于 序列 log a, 的 递 推 关 
0 2 | 

* 10. 如 果 ao 二 2 和 ai 二 2， 求解 递 推 闫 系 a 二 a3_1as-;。( 见 补充 练习 9 的 提示 。) 


11, 


如 果 ao 二 2、al = 二 4 和 as = 二 8， 求解 递 推 关系 a, 二 3as-1 一 34as_z 十 an_s 十 1。 





12. 
关 13, 


< 14. 





如 果 ao 二 2、ai 二 2 和 az 一 4， 求 解 递 推 关 系 ov 一 3a,-1 一 3a -十 as 。 

假设 在 8. 1 节 的 例 1 中， 一 对 兔子 在 繁殖 2 次 以 后 就 离开 这 个 岛 。 求 与 第 nn 个 月 中 的 岛 上 兔子 对 数 有 

关 的 递 推 关系 。 

我 们 设计 一 个 动态 规划 算法 用 于 解决 找到 从 一 个 有 个 对 象 的 集合 中 选择 一 个 的 子 集 S 的 问题 ， 每 

一 个 对 象 i 都 有 一 个 正 整 数 权 重 w;， 要 求 子 集 S 中 的 对 象 权重 之 和 为 最 大 但 不 会 超过 一 个 固定 的 权 

重 限 度 w。 设 M(j)，w) 表 示 不 会 超过 权重 限度 多 的 前 j 个 对 象 的 子 集合 的 最 大 权重 之 和 。 这 个 问题 

称 为 背包 问题 。 

a) 证 明 : 如 果 记过 世 ， 则 MG ， 世 ) 王 MG 一 1， 世 ) 。 

b) 证 明 : 如 果 wj; 三 w， 则 MG(j，w) 二 max(M(j 一 1， ww)， wi 十 M(j 一 1]，w 一 wj))。 

c) 使 用 a 和 bb 设计 一 个 动态 规划 算法 ,该 算法 用 于 确定 不 超过 W 的 对 象 子 集 的 最 大 权重 之 和 。 在 算 
法 中 保存 计算 得 到 的 M(j，w) 值 。 

中 解释 如 何 使 用 c 中 计算 的 M(;，w) 值 找到 不 超过 W 的 具有 最 大 权重 之 和 的 对 象 的 子 集 合 。 


在 补充 练习 15~18 中 ， 我 们 设计 一 个 动态 规划 算法 ， 该 算法 用 于 找到 两 个 序列 al ，az ，…，an 和 bl， 


2z， 
15, 


16. 


17. 


18. 


19 
20. 
21. 


22. 


23. 
24. 


25S. 


26. 


…，b, 的 最 长 相同 子 序 列 ， 这 是 不 同 生 物体 DNA 比较 中 非常 重要 的 一 个 问题 。 

设 cl ，cs，…，cp 是 两 个 序列 al ，a ，…，aw 和 bi，b:，…，b, 的 最 长 相同 子 序列 。 

a) 证 明 如 果 p= bs 则 当 思 >>1 时 ， Ch = = 并 且 cl， Co ny co-1 是 两 个 序列 Ql, U2, “**, Um-l 
和 ，6。，…，b,-1 的 最 长 相同 子 序列 。 

b) 设 a 六 6,。 证 明 如 果 6c 关 a,， 则 a，cs，…，cp 是 两 个 序列 gy ，as ，…，am_1 和 如，b。，…，b, 的 最 长 相 
同 子 序列 ， 同 时 证 明 如 果 cj, 关 6b, ， 则 c ，cz ，…，c 是 两 个 序列 a，az，…，am 和 加， 如 ，…，b,-1 的 最 
长 相同 子 序列 。 

设 工 (it， 力 表示 两 个 序列 wm ，a ，…，a 和 b,，b,，…，b; 的 最 长 相同 子 序列 ， 其 中 0<i<m, 0 

j 委 ?2。 使 用 补充 练习 15 中 a) 和 b) 证 明 L(i，j) 满 足 递 推 关 系 L(i, 站 二 L(i 一 1，j 一 1) 十 1， 如 果 i 和 

7 都 不 为 0 上 且 a;==bi; L(i, 站 二 max(L(i, j 一 1), L(i 一 1，j))， 如 果 i 和 j 都 不 为 0 且 a; 关 5b:， 初 始 

条 件 如 果 i==0 或 者 j==0,， 则 L(i, 说 =0。 

使 用 补充 练习 16 中 设计 的 动态 规划 算法 计算 两 个 序列 a ，as ，…，an 和 0b，6bs。，…，b, 的 最 长 相同 

子 序列 ， 保 存 得 到 的 L(i, 丫 值 。 

使 用 在 补充 练习 17 中 算法 的 L(i, 站 的 值 ， 设 计 一 个 算法 寻找 两 个 序列 a ，a ，…，an 和 bl， 

5b; ，…，b, 的 最 长 相同 子 序列 。 

求解 递 推 关 系 f(n)= 二 fln/2) 十 ww ， 其 中 二 2* ,是正 整 数 ，f(1)==1。 

当 n 可 被 5 整除 时 ,求解 递 推 关系 f(n)= 二 3f(n/5) 十 2n+， 其 中 n= 二 5:, 是正 整 数 ，f(1)=1。 

如 果 f 是 增 函 数 ， 给 出 补充 练习 20 中 了 的 大 O 估计 。 

找 出 与 下 述 算法 所 使 用 的 比较 次 数 有 关 的 递 推 关 系 : 通过 把 n 个 数 的 序列 递归 地 划分 成 两 个 子 序列 

来 找 出 最 大 和 第 二 大 的 元 素 ， 在 每 一 步 划 分 时 要 求 这 两 个 子 序 列 的 项 数 相等 或 一 个 子 序列 比 另 一 个 

子 序列 多 一 项 。 当 子 序列 达到 2 项 时 停止 划分 。 

估计 补充 练习 22 描述 的 算法 所 使 用 的 比较 次 数 。 

一 个 序列 wa ，a ，…，a, 是 单 峰 的 当 目 仅 当 且 有 一 个 指数 m(1 二 mn)， 使 得 a; 过 ai41 当 1<i<m 和 

Qj; 之 aiti 当 m 志 i 二 n。 即 该 序列 在 第 mm 项 前 是 严格 递增 的 ， 之 后 是 严格 递减 的 ，aw 是 序列 的 最 大 项 。 

在 本 补充 练习 中 ，a 表示 单 峰 序 列 a1，as，…，a, 的 最 大 项 。 

a2) 证 明 a 是 序列 中 唯一 的 大 于 此 项 前 面 的 元 素 和 此 项 后 面 的 元 素 的 元 素 项 。 

b) 证 明 如 果 a; 二 ajy1(1 志 i<n)， 则 i 十 1 寺 m 寺 n。 

©) 证 明 如 果 a; 庆 aj;41 (1 过 i 过 n)， 则 1 寺 m 过 i。 

qd) 开发 一 个 分 治 算法 确定 单 峰 序列 的 m 值 。 [提示 : 设 i<m<=j, 使 用 a)、b) 和 c) 确 定 或 者 [(i 十 站/ 
2 | 十 1 声 m 志 nn，1 声 m 志 [Gi 十 站 /2 上 一 1 或 者 m==[(i 十 j)/2 ]。] 

证 明 补 充 练习 24 的 算法 的 比较 次 数 有 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 O(log n)。 

设 {a;} 是 实数 序列 。 这 个 序列 的 前 向 差分 递归 地 定义 为 : 第 一 个 前 向 差分 是 Aa,= 王 w+l 一 av; 第 Kk 十 1 

个 前 向 差分 A 生 :aua, 是 通过 A"'!'a, 一 Atast1 一 A*a, 由 A*a; 得 到 的 。 

求 Aka, ， 其 中 

3a)a, 一 3 b)a, =4n 十 7 ce)a 一 72 十 2 十 1 
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. 设 a,= 王 3 十 2 十 2， 求 Aa,， 其 中 上 有 等 于 
a)2 b)3 C)4 


* 28. 假设 w, 王 P(z) ， 其 中 忆 是 4 次 多 项 式 。 证 明 : 对 于 所 有 的 非 负 整数 m，A“ :oa,=0 
29. 令 {a,)} 和 {6,} 是 实数 序列 。 证 明 
Al(ab,)=a,ti(Ab,)tb, (Aa,) 

30. 证 明 : 如 果 F(z) 和 G(x) 分 别 是 序列 {ai} 和 {bi) 的 生成 函数 ， 且 c 和 4d 是 实数 ， 那 么 (cF 十 4G) (xz) 是 
{ca 十 dp 的 生成 函数 。 

31.( 需 要 微 积分 ) 这 个 练习 说 明了 怎样 使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 (n 十 1)asri 二 a 十 (1/n1)，n 宇 0， 初始 
条 件 Wi = 
a) 设 G(z) 是 关于 {a,) 的 生成 函数 。 证 明 G' (zx) 二 G(x)+e 且 G(0)=1。 
b) 由 a 证 明 (e-*G(x))'=1， 且 断定 G(x) 二 xe* 十 e*。 
©) 使 用 b 找 出 关于 a, 的 封闭 公式 。 \ 

32. 假设 在 离散 数学 班 的 第 一 次 考试 中 14 个 学 生得 A， 第 二 次 考试 中 18 个 得 A。 如 果 22 个 学 生 在 第 一 
或 第 二 次 考试 中 得 A， 有 多 少 学 生 两 次 考试 都 得 A? 

33. 在 蒙 默 思 郡 (英国 威尔士 郡 原 郡 名 )323 个 农场 中 至 少 有 马 、 牛 或 羊 其 中 的 1 种 。 如 果 224 个 农场 有 马 、 
85 个 有 牛 、57 个 有 羊 、18 个 农场 3 种 家 畜 全 有 ， 那 么 有 和 多少 个 农场 恰好 有 这 3 种 家 畜 中 的 2 种 ? 

34. 查询 某 学 院 关 于 学 生 记 录 的 数据 库 得 到 下 述 数据 : 学 院 有 2175 个 学 生 ， 其 中 1675 个 不 是 一 年 级 学 
生 、1074 个 学 生 选 了 微 积 分 、444 个 学 生 选 了 离散 数学 、607 个 不 是 一 年 级 学 生 且 选 了 微 积 分 、350 
个 学 生 选 了 微 积分 和 离散 数学 、201 个 不 是 一 年 级 学 生 且 选 了 离散 数学 、143 个 不 是 一 年 级 学 生 并 且 
选 了 微 积分 和 离散 数学 。 所 有 这 些 对 查询 的 回答 都 是 正确 的 吗 ? 

35. 某 大 学 数学 学 院 的 学 生 可 以 选择 下 述 一 个 或 多 个 方向 作为 主 修 方向 : 应 用 数学 (AM) 、 纯 粹 数学 
(PM)、 运 筹 学 (OR) 和 计算 机 科学 (CS)。 如 果 ( 包 括 同 时 主 修 ) 主 修 AM 的 有 23 个 学 生 ; 主 修 PM 的 
有 17 个 学 生 ; 主 修 OR 的 44 个 ; 主 修 CS 的 63 个 ; 主 修 AM 与 PM 的 5 个 ; 主 修 AM 和 CS 的 8 
个 ; 主 修 AM 和 OR 的 4 个 ; 主 修 PM 和 CS 的 6 个 ; 主 修 PM 和 OR 的 5 个 ; 主 修 OR 和 CS 的 14 
个 ; 主 修 PM、OR 和 CS 的 2 个 ; 主 修 AM、OR 和 CS 的 2 个 : 主 修 PM、AM 和 OR 的 1 个 ; 主 修 
PM、AM 和 CS 的 1 个 ; 还 有 1 个 主 修 所 有 4 个 方向 。 问 这 个 学 院 有 多 少 学 生 ? 

36. 当 使 用 容 斥 原理 表示 7 个 集合 的 并 集中 的 元 素 个 数 时 ， 如 果 其 中 没有 6 个 或 更 多 的 集合 含有 公共 元 
素 ， 那 么 需要 多 少 项 ? 

37. 方程 十 zz 十 zs 一 20，2<z<6，6<<z<10，0<z<5， 有 多 少 个 正 整 数 解 ? 

38. 有 多 少 小 于 1 000 000 的 正 整 数 ， 
a) 能 够 被 2、3 或 5 整除 ? b) 不 能 被 7?、11 或 13 整除 ? 
c) 能 够 被 3 整除 但 不 能 被 7 整除 ? 

39. 有 多 少 小 于 200 的 正 整数 是 
a) 整 数 的 2 次 或 更 高 次 宕 ? b) 整 数 的 2 次 或 更 高 次 寡 ， 或 者 素数 ? 
c) 不 能 被 一 个 大 于 1 的 整数 的 平方 整除 ? d) 不 能 被 一 个 大 于 1 的 整数 的 立方 整除 ? 
e) 不 能 被 3 个 或 更 多 的 素数 整除 ? 

* 40. 把 6 个 不 同 的 工作 分 给 3 个 不 同 的 雇员 ， 如 果 最 难 的 工作 分 给 最 有 经 验 的 雇员 并 且 最 容易 的 工作 分 

给 最 缺乏 经 验 的 雇员 ,那么 有 多 少 种 分 法 ? 

41. 由 寄存 帽子 的 人 随机 发 还 给 个 人 帽子 ， 那么 恰好 一 个 人 拿 到 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 

42. 有 多 少 个 6 位 比特 串 不 包含 4 个 连续 的 1? 

43. 一 个 6 位 比特 串 包含 至 少 4 个 1 的 概率 是 多 少 ? 

计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


ls 
2. 


给 定 正 整 数 2， 依 照 游戏 规则 列 出 汉 诺 塔 难题 从 一 根 柱子 到 另 一 根 柱子 移动 n 个 盘子 需要 的 所 有 移动 。 
给 定 正 整数 2 和 整数 &k，1<&k<&n， 依照 游戏 规则 列 出 富 雷 姆 斯 图 尔 特 算法 ( 见 8.1 节 练 习 38 的 前 导 
文 ) 用 4 根 柱子 从 一 根 柱子 到 另 一 根 柱子 移动 n 个 盘子 需要 的 所 有 移动 。 
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. 给 定 正 整数 >， 列 出 不 包含 连续 2 个 0 的 所 有 位 二 进 制 序列 。 
. 给 定 正 整数 n(n 二 1)， 写 出 在 n 十 1 个 变量 的 乘积 中 加 括号 的 所 有 方式 。 
. 给 定 一 组 个 数 为 n 的 讲座 ， 包 括 讲 座 的 起 始 和 结束 时 间 ， 以 及 每 个 讲座 的 参加 和 人数， 使 用 动态 规划 针 


对 一 个 讲座 厅 规 划一 个 讲座 子 集 使 得 参加 讲座 的 总 人 数 最 大 。 


. 已 知 矩 阵 A!1，A,…，A,， 维 度 分 别 为 mi Xmz，ms Xms，*…m, X mi， 每 一 项 都 为 整数 。 使 用 动态 
规划 ， 如 8. 1 节 的 练习 57， 找 到 计算 A1A,…A, 的 最 小 整数 乘法 次 数 。 

,给 定 递 推 关 系 4, 二 cias-i1 十 cza,-s，ci 和 cs 都 是 实数 ， 初 始 条 件 ao 二 Co。、ai 一 Ci、A 为 正 整 数 ， 使 用 
迭代 计算 Uko 

. 给 定 递 推 关系 a, 二 cia,_1 十 cza,-s 和 初始 条 件 ao 二 Co。、ai 二 C1， 确 定 唯一 的 解 。 

. 给 定形 如 f(n) 二 af(n/5) 十 c 的 递 推 关 系 ， 其 中 a 是 实数 、5b 是 正 整数 、c 是 实数 、& 是 正 整 数 ， 使 用 





和 迭代 求 信 夺 》。 


10. 给 定 3 个 集合 的 交集 中 的 元 素 个 数 、 每 两 个 集合 的 交集 中 的 元 素 个 数 和 每 个 集合 中 的 元 素 个 数 ， 求 
其 并 集中 的 元 素 个 数 。 

11. 给 定 正 整 数 n， 找 出 求 n 个 集合 的 并 集中 的 元 素 个 数 的 公式 。 

12. 给 定 正 整数 mm 和 nn， 求 从 m 元 素 集合 到 元素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 

13. 给 定 正 整 数 n， 列 出 集合 全，2，3，…，n} 的 所 有 错位 排列 。 

计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


ls 


an 


和 


10. 
11; 


求 fio 、 oo 和 Pooo 的 精确 值 ， 其 中 fs 是 斐 波 那 契 数 。 


. 求 比 1000 000 大 、 比 1000000 000 大 和 比 1000 000 000 000 大 的 最 小 的 斐 波 那 契 数 。 

. 求 尽 可 能 多 的 同 为 素数 的 斐 波 那 契 数 ， 目 前 还 不 知道 是 否 存在 无 限 多 个 这 样 的 数 。 

写 出 求解 10 个 盘子 的 汉 诺 塔 难题 所 需要 的 所 有 移动 。 

. 按照 雷 夫 难 题 的 规则 ， 用 4 根 柱子 从 一 根 柱 到 另 一 根 柱 移 动 20 个 盘子 ， 写 出 使 用 弗 雷 姆 -斯 图 尔 特 算 
法 需要 的 所 有 移动 。 

. 通过 下 面 的 方法 验证 求解 上 个 盘子 的 雷 夫 难题 的 弗 雷 姆 猜想 : 对 于 尽 可 能 多 的 整数 zw， 证 明 这 个 难题 


不 可 能 使 用 比 具 有 最 优选 择 的 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 算法 还 要 少 的 移动 来 求解 。 


. 计算 对 于 各 种 整数 n， 包 括 16、64、256 和 1024， 使 用 8. 3 节 描 述 的 快速 乘法 和 整数 相 乘 的 标准 算法 


(4.2 节 算 法 3) 做 两 个 位 整数 相 乘 所 需要 的 运算 次 数 。 


. 计算 对 于 各 种 整数 n， 包 括 4、16、64 和 128， 使 用 8. 3 节 描 述 的 快速 算 阵 乘法 和 和 矩阵 相 乘 的 标准 算法 


(3. 3 节 算法 1) 做 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 所 需要 的 运算 次 数 。 

使 用 8. 6 节 描 述 的 求 不 超过 100 的 素数 个 数 的 方法 求 不 超过 10 000 的 素数 个 数 。 
列 出 {1，2，3，4，5，6，7，8} 的 所 有 错位 排列 。 
对 所 有 不 超过 20 的 正 整数 计算 n 个 物体 的 一 个 排列 是 错位 排列 的 概率 ， 并 确定 这 些 概 率 允 近 1/e 
的 速度 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1 


找 出 斐 波 那 契 发 表 的 关于 兔子 数 模型 难题 的 原始 材料 。 讨论 斐 波 那 契 提出 的 这 个 问题 和 其 他 问题 ， 并 
且 给 出 关于 斐 波 那 契 本 人 的 某 些 信 息 。 


. 解释 斐 波 那 契 数 怎样 在 其 他 应 用 中 出 现 ， 如 叶 序 、 植 物 叶 片 排列 的 研究 、 镜 子 反 射 的 研究 等 。 
. 描述 汉 诺 塔 难题 的 多 种 不 同 的 变形 问题 ， 包 括 多 于 3 个 柱子 的 (包括 课本 和 练习 中 讨论 的 雷 夫 难 题 在 


内 ) 、 盘 子 移动 受 限 制 的 以 及 允许 有 同样 大 小 盘子 的 。 关 于 求解 每 种 变形 问题 所 要 求 的 移动 次 数 有 什 
么 已 知 的 结论 ? 


. 尽 可 能 多 地 讨论 出 现 卡 塔 兰 数 的 不 同 问题 。 
. 讨论 理 查 德 ， 贝 尔 曼 首 先 使 用 动态 规划 的 一 些 问题 。 
. 说 明 动 态 规划 算法 在 生物 信息 学 中 的 作用 ， 如 DNA 序列 比较 、 基 因 上 比较 和 RNA 结构 预测 。 
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7. 说 明 动 态 规划 在 经 济 学 中 的 应 用 ， 包 括 优 化 消费 与 存款 的 研究 。 
8. 解释 动态 规划 如 何 用 于 解决 鸡蛋 掉 落 问题 ， 即 确定 从 多 层 建筑 物 的 哪 一 层 鸡蛋 能 安全 掉 下 而 不 摔 坏 。 
9. 描述 派 尔 克 发 现 的 与 一 次 谎话 搜索 相关 的 乌拉 姆 问题 ( 见 8. 3 节 练 习 28) 的 解 。 


10. 


讨论 派 尔 克 发 现 的 与 多 次 谎话 搜索 相关 的 乌拉 姆 问题 的 变种 ( 见 8. 3 节 练 习 28)， 关 于 这 个 问题 你 还 
知道 什么 ? 


. 定义 平面 上 一 组 点 集 的 凸 包 并 描述 三 个 不 同 的 发 现 平 面 上 一 组 点 集 的 凸 包 算 法 ， 包 括 分 治 算法 。 
. 描述 在 数论 中 使 用 的 得 法 。 使 用 这 种 方法 已 经 得 到 了 哪些 结果 ? 
. 查询 古代 法 国 纸牌 相遇 游戏 的 规则 。 描 述 这 些 规则 并 描述 皮 埃 尔 。 雷 蒙 德 ， 蒙特 莫 特 关于 “相遇 问 


题 ”的 论文 。 


. 描述 怎样 使 用 指数 生成 函数 求解 各 种 计数 问题 。 
. 描述 计数 的 Poly 理论 和 可 使 用 这 个 理论 求解 的 计数 问题 的 种 类 。 
. 管家 问题 是 求解 安排 n 对 夫妇 围 圆 桌 就 座 的 方法 数 ， 使 得 就 座 时 男女 相间 并 且 没 有 丈夫 和 妻子 相 邻 。 


解释 怎样 用 卢 卡 斯 (E. Lucas) 方 法 求解 这 个 问题 。 


. 解释 怎样 使 用 棋盘 多 项 式 (rook polynomial) 求 解 计数 问题 。 


Links > 
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在 许多 情况 下 集合 的 元 素 之 间 都 存在 某 种 关系 。 每 天 我 们 都 要 涉及 各 种 关系 ， 例 如 一 个 企 
业 和 它 的 电话 号 码 之 间 的 关系 、 雇 员 与 其 工资 之 间 的 关系 、 一 个 人 与 其 亲属 之 间 的 关系 等 。 在 
数学 中 我 们 研究 的 关系 ， 包 括 一 个 正 整数 与 被 它 除 的 一 个 正 整数 、 一 个 整数 与 和 它 模 5 同 余 的 
一 个 整数 、 一 个 实数 与 一 个 比 它 大 的 实数 ， 以 及 一 个 实数 x 和 它 的 函数 值 fF(z) 之 间 的 关系 等 。 
在 计算 机 科学 中 常常 出 现 的 关系 ， 包 括 一 个 程序 与 它 所 使 用 的 一 个 变量 、 一 种 计算 机 语言 与 这 
个 语言 的 一 个 有 效 语句 之 间 的 关系 等 。 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关系 可 以 表示 成 一 种 结构 ， 这 种 
结构 叫 作 关系 。 它 其 实 是 集合 间 的 笛 卡 儿 积 的 一 个 子 集 。 可 以 用 关系 来 求解 问题 ， 例 如 ， 确 定 
在 一 个 网 络 中 的 哪 两 个 城市 之 间 开 通航 线 ， 为 一 个 复杂 课题 的 不 同 阶段 的 工作 寻找 一 种 可 行 的 
执行 次 序 。 我 们 将 介绍 一 些 二 元 关系 可 能 具有 的 不 同性 质 。 

两 个 以 上 集合 的 元 素 之 间 的 关系 出 现在 许多 情况 中 。 这 些 关系 可 以 用 nn 元 关系 表示 ,nn 元 
关系 是 nn 个 元 组 的 集合 。 这 种 关系 是 关系 型 数据 模型 的 基础 ， 这 是 在 计算 机 数据 库 中 存储 信息 
的 最 常见 方法 。 我 们 将 介绍 用 于 研究 关系 型 数据 库 的 术语 ， 定 义 其 中 的 一 些 重要 操作 ， 并 介绍 
数据 库 查 询 语言 SQL。 我 们 将 以 数据 挖掘 中 的 一 个 重要 应 用 ， 结 束 对 n 元 关系 和 数据 库 的 简要 
研究 。 特 别 是 ,我们 将 展示 如 何 使 用 以 n 元 关系 表示 的 事务 数据 库 来 衡量 当 某 人 在 购买 一 种 或 
多 种 其 他 产品 时 ， 从 商店 购买 某 个 特定 产品 的 可 能 性 。 

.两 种 表示 关系 的 方法 一 一 使 用 正方 形 和 矩阵 以 及 使 用 由 顶点 和 有 向 边 组 成 的 有 向 图 ， 将 在 后 面 的 
小 节 中 介绍 和 使 用 。 我 们 还 将 研究 具有 某 些 特定 属性 的 集合 的 关系 。 例 如 ， 在 某 些 计算 机 语言 中 ， 
一 个 变量 名 的 前 31 个 字符 才 是 有 效 的 。 由 前 31 个 字母 相同 的 字符 串 的 有 序 对 组 成 的 关系 ， 就 是 一 
种 被 称 为 等 价 关系 的 特殊 关系 。 等 价 关 系 在 数学 和 计算 机 科学 中 均 有 体现 。 最 后 ， 我 们 将 研究 称 为 
偏 序 的 关系 ， 它 一 般 用 小 于 或 等 于 关系 来 标记 。 例 如 ， 由 英文 字母 构成 的 所 有 字符 串 对 的 集合 ， 
中 第 二 个 字符 串 与 第 一 个 字符 串 相同 ， 或 按 字 典 顺序 在 第 一 个 字符 串 之 后 ， 这 就 是 偏 序 。 


9.1 关系 及 其 性 质 


9.1.1 引言 

可 以 用 两 个 相关 元 素 构 成 的 有 序 对 来 表达 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关系 ， 这 是 一 种 最 直接 的 
方式 。 为 此 ， 由 有 序 对 组 成 的 集合 就 叫 作 二 元 关系 。 在 这 一 节 中 ， 我们 引入 描述 二 元 关系 的 基 
本 术语 。 在 这 一 章 的 后 面 ， 我 们 将 使 用 关系 来 求解 涉及 通信 和 网络 、 项 目 调度 以 及 识别 集合 中 具 
有 共同 性 质 的 元 素 等 问题 。 
没入 和 昌 是 集合 ,一 个 从 和 A 到 且 的 二 元 关系 是 AXB 的 子 集 。 
换 句 话说 ,一 个 从 A 到 B 的 二 元 关系 是 集合 R， 其 中 每 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 取 自 A 而 
第 二 个 元 素 取 自 B。 我 们 使 用 记号 aR6 表示 (a,，b) ER; -aRb 表示 (a,， 6b) 儿 FR。 当 (a, 5) 属 于 R 
时 ， 称 4 与 5 有 关系 RR。 

二 元 关系 表示 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关系 。 在 本 章 的 后 面 我 们 将 引入 nn 元 关系 ， 它 表示 在 
三 个 以 上 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 当 不 发 生 混 淆 时 我 们 将 省 去 二 元 这 个 词 。 

例 1 一 3 说 明了 关系 的 概念 。 

设 A 是 学 生 的 集合 ，B 是 课程 的 集合 。 令 尺 是 由 (a,， 6) 对 构成 的 关系 ， 其 中 a 是 选 
修 课 程 5 的 学 生 。 例 如 ， 如 果 Jason Goodfriend 和 Deborah Sherman 选修 CS518， 有 序 对 (Jason 








Goodfriend，CS518) 和 (Deborah Sherman，CS518 ) 属于 R。 如 果 Jason Goodfriend 也 选修 
CS510， 那 么 有 序 对 (Jason Goodfriend, CS510) 也 属于 RR。 但 是 ， 如 果 Deborah Sherman 没有 选 
修 CS510， 那 么 有 序 对 (Deborah Sherman，CS510) 不 在 RR 中 。 

注意 如 果 一 个 学 生 目 前 没有 选修 任何 课程 ,那么 在 R 中 没有 以 这 个 学 生 为 第 一 个 元 素 的 有 
序 对 。 类 似 地 ， 如 果 一 门 课程 目前 没有 开设 ， 那么 在 R 中 也 没有 以 这 门 课程 作为 第 二 个 元 素 的 
有 序 对 。 4 

设 A 是 美国 所 有 城市 的 集合 ，B 是 50 个 州 的 集合 。 按 如 下 方式 定义 关系 R: 如 果 
城市 a 在 州 5 中 ， 则 (a, 5) 属 于 R。 例如，(Boulder， 0e 
科罗拉多 州 )、(Bangor， 缅 因 州 )、(Ann Arbor; 密 钦 Sa 


根 州 ) 、(Middletown， 新 泽 西 州 )、(Middletown， 纽 Sa 
约 州 )、(Cupertino， 加 利 福 尼 亚 州 ) 和 (Red Bank， 新 
泽 西 州 ) 均 在 尺 中 。 4 " 

设 有 二 0 1 eb 





4a)，(0，5)，(1，a)，(2, 驴 ) 是 从 A 到 B 的 关系 。 这 Da 
意味 着 ， 有 0Ra, 但 IRb。 关 系 可 以 用 图 来 表示 ， 如 图 2” 

1 所 示 ， 用 箭头 表示 有 疗 对 。 另 一 种 表示 关系 的 方式 就 图 1 例 3 中 关系 尺 的 有 序 对 
是 用 表 ， 这 也 在 图 1 中 给 出 。 在 9. 3 节 我 们 将 更 详细 地 讨论 关系 的 表示 。 


9.1.2 函数 作为 关系 

一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 (如 2.3 节 的 定义 ) 对 A 中 的 每 个 元 素 都 指定 B 中 的 一 个 
唯一 的 元 素 。f 的 图 示 是 满足 6 二 f(a) 的 所 有 有 序 对 (a，6) 的 集合 。 由 于 f 的 图 示 是 AXB 的 
子 集 ， 所 以 它 就 是 一 个 从 A 到 B 的 关系 。 此 外 ， 函 数 的 图 示 有 下 述 性 质 : A 的 每 个 元 素 恰好 
是 图 中 一 个 有 序 对 的 第 一 元 素 。 

相反 ， 如 果 尺 是 从 A 到 B 的 关系 ,并且 使 得 A 中 的 每 个 元 素 恰好 是 R 中 一 个 有 序 对 的 第 
一 元 素 ， 那 么 R 就 可 以 定义 一 个 函数 的 图 示 。 只 要 对 A 的 每 个 元 素 指 定 唯一 的 元 素 5€ B 使 得 
(a，5)ER 即 可 (注意 , 例 2 中 的 关系 不 是 函数 的 图 示 ， 因 为 Middletown 作为 有 序 对 的 第 一 个 
元 素 出 现 了 多 次 )。 

可 以 用 关系 表达 在 集合 A 和 集合 B 的 元 素 之 间 的 一 对 多 的 关系 (如 例 2)， 其 中 A 的 一 个 元 
素 可 以 与 BB 中 的 多 个 元 素 相 关 。 函 数 表示 了 这 样 一 种 关系 ， 对 于 A 中 的 每 个 元 素 恰好 只 有 一 
个 B 中 的 元 素 与 之 相关 。 

关系 是 函数 的 一 般 表 示 ， 可 以 用 关系 表示 集合 之 间 更 为 广泛 的 联系 (从 A 到 B 的 函数 了 的 
图 示 是 有 序 对 (a，f(a))，aE€ A 的 集合 )。 


9. 1.3 集合 的 关系 
集合 A 到 它 自身 的 关系 更 令 人 感 兴 趣 。 


定义 2 集合 A 上 的 关系 是 从 入 到 入 的 关系 。 
换 名 话说 ,集合 A 上 的 关系 是 AXA 的 子 集 。 


时 设 A 是 集合 (1, 2， 3, 4)，A 上 的 关 ne 


系 尺 二 {(a,5) |a 整除 6} 中 有 哪些 有 序 对 ? 2.0 











I 
2 x X 
解 ” 因 为 (a, 5) 在 RR 中 当 且 仅 当 a 和 2 是 不 v 
超过 4 的 正 整数 且 a 整除 6， 所 以 可 以 得 到 R= 3。 e3 


《GT Che Zs Gl 3 (le 4) CZ SY 
0 局 (3 3 (4s Cp 图 2 中 给 出 了 这 个 关 4 9 一 -一 二 @ 人 4 
系 中 有 序 对 的 图 和 表 的 表示 。 4 图 2 例 4 中 关系 R 的 有 序 对 





下 面 ， 在 例 5 中 给 出 了 某 些 整数 集合 上 的 关系 的 实例 。 
考虑 下 面 这 些 整 数 集合 上 的 关系 : 
有 = 人 过 
R; ={((asb) la Db) 
Ry 二 {(tmb) | 让 三 妈 或 @ 二 一 个 
及 .二 和 CO | = 
Re ={(a,b)|a = 6 二 +1) 
Rj 一 (oa 十 0 及 3) 
其 中 ， 哪 些 关 系 包含 了 有 序 对 (1，1) 、(1，2) 、(2，1) 、(1， 一 1) 以 及 (2，2)? 
评注 “与 例 1 一 4 的 关系 不 同 ， 这 些 是 无 穷 集 合 上 的 关系 。 
解 有 序 对 (1，1) 在 Rl、R;、R, 和 Rs 中 ;有 序 对 (1，2) 在 R 和 R。 中 ; 有 序 对 (2，1) 在 
R,、R: 和 Rs 中 ; (1， 一 1) 在 R,、R; 和 Re 中 ; 最 后 ， 有 序 对 (2, 2) 在 R,、R; 和 R 中 。 4 
不 难 确 定 有 穷 集 上 的 关系 个 数 ， 因 为 集合 A 上 的 关系 仅仅 是 A XA 的 子 集 。 
@ 加 1 元 素 集合 上 有 和 多少 个 不 同 的 关系 ? 
解 集合 A 上 的 关系 是 AXA 的 子 集 。 加 为 当 六 是 s 克 染 信 全 则 办 天 A 有 WH 直系 ， 并 
且 m 个 元 素 的 集合 有 2” 个 子 集 ， 所 以 AX A 的 子 集 有 2” 个。 于 是 n 元 素 集 合 有 2” 个 关系 。 
例如 ， 在 集合 {a,， 5b，c} 上 存在 2 一 2 一 512 个 关系 。 4 


9.1.4 关系 的 性 质 

有 若干 个 把 集合 上 的 关系 分 类 的 性 质 。 这 里 我 们 只 介绍 其 中 最 重要 的 性 质 。( 你 将 会 发 现 ， 

合 9. 3 节 的 内 容 有 益 于 学 习 这 些 内 容 。 在 那 一 节 中 ， 将 介绍 几 种 表示 关系 的 方法 ， 这 些 方 法 
a dee 

在 某 些 关 系 中 ， 某 元 素 总 是 与 自身 相关 。 例 如 ， 设 尺 是 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ， 若 和 y 
有 相同 的 母亲 和 相同 的 父亲 ， 那么 (x，y) 属 于 R。 于 是 ， 对 于 每 个 人 xz， 有 zRz。 


Me 著 对 每 个 元 素 aE€A 有 (a，a) CER， 那么 定义 在 集合 A 上 的 关系 民 称 为 自 反 的 。 


评注 ”可 以 使 用 量词 进行 定义 ， 车 Va((a,， a)ER)， 则 尺 是 集合 A 上 的 自 反 关 系 ， 这 里 
的 论 域 是 A 中 所 有 元 素 的 集合 。 

由 此 可 知 ， 若 集合 A 中 的 每 个 元 素 都 与 自身 有 关系 ， 则 A 上 的 关系 就 是 自 反 的 。 例 7~9 
说 明了 自 反 关 系 的 概念 。 

考虑 下 面 定 义 在 {1，2，3，4} 上 的 关系 : 

1 ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4),(4,1),(4,4)} 
Roe =={Ci 1) (lt) 
Re = LL) 2 Ld 2 DC 
Rre((2D .TS l(a Ch 1 Cs 
人 
R, 一 ((3,4)) 

其 中 哪些 是 自 反 的 ? 

解 ”关系 R 和 R; 是 自 反 的， 因为 它们 都 包含 了 所 有 形 如 (a，a) 的 有 序 对 ， 即 (1，1)、 
(2，2)、(3，3) 和 (4，4)。 其 他 的 关系 不 是 自 反 的 ， 因 为 它们 不 包含 所 有 这 些 有 序 对 。 具 体 地 
说 ，R, 、R,、R, 和 R。 不 是 自 反 的 ， 因 为 (3，3) 都 不 在 这 些 关系 里 。 4 

人 为 例 5 中 哪些 关系 是 自 反 的 ? 

解 例 5 中 的 自 反 关系 是 R (因为 对 每 个 整数 ec 有 a<a) 、R, 和 尺 。 对 于 这 个 例子 中 的 其 他 
关系 ， 都 容易 找到 一 个 形 如 (a，a) 的 不 在 这 个 关系 中 的 有 序 对 。( 留 给 读者 作为 练习 。) < 
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@@ 国 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 自 反 的 吗 ? 


解 ” 因 为 只 要 a 是 正 整数 ， 就 有 ala， 所 以 “整除 ”关系 是 自 反 的 。( 注 意 ， 如 果 我 们 将 
正 整数 集 蔡 换 为 所 有 整数 集 ， 则 “整除 ”关系 不 是 自 反 的 ， 因 为 0 不 能 整除 0。) 4 

在 某 些 关系 中 ， 第 一 个 元 素 与 第 二 个 元 素 有 关系 ， 当 且 仅 当 第 二 个 元 素 也 与 第 一 个 元 素 有 
关系 。 比 如 一 个 关系 由 形 如 (zx，y) 的 有 序 对 构成 ， 其 中 zx 和 yy 是 学 校 的 学 生 ， 且 至 少 学 一 门 公 
共 课 程 ， 这 个 关系 就 具有 这 种 性 质 。 而 某 些 关系 具有 另 一 种 性 质 ， 即 如 果 第 一 个 元 素 与 第 二 个 
元 素 有 关系 ， 那 么 第 二 个 元 素 就 不 与 第 一 个 元 素 有 关系 。 比 如 一 个 关系 由 形 如 (zx，y) 的 有 序 对 
ie tee 是 学 校 的 学 生 ， dd i ees 这 个 关系 就 具有 后 一 种 性 质 。 






评注 使 用 量词 进行 定义 ， 可 得 若 YaVb(l(a, 6)ER->(b,，a)ER)， 则 定义 在 A 上 的 关 
系 RR 是 对 称 的 。 类 似 地 ， 若 VaVb(l((a, 56)ERA(b, a)ER) 一 (a 二 6))， 则 定义 在 A 上 的 关 
系 尺 是 反对 称 的 。 

这 意味 着 ， 关系 RR 是 对 称 的 当 且 仅 当 若 a 与 有 关系 则 5 与 a 也 有 关系 。 例如， 相等 关系 
是 对 称 的 ， 因 为 a 二 5 当 上 且 仅 当 5 二 a。 关系 R 是 反对 称 的 当 上 且 仅 当 不 存在 由 不 同 元 素 a 和 4 构 
成 的 有 序 对 ， 使 得 a 与 5 有 关系 并 且 4 与 a 也 有 关系 。 也 就 是 说 ,唯一 一 种 使 a 与 5 有 关系 并 
且 与 a 也 有 关系 的 情况 是 a 和。 是 相同 的 元 素 。 例 如 ， 小 于 等 于 关系 是 反对 称 的。 要 理解 这 
一 点 ， 注 意 c< 2 和 6 过 a 则 4a 二 56。 对 称 与 反对 称 的 概念 不 是 对 立 的 ， 因 为 一 个 关系 可 以 同时 有 
这 两 种 性 质 或 者 两 种 性 质 都 没有 ( 见 练 习 10)。 一 个 关系 如 果 包 含 了 某 些 形 如 (a,5) 的 有 序 对 ， 
其 中 a 关 5。， 则 这 个 关系 就 不 可 能 同时 是 对 称 的 和 反对 称 的 。 

评注 ”尽管 从 统计 数据 可 以 得 出 ， 定 义 在 nn 元 素 集 合 上 的 2” 个 关系 中 ， 对 称 的 或 反对 称 的 
关系 相对 较 少 ,但 许多 重要 的 关系 都 具有 这 两 种 性 质 之 一 ( 见 练习 47) 。 

全 例 7 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ? 哪些 是 反对 称 的 ? 

解 ”关系 R, 和 R, 是 对 称 的 ， 因 为 在 这 些 关 系 中 ， 只 要 (a, b) 属 于 这 个 关系 就 有 (56，a) 也 属于 
这 个 关系 。 如 及 ， 唯 一 需要 检查 的 就 是 (1，2) 和 (2，1) 都 属于 这 个 关系 。 对 于 R,， 需 要 检查 (1，2) 
和 (2，1) 属 于 这 个 关系 ， 还 有 (1，4) 和 (4，1) 也 属于 这 个 关系 。 读 者 可 以 验证 其 他 的 关系 中 没有 一 
个 是 对 称 的 。 这 只 需 找 到 一 个 有 序 对 Ca， 六， 使 得 它 在 关系 中 但 (5，a) 不 在 关系 中 即 可 。 

R, 、R; 和 Rs 都 是 反对 称 的 。 其 中 ， 每 一 个 关系 都 不 存在 这 样 的 有 序 对 ， 即 它 由 元 素 xc 和 
0 构成 ， 且 a 闫 6b, 但 (a,， 5) 和 (65，a) 都 属于 这 个 关系 。 读 者 可 以 验证 其 他 关系 中 没有 一 个 是 反 
对 称 的 。 eh rh tee td rt ed om i dh ie 4 

例 5 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ? 哪些 是 反对 称 的 ? 

解 eh ee ye rs re ER 
b 二 一 a。R, 是 对 称 的 ， 因 为 车 a= 二 5 则 5 二 a。R。 是 对 称 的 ， 因 为 若 a 十 6 过 3 则 6 十 a 三 3。 读 者 
可 以 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 对 称 的 。 

关系 R 、R, 、R, 和 R; 是 反对 称 的 。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 车 有 不 等 式 a 过 5b 和 4 三 a， 则 有 
a 二 5。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 a 二 b 和 6b 之 a 不 可 能 同时 存在 。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 若 两 个 元 素 
具有 R, 关系 当 且 仅 当 它们 是 相等 的 。R; 是 反对 称 的 ， 因 为 a 二 6 十 1 和 6 二 a 十 1 不 可 能 同时 存 
在 。 读 者 可 以 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 反对 称 的 。 4 

CC 肆 BB 正 整数 集合 上 的 整除 关系 是 对 称 的 吗 ? 是 反对 称 的 吗 ? 

解 ee 要 理解 这 一 点 ， 注 
意 如 果 a 和 2 是 正 整 数 ，a|6b 且 51a， 那 么 4a 二 5。( 这 个 验证 留 给 读者 作为 练习 。) 
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设 R 是 有 序 对 (x，y) 构 成 的 关系 ， 其 中 之 与 y 是 你 们 学 校 的 学 生 ， 且 z 比 >y 修 的 学 分 多 。 
假设 xz 与 y 有 RR 关系 并 且 y 与 x 有 R 关系。 这 意味 着 x 比 y 修 的 学 分 多 并 且 y 比 z 修 的 学 分 
多 。 我 们 可 以 断言 x 比 z 修 的 学 分 多 ， 因 此 x 与 z 有 RR 关系。 我 们 证 明了 尺 有 传递 性 ， 这 个 性 
质 定义 如 下 。 





评注 ”使 用 量词 进行 定义 可 得 ; 若 YVaVbVcl((a, DERAN(b, c)ER) 一 (a，c)ER),， 则 
定义 在 集合 A 上 的 关系 称 为 传递 的 。 

全 辆 例 7 中 的 哪些 关系 是 传递 的 ? 

解 ” R, 、R; 和 R。 是 传递 的 。 对 于 这 些 关 系 ， 我 们 可 以 通过 验证 若 (a,， 5) 和 (5，c) 属 于 这 
个 关系 ， 则 (a，c) 也 属于 这 个 关系 来 证 明 每 个 关系 都 是 传递 的 。 例 如 ，R, 是 传递 的 ， 因 为 只 
有 (3，2) 和 (2，1)、(4，2) 和 (2，1)、(4，3) 和 (3，1)， 以 及 (4，3) 和 (3，2) 是 这 种 有 序 对 ， 
而 (3，1) 、(4，1) 和 (4，2) 都 属于 R, 。 读 者 可 以 验证 R; 和 Rs 也 是 传递 的 。 

Ri 不 是 传递 的 ， 因 为 (3，4) 和 (4，1) 属 于 R， 但 (3，1) 不 属于 Ri 。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 
(2，1) 和 (1，2) 属 于 R,， 但 (2，2) 不 属于 R,。R, 不 是 传递 的 ， 因 为 (4，1) 和 (1，2) 属 于 R,， 
但 (4，2) 不 属于 R,。 4 

人 国 胸 例 5 中 的 哪些 关系 是 传递 的 ? 

解 关系 RI、R;、R, 和 R, 是 传递 的 。 尺 , 是 传递 的 ， 因 为 若 a 二 5 且 5 二 c 则 a 三 c。R, 是 
传递 的 ， 因 为 若 ac>p 且 0>c 则 a>>c。R: 是 传递 的 ， 因 为 若 o 王 士 且 2 王 士 c< 则 ac 三 十 <。 显然 
R, 也 是 传递 的 ， 读 者 可 以 自行 验证 。Rs 不 是 传递 的 ， 因 为 (2，1) 和 (1，0) 属 于 Ri， 但 (2，0) 
不 属于 R; 。Rs 不 是 传递 的 ， 因 为 (2，1) 和 (1，2) 属 于 Re， 但 (2，2) 不 属于 R, 。 4 

正 整数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 传递 的 吗 ? 

解 ” 假 设 a 整除 b 且 6。 整除 <， 那么 存在 正 整 数 k 有 和 /使 得 6 二 ak 和 c 王 以 ， 因 此 c= 二 a(&0)， 
即 “整除 <。 从 而 证 明了 这 个 关系 是 传递 的 。 4 

可 以 使 用 计数 技术 确定 具有 特殊 性 质 的 关系 的 个 数 。 由 此 可 以 得 知 : 这 个 性 质 在 定义 在 
元 素 集合 上 的 所 有 关系 的 集合 中 有 多 普遍 。 

也 古风 元 素 集 合 上 有 多 少 个 自 反 的 关系 ? 

解 A 上 的 关系 R 是 AXA 的 子 集 。 因 此 ， 要 通过 指定 AXA 中 nn 个 有 序 对 中 的 每 一 个 是 
否 在 尺 中 来 确定 关系 。 然 而 ， 如 果 尺 是 自 反 的 ， 对 于 任意 acEA, nn 个 有 序 对 (a，a) 中 的 每 一 
个 都 必须 在 R 中 。 其 他 n(n 一 1) 个 形 如 (a，5) 的 有 序 对 ，a 了 关 5， 可 能 在 也 可 能 不 在 RR 中 。 因 
此 ， 由 计数 的 乘积 法 则 可 知 ， 存 在 2" “个 自 反 的 关系 。[ 这 就 是 选择 具有 a 关 b 的 每 个 元 素 (a， 
b) 是 否 属于 R 的 方式 数 。] 

n 元 素 和 集合 上 的 对 称 关 系 和 反对 称 关 系数 可 以 用 与 例 16 类 似 的 推理 得 出 ( 见 练习 49)。 但 
是 ， 还 没有 通用 的 公式 用 于 计算 ”元素 集合 上 的 传递 关系 数 。 目 前 ， 仅 知道 当 0 委 ” 委 18 时 , nn 
元 素 集合 上 的 传递 关系 数 T(z) 。 如 T(4) 王 3994、T(5) 王 154 303、T(6) 王 9 415 189。( 当 n= 
0，1，2，…，18 时 ，T(n) 的 值 是 OEIS 中 序列 A006905 的 项 ， 这 在 2.4 节 进 行 了 讨论 。) 


9.1.5 关系 的 组 合 

因为 从 A 到 B 的 关系 是 AXB 的 子 集 ， 所 以 可 以 按照 两 个 集合 组 合 的 任何 方式 来 组 合 两 个 
从 A 到 B 的 关系 。 参 见 例 17 一 19。 

设 A={1, 2, 3} 和 B={1, 2，3, 4。 组 合 关 系 R={(1, 1)，(2，27，(3，3)) 
和 R= 1 1 得到: 

RR = De tl C1 Ss CL di C2 7s CH 
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RifRz=01; 
Ri—R,={(2, 2) (3, 3))} 
RR 2 (Cy CL, 4} q 
合力 设 A 和 B 分 别 是 学 校 的 所 有 学 生 和 所 有 课程 的 集合 。 假 设 Ri 由 所 有 有 序 对 (a，5) 

组 成 ， 其 中 a 是 选修 课程 5 的 学 生 。R, 由 所 有 的 有 序 对 (a，5) 构 成 ， 其 中 课程 5 是 a 的 必修 

课 。 那 么 RUR,、Ri 门 R,、R, 名 R;: 、R, 一 R 和 R, 一 Ri 表示 什么 关系 ? 

解 ” 关系 Ri UR, 由 所 有 的 有 序 对 (a,，5) 组 成 ， 其 中 a 是 一 个 学 生 ， 课程 b 是 他 的 选修 课 
或 者 是 他 的 必修 课 。R 门 R, 是 有 序 对 (a,，5) 的 集合 ， 其 中 a 是 一 个 学 生 ， 他 选修 了 课程 2 并且 
课程 5 也 是 他 的 必修 课 。R, 外 R, 由 所 有 的 有 序 对 (a，5) 组 成 ， 其 中 学 生 a 已 经 选修 了 课程 0 但 
课程 不 是 a 的 必修 课 , 或 者 课程 6 是 a 的 必修 课 ， 但 是 a 没有 选修 它 。R; 一 R, 是 所 有 有 序 对 
(a，5) 的 集合 ， 其 中 a 已 经 选修 了 课程 6, 但 5 不 是 的 必修 课 ， 即 5 是 a 的 选修 课 。R, 一 RR， 
是 所 有 有 序 对 (a,，5) 的 集合 ， 其 中 5 是 a 的 必修 课 , 但 没有 选修 它 。 4 

设 R 是 实数 集合 上 的 “小 于 ”关系 ，R, 是 实数 集合 上 的 “大 于 ”关系 ， 即 尺 一 {(z， 
Wz 和 R={(z, |z>y}e RUR RiNR. Ri—R RR、 RDR 表示 什么 
关系 ? 

解 ” 由 于 (zx，y) ERiUR, 当 且 仅 当 (rz，y) ER 或 (zx，y)ER,， 所 以 (x，y)E RiUR, 当 
且 仅 当 z<y 或 xz 之 y。 又 由 于 条 件 zx 二 y 或 x 之 y 与 条 件 zX 关 y 一样， 所 以 RUR: 王 ((z，y) | 
Z 天 yy) 。 换 名 话说 ,“ 小 于 ”关系 与 “大 于 ”关系 的 并 集 是 “不 相等 ”关系 。 

注意 ， 有 序 对 (x，y) 不 可 能 同时 属于 尺 和 R。 ， 因 为 zx<y 且 x 之 y 是 不 可 能 的 。 从 而 得 到 R, 站 
R,=8,。 同时 可 得 ， 及 R=Rs R, R=R,、 RDR=R, UR, R NR,={(z, » |z»)}。 ,| 

关系 还 有 另 一 种 组 合 方式 ， 这 种 方式 与 函数 的 合成 运算 相似 。 











素 ， 也 是 第 二 个 关系 中 的 有 序 对 的 第 一 个 元 素 。 如 例 20 和 例 21 所 示 。 

CD R 是 从 (1, 2,，3} 到 {1，2，3，4} 的 关系 且 R={(1, 1), (1, 4), (2, 3), (3, 1)， 
(3,，4)}， 写 是 从 {1，2，3， 4 到 {0, 1，2} 的 关系 和 且 S==《(15 0)s (2, 0}; (35 1); (3, 2); 
(4，1)}， 关 系 R 与 S 的 合成 是 什么 ? 

解 S。R 是 由 所 有 的 R 中 有 序 对 的 第 二 元 素 与 S 中 有 序 对 的 第 一 元 素 相同 的 有 序 对 构成 
的 。 例 如 ，R 中 的 有 序 对 (2，3) 和 S 中 的 有 序 对 (3，1) 产 生 了 S。R 中 的 有 序 对 (2，1)。 计 算 
所 有 在 S。R 中 的 有 序 对 ， 我 们 得 到 


SR rt) C2 DD 0 C1 S| 
图 3 说 明了 如 何 找到 这 些 合 成 。 在 图 中 ， 及 es 
我 们 检查 了 所 有 通过 两 条 有 向 边 的 路 径 , 该 路 “| ed 
径 能 从 最 左边 的 元 素 ， 经 过 一 个 中 间 元 素 ， 到 da 
达 最 右边 的 元 素 。 5 2 i 
(VY 双亲 关系 与 自身 的 合成 设 R 是 2 2 一 3 一 2 (2,2 
所 有 人 集合 上 的 双亲 关系 ， 即 若 < 是。 的 父 人 
母 ， 则 (ae，DER。(e，c)ER 。R， 当 且 仅 当 3 
存在 一 个 人 5， 使 得 a 是 的 父母 且 是 c 的 


父母 。 换 句 话 说，(a，c) ER 。R 当 且 仅 当 a 图 3 构造 S。R 





是 c 的 祖父 母 或 外 祖父 母 。 
由 两 个 关系 合成 的 定义 可 以 递归 地 定义 关系 玉 的 需 。 


。。 害 义 7 设 民 过 肝 售 人 上 的 关系 。 drier cree dd 





由 定义 ?可 得 ,R* 一 R 。R、R' 一 R RCR 。R) 。R， 等 等 。 
全 四 设 R={(0, D, G2, 1), (G3, 2), (4, 3)}, 求 R", n=2, 3, 4,…。 
解 ” 闭 汶 及 三 R sR 可 得 RR 二 [LD 1 (8 1 X31): 于 江天 三 了 了， 
所 以 慷 二 {(1,， 1),，(2,，1),，(3，1)，(4，1)}。 其 他 的 计算 可 显示 ，R* 和 尺 相同 ， 所 以 R= 
{(1，1)，(2，1)，(3，1)，(4，1)}。 由 此 可 得 RR 一 Re ，n 二 5，6，7，…。 读 者 可 以 自行 验证 。 
4 


下 面 的 定理 证 明 一 个 传递 关系 的 军 是 该 关系 的 子 集 。9. 4 节 将 要 用 到 这 一 结果 。 
”定理 1 条 上 的 关系 及 是 传道 的 ， 当 且 仅 当 对 mw 一 1，2， 3 


证 明 首先 证 明定 理 的 充分 条 件 。 假 设 对 n 二 1，2， Fe 特别 地 ， 有 RCR, 
这 隐 含 了 尺 是 传递 的 。 注 意 ， 若 (ae，b) ER 上 且 (56，c) ER, 根据 合成 的 定义 就 有 (a，c) ER’。 
因为 R 己 R， 这 就 意味 着 (a，c) ER。 因 此 R 是 传递 的 。 
我 们 将 使 用 数学 归纳 法 证 明定 理 的 必要 条 件 。 当 n= 二 1 时 ， 定 理 的 这 个 结果 显然 成 立 。 
假设 R"CR， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 为 完成 归纳 步 允 ， 必 须 证 明 R"'' 也 是 R 的 子 集 。 为 证 
明 这 一 点 ,假设 (a，6) € R”' ,那么 因为 R= 二 R”。R， 所 以 存在 元 素 zxEA 使 得 (a,，zx) ER 
且 (x，65)ER"。 由 归纳 假设 可 知 ，R"CR， 所 以 (z+,，6b)ER。 又 因为 R 是 传递 的 ，(a,， x) ER 





且 (z， 引 ER， 所 以 (a,，b)ER。 这 就 证 明了 RSER， 从 而 完成 了 证 明 。 4 
练习 
1. 列 出 从 A=(0，1，2，3，4)} 到 B= 二 {0，1，2，3) 的 关系 R 中 的 有 序 对 ， 其 中 (a，6) ER 当 且 仅 当 
a)a=b b)a 十 0 一 4 
Oa>6 dalb 
e)gcd(a, b)=1 flcem(a, 6)=2 


2. a) 列 出 集合 {1，2，3，4，5，6) 上 的 关系 尺 二 {(a， 6b) |a 整除 6} 中 所 有 的 有 序 对 。 
b) 仿 照例 4 用 图 表示 这 个 关系 。 
c) 仿 照例 4 用 表 表 示 这 个 关系 。 
3. 对 集合 {1，2，3，4} 上 的 每 一 个 关系 确定 它 是 否 是 自 反 的 、 是 否 是 对 称 的 、 是 否 是 反对 称 的 、 是 否 
是 传递 的 。 A 
的 
Dts yn. CL Bs TC 
0 2)} 
tt 2 (2 WW C3 4 
ls Ly Cas Dyo tas yy Ths My 
es 
4. 确定 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 关系 尺 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 ， 其 中 (a, 5) ER 
当 且 仅 当 
a)a 比 5 高 
b)a 和 2 生 在 同一 天 
c)a 和 2 同名 
da 和 2 有 共同 的 祖父 母 
5, 确定 定义 在 所 有 Web 页 上 的 关系 尺 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 ， 其 中 (a, 5)ER 当 
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且 仅 当 
a) 每 个 访问 Web 页 a 的 人 也 访问 了 Web 页 6b。 
b) 在 Web 页 c 和 2 上 没有 公共 链接 。 
c) 在 Web 页 c 和 2 上 至 少 有 一 条 公共 链接 。 
d) 存 在 一 个 Web 页 ， 其 中 包含 了 到 Web 页 a 和 2 的 链接 。 
6. 确定 所 有 实数 集合 上 的 关系 尺 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 ， 其 中 (z，y) ER 当 且 


仅 当 
a)Z 十 y 王 0 b)z 王 土 y 
cz 一 y 是 有 理 数 dz 一 2y 
e)Zy 之 0 fyxy=0 
g)zx=1 h)z 一 1 或 > 一 1 
7. 确定 所 有 整数 集合 上 的 关系 R 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反对 称 的 和 /或 传递 的 ， 其 中 (z，y) ER 当 且 
仅 当 
a)XAy b)zy 之 1 
c)z 一 y 十 1 或 二 y 一 1 d)zr 三 y(mod 7) 
ez 是 y 的 倍数 fDz 与 > 都 是 负数 或 都 是 非 负 数 
多 ) 工 一 入 h)>z 之 六 


8. 证 明定 义 在 非 空 集合 S 上 的 关系 RR 二 名 是 对 称 的 和 传递 的 ， 但 不 是 自 反 的 。 
9. 证 明定 义 在 空 集 S== 儿 上 的 关系 R= 二 名 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 
10. 给 出 一 个 集合 上 的 关系 的 例子 ， 要 求 它 是 
a) 对 称 的 和 反对 称 的 。 
b) 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 。 
如 果 对 于 每 个 aEA， 有 (a，a)ER， 那 么 集合 A 上 的 关系 RR 是 反 自 反 的 ， 即 如 果 A 中 没有 元 素 与 自身 有 
关系 ， 则 关系 尺 就 是 反 自 反 的 。 
11. 练习 3 中 ， 哪 些 关系 是 反 自 反 的 ? 
12. 练习 4 中， 哪些 关系 是 反 自 反 的 ? 
13. 练习 5 中 ， 哪 些 关 系 是 反 自 反 的 ? 
14. 练习 6 中 ,哪些 关系 是 反 自 反 的 ? 
15. 集合 上 的 关系 可 能 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 吗 ? 
16. 使 用 量词 表示 一 个 关系 是 反 自 反 的 。 
17. 给 出 在 所 有 人 的 集合 上 的 一 个 反 自 反 关 系 的 例子 。 
一 个 关系 尺 称 为 非 对 称 的 ， 若 (a,， 46)ER 则 (5b，a) 儿 R。 练 习 18 一 24 考察 非 对 称 关系 的 概念 。 其 中 ， 练 
习 22 侧重 非 对 称 关系 和 反对 称 关 系 的 区 别 。 
18. 练习 3 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
19. 练习 4 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
20. 练习 5 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
21. 练习 6 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
22. 非 对 称 的 关系 一 定 是 反对 称 的 吗 ? 反对 称 的 关系 一 定 是 非 对 称 的 吗 ? 对 你 的 答案 说 明理 由 。 
23. 使 用 量词 表示 一 个 关系 是 非 对 称 的 。 
24. 给 出 在 所 有 人 的 集合 上 一 个 非 对 称 关 系 的 例子 。 
25. 从 m 元 素 集合 到 元素 集合 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 
5 全 设 尺 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 。 从 集合 B 到 集合 A 的 道 关 系 ， 记 作 尺 :， 是 有 序 对 {(0，a) | (a, 6b)E 
R} 的 集合 ， 补 关系 尺 是 有 序 对 {(a, 5b) | (a,，b) 儿 R) 的 集合 。 
26. 设 R 是 整数 集合 上 的 关系 ，R=={(a， 5b) | a 二 b}, 求 
a)R’! PR 
27. 设 尺 是 正 整 数 集合 上 的 关系 ，R=({(a，0) | a 整除 6}， 求 
a)R-! b)R 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33, 





设 尺 是 美国 所 有 州 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (a,，65) 构 成 ， 其 中 a 州 与 5 州 相 邻接 ， 求 

a) 尺 -1 b)R 

设 从 A 到 B 的 函数 是 一 一 对 应 的 。 令 RR 是 和 了 的 图 相等 的 关系 ， 即 R= 二 {(a，f(a)) |aEA}。 逆 关 
系 R -是 什么 ? 

SR=l 2 Co dy C3 OY Ry= tT 1 CN Os CO I C0 DY) C2 3 Ca ys 
(3，2)，(3，3),，(3，4)} 是 从 {1 ，2，3} 到 {1，2，3，4}) 的 关系 ， 求 

a)RIUR, b) Ri NN R, 

OR 一 R， d)R: 一 R， 

设 A 是 学 校 学 生 的 集合 ，B 是 学 校 图 书馆 中 书 的 集合 。 设 RI 和 R: 都 是 有 序 对 (ae，2) 构 成 的 关系 ， 
在 R! 中 ， 学 生 a 修一 门 课程 需要 读书 56， 在 Rs 中 ， 学 生 a 已 经 读 过 书 6。 描 述 在 下 面 每 个 关系 中 的 
有 序 对 。 


a) Ri UR, b)R NNR; 
CR OR, d)Ri = 
e) R,— Ri 


设防 是 关系 《1523 iy 305 (29 双 D5 《27 各 (C35. 1 六 是 关系 {人 (23 了 (35 YD (3 Dr (4 
2)}y 求 S aRR。 

设 关系 RR 是 由 人 的 集合 上 的 有 序 对 (a,，5) 组 成 的 集合 ， 其 中 a 是 6 的 父母 。 设 关系 S 是 由 人 的 集合 
上 的 有 序 对 (a，5) 组 成 的 集合 ， 其 中 a 是 5 的 兄弟 姐妹 。S oR 和 RR 。S 是 什么 关系 ? 


练习 34 一 38 涉及 的 都 是 实数 集合 上 的 关系 : 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 
39. 


Ri={(a, 5)ER? |a 汪 0), “大 于 ”关系 

R= 二 {(a，6b)ER? |a 这 6},， “大 于 或 等 于 ”关系 

Rs 二 {(a, b)ER? |a<6b),“ 小 于 ”关系 

R= 二 {(a，6b)ER? |a<b},“ 小 于 或 等 于 ”关系 

Rs={(a, 5b)ER?: |a=0)}，“ 等 于 ”关系 

Rs 二 {(a,，6b)ER? |a 头 5b}, “不 等 ”关系 

求 

a) Ri UR; b) Ri U Rs OR NR, 
d)Ra: NR; eR = f) R, 一 R， 
g)R 中 R; h) R, DR, 

求 

a) R; UR b)R; U Rs。 OR; NR 
d) RNR; e)R: 一 Rs 位 Rs 一 Rs 
g) R, 中 Rs h) Rs: DR; 

求 N 

a)Ri oR, b)R，。R， c)R，。R， 
d)R，。 R， e)R，。 Rs DR Rs 
g)R, ° Rs h) R: ° R; 

求 

a)R: oR b)R, ° R， COR;s oR; 
@)R, oR, e) Rs ° R, f)R, 。 Rs 
2)R, ° Rs h) Re ° Rs 


RR 
时 2 其 惠 ， 
Si 二 {(a,， 6) EZ |a>>b}， 大 于 关系 。 
Ss 一 {(a，0b) EZ |a 之 6}， 大 于 等 于 关系 。 
5; 二 {(a，0) EZ |a<0)， 小 于 关系 。 
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40. 
41. 


42. 


43. 


44. 
45. 
46. 


47. 


48. 


* 49. 


50, 


$1. 


52. 


5S3. 


Si 二 {(4a，b)EZ |a<6b}， 小 于 等 于 关系 。 

S; 二 {(a, 6b) EV |a==b)， 等 于 关系 。 

Ss 二 {(a，b) EZ |a 关 5b}， 不 等 于 关系 。 

设 R 是 所 有 人 的 集合 上 的 双亲 关系 ( 见 例 21) 。 什 么 情况 下 ， 一 个 有 序 对 在 关系 Rs 中 ? 

设 R 是 定义 在 具有 博士 学 位 的 人 的 集合 上 的 关系 ，(a， 5b) ER 当 且 仅 当 a 是 6 的 论文 导师 。 什 么 情况 
下 一 个 有 序 对 (a，5) 在 R* 中 ? 什么 情况 下 一 个 有 序 对 (a， 妃 在 R" 中 ? 这 里 n 是 正 整 数 。( 假 设 每 个 
具有 博士 学 位 的 人 都 有 一 个 论文 导师 。) 

设 R 和 Rs 分 别 是 所 有 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”和 “倍数 ”关系 ， 即 尽 , 一 {(a，0) | a 整除 2} 和 R; 一 
{(a，2) | a 是 2 的 倍数 }。 求 


a)Ri UR， b)R， fees 
€) Ri ~—R; d)R, = 
e)R 中 有 RR， \ 


设 R 和 Rs 分 别 是 整数 集合 上 的 “ 模 3 同 余 ” 和 “ 模 4 同 余 ” 关 系 ， 即 Ri 二 {(a, 6) | 4 二 b(mod 3)} 
和 R; 二 {(a，b) |a 寺 bl(mod 4) ) 。 求 

a) Ri UR, b) Ri NN R; c)R; 一 R， 

d)R: 一 R， e)R 中 有 R， 

列 出 集合 {0，1) 上 的 16 个 不 同 的 关系 。 

集合 {0，1} 上 的 16 个 不 同 的 关系 中 有 多 少 个 包含 了 有 序 对 (0，1)? 

在 练习 44 列 出 的 {0，1} 集 合 上 的 16 个 关系 中 ， 哪 些 是 


a) 自 反 的 ? b) 反 自 反 的 ? 中 对 称 的 ? 
d) 反 对 称 的 ? e) 非 对 称 的 ? 们 传递 的 ? 


a) 在 集合 {a,，b，c，d} 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 

b) 在 集合 {a，5b，c，d} 上 有 和 多少 个 关系 包含 有 序 对 (a，a)? 

设 S 是 含有 n 个 元 素 的 集合 ,a 和 6 是 S 中 的 不 同 元 素 。S 上 有 和 多少 个 关系 尺 ， 满 足下 列 条 件 
a)(a, ER? b)(a, 6b) ER? 

c) 在 关系 尺 中 ， 没 有 有 序 对 以 a 作为 它们 的 第 一 元 素 ? 

d) 在 关系 R 中 ， 至 少 有 一 个 有 序 对 以 a 作为 第 一 元 素 ? 

e) 在 关系 尽 中 ， 没 有 有 序 对 以 a 作为 它们 的 第 一 元 素 ， 或 也 没有 有 序 对 以 作为 它们 的 第 二 元 素 ? 
f) 在 关系 尺 中 ， 至 少 有 一 个 有 序 对 以 a 作为 它 的 第 一 元 素 或 者 以 2 作为 它 的 第 二 元 素 ? 

nn 元素 集合 上 有 和 多少 个 关系 是 


a) 对 称 的 ? b) 反 对 称 的 ? 

c) 非 对 称 的 ? d) 反 自 反 的 ? 

e) 自 反 的 和 对 称 的 ? 

f) 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 ? 

nn 元素 集 合 上 有 多 少 个 传递 的 关系 ? 如 果 

a)7 一 ] b)n=2 ©)n=3 
找 出 在 下 面 定 理 证 明 中 的 错误 。 


“定理 ”: 设 R 是 集合 A 上 的 对 称 的 和 传递 的 关系 ， 则 尺 是 自 反 的 。 

“证 明 ”: 设 a€ A。 取 元 素 bE A 使 得 (a,，5)ER。 由 于 RR 是 对 称 的 ， 所 以 有 (5，a) ER。 现 在 使 用 传 
递 性 ， 由 (a,，6)ER 和 (5，a) ER 可 以 得 出 (a, a) ER。 

假设 R 和 S 是 集合 A 上 的 自 反 关系 。 证 明 或 反驳 下 面 的 每 个 论断 。 

a)RUS 是 自 反 的 

b)RNS 是 自 反 的 

c)R@S 是 反 自 反 的 

d)R 一 S 是 反 自 反 的 

e)S oR 是 自 反 的 

证 明 : 集合 A 上 的 关系 R 是 对 称 的 当 且 仅 当 R= 二 R '， 其 中 R 7! 是 R 的 道 关系 。 
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54. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 RR 是 反对 称 的 当 且 仅 当 RNR ' 是 恒 等 关系 A 二 {(a，a) |a€ A}) 的 子 集 。 

55. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 RR 是 自 反 的 当 且 仅 当 其 逆 关 系 R 是 自 反 的 。 

56. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 R 是 自 反 的 当 且 仅 当 其 补 关系 RR 是 反 自 反 的 。 

57. 设 R 是 自 反 的 和 传递 的 关系 。 证 明 对 所 有 的 正 整数 n，R" 二 R。 

$58:: 设 尺 是 集合 信 ; 2， 3 4 5} 上 移 关 系 ; 尺 中 包 售 有 撮 对 (1 人; 《1 2 X13)5 (2 3); (2s 4)5 
(a DD (Es ds, Cr Be Ras WY CA BY) 0 Tj 
a)R’ b)R’ OR’ DR 

59. 设 尺 是 集合 A 上 的 自 反 关系 ， 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n，R”" 也 是 自 反 的 。 

60. 设 R 是 对 称 关 系 ,， 证 明 对 所 有 的 正 整数 n，R" 也 是 对 称 的 。 

61. 假设 关系 R 是 反 自 反 的 ，R? 一 定 是 反 自 反 的 吗 ? 对 你 的 答案 给 出 理由 。 

62. 使 用 检查 集合 中 每 个 关系 是 否 具 有 传递 性 的 蛮 力 方法 ， 给 出 计算 nn 元素 集 合 上 的 所 有 传递 关系 所 需 
的 整数 比较 次 数 的 大 O 估计 。 


9.2 元 关系 及 其 应 用 


9.2.1 引言 

在 两 个 以 上 集合 的 元 素 中 常常 会 产生 某 种 关系 。 例 如 ， 学 生 的 姓名 、 学 生 的 专业 以 及 学 生 
的 平均 学 分 绩 点 之 间 的 关系 。 类 似 地 ， 一 个 航班 的 航空 公司 、 航 班 号 、 出 发 地 、 目 的 地 、 起 飞 
时 间 和 到 达 时 间 等 也 有 一 种 关系 。 在 数学 中 也 有 这 种 关系 。 例 如 ， 有 3 个 整数 ， 其 中 第 一 个 整 
数 比 第 二 个 整数 大 ， 而 第 二 个 整数 比 第 三 个 整数 大 。 另 一 个 例子 是 直线 上 的 点 之 间 的 关系 ， 即 
当 第 二 个 点 在 第 一 和 第 三 个 点 之 间 时 ， 这 三 个 点 有 关系 。 

本 节 我 们 将 研究 两 个 以 上 集合 的 元 素 之 间 的 关系 。 这 种 关系 叫 作 n 元 关系 。 可 以 用 这 种 关系 表 
示 计 算 机 数据 库 。 这 种 表示 有 助 于 回答 对 数据 库 中 所 存 信息 的 查询 ， 例 如， 哪个 航班 在 午夜 3 点 到 
4 点 之 间 降 落 在 O'Hare 机 场 ? 你 们 学 校 的 二 年 级 学 生 哪些 是 主 修 数学 或 计算 机 科学 的 ， 并 且 平 均 学 
分 绩 点 大 于 3.0? 公司 的 哪些 雇员 为 这 个 公司 工作 不 到 5 年 但 所 赚 的 钱 已 经 超过 50 000 美元 ? 


9.2.2 元 关系 
我 们 从 建立 关系 数据 库 理论 所 依据 的 基本 定义 开始 。 


证 多 1 机 Mi: hy .是 条 全 二 你 在 井 昌 条 合 目的 由 攻关 天 是 Ai A. 


和 集 。 这 些 集合 人，As， …，A. 区 为 关系 的 堪 ，n 称 为 关系 的 阶 。 


A 
数 。 那 么 (1，2，3)ER, 但 (2，4，3) 儿 R。 这 个 关系 的 阶 是 3。 它 所 有 的 域 都 等 于 自然 数 集 。 
J | 

好 设 R 是 ZxZXZ 上 的 三 元 组 Ca, 5，c) 构 成 的 关系 ， 其 中 的 a,，5，c 构成 等 差 数列 ， 
即 (a, 5，c) ER 当 且 仅 当 存在 一 个 整数 上 ， 使 得 "一 2 十 &，c 一 4 十 2&， 或 者 0 一 一 &，c< 一 0 一 A。 
注意 (1L1，3，5)ER， 因 为 3=1 十 2 和 5==1 十 2 2， 但 是 (2，5，9) 攻 R， 因 为 5 一 2 二 3， 而 9 一 
5 一 4。 这 个 关系 的 阶 为 3， 且 它 的 所 有 域 均 等 于 整数 集 。 4 
GG 时 设 R 是 ZxZxZ* 上 的 三 元 组 (a，6，m) 构 成 的 关系 ， 其 中 的 a,，5，m 都 是 整数 ， 且 
满足 m 宇 1 和 a 硅 b(mod m)。 则 (8，2，3)、( 一 1，9，5) 和 (14，0,，7) 都 属于 R, 但 (7，2， 
3) 、( 一 2， 一 8，5) 和 (11，0，6) 都 不 属于 R， 因 为 8 圭 2(mod 3)、 一 1 圭 9(mod 5) 和 14 硅 0 
(mod 7)， 而 7 关 2(mod 3)、 一 2 闫 一 8(mod 5) 和 11 关 0(mod 6) 。 这 个 关系 的 阶 为 3， 且 它 的 前 
两 个 域 是 全 体 整 数 的 集合 而 第 三 个 域 为 正 整数 集 。 4 
《用 设 R 是 由 5 元 组 (A，N，S,，D, T) 构 成 的 表示 飞机 航班 的 关系 ， 其 中 A 是 航空 公 

司 的 集合 、N 是 航班 号 的 集合 、S 是 出 发 地 的 集合 、D 是 目的 地 的 集合 、 工 是 起 飞 时 间 的 集 


J 
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合 。 例 如 ， 如 果 Nadir 航空 公司 的 963 航班 15 : 00 从 Newark 到 Bangor， 那么 (Nadir，963， 
Newark，Bangor，15 : 00) 属 于 R。 这 个 关系 的 阶 为 5， 并 且 它 的 域 是 所 有 航空 公司 的 集合 、 
航班 号 的 集合 、 城 市 的 集合 、 城 市 的 集合 以 及 时 间 的 集合 。 S| 


9. 2.3 数据 库 和 关系 

操作 数据 库 中 信息 所 需要 的 时 间 依 赖 于 这 些 信息 是 怎样 存储 的 。 在 大 型 数据 库 中 ， 每 天 要 
执行 几 百 万 次 插入 和 删除 记录 、 更 新 记录 、 检 索 记 录 以 及 从 一 个 重合 的 数据 库 中 组 合 记录 的 操 
作 。 由 于 这 些 操作 的 重要 性 ， 已 经 开发 了 多 种 数据 库 的 表示 方法 。 我 们 将 讨论 其 中 的 一 种 基于 
关系 概念 的 方法 ， 称 为 关系 数据 模型 。 

数据 库 由 记录 组 成 ， 这 些 记 录 是 由 域 构成 的 nn 元 组 。 这 些 域 是 nn 元 组 的 数据 项 。 例如， 学 
生 记 录 的 数据 库 可 以 由 包含 学 生 的 姓名 、 学 号 、 专 业 、 平 均 学 分 绩 点 (GPA) 的 域 构成 。 关 系数 
据 模型 把 记录 构成 的 数据 库 表 示 成 一 个 n 元 关系 。 于 是 ,学 生 记 录 可 以 表示 成 形 如 (学 生 姓名 ， 
学 号 ， 专业，GPA) 的 4 元 组 。 包含 6 条 记录 的 一 个 数据 库 样本 是 : 

(Ackermann，231455， 计算 机 科学 ，3. 88) 

(Adams，888323， 物 理学 ，3. 45) 

(Chou，102147， 计 算 机 科学 ，3. 49) 

(Goodfriend，453876;， 数学 ，3. 45) 

(Rao，678543， 数 学 ，3. 90) 

(Stevens，786576， 心 理学 ，2. 99) 

用 于 表示 数据 库 的 关系 也 称 为 表 ， 因 为 这 些 关 系 常 常用 表 来 表示 。 表 中 的 每 个 列 对 应 > 
据 库 的 一 个 属性 。 例 如 ， 表 1 显示 了 同样 的 学 生 数 据 库 。 这 个 数据 库 的 属性 是 学 生 姓 名 、 
号 、 专 业 和 平均 学 分 绩 点 (GPA) 。 












学 生 姓 名 
Ackermann 231 455 计算 机 科学 
Adams 888 323 物理 学 
Chou 102 147 计算 机 科学 
Goodfriend 453 876 数学 
Rao 678 543 数学 
Stevens 786 576 心理 学 





3. 88 
3. 45 
3. 49 
3. 45 
3. 90 





he thn epiderhattt tn le sd ory pads ey mie 

当 关 系 中 没有 两 个 元 组 在 这 个 域 有 相同 的 值 时 ， 这 个 域 就 是 主键 。 
常常 要 从 数据 库 中 增加 或 删除 记录 。 由 于 这 一 一 个 域 是 主键 的 性 质 是 随时 间 而 改变 

的 。 所 以 ， 应 该 选择 那 种 无 论 数 据 库 怎 样 改变 都 能 继续 存在 的 域 作为 主键 。 一 个 关系 当前 含有 
的 所 有 nn 元 组 称 为 该 关系 的 外 延 。 数 据 库 更 持久 的 内 容 ， 包 括 它 的 名 字 和 属性 ， 则 称 为 数据 库 
的 内 涵 。 选 择 主键 的 时 候 ， 应 当选 择 那 种 能 够 为 本 数据 库 所 有 可 能 的 外 延 充当 主键 的 域 。 要 做 
到 这 一 点 ， 就 必须 认真 考察 数据 库 的 内 涵 ， 以 便 理解 可 能 在 外 延 中 出 现 的 元 组 集 。 

人 @ 国 假设 将 来 不 再 增加 元 组 ， 对 于 表 1 所 示 的 n 元 关系 ， 哪 些 域 可 作为 主键 ? 

解 ” 因 为 在 这 个 表 中 ， 对 应 每 个 学 生 的 姓名 只 有 一 个 4 元 组 ， 学 生 姓名 的 域 可 作为 主键 。 
类 似 地 ， 在 这 个 表 中 ， 学 号 是 唯一 的 ， 学 号 的 域 也 可 作为 主键 。 但是， 所 学 专业 的 域 不 是 主 
键 ， 因 为 有 多 个 包含 同样 专业 的 4 元 组 。 平 均 学 分 绩 点 的 域 也 不 是 主键 ， 因 为 有 2 个 4 元 组 包 
含 了 同样 的 GPA。 4 

在 一 个 元 关系 中 ， 域 的 组 合 也 可 以 唯一 地 标识 n 元 组 。 当 一 组 域 的 值 确定 一 个 关系 中 的 
n 元 组 时 ， 这 些 域 的 第 卡 儿 积 就 叫 作 复合 主键 。 
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对 于 表 1 中 的 n 元 关系 ， 假 设 不 再 增加 n 元 组 ， 专 业 域 与 平均 学 分 绩 点 域 的 笛 卡 儿 


积 是 复合 主键 吗 ? 
解 ” 这 个 表 中 没有 两 个 4 元 组 有 同样 的 专业 和 同样 的 GPA， 因 此 这 个 笛 卡 儿 积 是 一 个 复 
合 主键 。 4 


因为 主键 和 复合 主键 用 于 唯一 地 标识 数据 库 中 的 记录 ， 当 新 的 记录 被 加 入 这 个 数据 库 时 ， 
保持 主键 的 有 效 性 是 非常 重要 的 。 因 此 ， 应 该 对 每 个 新 记录 做 检查 ， 以 保证 在 这 个 或 这 些 相 应 
的 域 中 每 个 新 记录 与 表 中 所 有 其 他 的 记录 不 同 。 例 如 ， 若 没有 两 个 学 生 有 同样 的 学 号 ， 使 用 学 
号 作为 学 生 记 录 的 主键 是 有 意义 的 。 一 个 大 学 不 应 该 使 用 姓名 域 作 为 主键 ， 因 为 有 可 能 两 个 学 
生 有 同样 的 姓名 (如 John Smith) 。 


9.2.4 元 关系 的 运算 

存在 多 种 作用 于 元 关系 上 的 运算 ， 以 构成 新 的 nn 元 关系 。 综 合 应 用 这 些 运 算 ， 能 够 回答 
对 数据 库 中 满足 特定 条 件 的 所 有 ”元 组 的 查询 。 

n 元 关系 上 一 个 最 基本 的 运算 是 在 这 个 n 元 关系 中 确定 满足 特定 条 件 的 所 有 nn 元 组 。 例如， 
我 们 想 在 学 生 记 录 的 数据 库 中 找 出 计算 机 科学 专业 的 所 有 学 生 的 记录 ; 找 出 所 有 平均 学 分 绩 点 
在 3.5 以 上 的 学 生 ; 找 出 所 有 计算 机 科学 专业 的 平均 学 分 绩 点 在 3.5 以 上 的 学 生 。 为 完成 这 些 
任务 ， 我 们 使 用 选择 运算 符 。 






sc ， 其 中 C 是 条 件 专业 二 “计算 机 科学 ”。 结 果 是 两 个 4 元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科 
学 ，3. 88) 和 (Chou，102147， 计 算 机 科学 ，3. 49) 。 类 似 地 ， 为 了 在 这 个 数据 库 中 找 出 平均 学 
分 绩 点 在 3.5 以 上 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 sc ， 其 中 Cs 是 条 件 GPA>3. 5。 结 果 是 两 个 4 
元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3. 88) 和 (Rao，678543， 数 学 ，3. 90) 。 最 后 ， 为 找 出 
计算 机 科学 专业 的 GPA 在 3.5 以 上 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 sc ， 其 中 C 是 条 件 ( 专 业 = 
“计算 机 科学 ”和 AGPA>>3.5)。 结 果 由 一 个 4 元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3. 88) 构 
成 。 4 
使 用 投影 ， 可 以 删 去 关系 中 每 条 记录 的 相同 的 域 ， 从 而 得 到 一 个 新 的 nn 元 关系 。 





换 句 话说 ， 投 影 P, ,.…, 删除 了 充 组 的 n 一 m 个 分 量 ,保留 了 第 襄 ，is，…，i, 个 分 量 。 

当 对 4 元 组 (2，3，0，4)、(Jane Doe，234111001， 地 理学 ，3.14) 以 及 (Ca ，w， 
a，aw) 使 用 投影 已 , ,时 ， 结 果 是 什么 ? 

解 Pi, ;把 这 些 4 元 组 分 别 映射 到 (2，0)、(Jane Doe， 地 理学 ) 和 (a, ，a;)。 4 

例 9 说 明了 怎样 使 用 投影 来 产生 新 的 关系 。 

当 对 表 1 中 的 关系 使 用 投影 Pi., 时 ,结果 是 什么 ? 

解 ” 当 使 用 投影 P,,, 时 ， 表 的 第 二 列 和 第 三 列 被 删除 ， 得 到 了 表示 学 生 姓 名 和 平均 学 分 绩 
点 的 有 序 对 。 表 2 给 出 了 这 个 投影 的 结果 。 本 

当 对 一 个 关系 的 表 使 用 投影 时 ， 有 可 能 使 行 变 少 。 当 关系 中 的 某 些 n 元 组 在 投影 的 m 个 分 
量 中 每 个 分 量 的 值 都 相同 ， 且 只 在 被 删除 的 分 量 中 有 不 同 的 值 时 ， 就 会 出 现 这 种 情况 。 如 例 
10 所 示 。 

当 对 表 3 中 的 关系 使 用 投影 P, ,时 ， 可 得 到 什么 表 ? 
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解 表 4 给 出 了 当 对 表 3 使 用 投影 已 :时 得 到 的 关系 。 注 意 在 使 用 了 这 个 投影 后 ， 行 数 
















减少 
表 2 GPAs 表 3 注册 
学 生 姓 名 GPA 
Ackermann 3. 88 Glauser 
Glauser MS 475 
as 3 Glauser PY 410 
Chou 3.49 Marcus MS 511 
Goodfriend 3. 45 Marcus MS 603 
Marcus CS 322 
ee 3 Miller MS 575 
Stevens 2. 99 Miller 





当 两 个 表 中 具有 某 些 相同 的 域 时 ， 连 接 运算 可 将 这 商 个 表 
合成 一 个 表 。 例 如， 一 个 表 中 的 域 包含 航空 公司 、 航 班 号 和 登 了 





专 业 
机 口 ， 另 一 个 表 中 的 域 包含 航班 号 、 登 机 口 和 起 飞 时 间 。 可 以 Glauser 生物 学 
将 这 两 个 表 合 成 一 个 包含 航空 公司 、 航 班 号 、 登 机 口 和 起 飞 时 。 Mareus 政 学 
计算 机 科学 


间 域 的 表 。 les 


换 句 话说 ， 连 接 运算 符 J 将 m 元 组 的 后 p 个 分 量 与 n 元 组 的 前 p 个 分 量 相同 的 第 一 个 关 
系 中 的 所 有 m 元 组 和 第 二 个 关系 的 所 有 元 组 组 合 起 来 产生 了 一 个 新 的 关系 。 

当 用 连接 运算 符 J 组 合 表 5 和 表 6 中 的 关系 时 ， 所 得 到 的 关系 是 什么 ? 

解 ”连接 运 算 符 J, 产生 的 关系 如 表 7 所 示 。 4 


表 5 教学 课程 表 6 教室 安排 
教授 




















Cruz 335 . ML. 
Cruz 动物 学 412 . ML 
Farber 心理 学 501 NE 
Farber 心理 学 617 . M. 
Grammer 物理 学 544 . ML. 
Grammer 551 . ML. 
Rosen 518 . ML. 
Rosen .M. 





























表 7 教学 安排 

Cruz 动物 学 

Cruz 动物 学 412 Al00 8: 00A.M. 
Farber 心理 学 501 Al00 3 : 00P. M. 
Farber 心理 学 617 All0 11 : 00A. M. 
Grammer 物理 学 544 B505 4 : 00P. M. 
Rosen 计算 机 科学 518 N521 2 : 00P. ML 
Rosen 数学 
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从 已 知 关系 产生 新 关系 的 运算 除了 投影 和 连接 运算 以 外 还 有 其 他 运算 。 对 这 些 运算 的 描述 
可 以 在 讨论 数据 库 理论 的 书 中 找到 。 


9::2.5. SQL 

数据 库 查 询 语言 SQL(Structured Query Language， 结 构 化 查询 语言 ) ， 可 以 用 来 实现 本 节 
所 描述 的 运算 。 例 12 说 明了 SQL 命令 与 nn 元 关系 上 的 运算 的 关系 。 

CB 通过 使 用 SQL 对 表 8 做 一 次 关于 航班 的 查询 来 说 明 怎样 用 SQL 来 表达 查询 。SQL 
语句 如 下 : 


SELECT Departure_time 
FROM Flights 
WHERE Destination=’Detroit’ 


是 用 于 在 航班 数据 库 中 找 出 满足 条 件 : Destination 王 “Detroit 的 5 元 组 ， 并 求 投影 P; (在 起 飞 
时 间 属 性 上 )。 输 出 是 一 个 以 底特律 为 目的 地 ， 包 含 航班 时 间 的 列表 ， 即 08 : 10、08 : 47 和 
09 : 44。SQL 语句 使 用 FROM 子 句 标识 查询 语句 作用 到 的 nn 元 关系 ，WHERE 子 句 说 明 选 择 
运算 的 条 件 ， 而 SELECT 子 句 说 明 将 被 使 用 的 投影 运算 。( 注 意 : SQL 使 用 SELECT 表示 一 个 








投影 ， 而 不 是 一 个 选择 运算 。 这 是 一 个 令 人 遗憾 的 术语 不 一 致 的 例子 。) 4 
表 8 航班 
航空 公司 航班 号 通道 目的 地 起 飞 时 间 
Nadir 122 34 底特律 08 : 10 
Acme 221 2 丹佛 08 : 17 
Acme 122 33 安 克 雷 奇 08 : 22 
Acme 323 34 檀香山 08 : 30 
Nadir 199 13 底特律 08 : 47 
Acme 222 22 丹佛 09:10 
Nadir 322 34 底特律 09 : 44 











例 13 说 明 SQL 怎样 做 涉及 多 个 表 的 查询 。 
SQL 语句 
SELECT Professor, Time 


FROM Teaching_assignments, Class_schedule 
WHERE Department=’Mathematics’ 


用 于 找 出 在 数据 库 ( 表 7) 中 满足 Department 二 “Mathematics’ 条 件 的 5 元 组 的 投影 Pi,;， 这 个 数据 

库 是 由 表 5 中 的 教学 课程 和 表 6 中 的 教室 安排 进行 连接 运算 J, 得 到 的 。 输 出 仅 包 含 一 个 2 元 组 

(Rosen，3 : 00P. M. ) 。 这 里 的 SQL FROM 子 句 用 于 求 出 两 个 不 同 数据 库 的 连接 。 4 
本 节 我 们 仅仅 接触 到 关系 数据 库 的 基本 概念 。 更 多 的 信息 可 以 在 LAhUl95] 中 找到 。 


9.2.6 数据 挖掘 中 的 关联 规则 

现在 我 们 将 介绍 来 自 数 据 挖掘 (data mining) 的 概念 ， 这 是 一 门 旨 在 从 数据 中 获取 有 用 信息 
的 学 科 。 特 别 是 ， 我 们 将 讨论 可 以 从 事务 数据 库 中 收集 到 的 信息 。 我 们 将 专注 于 超市 事务 ， 但 
我 们 提出 的 想法 与 其 他 广泛 的 应 用 相关 。 

关于 事务 ,我们 指 的 是 客户 在 访问 商店 期 间 购买 的 一 些 商 品 的 集合 ， 如 {牛奶 、 鸡 蛋 、 面 
包 } 或 {橙汁 、 香 礁 、 酸 奶 、 奶 油 }。 商 店 收集 可 用 于 帮助 他 们 管理 业务 的 大 型 事务 数据 库 。 我 
们 将 讨论 如 何 使 用 这 些 数 据 库 来 解决 这 个 问题 ， 如 果 已 知客 户 同 时 购买 一 个 或 多 个 特定 商品 的 
集合 ， 那 么 他 们 购买 某 个 商品 的 可 能 性 有 多 大 ? 

我 们 把 商店 里 的 每 一 件 商 品 都 称 为 项 ， 项 集合 称 为 项 集 。& 项 集 是 一 个 包含 恰好 上 项 的 项 
集 。 术 语 事务 和 购物 篮 与 项 集 同 义 。 当 商店 中 及 nn 个 商品 a1，a,，*…，a, 待 售 时 ， 每 个 事务 都 





可 以 用 一 个 n 元 组 5,，6b,，…，b, 表示 ， 其 中 6b; 是 二 进 制 变量 ， 它 告诉 我 们 ww 是否 发 生 在 这 个 
事务 中 。 也 就 是 说 ， 如 果 a 在 这 个 事务 中 ， 则 5; 二 1， 否 则 6; 二 0。( 注 意 ,， 我 们 只 关心 某 项 是 
否 发 生 在 事务 中 ， 而 不 关心 它 发 生 了 多 少 次 。) 我 们 可 以 用 形 为 (事务 号 ，b, ，b,，…，5,) 的 
(n 十 1) 元 组 表示 事务 。 所 有 这 些 (n 十 1) 元 组 的 集合 构成 了 事务 数据 库 。 

我 们 现在 定义 与 购买 特定 项 集 相关 的 问题 研究 中 使 用 的 其 他 术语 。 





对 于 特定 的 应 用 ， 会 指定 一 个 支持 度 阅 值 *。 频 繁 项 集 挖 据 是 寻找 支持 度 大 于 等 于 * 的 项 
集 I i 这 些 项 集 被 称 为 频繁 项 集 。 

在 卖 革 果 、 梨 、 苹 果酒 、 甜 甜 圈 和 芒果 的 展台 上 ， 早盘 交易 如 表 9 所 示 。 在 表 10 
中 ， i 出 了 相应 的 二 进 制 数 据 库 ， 其 中 每 个 记录 都 是 一 个 (n 十 1) 元 组 ， 由 事务 号 和 表示 该 
项 集 的 二 进 制 条 目 组 成 。 因 为 苹果 出 现在 8 个 事务 中 的 5 个 中 ， 所 以 我 们 得 到 ol 全 果 )==5， 
support({ 芋 果 }) 二 5/8。 同 样 ， 由 于 项 集 {全 果 ， 芋 果酒 } 是 8 个 事务 中 4 个 事务 的 子 集 ， 因 此 
我 们 有 ol({ 苹 果 ， 苹 果酒 )) 二 4，support({ 苹 果酒 }) 二 4/8= 二 1/2。 

















表 9 一 个 事务 集 
事务 号 项 事务 号 项 
| {苹果 ， 梨 ， 芒 果 ) 5 {苹果 ， 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 } 
3 { 犁 ， 苹 果酒 } 6 { 梨 ， 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 } 
3 {位 果 ， 苹 果酒 ， 甜 甜 轿 ， 芒 果 } 和 { 梨 ， 甜 甜 圈 } 
4 {苹果 ， 梨 ， 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 } 8 {苹果 ， 梨 ， 苹 果酒 } 








表 10 表 9 中 事务 的 二 进 制 数据 库 
苹果 Ee 苹果 酒 甜 
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如 果 我 们 将 支持 度 冰 值 设置 为 0.5， 那么 如 果 某 项 在 8 个 事务 中 的 至 少 4 个 事务 中 出 现 ， 
该 项 就 是 频繁 项 。 因 此 ， 有 了 这 个 支持 度 阅 值 ， 苹 果 、 梨 、 甜 甜 圈 和 苹果 酒 是 频繁 项 。 项 集 
{ 苹 果 ， 革 果酒 } 是 频繁 项 集 ， 但 是 项 集 { 甜 甜 圈 ， 梨 } 不 是 频繁 项 集 。 4 

若 已 知 顾客 会 购买 某 个 项 集中 的 所 有 商品 (可 能 只 是 一 个 商品 )， 则 可 以 使 用 一 组 事务 来 帮 
助 我 们 预测 顾客 是 否 会 购买 某 个 特定 的 商品 。 在 讨论 这 类 问题 之 前 ， 我 们 先 介绍 一 些 术语 。 如 
果 S 是 一 组 项 的 集合 ， 了 工 是 一 组 事务 的 集合 ， 那 么 关联 规则 就 是 形 如 [~J 的 列 含 式 ， 其 中 工 
和 J 是 S 的 不 相交 的 子 集 。 尽 管 这 个 符号 借用 了 逻辑 里 草 含 的 符号 ， 但 它 的 含义 并 不 完全 是 可 
类 比 的 。 关 联 规则 I>J 不 是 这 样 的 命题 ， 即 当 工 是 事务 的 子 集 时 ，y 也 必须 是 事务 的 子 集 。 
相反 ， 关 联 规则 的 强度 是 根据 它 的 支持 度 ( 包 含 T 和 J 的 事务 频率 ) 以 及 置信 和 度 ( 包 含 J 时 也 包 
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对 于 例 14 中 的 事务 集 ， 关 联 规则 { 苹 果酒 ， 甜 研 圈 ) 苹果 ) 的 支持 度 和 置信 度 是 
解 ”关联 规则 的 支持 度 是 rc({ 蔷 果酒 ， 甜 甜 圈 } U {苹果 })/ | T| 。 因 为 oc({ 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 } 
U { 莉 果 )) 二 a({ 芋 果酒 ， 甜 甜 圈 ， 苹 果 }) 二 3，| T| 二 8， 可 得 这 条 规则 的 支持 度 是 3/8 一 0. 375。 
该 规则 的 置信 和 度 是 cC!{ 苹 果酒 ， 甜 甜 圈 } U {苹果 })/ol{ 苹 果酒， 甜 甜 圈 }) 二 3/4 二 0.75。 所 
数据 挖掘 中 的 一 个 重要 问题 是 寻找 强 关联 规则 ， 这 些 规则 的 支持 度 大 于 或 等 于 最 小 支持 
度 ， 且 置信 和 度 大 于 或 等 于 最 小 置信 和 度 。 找 到 有 效 的 算法 来 确定 强 关联 规则 十 分 重要 ， 因 为 可 用 
项 的 数量 可 能 非常 大 。 例 如 ， 一 家 超市 可 能 有 数 万 甚至 数 十 万 的 商品 库存 。 通 过 计算 所 有 可 能 
的 关联 规则 的 支持 度 和 置信 和 度 ， 以 寻找 有 足够 大 的 支持 度 和 置信 和 度 的 关联 规则 的 蛮 力 方法 是 不 
可 行 的， 因为 此 类 关联 规则 的 数量 是 指数 级 的 ( 见 练 习 41)。 目 前 ,研究 人 员 已 经 开发 出 几 种 
广泛 使 用 的 比 蛮 力 更 有 效 的 算法 。 这 些 算法 首先 查找 频繁 项 集 ， 然 后 将 注意 力 集中 到 查找 到 的 
频繁 项 集 上 ， 寻 找 所 有 具有 高 置信 度 的 关联 规则 。 详 细 信 息 请 参阅 数据 挖掘 相关 文献 ， 如 
LAG15]。 
尽管 我 们 仅 以 商场 中 的 购物 篮 为 例 展示 了 关联 规则 ， 但 它们 在 其 他 各 类 应 用 中 也 非常 有 
用 。 例 如 ， 关 联 规 则 可 用 于 改进 医疗 诊断 ， 其 中 项 集 是 测试 结果 或 症状 的 集合 ， 事 务 是 在 患者 
记录 中 找到 的 测试 结果 和 症状 的 集合 。 关 联 规则 也 可 用 在 搜索 引擎 中 ， 其 中 项 集 是 关键 字 ， 秆 
务 是 网 页 上 的 单词 集合 。 使 用 关联 规则 还 可 以 发 现 抄 袭 的 情况 ,其 中 项 集 是 句子 的 集合 ， 事 务 
是 文档 的 内 容 。 关 联 规则 在 计算 机 安全 的 各 个 方面 也 发 挥 着 有 益 的 作用 ,例如 入 侵 检测 ， 其 中 
项 集 是 模式 的 集合 ， 事 务 是 网 络 攻击 期 间 传 输 的 字符 串 。 感 兴趣 的 读者 可 以 通过 搜索 网 页 找到 
更 多 这 样 的 应 用 程序 。 \ 


练习 

1. 列 出 关系 {(a，0，c) |a, 5 和 c 是 整数 且 0 二 a 二 5 二 c 过 5) 中 的 三 元 组 。 

. 在 关系 {(4a,， b,c，d) |a, b,c，d 是 正 整数 且 abc&=6} 中 有 哪些 4 元 组 ? 

. 列 出 表 8 所 示 关 系 中 的 5 元 组 。 

. 假设 不 增加 新 的 元 组 ， 为 下 面 表 中 的 关系 找 出 所 有 的 主键 。 

a) 表 3 b) 表 5 c) 表 6 d) 表 8 

5. 假设 不 增加 新 的 nn 元 组 ， 对 于 表 8 中 的 数据 库 找 出 一 个 由 两 个 域 构成 的 复合 主键 ， 其 中 一 个 域 是 航空 
公司 。 

6. 假设 不 增加 新 的 nn 元 组 ， 对 于 表 7 中 的 数据 库 找 出 一 个 由 两 个 域 构成 的 复合 主键 ， 其 中 一 个 域 是 
教授 。 

7. 3 元 关系 中 的 3 元 组 表示 了 一 个 学 生 数 据 库 中 的 下 述 属性 : 学 号 、 姓 名 、 电 话 号 码 。 

3a) 学 号 可 能 是 主键 吗 ? 





瑟 





b) 姓 名 可 能 是 主键 吗 ? 
c) 电 话 号 码 可 能 是 主键 吗 ? 


. 4 元 关系 中 的 4 元 组 表示 了 出 版 图 书 的 下 述 属 性 : 书 名 、 书 号 、 出 版 日 期 、 页 数 。 


a) 什 么 可 能 是 这 个 关系 的 主键 ? 
b) 在 什么 条 件 下 ( 书 名 、 出 版 日 期 ) 是 复合 主键 ? 
c) 在 什么 条 件 下 (〈 书 名 、 页 数 ) 是 复合 主键 ? 


.5 元 关系 中 的 5 元 组 表示 了 美国 所 有 人 的 下 述 属性 : 姓名 、 社 会 保险 号 、 住 址 、 城 市 、 州 。 


a) 对 这 个 关系 确定 一 个 主键 。 
b) 在 什么 条 件 下 (姓名 、 住 址 ) 是 复合 主键 ? 
中 在 什么 条 件 下 (姓名 、 住 址 、 城 市 ) 是 复合 主键 ? 


. 设 C 是 条 件 : 教室 一 Al100。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 7 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 : 目的 地 = 底特律 。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 8 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 : (项 目 一 2) A (数量 之 50) 。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 10 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 :( 航 空 公司 二 Nadir) V (目的 地 = 丹佛 ) 。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 8 的 数据 库 时 ， 可 以 


得 到 什么 ? 


。 当 使 用 投影 P:,:5 到 5 元 组 (a,，65,，c，d，e) 时 ， 能 得 到 什么 ? 

. 哪个 投影 映射 用 于 删除 一 个 6 元 组 的 第 一 、 第 二 和 第 四 个 分 量 ? 

. 给 出 使 用 投影 已 ,:,: 到 表 8 以 后 得 到 的 表 。 

. 给 出 使 用 投影 Pi,s 到 表 8 以 后 得 到 的 表 。 

. 把 连接 运算 符 J， 应 用 到 5 元 组 的 表 和 8 元 组 的 表 后 所 得 到 的 表 中 的 n 元 组 里 有 多 少 个 分 量 ? 
. 构造 把 连接 运算 符 J, 应 用 到 表 11 和 表 12 的 关系 中 所 得 到 的 表 。 


表 11 零件 需求 表 12 零件 库存 
供 货 商 零件 号 
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23 1092 
23 1101 
23 9048 
31 4975 
31 3477 
32 6984 
32 9191 
33 1001 
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证 明 : 如 果 C 和 Cs 是 n 元 关系 RR 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那么 sc nc, CR) 一 sc (sc, (R))。 

证 明 : 如 果 C 和 Cs 是 nn 元 关系 R 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc (sc, (有 R)) 一 scy (sc (R))。 

证 明 : 如 果 C 是 ”元 关系 尺 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那么 sc (RU S)=sc(R) Usc(S)。 

证 明 : 如 果 C 是 n 元 关系 RR 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那么 sc (RMS)=sc(R) 中 sc(S)。 

证 明 : 如 果 C 是 nn 元 关系 R 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 xc(R 一 S) 一 xcCR) 一 sc(S) 。 

证 明 : 如 果 尺 和 S 是 元 关系 ， 那么 Pi ,i (RUS)= Pi ,is CR)UP ee (S)。 

给 出 一 个 例子 证 明 : 如 果 尺 和 S 是 两 个 ”元 关系 ,那么 Pa 《RNS) 可 能 与 Pi i.…,(R) 站 
Pi imn CS) 不 同 。 

给 出 一 个 例子 证 明 : 如 果 R 和 S 是 两 个 ”元 关系 ,那么 P; .; 
PS 不 同 * 


a) 与 下 述 用 SQL 语句 表示 的 查询 相对 应 的 运算 是 什么 ? 


SELECT Supplier 
FROM Part_needs 
WHERE 1000 < Part number < 5000 


b) 假 设 以 表 11 的 数据 库 作 为 输入 ， 这 个 查询 的 输出 是 什么 ? 
a) 与 下 述 用 SQL 语句 表示 的 查询 相对 应 的 运算 是 什么 ? 


(及 一 S) 可 能 与 反击 R= 


2 





SELECT Supplier, Project 
FROM Part_needs, Parts_inventory 
WHERE Quantity < 10 


b) 假 设 以 表 11 和 表 12 的 数据 库 作为 输入 ， 这 个 查询 的 输出 是 什么 ? 

30. 试 确定 例 2 中 的 关系 是 否 有 一 个 主键 。 

31. 试 确定 例 3 中 的 关系 是 否 有 一 个 主键 。 

32. 证 明 具 有 一 个 主键 的 关系 可 以 被 看 作 某 一 函数 的 图 ， 该 函数 将 各 个 主键 的 值 映 射 为 由 其 他 域 的 值 构 
成 的 (n 一 1) 元 组 。 

33. 假设 便利 店 在 某 个 晚上 的 交易 是 ， {面包 ， 和 牛奶， 尿布 ,果汁 )，{ 面 包 ， 和 牛奶， 尿布 ,鸡蛋 )，{ 牛 
奶 ， 尿 布 ， 啤 酒 ， 鸡 蛋 ;)，{ 面 包 ， 啤 酒 )，{ 牛 奶 ， 尿 布 ， 鸡 蛋 ， 果汁 } 和 {牛奶 ， 尿 布 ， 啤 酒 }。 

a) 求 尿布 的 计数 和 支持 度 。 
b) 如 果 阔 值 为 0.6， 求 所 有 的 频繁 项 集 。 

34. 假设 8 个 不 同 网 页 上 的 关键 词 是 : {进化 ， 灵 长 类 ， 人 类 ， 尼 安 德 特 人 ，DNA， 化 石 ;，{ 进 化 ， 尼 安 
德 特 人 ， 丹 尼 索 万 人 ， 人 类 ，DNA}，{ 洞 穴 ， 化 石 ， 灵 长 类 }，{ 人 类 ， 尼 安 德 特 人 ， 丹 尼 索 万 人 ， 
进化 ) ，{DNA， 基 因 组 ， 进 化 ， 化 石 )，{(DNA， 人 类 ， 尼 安 德 特 人 ， 丹 尼 索 万 人 人， 基因组 }，!{ 进 化 ， 
灵 长 类 ， 洞穴 ， 化 石 ) 和 {人 类 ， 尼 安 德 特 人 ， 基 因 组 }。 

a) 求 尼 安 德 特 人 的 计数 和 支持 度 。 
b) 如 果 阔 值 为 0.6， 求 所 有 的 频繁 项 集 。 

35. 在 练习 33 的 事务 集中 ， 求 关联 规则 {啤酒 ) 一 {尿布 } 的 支持 度 和 置信 和 度 。( 这 个 关联 规则 在 该 主题 的 
发 展 中 起 到 了 重要 作用 。) 

36. 在 练习 34 的 事务 集中 ， 求 关联 规则 {人 类 ，DNA} 一 { 尼 安 德 特 人 } 的 支持 度 和 置信 和 度 。 

37. 假设 I 是 一 个 事务 集中 具有 正 计 数 的 项 集 。 求 关联 规则 I 一 名 的 置信 和 度 。 

38. 假设 TI、J 和 天 是 项 集 。 证 明 6 个 关联 规则 {I, J} 一 K, {J,，K}=I, {I, K}>J, I>{]J, K}, J 
. {I，K}，K 一 {I，J) 具 有 相同 的 支持 度 。 

39. 关联 规则 I>J 的 提升 度 等 于 support(IU 了 )/(support(1T)support(J))， 其 中 TIT 和 J 是 一 个 事务 集中 具 
有 正 支 持 度 的 项 集 。 

a) 证 明 当 support( 了 和 support(J) 均 为 正 数 时 ， 三 ~j 的 提升 度 等 于 1， 当 且 仅 当 在 交易 中 发 生 工 和 在 
交易 中 发 生 ,J 是 独立 事件 。 

b) 在 练习 33 的 事务 集中 , 求 关 联 规则 {啤酒 ) 一 {尿布 ) 的 提升 度 。 

c) 在 练习 34 的 事务 集中 ， 求 关联 规则 {进化 } 一 { 尼 安 德 特 人 ， 丹 尼 索 万 人 } 的 提升 度 。 

40. 证 明 : 若 一 个 项 集 在 事务 集中 是 频繁 项 集 ， 则 它 的 所 有 子 集 在 此 事务 集中 也 是 频繁 项 集 。 

41. 已 知 n 个 不 同 的 项 ,证 明 存 在 3” 个 形 如 I 一 本 的 关联 规则 ， 其 中 I 和 J 是 所 有 项 的 集合 的 不 相交 子 
集 。 当 然 允许 在 关联 规则 中 的 I 为 空 或 .为 空 或 两 者 都 为 空 。 


9.3 关系 的 表示 , 
9. 3. 1 引言 

本 节 及 本 章 的 剩余 部 分 研究 的 所 有 关系 均 为 二 元 关系 ， 因 此 ， 在 这 些 内 容 中 出 现 的 “ 关 
系 ” 一 词 都 表示 二 元 关系 。 有 多 种 方式 表示 有 穷 集 之 间 的 关系 。 如 在 9. 1 节 中 看 到 的 ， 一 种 方 
式 是 列 出 它 的 有 序 对 ; 另 一 种 方式 是 使 用 表 ， 如 9. 1 节 中 例 3 所 示 。 本 节 将 讨论 另外 两 种 表示 
关系 的 方式 : 一 种 方式 是 使 用 0-1 矩阵 ; 另 一 种 方式 是 使 用 称 为 有 向 图 的 图 形 表达 方式 ， 这 种 
方法 将 在 本 节 后 面 进行 讨论 。 

一 般 说 来 ， 和 矩阵 适用 于 计算 机 程序 中 关系 的 表示 。 另 一 方面 ， 人 们 常常 发 现 使 用 有 向 图 来 
表示 关系 对 理解 这 些 关系 的 性 质 是 很 有 用 的 。 


9. 3.2 用 矩阵 表示 关系 
可 以 用 0-1 矩阵 表示 一 个 有 穷 集 之 间 的 关系 。 假 设 R 是 从 A={al，as，…，a,} 到 B= 
{b， Lo b,) 的 关系 。 (这 里 集合 A 和 集合 B 的 元 素 已 经 按照 某 一 特定 的 次 序列 出 ， 该 次 


J 


Ea 
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序 是 任意 的 。 此 外 ， 当 A==B 时 我 们 对 A 和 B 使 用 同样 的 次 序 。) 关 系 R 可 以 用 矩阵 Mx 二 [rm ] 
来 表示 ， 其 中 
/1 (Cab) ER 
0 0 Co DR 
换 句 话说 ， 当 a, 和 6b; 有 关系 时 表示 尺 的 0-1 矩阵 的 (i， 四 项 是 1， 当 a; 和 6b; 没关系 时 ， 该 项 是 
0( 这 种 表示 依赖 于 A 和 B- 中 元 素 的 次 序 )。 
下 面 通过 例 1 一 6， 说 明 如 何 用 和 拖 阵 来 表示 关系 。 
(人 国 假设 4=(1，2,， 3}, B={1, 2). 令 R 是 从 A 到 B 的 关系 ,如 果 a€EA, bEB 上 且 
a 记 b56， 则 尺 包 含 (a,， 5)。 若 a 二 1, as= 二 2，as= 二 3, b= 二 1，b, = 二 2， 表 示 R 的 矩阵 是 什么 ? 
解 ” 因 为 R={(2，1),，(3，1),，(3，2)}， 所 以 表示 R 的 矩阵 是 


0 © 
wl | 
| 
Ma 中 的 1 说 明了 有 序 对 (2，1) 、(3，1) 和 (3，2) 属 于 尺 ，0 说 明了 没有 其 他 的 有 序 对 属于 R。 


4 
设 A={al， ads，a3)}，B 王 {61，b;，b;，b，b;}。 哪 些 有 序 对 在 下 面 的 矩阵 所 表示 的 








关系 尺 中 ? 
2 0 SE 
mh, 1 , 
0 | 
解 因为 RR 是 由 mj 二 1 的 有 序 对 (a;，b;) 构 成 的 ， 所 以 
R= {Ca1,b) ,Casb), (a,b3), (as,b), (a3,b1), (Cas,b,), (as ,bs))} 4 


表示 定义 在 一 个 集合 上 的 关系 的 矩阵 是 一 个 方 阵 ， 可 以 用 这 个 矩阵 确定 关系 是 否 有 某 种 性 
质 。 若 对 于 每 个 acEA 有 (oa，c)ER， 则 定义 在 集合 A 上 的 关系 RR 是 自 反 的 。 所 以 ，R 是 自 反 
的 当 且 仅 当 对 i=1， 2，"…， Nn， (ai;，Qi)ER。 因 此 ;，R 是 自 反 的 当 且 仅 当 对 i=1，2，…:， nn， 
mi 二 1。 换 句 话 说， 如 果 Ma 的 主 对 角 线 上 的 所 有 元 素 都 等 于 1， 那么 R 是 自 反 的 ， 如 图 1 所 
示 。 注 意 ， 非 主 对 角 线 上 的 元 素 可 以 是 0 或 1。 

若 (a,，05)ER 则 (5，a)ER， 那 么 关系 尺 是 对 称 的 。 因 此 集合 A 二 {a;，a;，…，a,} 上 的 关 
系 RR 是 对 称 的 ， 当 且 仅 当 只 要 (a;，aj)ER 就 有 (a;，a;)ER。 用 和 矩阵 Mx 来 说 ，R 是 对 称 的 当 
且 仅 当 只 要 wii 一 1 就 及 二 1。 这 也 意味 着 只 要 ms 二 0 就 有 mi 一 0。 因 此 R 是 对 称 的 ， 当 和 且 
仅 当 对 所 有 的 整数 对 i，j( 其 中 i 二 1，2，…，n,j 王 1，2，…， nn) 都 有 mi 二 m:。 回 顾 2.6 节 
中 矩阵 转 置 的 定义 ， 可 以 得 到 R 是 对 称 的 当 且 仅 当 

Mea = CMR) 
即 Mx 是 对 称 和 矩阵 。 对 称 关 系 的 矩阵 形式 如 图 2a 所 示 。 





0 
] 
1 a) 对 称 的 b) 反对 称 的 
图 1 自 反 关系 的 0-1 矩阵 ( 非 主 对 角 线 上 图 2 对 称 和 反对 称 关系 的 0-1 矩阵 


的 元 素 可 为 0 或 1) 
关系 尺 是 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 若 (a,6)ER 且 (565,，a)ER 则 a 二 5。 因 此 ， 反 对 称 关系 的 矩 





阵 有 下 述 性 质 : 如 果 mw = 二 1，i 关 j， 则 mj; = 二 0。 或 者 ， 换 句 话说 ， 当 i 关 j 时 ，ms = 二 0 或 m; 二 0， 
反对 称 关系 的 矩阵 形式 如 图 2b 所 示 。 
假设 集合 上 的 关系 尽 由 和 矩阵 


Pe 0 
Me: = | L | 
0 "1 


表示 ， 尺 是 自 反 的 、 对 称 的 和 /或 反对 称 的 吗 ? 

解 ”因为 这 个 矩阵 中 所 有 的 对 角 线 元 素 都 等 于 1， 所 以 尽 是 自 反 的 。 又 由 于 Me 是 对 称 的 ， 
所 以 尺 是 对 称 的 。 也 容易 看 出 RR 不 是 反对 称 的 。 刀 

布尔 运算 并 和 交 可 以 用 来 (在 2. 6 节 讨 论 的 ) 求 两 个 关系 的 并 和 交 的 矩阵 表示 。 假 设 集合 人 
上 的 关系 R; 和 R, 分 别 由 矩阵 Mr 和 Me, 来 表示 。Ma 或 Mu 在 某 个 位 置 为 1， 则 表示 关系 的 并 
的 矩阵 的 相应 位 置 为 1。MR 和 MA 在 某 个 位 置 同 时 为 1， 则 表示 关系 的 交 的 矩阵 的 相应 位 置 为 
1。 于 是 ， 关 系 的 并 和 交 的 矩阵 表示 是 

Me UE, 3 Me, V Mz, ， MMR ng, 二 Mex 和 MMR 
假设 集合 A 上 的 关系 R 和 R, 由 下 述 和 矩阵 表示 ，R UR, 和 Ri 站 R, 的 矩阵 表示 


是 什么 ? 
Tl 1 
Ms = | 0 | Me = b 1 1 
0 1 0 I 0 0 


解 这 两 个 关系 的 矩阵 是 
1 
1 
0 
1 
Me ng = MeAMR = 。 0 


4 
0 0 


现在 我 们 来 考虑 怎样 确定 关系 合成 的 矩阵 。 这 个 矩阵 可 以 通过 关系 矩阵 的 布尔 积 ( 见 2.6 
节 ) 得 到 。 特 别 地 ， 假 设 尺 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 且 S 是 从 集合 B 到 集合 C 的 关系 。 又 假 
设 A、B 和 C 分 别 有 m、n 和 个 元 素 。 令 S。R、R 和 S 的 0-1 和 矩阵 分 别 为 Msor 二 [zi]、 
Mx 二 Lr; ]、Ms 二 Lss (这 些 和 矩阵 的 大 小 分 别 为 mXp、mXn 和 nnXzp)。 有 序 对 (a;，c;) 属 于 
S。R 当 且 仅 当 存 在 元 素 b, 使 得 (ai， b) 属 于 尺 并 且 (b， c;) 属 于 S。 由 此 得 出 故 二 1， 当 且 仅 当 
存在 某 个 满足 7 二 5 二 1。 根 据 布 尔 积 的 定义 ， 可 得 

Msor\= Mr OM:s 


求 关系 S$ 。R 的 矩阵， 其 中 表示 R 和 S 的 矩阵 分 别 是 


4 < 必 
Me = l 1 , 和 Ms=|10 0 ! 
Vy" 0 1 “0 4 


解 表示 S。R 的 矩阵 是 : 


Me UR < MeV Me, GE | 


DD SO 人 


1 ee | 
Msor = Mr OM;, = 。 1 1 4 
0 00 
表示 两 个 关系 合成 的 矩阵 可 以 用 来 求 Mr 的 和 矩阵， 特别 地 ， 由 布尔 震 的 定义 有 
Ma = ME 
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本 节 练 习 35 要 求证 明 这 个 公式 。 
求 关 系 R 的 矩阵 表示 ， 其 中 -R 的 矩阵 表示 是 


1 放 
we 1 1 
LQ 


解 R 的 矩阵 表示 是 


9.3.3 用 图 表示 关系 


前 面 已 经 提 到 ， 关 系 可 以 通过 列 出 它 所 有 的 有 序 对 或 使 用 0-1 矩阵 来 表示 。 还 有 一 种 重要 
的 表示 关系 的 方法 就 是 图 。 把 集合 中 的 每 个 元 素 表示 成 一 个 点 ， 每 个 有 序 对 表示 成 一 条 带 有 第 
头 的 弧 ， 弧 上 的 箭头 标明 了 弧 的 方向 。 当 我 们 把 一 个 有 穷 集 上 的 关系 看 作 有 向 图 时 ， 就 可 以 使 


dd 





形 如 (a，a) 的 边 用 一 条 从 顶点 a 到 自身 的 弧 表 示 。 这 种 边 叫 作 环 。 

@ 加 具有 顶点 <、0、c 和 < ，, 边 (a, 0)、(a, d)、 (4, 0)、 (0, d).、 
b) 的 有 癌 图 如 图 3 所 示 。 

集合 A 上 的 关系 RR 表示 成 一 个 有 向 图 ， 这 个 图 以 A 的 元 素 作为 项 
点 ， 以 有 序 对 (a，5) 作 为 边 ， 其 中 (a，6) ER。 这 就 在 集合 A 上 的 关系 
和 以 A 作为 项 点 集 的 有 向 图 之 间 构 成 了 一 一 对 应 。 于 是 ， 每 一 个 关于 关 
系 的 论述 对 应 着 一 个 关于 有 向 图 的 论述 ， 反 之 亦 然 。 有 向 图 将 关系 中 包 
含 的 信息 进行 了 图 形 化 表示 。 因 此 ， 也 常常 用 图 研究 关系 及 其 性 质 。 
(注意 ， 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 可 以 用 一 个 有 向 图 表示 ， 其 中 集合 A 
中 的 每 个 元 素 和 集合 B 中 的 每 个 元 素 都 用 顶点 表示 ， 如 9. 1 节 所 示 。 然 
而 ， 当 A==B 时， 这 种 表示 方法 对 关系 中 包含 的 信息 的 表示 比 本 节 描 述 
的 有 向 图 表示 法 要 少 得 多 。) 例 8~10 说 明了 怎样 用 有 向 图 来 表示 定义 在 
一 个 集合 上 的 关系 。 

定义 在 集合 {1，2，3，4) 上 的 关系 





个 有 向 因由 顶点 (或 结 点 ) 集 V 和 边 (或 弧 ) 集 已 组 成 ， 其 中 边 集 是 了 中 元 素 的 
有 库 对 的 各 人 。 顶点 4 叫 作 边 (a， 四 的 始点 ,而 顶点 5 叫 作 这 条 边 的 终点 。 . 、 


(Bs Ws (Ce, DMCds 


a b 


d c 
图 3 一 个 有 向 图 


R= ls(13305(2 ,1 23) 7 (2d) (3) (332) (41) 


的 有 向 图 表示 如 图 4 所 示 。 
图 5 中 的 有 向 图 所 表示 的 关系 R, 中 的 有 序 对 是 什么 ? 


1 2 


4 3 





图 4 关系 Ri 的 有 向 图 图 5 关系 Rs 的 有 向 图 


解 关系 中 的 有 序 对 (zx，y) 是 





R; = 1 全 人 20 Cl (dn a Ltsdy)} 

每 个 有 序 对 都 对 应 了 有 向 图 的 一 条 边 ， 其 中 (2，2) 和 (3，3) 对 应 了 环 。 < 

表示 关系 的 有 向 图 可 以 用 来 确定 关系 是 否 具有 各 种 性 质 。 例 如 ， 一 个 关系 是 自 反 的 ， 当 且 
仅 当 有 向 图 的 每 个 顶点 都 有 环 。 因此， 每 个 形 如 (z，z) 的 有 序 对 都 出 现在 关系 中 。 一 个 关系 是 
对 称 的 ， 当 且 仅 当 对 有 向 图 不 同 顶 点 之 间 的 每 一 条 边 都 存在 一 条 方向 相反 的 边 ， 因 此 ， 只 要 
(z，y) 在 关系 中 就 有 (y，z) 在 关系 中 。 类 似 地 ， 一 个 关系 是 反对 称 的 ， 当 上 且 仅 当 在 两 个 不 同 
的 顶点 之 间 不 存在 两 条 方向 相反 的 边 。 最 后 ， 一 个 关系 是 传递 的 ， 当 上 且 仅 当 只 要 存在 一 条 从 项 
点 二 到 顶点 y 的 边 和 一 条 从 顶点 y 到 顶点 = 的 边 ， 就 有 一 条 从 顶点 到 顶点 = 的 边 (完成 一 个 
三 角形 ， 其 中 每 条 边 都 是 具有 正确 方向 的 有 向 边 ) 。 

评注 ”对称 关系 可 以 用 无 向 图 表示 ， 这 个 图 中 的 边 没有 方向 。 我 们 将 在 第 10 章 研 究 无 
向 图 。 

GED 判断 图 6 中 的 有 向 图 表示 的 关系 ， 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 。 


a b 





b We 2 d 
a) 5S, 的 有 向 图 b) 5, 的 有 向 图 
图 6 关系 RR 和 S 的 有 向 图 
解 ” 因 为 关系 S, 的 有 向 图 的 每 个 顶点 都 有 环 ， 所 以 它 是 自 反 的 。S 既 不 是 对 称 的 也 不 是 
反对 称 的 ， 因 为 存在 一 条 从 a 到 4。 的 边 , 但 没有 从 5 到 a 的 边 ， 并且 5 和 c 两 个 方向 都 有 边 。 
最 后 ，S, 不 是 传递 的 ， 因 为 从 a 到 5 有 边 ， 从 5 到 c 有 边 , 但 是 从 a 到 c 没有 边 。 
因为 在 有 向 图 S; 中 ， 不 是 所 有 的 顶点 都 有 环 ， 所 以 关系 S, 不 是 自 反 的 。 关系 S, 是 对 称 


的 ,不 是 反对 称 的 ， 因 为 在 不 同 顶 点 之 间 的 每 条 边 都 伴随 着 一 条 方 态 相 反 的 边 。 从 有 向 图 中 不 
难看 出 ， Ss 不 是 传递 的 ， 因为 (c， a) 和 (a,， b) 属 于 Syy 但 (c， b) 不 属于 ;8 本 
练习 


1. 用 和 矩阵 表示 下 面 每 个 定义 在 {1，2，3} 上 的 关系 ( 按 增 序列 出 集合 中 的 元 素 ) 。 
a){(I1，1)，(1，2)，(1，3)) 
2 
人 
OD CL 3s Bs 1 

2. 用 和 矩阵 表示 下 面 每 个 定义 在 {1，2，3，4} 上 的 关系 ( 按 增 序列 出 集合 中 的 元 素 )。 
a) (tls 2 Ch Ys CL Me C2 23 Cy 4 C353~4)} 
和 
国彬 不 2 区 人 

Sy ay 

dC A (3. Ts C9 03 C3 dD 

3. 列 出 和 下 面 矩 阵 对 应 的 定义 在 {1，2，3} 上 的 关系 中 的 有 序 对 (其 中 行 和 列 对 应 于 按 增 序列 出 的 整数 )。 


| (0 设 4 | 
a)|0 1 0 BO 1 [全 
1” 发 ” 工 0 "i no ee | 


4. 列 出 和 下 面 矩 阵 对 应 的 定义 在 {L，2，3，4} 上 的 关系 中 的 有 序 对 (其 中 行 和 列 对 应 于 按 增 序列 出 的 整数 )。 
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10. 


11. 
12. 
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14. 


15. 


16. 
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18. 
19. 
20. 
21. 
22. 


1 1 14 "0 0 

1'0 1 9 0 .0 
a) b) ©) 

1 LE 人 CO 二 

2 9 人 了 了 


. 怎样 用 表示 集合 A 上 的 关系 RR 的 有 向 图 确定 这 个 关系 是 否 是 反 自 反 的 ? 

. 怎样 用 表示 集合 A 上 的 关系 R 的 有 向 图 确定 这 个 关系 是 否 是 非 对 称 的 ? 

. 确定 练习 3 中 的 矩阵 所 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 。 

. 确定 练习 4 中 的 矩阵 所 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 。 

. 及 是 包含 了 前 100 个 正 整数 的 集合 A 二 {1，2，…，100} 上 的 关系 ， 如 果 R 满足 下 述 条 件 ， 那 么 表示 R 


的 矩阵 中 有 多 少 个 非 0 的 元 素 ? 


a){(a, b) | a 之 分 b){ (a, b) |aA0} {la, 6)|a=6+1)} 

d) {la, b) |a=1} e) {la, b) | ap 一 1) 

尺 是 包含 了 前 1000 个 正 整数 的 集合 A 二 {1，2，…，1000} 上 的 关系 ， 如 果 R 满足 下 述 条 件 ， 那 么 表 
示 R 的 矩阵 中 有 多 少 个 非 0 的 元 素 ? 

a){(a, b) |a<o} b){(a, 5b) | a 一 0 士 1} ©){(a, 5b) | a 十 0 一 1000) 

d){(a, 6) |a+6<1001} e){(a, 6) |aA0} 


当 尺 是 有 穷 集 A 上 的 关系 时 ,怎样 从 表示 R 的 关系 矩阵 得 到 表示 这 个 关系 的 补 尺 的 矩阵 ? 
当 R 是 有 穷 集 A 上 的 关系 时 ， 怎 样 从 表示 R 的 关系 和 矩阵 得 到 表示 这 个 关系 的 逆 R 的 矩阵 ? 
设 尺 是 矩阵 





所 表示 的 关系 ， 求 表示 下 述 关 系 的 矩阵 。 
a) 尺 b)R OR’ 
设 R 和 Rs 是 集合 A 上 的 关系 ,由 以 下 矩阵 表示 。 





oy :i 
Me = |1 1 J | 
下 让 i HY 
求 表 示 下 述 关系 的 矩阵 。 
a) Ri UR， b>R:i (NR; cc)R, oR 
d)R1 oR e)R 中 R， 
设 尺 是 矩阵 


0 
过 
1 
表示 的 关系 ， 求 表示 下 述 关 系 的 矩阵 
a)R’ b) Ri oR 
设 尺 是 ”元 素 集合 A 上 的 关系 。 如 果 在 表示 R 的 矩阵 Me 中 存在 & 个 非 0 的 元 素 ， 那 么 在 表示 R 的 
逆 R7 1! 的 和 矩阵 Me-: 中 存在 多 少 个 非 0 元 素 ? 
设 尽 是” 元素 集 合 A 上 的 关系 。 如 果 在 表示 R 的 矩阵 Me 中 存在 & 个 非 0 的 元 素 ， 那么 在 表示 R 的 
补 尺 的 矩阵 ME 中 存在 多 少 个 非 0 元 素 ? 
画 出 表示 练习 1 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 
画 出 表示 练习 2 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 
画 出 表示 练习 3 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 
画 出 表示 练习 4 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 
画 出 表示 关系 {(a，a)，(a, 56)，(b,c)，(c,， 65),， (c,d)，(d， a),，(d, b)} 的 有 向 图 。 


在 练习 23 一 28 中 ， 列 出 由 下 述 有 向 图 所 表示 的 关系 中 的 有 序 对 。 





23 24. 志 25. a b 
b C Ee 
C d 
0 : ee Rs 和 
a b 
。 Oa QO 


C d 
29. 怎样 用 定义 在 有 穷 集 A 上 的 关系 R 的 有 向 图 确定 一 个 关系 是 否 是 非 对 称 的 ? 
30. 怎样 用 定义 在 有 穷 集 A 上 的 关系 RR 的 有 向 图 确定 一 个 关系 是 否 是 反 自 反 的 ? 
31. 确定 练习 23 一 25 所 示 的 有 向 图 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 。 
32. 确定 练习 26 一 28 所 示 的 有 向 图 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 /或 传递 的 。 
33. 设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ， 解 释 如 何 用 表示 R 的 有 向 图 得 到 表示 关系 的 逆 R “的 有 向 图 ? 
34. 设 R 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ， 解 释 如 何 用 表示 R 的 有 向 图 得 到 表示 关系 的 补 R 的 有 向 图 ? 
35. 证 明 : 如 果 Max 是 表示 关系 RR 的 和 矩阵， 那么 MK 是 表示 关系 R" 的 矩阵 。 
36. 给 定 表示 两 个 关系 的 有 向 图 ， 如 何 得 到 表示 这 些 关系 的 并 、 交 、 对 称 差 、 差 以 及 合成 的 有 向 图 ? 


9.4 关系 的 闭 包 

9. 4. 1 引言 

”一 个 计算 机 网 络 在 波士顿 、 芝 加 哥 、 丹 佛 、 底 特 律 、 纽 约 和 圣迭戈 设 有 数据 中 心 。 从 波 土 
顿 到 芝加哥 、 波 士 顿 到 底特律 、 芝 加 哥 到 底特律 、 底 特 律 到 丹佛 和 纽约 到 圣迭戈 都 有 单 向 的 电 
话 线 。 如 果 存 在 一 条 从 数据 中 心 a 到 5 的 电话 线 ，(a,，5) 就 属于 关系 R。 我 们 如 何 确 定 从 一 个 中 
心 到 另 一 个 中 心 是 否 存 在 一 条 或 多 条 电话 线路 (可 能 不 直接 ) 相 连 ? 由 于 并 不 是 所 有 的 链接 都 是 
直接 相连 的 ， 例 如 从 波士顿 可 通过 底特律 到 丹佛 ， 所 以 不 能 直接 使 用 关系 及 来 回答 这 个 问题 。 
用 关系 的 语言 说 ，R 不 是 传递 的 ， 因 此 它 不 包含 所 有 能 被 链接 的 有 序 对 。 在 本 节 ， 我们 可 以 通过 
构造 包含 关系 尺 的 传递 关系 S， 且 S 是 所 有 包含 关系 R 的 传递 关系 的 子 集 ， 来 找 出 所 有 有 线路 相 
连 的 数据 中 心 对 。 这 里 ，S 是 包含 关系 R 的 最 小 的 传递 关系 。 这 个 关系 称 为 R 的 传递 闭 包 。 


9. 4.2 不 同类 型 的 闭 包 
若 尺 是 集合 A 上 的 关系 ， 它 可 能 具有 或 者 不 具有 某 些 性 质 已 ， 例 如 自 反 性 、 对 称 性 或 传递 
性 。 当 尽 不 具有 性 质 己 时， 我 们 将 求 在 集合 A 上， 包含 关系 尺 且 具有 性 质 P 的 最 小 关系 S。 

































若 存在 一 个 关系 S 是 每 一 个 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 的 子 集 ， 则 它 必 是 唯一 的 。 为 了 
说 明 这 一 点 ,假设 关系 S 和 T 卫 都 具有 性 质 P 并 且 都 是 每 一 个 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 的 子 
集 。 则 S 和 工 互 为 子 集 ， 所 以 它们 是 相等 的 。 这 样 的 关系 关 存 在 ， 则 是 包含 R 的 具有 性 质 P 
的 最 小 关系 ， 因 为 它 是 每 一 个 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 的 子 集 。 

我 们 将 说 明 怎 样 求 关系 的 自 反 闭 包 、 对 称 闭 包 和 传递 闭 包 。 在 本 节 的 练习 15 和 35， 给 定 
性 质 P， 你 将 看 到 一 个 关系 的 具有 性 质 P 的 闭 包 不 二 定 存 在 。 

集 和 党 六 = 二 {1，2，3} 卡 的 关系 尺 二 {1 ，(1，2)，(2，1)，(t3， 允 } 不 是 自 反 的 。 我 们 在 
样 才 能 得 到 一 个 包含 关系 RR 的 尽 可 能 小 的 自 反 关系 呢 ? 这 可 以 通过 把 (2，2) 和 (3，3) 加 到 R 
中 来 做 到 ， 因 为 只 有 它们 是 不 在 R 中 的 形 如 (a，4) 的 有 序 对 。 这 个 新 关系 包含 了 关系 RR。 此 


CO 
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外 ， 任 何 包含 关系 尺 的 自 反 关系 一 定 包含 (2，2) 和 (3，3)。 因 为 这 个 关系 包含 了 RR， 所 以 是 自 
反 的 ， 并且 包 含 于 每 一 个 包含 关系 RR 的 自 反 关系 中 ， 因 此 它 就 是 关系 R 的 自 反 闭 包 。 

正如 这 个 例子 所 示 ， 给 定 集合 A 上 的 关系 尺 ， 对 于 a€E R， 可 以 通过 把 不 在 RR 中 的 所 有 形 
如 (a，a) 的 有 序 对 ， 加 到 关系 RR 中， 得 到 关系 R 的 自 反 闭 包 。 加 入 这 些 有 序 对 后 ， 产 生 了 一 
个 新 的 自 反 的 、 包 含 关 系 R 的 关系 ， 并 且 该 关系 包含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 自 反 关系 中 。 
由 此 可 得 ,关系 尺 的 自 反 闭 包 等 于 R 世 A， 其 中 A 二 {(a,， a) |a€ A} 是 A 上 的 对 角 关 系 。( 读 者 
应 对 此 进行 验证 。) 

整数 集 上 的 关系 R={(a，6) |a 一 分 的 自 反 闭 包 是 什么 ? 

解 R 的 自 反 闭 包 是 

RUA= {(a,D)|a<ob U {Gala EZ = {Ca la 可 

1x 24 3 上 的 关系 《C17 1)3 Xs D5 (2007N(00 393 C35 1)3 3% 2 站 不 是 对 称 的 
如 何 产生 一 个 包含 关系 R 的 尽 可 能 小 的 对 称 关系 呢 ? 只 需 增 加 (2，1) 和 (1，3)， 因 为 只 有 它们 
是 具有 (ae，pb ER 而 (5，a) 不 在 尺 中 的 (5，a) 对 。 这 个 新 关系 是 对 称 的 ， 且 包含 了 关系 R。 此 
外 ， 任 何 包 含 了 关系 RR 的 对 称 关 系 一 定 包含 这 个 新 关系 ， 因 为 任何 一 个 包含 关系 R 的 对 称 关 
系 一 定 包 含 (2，1) 和 (1，3)。 因 此 ， 这 个 新 关系 叫 作 关系 尺 的 对 称 闭 包 。 

正如 这 个 例子 所 示 . 关系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 增加 所 有 形 如 (5，a) 的 有 序 对 构成 ， 其 中 
(a，5) 在 关系 R 中 而 (5，a) 不 在 关系 R 中 。 增 加 这 些 有 序 对 后 产生 了 一 个 新 的 关系 ， 它 是 对 称 
的 ， 包含 了 R， 并 且 它 包含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 对 称 关 系 中 。 关 系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 
求 关 系 与 它 的 逆 ( 在 9. 1 节 练 习 26 的 前 导 文 中 定义 ) 的 并 来 构造 ， 即 RUR 是 关系 R 的 对 称 闭 
包 ， 其 中 R"!= 二 {(5，a) | (a，6b) ER}。 这 个 结果 由 读者 自行 验证 。 

正 整 数 集合 上 的 关系 R={(a,，5) | ao 盖 分 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 

解 R 的 对 称 闭 包 是 关系 

RUR'= {ala 人 WU {oan = {0a 

最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 R 包 含 了 所 有 正 整 数 构成 的 有 序 对 ， 其 中 第 一 元 素 大 于 第 二 元 素 ， 
R 包含 了 所 有 正 整 数 构成 的 有 序 对 ， 其 中 第 一 元 素 小 于 第 二 元 素 。 4 

假设 关系 尺 不是 传递 的 ， 我 们 如 何 得 到 一 个 包含 关系 RR 的 传递 关系 并 使 得 这 个 新 的 关系 包 
含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 传递 关系 中 ?关系 RR 的 传递 闭 包 能 否 通过 已 经 在 关系 R 中 的 (a,，5b) 
和 (65，c)， 增 加 所 有 形 如 (a，c) 的 有 序 对 构成 ? 考虑 集合 {1，2，3，4) 上 的 关系 R= {(1，3)， 
(1，4)，(2，1),， (3，2)}。 这 个 关系 不 是 传递 的 ， 因 为 对 于 在 RR 中 的 (a，b) 和 (5，c)， 它 不 包含 
所 有 形 如 (ae，c) 的 有 序 对 。 这 种 不 在 尺 中 的 有 序 对 是 (1，2)、(2，3) 、(2，4) 和 (3，1)。 把 这 些 
有 序 对 加 到 R 中 并 不 能 产生 一 个 传递 关系 ， 因 为 所 得 的 结果 关系 包含 (3，1) 和 (1，4)， 但 不 包含 
(3，4)。 这 说 明 构 造 关 系 的 传递 闭 包 比 构造 它们 的 自 反 闭 包 或 对 称 闭 包 更 复杂 。 下 面 将 介绍 构造 
关系 的 传递 闭 包 的 算法 。 正 如 本 节 后 面部 分 将 要 说 明 的 ， 关系 的 传递 闭 包 可 以 通过 增加 那些 一 
定 会 出 现 的 有 序 对 来 得 到 ， 不 断 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 没有 新 增加 的 有 序 对 为 止 。 


9.4.3 有 向 图 中 的 路 径 
我 们 将 看 到 用 有 向 图 表示 关系 有 助 于 构造 关系 的 传递 闭 包 。 为 此 ， 先 引入 某 些 将 要 用 到 的 

术语 。 

“通过 沿 着 有 向 图 中 的 边 (按照 边 的 箭头 指示 的 相同 方向 ) 移 动 ， 就 可 以 得 到 一 条 有 向 图 中 的 路 径 。 


是 一 多 条 (zo 








xtees 
opi 





有 向 图 的 一 条 路 径 可 以 多 次 通过 一 个 顶点 。 此 外 ， 有 向 图 的 一 条 边 也 可 以 多 次 出 现在 一 条 
路 径 中 。 

@ 国 下 面 哪 些 是 图 1 中 的 有 向 图 中 的 路 径 : a, 6, e, d; a, e, c, d, b; 0，a，c，p， 
a, a, b; d, c; c，b,， a; e，0，a，0，a，pD，e? 这 些 路 径 的 长 度 是 多 少 ? 这 个 列表 中 的 哪些 
路 径 是 回路 ? 

解 ” 因 为 (a,，5)、(5，e) 和 (e，qd) 都 是 边 ， 所 以 a，b,，e， 
d 是 长 为 3 的 路 径 。 因 为 (c，d) 不 是 边 ， 所 以 a, e, c,d, 4b 
不 是 路 径 。 因 为 (4, a)、(a,; cy、(c, 耻 、(b，a)、(a，a) 和 
(a,， 都 是 边 ， 所 以 56,，a，c，6b，a，a，b 是 长 为 6 的 路 径 。 
同 理 ， 因 为 (4，o) 是 边 ， 所 以 d, c 是 长 为 1 的 路 径 。(c， 忠和 
(5，a) 是 边 ， 所 以 c，b，a 是 长 为 2 的 路 径 。(e, 5)、(b,，a)、 
(a BD) Cby a Ca 5 (bs ey 是 边 ， 因此 @ 太吉 加 
a, b, e 是 长 为 6 的 路 径 。 

两 条 路 径 05，a，c，b，a，a，0 和 e，p，a，D，a，0，e 是 回路 ， 因 为 它们 开始 和 结束 于 同 
一 顶点 。 路 径 a,， 5, e,，d; c，0，4 和 qd ，c 不 是 回路 。 | 

术语 路 径 也 用 于 关系 。 把 有 向 图 中 的 定义 推广 到 关系 可 知 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 的 序列 a， 
Wi Tay “oy Klis bs (las Zi)ER, (zi mo)ER,…， (zi ER, Pe 么 在 RR 中 存在 一 
条 从 a 到 2 的 路 径 。 从 关系 中 的 路 径 定义 可 以 得 到 定理 1。 





图 1 一 个 有 向 图 





证 明 使 用 数学 归纳 法 。 根 据 定义 ， 从 a 到 5 存在 一 条 长 为 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 (a, 6b) € 
R。 因 此 当 n=1 时 ， 定理 为 真 。 

归纳 假设 ,假定 对 于 正 整 数 n， 定 理 为 真 。 从 a 到。 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 
存在 元 素 cE A 使 得 从 a 到 c 存在 一 条 长 为 1 的 路 径 ， 即 (a，c) ER， 以 及 一 条 从 c 到 4 的 长 为 n 
的 路 径 ， 即 (c，65) ER"。 因 此 ， 由 归纳 假设 ， 从 a 到 6 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 存 
在 一 个 元 素 c<， 使 得 (a,，c) ER 且 (c, 5) ER"。 但 是 车 存在 这 样 一 个 元 素 ， 当 和 且 仅 当 (a, 5b)€ 
R11。 因 此 ， 从 a 到 6。 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 (a，06) EKR””'。 定 理 得 证 。 4 


9. 4.4 传递 闭 包 
下 面 证 明 求 一 个 关系 的 传递 闭 包 等 价 于 在 相关 的 有 向 图 确定 哪些 顶点 对 之 间 存 在 路 径 。 由 
此 ， 要 定义 一 个 新 的 关系 。 






因为 R" 由 有 序 对 (a， 构成， 使 得 存在 一 条 从 顶点 a 到 5 的 长 为 n 的 路 径 ， 所 以 R* 是 所 


有 R" 的 并 集 。 换 句 话说 ， 


R* = Wy ed 

许多 模型 中 都 用 到 连通 性 关系 。 

CZ 设 R 是 定义 在 世界 上 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 认识 6， 那么 尺 包含 (a, 5b)。 
R" 是 什么 ? 其 中 是 大 于 1 的 正 整 数 。R" 是 什么 ? 

解 ” 如 果 存 在 c 使 得 (a，c) ER 且 (c，6b) ER， 即 存在 c 使 得 a 认识 c，c 认 识 5， 那么 关系 
R’ 包含 (a，6b)。 类 似 地 ， 如 存在 zx! ，zx:，…，z;-1 使 得 a 认识 zi1，zi 认识 x2，…，z,-!1 认 识 
5b， 那么 R" 包含 所 有 这 样 的 有 序 对 (a，05)。 

如 果 存 在 从 a 开始 至 5 终止 的 序列 ,使 得 序列 中 的 每 个 人 都 认识 序列 中 的 下 一 个 人 ， 那 么 
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R* 包含 (a,， 刀 有 序 对 。( 关 于 R* 存在 许多 有 趣 的 猜想 。 你 认为 这 个 连通 关系 包含 以 你 作为 第 一 
元 素 ， 蒙古 的 总 统 作为 第 二 元 素 的 一 对 元 素 吗 ? 在 第 10 章 中 我 们 将 用 图 建立 这 个 应 用 模型 .) 4 

GG 时 设 R 是 定义 在 纽约 市 所 有 地 铁 站 集合 上 的 关系 。 如 果 可 以 从 a 站 不 换 车 就 能 到 达 。 
站 ,那么 尺 包 含有 序 对 (a，5) 。 当 nn 是 正 整数 时 ，R" 是 什么 ? R* 是 什么 ? 

解 ” 如 果 换 n 一 1 次 车 就 可 以 从 a 站 到 达 b 站 ， 关系 R" 就 包含 这 样 的 有 序 对 (a，5)。 如 果 
需要 可 以 换 车 任意 多 次 ， 能 够 从 a 站 到 5 站， 关系 R' 就 由 这 样 的 有 序 对 (a, 态 组 成 。( 读 者 可 以 自 
行 验证 这 些 论断 。) 4 

@ 图 设 R 是 定义 在 美国 所 有 州 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 州 和 65 州 有 公共 的 边界 ， 那么 R 
包含 (a,)。R" 是 什么 ? 其 中 是 正 整数 。R* 又 是 什么 ? 

解 关系 R" 由 可 以 从 a 州 恰好 跨越 n 次 州 界 到 达 5 州 的 有 序 对 (a， 扩 构成 。R" 由 可 以 从 a 
州 跨越 任意 多 次 边界 到 达 5 州 的 有 序 对 (a， 太 构成 ( 恋 者 可 自行 验证 这 些 论断 ,) 只 有 那些 包含 
与 美国 大 陆 不 相连 的 州 ( 即 含 有 阿拉 斯 加 或 夏威夷) 的 有 序 对 是 不 在 R* 中 的 。 4 

定理 2 将 证 明 一 个 关系 的 传递 闭 包 和 相关 的 连通 性 关系 是 等 同 的 - 


定理 2 关系 及 的 传递 闭 包 等 于 连通 性 关系 及"， 


证 明 注意 由 定义 可 知 ，R’* 包含 R。 为 证 明 R' 是 R 的 传递 闭 包 ,我们 必须 证 明 R* 是 传 
递 的 且 对 一 切 包含 R 的 传递 关系 S， 有 R* 守 5S。 

首先 ， 我 们 证 明 R* 是 传递 的 。 如 果 (a, 5)ER"* 且 (5，c)ER"， 那么 在 R 中 存在 从 a 到 6。 
和 从 5 到 c 的 路 径 。 我 们 由 从 a 到 6 的 路 径 开 始 ， 并 且 沿 着 从 2 到 < 的 路 径 就 得 到 一 条 从 a 到 < 
的 路 径 。 因 此 ，(a，c) ER" 。 这 就 得 出 R* 是 传递 的 。 | 

现在 假设 S 是 包含 R 的 传递 关系 。 因 为 S 是 传递 的 ， 所 以 S” 也 是 传递 的 (读者 可 自行 验证 
这 一 点 )， 并 且 SCS( 由 9.1 节 定理 1) 。 此 外 ， 因 为 

三 出 

和 SCS， 所 以 SCS。 注意， 如果 REGS, 那么 R* CS ， 因 为 任何 在 R 中 的 路 径 也 是 S 中 的 路 径 。 
因此 ，R"* SCS" CS。 于 是 ,任何 包含 R 的 传递 关系 也 一 定 包含 R` 。 因 此 ，R" 是 R 的 传递 闭 包 。 4 

既然 我 们 知道 传递 闭 包 等 于 连通 性 关系 ， 我 们 考虑 这 个 关系 的 计算 问题 。 在 一 个 有 限 的 有 


向 图 中 ， 确 定 两 个 顶点 之 间 是 否 存在 一 条 路 径 ， 不 需要 检测 任意 长 的 路 径 。 正 如 下 面 的 引 理 1 
所 示 ， 十 汪 二 生 和 国际 人 放下 咎 了 -全 全 下 四 在 村 个 各。 








让 存在 一 条 从 到 的 关 度 至 少 为 ] 的 路 径 ， 那 和 这 两 点 间 存在 一 A 二， 布 二 
证 明 ”假设 在 R 中 存在 从 a 到 2 的 路 径 。 令 m 是 其 中 最 短路 径 的 长 度 。 假 设 zx，，x， 


Ta "9 Tm-is Tm 是 一 条 这 样 的 路 径 ， 其 中 2 
假设 4 二 5 且 和 二 2， 可 得 思 2 十 1。 由 铝 梨 原理 ， 因 为 A 中 有 7 个 顶点 ， 所 以 在 ze ， 羡 ， 
z，…，zn 1 这 了 个 顶点 中 ， 至 少 有 两 个 是 相同 的 ( 见 图 2) 。 


Xi+2 





a=Xo X1 X2 Xi-l Xi=% Xitl Xi 一 b 


图 2 产生 一 条 长 度 不 超过 7 的 路 径 


Links》> 





假设 x; 二 x;， 其 中 0 二 i<=<j 二 m 一 1。 那 么 这 条 路 径 包 含 一 条 从 z; 到 z, 自身 的 回路 。 可 以 
把 这 条 回路 从 由 < 到 2 的 路 径 中 删除 ， 剩 下 的 路 径 为 Zo， ZT Xi Xin Tn Zn 
是 从 a 到 4 的 一 条 更 短 的 路 径 。 因 此 ， 具 有 最 短 长 度 的 路 径 的 长 度 一 定 小 于 等 于 ”。 

4 天 0 的 情况 留 给 读者 作为 练习 。 4 

由 引 理 1， 可 以 得 到 R 的 传递 闭 包 是 尺 ，R* ，R; ，…，R"” 的 并 集 。 这 是 由 于 在 R* 中 的 两 
个 顶点 之 间 存 在 一 条 路 径 ， 当 且 仅 当 对 某 个 正 整 数 i(i 二 n)， 在 R' 中 的 这 些 顶 点 之 间 也 存在 一 
条 路 径 。 因 为 

R=RURURU=UR 

并 且 表 示 关 系 的 并 集 的 0-1 矩阵 是 表示 这 些 关 系 的 0-1 矩阵 的 并 ， 所 以 表示 传递 闭 包 的 0-1 矩 
阵 是 R 的 前 ?次 寡 的 0-1 矩阵 的 并 








求 关 系 尺 的 传递 闭 包 的 0-1 矩阵 ， 其 中 


解 ” 由 定理 3，R" 的 0-1 矩阵 是 
Mi: = MeV Me VMe 
因为 





所 以 


1] 0 1 ee | ee 
和 。 1 V 。 1 V 。 1 | 三 。 1 | 
oe i | RS 


定理 3 可 以 作为 计算 关系 R* 的 矩阵 的 算法 基础 。 为 求 出 这 个 矩阵 ， 要 连续 计算 Me 的 布 
尔 宕 ， 直 到 第 n 次 宕 为 止 。 当 计算 每 次 睾 时 ， 就 求 出 这 个 惫 与 所 有 较 小 的 宕 的 并 。 当 进行 到 第 
次 短 时 ， 就 得 到 关于 及" 的 矩阵 。 这 个 过 程 见 算法 1。 








算法 1 计算 传递 闭 包 的 过 程 
procedure transitive closure(Mr : 72X7 的 0-1 和 矩阵 ) 
4 :一 NMR 
B:=A 
fori :一 2 ton 

A:=AQ©OMEk: 

B:=BVA 
return B(B 是 表示 R* 的 0-1 矩阵 } 








我 们 可 以 容易 地 求 出 用 算法 1 求 关系 的 传递 闭 包 所 使 用 的 比特 运算 次 数 。 计 算 布尔 究 Mex， 
MRI ，…，MR 需要 求 出 n 一 1 个 nXn 的 0-1 和 矩阵 的 布尔 积 。 计 算 每 个 布尔 积 使 用 nw (2n 一 1) 次 
比特 运算 。 因 此 ， 计算 这 些 乘积 使 用 ww (2n 一 1)(n 一 1) 次 比特 运算 。 
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为 从 nn 个 Mx 的 布尔 寡 求 Mx* ， 需 要 求 n 一 1 个 0-1 矩阵 的 并 。 计 算 每 一 个 并 运算 使 用 x 次 
比特 运算 。 因 此 ， 在 这 部 分 计算 中 使 用 (x 一 1)n 次 比特 运算 。 所 以 ， 当 使 用 算法 1 计算 定义 在 n 
个 元 素 的 集合 上 的 关系 的 传递 闭 包 的 矩阵 时 ， 需 要 用 到 (2 一 1)(2 一 1) 十 (2 一 1 到 三 2 (2 一 1) 次 
比特 运算 ， 即 该 算法 复杂 度 为 Ol(n')。 本 节 后 面部 分 将 要 描述 一 个 更 有 效 的 求 传递 闭 包 的 算法 。 


9.4.5 沃 舍 尔 算法 

沃 舍 尔 算法 得 名 于 史 攻 芬 ， 沃 舍 尔 ， 他 在 1960 年 给 出 该 算法 。 这 个 算法 能 够 高 效 地 计算 
关系 的 传递 闭 包 。 算法 1 求 出 定义 在 ) 元 素 集合 上 的 关系 的 传递 闭 包 需要 使 用 22 (n 一 1) 次 比 
特 运 算 。 而 沃 合 尔 算法 只 需要 使 用 222 次 比特 运算 就 可 以 求 出 这 个 传递 闭 包 。 

评注 ” 沃 舍 尔 算 法 有 时 也 叫 作 罗 伊 沃 舍 尔 算法 ， 因 为 伯 纳 德 ， 罗 伊 (B。 Roy) 在 1959 年 描 
述 了 这 个 算法 。 

假设 R 是 定义 在 n 个 元 素 集合 上 的 关系 。 设 vw, vw，…，w, 是 这 个 元 素 的 任意 排列 。 沃 
舍 尔 算法 中 用 到 一 条 路 径 的 内 部 顶点 的 概念 。 如 果 a，xi， xz, ，…，Zx,_1，6b 是 一 条 路 径 , 它 的 
内 部 顶点 是 x; ，zs，…，Zx,_1!， 即 除了 第 一 和 最 后 一 个 顶点 之 外 出 现在 路 径 中 的 所 有 顶点 。 例 
如 ， 有 向 图 中 的 一 条 路 径 a，c，4d，f，g，h，6b，j 的 内 部 顶点 是 c,d，, f,， g, h, b。 a, c， 
d,，a，f，5 的 内 部 顶点 是 c<，d，a，/。( 注 意 这 条 路 径 的 起 点 不 是 内 部 项 点， 除非 这 条 路 径 再 
次 访问 它 ， 且 不 是 作为 终点 来 访问 的 。 类 似 地 ， 这 条 路 径 的 终点 也 不 是 内 部 顶点 ， 除 非 它 在 这 
之 前 曾 被 这 条 路 径 访问 过 ， 且 不 是 作为 起 点 来 访问 的 。) 

沃 舍 尔 算法 的 基础 是 构造 一 系列 的 0-1 矩阵 。 这 些 矩 阵 是 W,，W,，…，W,， 其 中 W, = 
Mx 是 这 个 关系 的 0-1 矩阵 ， 且 W 二 [w，]。 如 果 存 在 一 条 从 vw 到 vw, 的 路 径 使 得 这 条 路 径 的 所 
有 内 部 顶点 都 在 集合 {vw ，vs。，…，v}( 表 中 的 前 个 顶点 ) 中 ， 那么 ww 多 = 二 1， 否 则 为 0( 这 条 路 
径 的 起 点 和 终点 可 能 在 表 中 的 前 & 个 顶点 的 集合 之 外 )。 注 意 W, 二 Ma ， 因 为 Mx: 的 第 (i, 让 
项 是 1， 当 且 仅 当 存在 一 条 从 v; 到 vw, 的 路 径 ， 且 全 部 内 部 顶点 都 在 集 a b 
合 {ww，w，…，vw,} 中 (但 这 些 就 是 有 向 图 中 的 所 有 顶点 )。 例 8 说 明了 
矩阵 W, 表示 的 是 什么 。 

人 国 设 R 是 一 个 关系 , 它 的 有 向 图 如 图 3 所 示 。 设 a, 5,，c，d 是 

合 元 素 的 排列 。 求 矩阵 W,，W,，W，，Ws，W,。 算 阵 W, 是 关系 尺 的 和 








传递 闭 包 。 图 3 关系 RR 的 有 向 图 
解 令 直 二 a， VU» b， Us CC», Us ds。 W, 是 这 个 关系 的 矩阵 ， 于 是 
0 QQ | 
二 
W, = 
1 0° 这 
0 0 


如 果 存 在 一 条 从 v; 到 vw 的 且 只 有 wv 二 a 作为 其 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wi 的 (i, 站 项 为 1。 
注意 因为 所 有 长 为 1 的 路 径 没 有 内 部 顶点 ， 所 以 仍旧 可 以 使 用 这 些 路 径 。 此 外 存在 一 条 从 5 到 
d 的 路 径 ， 即 5，a，d。 因 此 


0 OO 1 
es ee | 
WwW, = 
1 0 Ol 
Cat Wt 


如 果 存 在 一 条 从 v; 到 vw 的 且 只 有 wv 二 a 和 /或 v= 二 5 作为 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wo, 的 (i,， 由 
项 为 1。 因 为 没有 边 以 5 作为 终点 ， 所 以 当 我 们 允许 5 作为 内 部 顶点 时 不 会 得 到 新 的 路 径 。 因 
此 ，W, 二 Wil。 

若 存 在 一 条 从 v; 到 vw 的 只 有 vi 二 a、vw 二 5b 和 /或 v= 二 cc 作为 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Ws 的 (i， 


Eee ee 





7J) 项 为 1。 现在 有 从 dd 到 a 的 路 径 ， 即 ds Cy a 和 从 d 到 < 的 路 径 ， 即 cis 过 党 ds 因此 
0 1 
1 

W, = 
0 1 
a 

最 后 ， 如 果 存 在 一 条 从 v; 到 wv 的 路 径 ， 并 且 以 vi 二 a、vw 二 5、wvw 二 cc 和 /或 二 d 作为 内 
部 顶点 ， 那 么 W, 的 (i， 门 项 为 1。 因 为 这 些 是 图 的 全 部 顶点 ， 所 以 此 项 为 1， 当 和 且 仅 当 存 在 一 
条 从 v; 到 w; 的 路 径 。 因 此 
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OA 
有 
W, = 

到 

ye 
这 个 最 后 的 矩阵 W 就 是 传递 闭 包 的 矩阵 。 4 
沃 舍 尔 算法 通过 有 效 地 计算 Wo = Ms, Wi, W,, *…, W,= Mek:: 来 计算 Mer: 。 不 难看 出 ， 
可 以 直接 从 Wi :计算 W,: 存在 一 条 从 v; 到 vw; 的 只 以 vi， Ty 中 的 顶点 作为 内 部 顶点 的 


路 径 ， 当 且 仅 当 要 么 存在 一 条 从 v; 到 ww 的 且 内 部 顶点 是 列表 中 前 8 一 1 个 顶点 的 路 径 ， 要么 存 
在 从 v; 到 wi 的 路 径 和 从 vi 到 vw; 的 路 径 ， 且 这 些 路 径 的 内 部 顶点 仅 在 列表 中 的 前 8 一 1 个 顶点 
中 。 这 就 是 说 ， 要 么 在 wv 被 允许 作为 内 点 之 前 从 到 wj 已 经 存在 一 条 路 径 ， 要么 允许 v 作为 
内 部 顶点 产生 一 条 从 v; 到 vi 然后 从 v 到 vw) 的 路 径 。 这 两 种 情况 如 图 4 所 示 。 


Uk 


情况 1 情况 2 bE 8 . . 
U; 2 AR 
一生 一 全 一 人 

{V1, ww 


四 





v 
{V1 Ws, Vi} dU 7 


中 的 全 部 内 点 中 的 全 部 内 点 
图 4 把 wv 加 到 允许 使 用 的 内 部 顶点 集中 





史蒂芬 ， 沃 舍 尔 (Stephen Warshall，1935 一 2006) ” 沃 舍 尔 生 于 纽约 ， 在 布鲁克 
莱恩 的 公立 学 校 接受 教育 。 之 后 ， 他 进入 哈佛 大 学 学 习 ， 并 于 1956 年 获得 数学 学 位 。 
但 他 并 没有 选择 继续 深造 ， 因 为 在 那个 年 代 他 所 感 兴 趣 的 领域 并 没有 合适 的 培养 计 
划 。 尽 管 如 此 ， 他 在 几 个 不 同 的 大 学 研修 了 研究 生 课程 ， 并 且 对 计算 机 科学 和 软件 
工程 的 发 展 做 出 了 贡献 。 
> 从 哈佛 大 学 毕业 以 后 ， 沃 舍 尔 在 ORO( 运 筹 学 办 公 室 ) 工 作 ， 该 办 公 室 是 由 约翰 。 
Courtesy of Stephen Warshall ” 埠 普 金 斯 建立 并 为 美国 陆军 做 研究 和 开发 工作 的 。1958 年 ， 他 离开 了 ORO, 来 到 了 
一 个 叫 作 技术 运营 (Technical Operations) 的 公司 工作 ， 并 帮助 建立 了 一 个 从 事 军事 软件 课题 研究 和 开发 
的 实验 室 。1961 年 ， 他 离开 了 这 家 公司 ， 创 建 了 马萨诸塞 计算 机 联合 公司 。 后 来 ， 这 家 公司 被 应 用 数据 
研究 公司 (ADR) 并 购 。 沃 舍 尔 进入 了 ADR 的 董事 会 ， 负 责 许 多 项 目 和 组 织 的 管理 工作 。1982 年 ， 沃 合 
尔 从 ADR 退休 。 

在 任职 期 间 ， 沃 舍 尔 在 操作 系统 、 编 译 器 设计 、 语 言 设计 和 运筹 学 领域 从 事 研究 和 开发 工作 。 在 
1971 一 1972 年 学 术 年 会 上 ， 他 应 邀 在 法 国 的 多 所 大 学 做 了 关于 软件 工程 方面 的 报告 。 关 于 这 个 传递 闭 包 
算法 ， 即 目前 所 称 的 沃 舍 尔 算法 的 正确 性 证 明 还 有 一 则 人 逸闻 趣事 。 一 天 ， 他 和 一 个 技术 运营 公司 的 同事 
打赌 ， 谁 首先 确定 这 个 算法 是 否 永 远 有 效 谁 就 将 赢得 一 瓶 甜 酒 。 仅 花 了 一 个 晚上 的 时 间 ， 沃 会 尔 就 给 出 
了 证 明 ， 赢 得 了 甜 酒 ， 并 和 这 个 同事 分 享 了 这 瓶 甜 酒 。 因 为 沃 舍 尔 并 不 喜欢 坐 在 写字 桌 旁 实 思 苦 想 ， 所 
以 他 的 许多 颇具 创造 性 的 工作 都 是 在 诸如 印度 洋 的 帆船 或 希腊 的 柠檬 园 这 种 不 同 寻 常 的 地 方 完成 的 。 














BM 1 有 < 


， 第 二 种 类 型 的 路 径 存在 当 且 仅 当 也 1 和 
[4—1] B 一 及 二 


二 1 或 者 w==1 和 ww 。 由 此 得 到 引 理 2。 


第 一 人 
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ws a。 于 起 3 大 等 于 1 ee wy 








pe 
的 伪 码 在 算法 2 中 给 出 。 





i S 
算法 2 沃 舍 尔 算法 2 
procedure Warshall(Mx : nXn 的 0-1 矩阵 ) 
W :一 MR 
fork :一 1 ton 
for z :一 1 ton 
for 7 :=1 ton 
wi :=w; V (wa MN ws ) 


return W(W 二 [vw; ] 是 Mr* } 











沃 合 尔 算法 的 计算 复杂 度 可 以 很 容易 地 以 比特 运算 的 次 数 进行 计算 。 使 用 引 理 2， 从 项 
ww 、w 呈 和 wt 中 求 出 项 w 内 需要 2 次 比特 运算 。 从 Wi 求 出 Wi 的 所 有 n? 个 项 需要 2m 
次 比特 运算 。 因 为 沃 舍 尔 算法 从 Wo 二 Ms 开始 ， 所 以 计算 n 个 0-1 矩阵 的 序列 W;，Ws，…， 
W, 二 Ma ， 使 用 的 比特 运算 总 次 数 是 n.2n 二 2 。 


练习 

1 设 尺 是 定义 在 集合 {0，1, 2,，3} 上 的 关系 ; 玉 中 和 包 侣 有 序 对 (0，17。 (1 1)s Xt1, 2); (2, 0)， 
(2) 和 (3; 0 求 
a)RR 的 自 反 闭 包 b)R 的 对 称 闭 包 

2. 设 尺 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 {(a， 5) |a 关 5)}，R 的 自 反 闭 包 是 什么 ? 

3. 设 尺 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 {(a，6) | a 整除 2}，R 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 

4 . 如 何 从 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 有 向 图 构造 表示 它 的 自 反 闭 包 的 有 向 图 ? 

在 练习 5~7 中 ， 画 出 给 定 有 向 图 所 表示 的 关系 的 自 反 闭 包 的 有 向 图 。 


5. a b 6. pb 和 


C d > 2 c d 
8. 从 有 穷 集 上 关系 的 有 向 图 怎样 构造 表示 它 的 对 称 闭 包 的 有 向 图 ? 
9. 对 于 练习 5 一 7 的 有 向 图 表示 的 关系 ， 找 出 关系 的 对 称 闭 包 的 有 向 图 。 
10. 找 出 包含 了 例 2 中 关系 的 最 小 的 自 反 和 对 称 的 关系 。 
11. 对 于 练习 5 一 7 的 每 个 有 向 图 表示 的 关系 ， 求 包含 它 的 最 小 的 自 反 且 对 称 的 关系 的 有 向 图 。 
12. 假设 有 穷 集 A 上 的 关系 RR 由 和 矩阵 Me 表示 ， 证 明 表 示 R 的 自 反 闭 包 的 和 矩阵 是 Mx V I,。 
13. 假设 有 穷 集 A 上 的 关系 有 尺 由 和 矩阵 Ma 表示 ， 证 明 表 示 R 的 对 称 闭 包 的 矩阵 是 Mr V MR 。 





14. 
15. 
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19， 


20. 
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25. 


26. 


27. 
28. 
29. 


30. 
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32. 


33; 
34. 
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. 求 出 练习 16 的 有 向 图 中 所 有 长 为 3 的 回路 。 
， 确 定 练习 16 的 有 向 图 中 是 否 存在 一 条 以 下 面 给 定 的 第 一 顶点 





证 明 关 系 RR 关于 性 质 P 的 闭 包 ,如果 存在 ,就 是 所 有 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 的 交 。 
什么 时 候 可 能 定义 一 个 关系 RR 的 反 自 反 闭 包 ， 即 一 个 包含 RR 的 关系 是 反 自 反 的 且 被 包含 在 每 一 个 包 
含 R 的 反 自 反 关 系 中 ? 


确定 下 面 的 顶点 序列 是 否 为 右面 的 有 向 图 中 的 回路 。 
7 b)b, es c, bs, e 
elas Dy Ey dos cs és ds Uy as 6 


Ds GC Gribi es ds evo Das ms Bb By cs Cs bs ey 





作为 起 点 、 以 第 二 顶点 作为 终点 的 路 径 。 


a)a, b b)b, a Cb, b 
d)a, e e)b, d fe 如 
gd, d h)e, a Des 去 


役 居 是 集合 11; 多 345 上 的 关系 s 及 外 告 有 序 对 《D5 C23 (3s 1 C% 8); (4y 8; 
C5 TYs. C6 27ND dR 


a)R’ b)R’ OR! 

dR e) Rs DR 

设 尺 是 关系 ， 如 果 存 在 一 条 从 a 城 到 2 城 的 直达 航班 ， 则 R 包含 有 序 对 (a,， 5)。 什 么 时 候 (a，5) 在 
下 面 的 关系 中 ? 

a)R’ bD)R: OR’ 


设 R 是 所 有 学 生 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 关 5 上 且 a 和 2 至 少 有 一 门 是 公共 课程 ， 则 R 包含 了 有 序 对 
(a，5)。 什 么 时 候 (a，5) 在 下 面 的 关系 中 ? 
a)R’ b)R’ eR 


假设 关系 尺 是 自 反 的 ， 证 明 R* 是 自 反 的 。 


假设 关系 RR 是 对 称 的 ， 证明 R* 是 对 称 的 。 

假设 关系 R 是 反 自 反 的， 关系 R? 一 定 是 反 自 反 的 吗 ? 

使 用 算法 1 找 出 下 面 {1，2，3，4)} 上 的 关系 的 传递 闭 包 。 

Els DI Cp Ls (Ds Be (Bos Ly 

bt2a ls Cys3) Ca Ls (3s dr CE Ly Cs 

eM la Ds Cl Bs Cly My as dD CZs ds CB, A 

dj{tls Ts (hy -ds Con Tr C2 Bo C3 LY. Co 2a Con ds Cs 2 

使 用 算法 1 找 出 下 面 {a, b,c，4d，e)} 上 的 关系 的 传递 闭 包 。 

OAs By (bs Bs Le Ys dD (és 

Wb ey (bs ey (0 el (dr wber BY (ex 0 

Ios Dy Cay es Cay ods Che wr CDREYS Ce Ws (es Dy ds ds Ce 2 

d(C es hs Ws Ch ds (> Ay, Cas ds Cad Es (er my ey Os. Kor cs Car 6} 

使 用 沃 舍 尔 算法 找 出 练习 25 中 关系 的 传递 闭 包 。 

使 用 沃 舍 尔 算法 找 出 练习 26 中 关系 的 传递 闭 包 。 

求 出 包含 关系 {(1，2)，(1，4)，(3，3)，(4，1) } 的 最 小 的 关系 ， 使 得 它 是 

a) 自 反 的 和 传递 的 。 b) 对 称 的 和 传递 的 。 c) 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

完成 引 理 1 当 a 关 b 的 情况 下 的 证 明 。 

已 经 设计 出 算法 用 OC(n**) 次 比特 运算 来 计算 两 个 nXn 的 0-1 和 矩阵 的 布尔 积 。 假设 可 以 使 用 这 些 算 
法 ， 给 出 用 算法 1 和 沃 舍 尔 算法 求 n 元 素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 所 用 比特 运算 次 数 的 大 O 估计 。 

如 果 有 向 图 的 两 个 顶点 间 的 最 短路 径 存在 ， 设 计 一 个 算法 ， 利 用 路 径 中 内 部 顶点 的 概念 求 这 种 最 短 
路 径 的 长 度 。 

修改 算法 1 找 出 nn 元素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 

修改 沃 舍 尔 算法 找 出 元 素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 

证 明 : 集合 {0，1，2) 上 的 关系 RR 二 {(0,0),，(0，1)，(1，1)，(2，2)}) 关 于 下 述 性 质 P 的 闭 包 不 在 
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在 ， 如 果 了 的 性 质 是 


a)“ 不 是 自 反 的 ”。 b) “有 奇数 个 元 素 ”。 

36. 举例 说 明定 义 在 集合 {a，b，c} 上 的 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 不 是 传递 的 。 
9.5 等 价 关 系 

9.5.1 引 误 


在 一 些 程序 设计 语言 中 ， 变 量 的 命名 可 以 包含 无 数字 符 。 然 而 ， 当 编译 器 要 检查 两 个 变量 
是 否 相 同时 ， 对 字符 的 数量 就 有 限制 。 例 如 ， 在 传统 的 C 中 ， 编 译 器 只 检查 变量 名 的 前 8 个 字 
符 ( 这 些 字 符 是 大 写 或 小 写字 母 、 数 字 或 下 划 线 ) 。 所 以 ， 对 于 长 度 大 于 8 的 字符 串 ， 若 它们 的 
前 8 个 字符 一 样 ， 编 译 器 就 认为 它们 是 相同 的 串 。 设 R 是 定义 在 字符 串 集 合 上 的 关系 ，s 和 + 
是 两 个 字符 串 ， 如 果 * 和 + 上 至少 有 8 个 字符 长 且 * 和 上 的 前 8 个 字符 相同 ， 或 者 ;二 t， 则 sRi。 
容易 得 出 R 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 而 且 ，R 把 所 有 字符 串 的 集合 分 成 多 个 类 ， 传统 C 的 
编译 器 认为 在 特定 类 中 的 所 有 字符 串 是 相同 的 。 

如 果 4 整除 a 一 6， 整数 a 和 2 有 模 4 同 余 的 关系 。 后 面 我 们 将 证 明 这 个 关系 是 自 反 的 、 对 
称 的 和 传递 的 。 不 难看 出 a 和 6 相关 ， 当 且 仅 当 被 4 整除 时 ，a 和 6 有 相同 的 余数 。 这 个 关系 
将 整数 集 划 分 成 4 个 不 同 的 类 。 当 我 们 仅 关心 一 个 整数 被 4 整除 的 余数 时 ， 我们 只 需要 知道 它 
在 哪个 类 而 不 必 知 道 它 的 特定 值 。 

R 和 模 4 同 余 这 两 个 关系 是 等 价 关 系 的 例子 ， 即 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 。 本 节 将 
证 明 这 种 关系 把 集合 划分 成 由 等 价 元 素 构 成 的 不 相交 的 类 。 当 我 们 仅 关心 集合 的 一 个 元 素 是 否 
在 某 个 元 素 类 中 ， 而 不 介意 它 的 具体 值 时 ， 就 出 现 了 等 价 关 系 。 


9.5.2 等 价 关 系 : 
在 这 一 节 ， 我 们 将 研究 具有 一 组 特殊 性 质 的 关系 ， 可 以 用 这 组 性 质 为 在 某 一 方面 类 似 的 相 :re》 
关 个 体 之 间 建 立 联系 。 





等 价 关系 在 数学 和 计算 机 科学 中 都 很 重要 。 原 因 之 一 是 ， 在 等 价 关系 中 ， 若 两 个 元 素 有 关 
联 ， 就 可 以 说 它们 是 等 价 的 







为 了 使 等 价 元 素 的 概念 有 意义 ， 每 个 元 素 都 应 该 等 价 于 它 自身 ， 因 为 对 于 等 价 关 系 来 说 ， 
自 反 性 是 一 定 成 立 的 。 在 等 价 关 系 中 ， 说 a 和 2 是 相互 关联 也 是 正确 的 (而 不 仅 是 a 关联 于 0) ， 
因为 如 果 a 关联 于 0， 由 对 称 性 ，2! 也 关联 于 a。 此 外 ， 因 为 等 价 关系 是 传递 的 ， 所 以 如 果 a 和 
b 等 价 且 5 和 c 等 价 ， 则 可 得 出 a 和 ec 也 是 等 价 的 。 

例 1 一 5 说 明了 等 价 关系 的 概念 。 
设 R 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 ， 满 足 aRb 当 上 且 仅 当 a 二 5 或 4 二 一 6。 在 9.1 节 中 ,我 
们 证 明了 R 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 因 此 R 是 等 价 关 系 。 S| 
设 尺 是 定义 在 实数 集 上 的 关系 ， 满 足 aRb 当 且 仅 当 a 一 5 是 整数 。 尺 是 等 价 关系 吗 ? sempes》 
解 ” 因 为 对 所 有 的 实数 4，a 一 a 二 0 是 整数 ， 即 对 所 有 的 实数 a， 有 aRa， 因 此 R 是 自 反 
的 。 假 设 aR6， 那 么 a 一 5 是 整数 ， 所 以 5 一 a 也 是 整数 。 因 此 有 5Ra。 由 此 ，R 是 对 称 的 。 如 
果 aRb 目 bRc， 那么 4a 一 b 和 6b 一 c 是 整数 ， 所 以 a 一 c= 二 (a 一 0) 十 (5 一 c) 也 是 整数 。 因 此 aRc。 所 
以 ,，R 是 传递 的 。 综 上 所 述 ，R 是 等 价 关 系 。 « 
最 广泛 使 用 的 等 价 关系 之 一 是 模 m 同 余 关系 ， 其 中 mm 是 大 于 1 的 整数 。 
模 m 同 余 设 交 是 大 于 1 的 整数 。 证 明 以 下 关系 是 定义 在 整数 集 上 的 等 价 关 系 。 














R= {(a,b) |a = 6(mod m))} 

解 ” 回 顾 4.1 节 ，a 硅 b(mod m)， 当 且 仪 当 m 整除 a 一 6。 注 意 4a 一 a 二 0 能 被 m 整除 ， 因 为 
0 二 0。m。 因 此 4 三 a(mod m)， 从 而 模 m 同 余 关系 是 自 反 的 。 假 设 4 三 bl(mod mm) ， 那 么 < 一 0 能 
被 m 整除 ， 即 a 一 5 二 km， 其 中 有 是 整数 。 从 而 5 一 a 二 (一 kj)jm， 即 6 二 a(mod m)， 因 此 模 m 同 
余 关系 是 对 称 的 。 下 面 假设 a 三 b(mod m) 和 6b 三 c(mod m)， 那么 mm 整除 a 一 b 和 5 一 c。 因 此 ， 
存在 整数 和 1， 使 得 a 一 6 二 km 和 64 一 c= 二 lm。 把 这 两 个 等 式 加 起 来 得 a 一 c= 二 (a 一 外 十 (6 一 c)== 
km 十 lm 二 (k 十 1)m。 于 是 ，a 夺 cl(mod m)， 从 而 模 m 同 余 关系 是 传递 的 。 综 上 所 述 ， 模 m 同 余 
关系 是 等 价 关 系 。 4 

设 尺 是 定义 在 英文 字母 组 成 的 字符 串 的 集合 上 的 关系 ， 满 足 aRb 当 且 仅 当 1(a)= 
/2) ， 其 中 !Cz) 是 字符 串 z 的 长 度 。R 是 等 价 关 系 吗 ? 

解 ” 因 为 (a) 二 l(a)， 所 以 只 要 a 是 一 个 字符 串 ， 就 有 aRa， 故 R 是 自 反 的 。 其 次 ,假设 
aRb， 即 1a) 二 1(5)。 那 么 有 bRa， 因 为 1(5)= 二 1(a)， 所 以 R 是 对 称 的 。 最后， 假设 aRb 且 
bRc， 那 么 有 LCa) 二 46) 和 74065) 二 Lc)。 因 此 Lla) 二 Lc)， 即 aRc， 从 而 RR 是 传递 的 。 由 于 RR 是 
自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 所 以 R 是 等 价 关 系 。 4 

设 ”是 正 整数 ，S 是 字符 串 集合 。 假 定 R, 是 S 上 的 关系 ，sR,t 当 且 仅 当 s=t 或 者 ; 
和 + 上 都 至 少 含有 7 个 字符 ， 且 s 和 + 的 前 n 个 字符 相同 。 就 是 说 ， 少 于 nn 个 字符 的 字符 串 只 与 它 
自身 以 关系 R, 相关 联 ; 一 个 至 少 含有 ?个 字符 的 字符 串 * 与 字符 串 t 相关 联 当 且 仅 当 t 也 含有 
至 少 n 个 字符 且 t 以 ;最 前 面 的 个 字符 开始 。 例 如 ， 设 n=3，S 是 所 有 比特 串 的 集合 ，sR:: 
当 s 二 t 或 者 s 和 + 均 为 长 度 至 少 为 3 的 比特 串 ， 且 前 3 个 比特 相同 。 例 如 ，01 Rs 01、00111 R， 
00101， 但 01 尺 , 010、01011R&; 01110。 

证 明 : 对 所 有 的 字符 串 集 S 和 所 有 的 正 整 数 n，R, 是 定义 在 S 上 的 等 价 关系 。 

解 设 * 是 S 中 的 一 个 字符 串 ， 由 s 二 s， 可 得 sR, s， 所 以 关系 R, 是 自 反 的 。 如 果 sR,t， 
那么 或 者 ;二 t 或 者 s 和 +t 都 至 少 含 有 nn 个 字符 ， 且 以 相同 的 个 字符 开始 。 这 意味 着 t+R,s 成 
立 。 所 以 R, 是 对 称 的 。 

现在 假设 sR,t 且 tR,u。 则 有 s==t 或 者 s 和 + 都 至 少 含有 7 个 字符 且 以 相同 的 n 个 字符 开 
始 ， 还 有 三 v 或 者 和 w 都 至 少 含有 nn 个 字符 且 以 相同 的 n 个 字符 开始 。 由 此 可 以 推出 s==u 或 
者 s 和 w 都 至 少 含有 nn 个 字符 且 以 相同 的 n 个 字符 开始 (因为 在 这 种 情形 下 ， 我 们 知道 ;s、t 和 
都 至 少 有 nn 个 字符 ， 且 s 和 ww 都 与 1 一样 以 相同 的 n 个 字符 开始 )。 所 以 R, 是 传递 的 。 综 上 所 
述 ，R, 是 一 个 等 价 关系 。 S| 

在 例 6 和 例 7 中， 将 看 到 两 个 非 等 价 的 关系 。 

证 明 : 定义 在 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”关系 不 是 等 价 关 系 。 

解 ” 由 9.1 节 中 的 例 9 和 例 15 可 知 ;“ 整 除 ” 关 系 是 自 反 和 传递 的 。 但是， 由 9.1 节 中 的 
例 12 可 知 ， 此 关系 不 是 对 称 的 (例如 ，2|4 但 4 外 2)。 所 以 得 出 ， 正 整数 上 的 “整除 ”关系 不 
是 等 价 关系 。 4 

设 R 是 定义 在 实数 集 上 的 关系 ，zxRy 当 且 仅 当 z 和 y 是 差 小 于 1 的 实数 ， 即 | zx 一 y| 过 1。 
证 明 R 不 是 等 价 关 系 。 

解 R 是 自 反 的 ， 因 为 只 要 xER, 就 有 |x 一 x| 三 0 过 1。R 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 zxRy,， zx 
和 y 是 实数 ， 那 么 有 |zx 一 y| 二 1， 由 此 |y 一 z+|= 二 |zx 一 y| 二 1， 因 此 yRx。 然 而 ，R 不 是 等 价 关 
系 ， 因 为 它 不 是 传递 的 。 取 z==2.8、y= 二 1.9 和 z==1.1, 这 样 |x 一 y|==|2.8 一 1.9|=0.9<=<1、 
|y 一 z| 三 |1.9 一 1.1|==0;8 过 1; 但 是 |z 一 z|==-. 8 一 1.1|=1.7 淆 1。 这 就 是 说 ，2.8R1.9、 
1 9RI 1s .但 儿 5RL1: q 


9.5.3 等 价 类 
设 A 是 所 有 的 高 中 毕业 生 的 集合 。 考 虑 定义 在 集合 A 上 的 关系 尺 ，R 由 所 有 的 对 (zx，y) 
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构成 ,其 中 工 和 yy 从 同一 高 中 毕业 。 给 定 学 生 z， 我 们 可 以 形成 与 工具 有 尺 等 价 关系 的 所 有 学 
生 的 集合 。 这 个 集合 由 与 在 同一 高 中 毕业 的 所 有 学 生 构 成 。A 的 这 个 子 集 叫 作 这 个 关系 的 一 
个 等 价 类 。 





换 句 话说 ， 如 果 R 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ， 则 元 素 a 的 等 价 类 是 
[as = (Mass € R} 
如 果 5€E Laj]s，5。 叫 作 这 个 等 价 类 的 代表 元 。 一 个 等 价 类 的 任何 元 素 都 可 以 作为 这 个 类 的 代表 
元 。 也 就 是 说 ， 选 择 特定 元 素 作 为 一 个 类 的 代表 元 没有 特殊 要 求 。 
对 于 例 1 中 的 等 价 关 系 ， 一 个 整数 的 等 价 类 是 什么 ? 
解 ” 在 这 个 等 价 关 系 中 ， 一 个 整数 等 价 于 它 自身 和 它 的 相反 数 。 从 而 Laj] 二 {一 4a，a}。 这 
个 集合 包含 两 个 不 同 的 整数 ， 除 非 a 二 0。 例 如 , [7]=={ 一 7, 7}、[ 一 5]={ 一 5, 5}、[0j= 
{Oy, 4 
对 于 模 4 同 余 关 系 ，0 和 1 的 等 价 类 是 什么 ? 
解 0 的 等 价 类 包含 使 得 a 寺 0(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 能 被 4 整除 的 那些 
整数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，0 的 等 价 类 是 
[周二 一 人 
1 的 等 价 类 包含 使 得 c 反 1(mod 4) 的 所 有 整数 wa。 这 个 类 中 的 整数 是 被 4 除 时 余数 为 1 的 那些 整 
数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，1 的 等 价 类 是 | 
[= = yp 0 es} 
2 的 等 价 类 包含 使 得 a 圭 2(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 被 4 除 时 余数 为 2 的 那些 整 
数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，2 的 等 价 类 是 
[2 三 (0 =6; 二 2，2，6，10 %.} 
3 的 等 价 类 包含 使 得 a 二 3(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 被 4 除 时 余数 为 3 的 那些 整 
数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，3 的 等 价 类 是 
[3j]={%, —5, —1, 8, 7, 11, } 
注意 ， 每 一 个 整数 都 恰好 在 四 个 等 价 类 的 一 个 中 ， 并 且 整 数 n 在 包含 n mod 4 的 类 中 。 本 
在 例 9 中 找到 了 0，1，2 和 3 关于 模 4 同 余 的 等 价 类 。 用 任何 正 整 数 m 代 蔡 4， 很 容易 把 
例 9 加 以 推广 。 模 m 同 余 关系 的 等 价 类 叫 作 模 m 同 余 类 。 整 数 a 模 m 的 同 余 类 记 作 [aj,， 满 
足 [aj, 二 人 {…,a 一 2m， a 一 m，a,， a 十 m，a 十 2m，…}。 例 如 ， 从 例 9 得 出 [0],=={…， 一 8， 
= Qk 8 EL 7 3 ly 65 9 os} 
对 于 例 5 中 所 有 比特 串 集合 上 的 等 价 关系 R, 而 言 ， 串 0111 的 等 价 类 是 什么 ?( 回 
顾 sR;t 当 且 仅 当 s、t 是 满足 如 下 条 件 的 比特 串 : s==t 或 者 s 和 上 都 至 少 含有 3 个 比特 ， 且 s 和 zt 
的 前 3 个 比特 相同 .) 
解 等 价 于 0111 的 是 以 011 开始 ， 至 少 含 有 3 个 比特 的 比特 串 。 它 们 是 011，0110， 
0111，01100，01101，01110，01111 等 。 所 以 
[ol1]s 王 {011，0110，0111，01100，01101，01110，01111，…》 本 
C 程序 设 计 语 言 中 的 标识 符 ” 在 C 语 言 中 ,标识 符 是 变量 、 函 数 或 者 其 他 类 型 的 实 
体 的 名 字 。 每 个 标识 符 是 一 个 非 空 字符 串 ， 串 中 的 每 个 字符 可 以 是 大 写 或 小 写 的 英文 字母 、 数 
字 或 下 划 线 ， 而 且 第 一 个 字符 必须 为 大 写 或 小 写 的 英文 字母 。 标 识 符 的 长 度 是 任意 的 ， 这 就 使 
得 开发 者 可 以 按照 自己 的 意愿 使 用 一 定数 量 的 字符 来 命名 一 个 实体 ， 比 如 变量 。 然 而 ， 对 于 某 
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些 版 本 的 C 编译 器 来 说 ， 当 比较 两 个 名 字 看 它们 是 否 表示 同一 事物 的 时 候 ， 实 际 检查 的 字符 个 
数 是 有 限制 的 。 例 如 ， 当 两 个 标识 符 的 前 31 个 字符 相同 时 ， 标 准 C 编译 器 就 认为 它们 是 相同 
的 。 所 以 ,开发 者 就 必须 小 心 ， 不 要 使 用 前 31 个 字符 相同 的 标识 符 来 表示 不 同 的 事物 。 我 们 
可 以 看 出 ， 如 果 两 个 标识 符 由 例 5 中 的 关系 Rs 联系 起 来 ， 那 么 它们 将 被 视 做 相同 。 由 例 5 知 
道 ， 在 标准 C 的 标识 符 集 上 ， 关 系 R; 是 一 个 等 价 关 系 。 

考虑 标识 符 Number_of_tropical_storms、Number_of_named_tropical_storms、Number_of_ 
named_tropical_storms_in_the_Atlantic_in 2017， 它 们 的 等 价 类 各 是 什么 ? 

解 ” 注 意 当 一 个 标识 符 的 长 度 小 于 31 的 时 候 ， 根 据 Rs 的 定义 ， 它 的 等 价 类 只 包含 它 自 
身 。 因 为 标识 符 Number_of_tropical_storms 只 含有 25 个 字符 ， 所 以 它 的 等 价 类 只 含有 一 个 元 
素 ， 即 它 自 己 。 标 识 符 Number_of_named_tropical_storms 的 长 度 刚 好 为 31。 以 这 31 个 字符 开 
始 的 标识 符 就 与 它 等 价 。 所 以 ， 每 个 长 度 至 少 为 31， 且 以 Number_of_named_tropical_storms 
开始 的 标识 符 都 与 这 个 标识 符 等 价 。 所 以 得 出 ，Number_of_named_tropical_storms 的 等 价 类 是 
所 有 以 Number_of_named_tropical_storms 这 31 个 字符 开始 的 标识 符 的 集合 。 

一 个 标识 符 与 Number_of_named_tropical_storms_in_the_Atlantic_in 2017 等 价 ， 当 且 仅 当 
它 以 Number_of_named_tropical_storms_in_the_Atlantic_in 2017 的 前 31 个 字符 开始 。 因 为 这 
31 个 字符 是 Number_of_named_tropical_storms， 所 以 我 们 看 到 一 个 标识 符 与 Number_of_ 
named_tropical_storms_in_the_Atlantic_in_2017 等 价 ， 当 且 仅 当 它 与 Number_of_named_ 
tropical_storms 等 价 。 就 是 说 ， 最 后 这 两 个 标识 符 的 等 价 类 是 相同 的 。 4 


9. 5.4 等 价 类 与 划分 

设 A 是 你 们 学 校 恰 好 主 修 一 个 专业 的 学 生 的 集合 ，R 是 定义 在 A 上 的 关系 ， 如 果 工 和 y 
是 主 修 同一 专业 的 学 生 ， 则 (zx，y) 属 于 RRR。 那么 正如 读者 可 以 验证 的 ，R 是 等 价 关系 。 我 们 可 
以 看 出 R 将 A 中 的 所 有 学 生 分 成 不 相交 的 子 集 ， 其 中 每 个 子 集 包 含 某 个 特定 专业 的 学 生 。 例 
如 ， 一 个 子 集 包 含 所 有 (只 主 修 ) 计 算 机 专业 的 学 生 ， 第 二 个 子 集 包 含 所 有 主 修 历 史 专 业 的 学 
生 。 而 且 这 些 子 集 是 R 的 等 价 类 。 这 个 例子 说 明 一 个 等 价 关 系 的 等 价 类 怎样 把 一 个 集合 划分 成 
不 相交 的 非 空子 集 。 我 们 将 在 下 面 的 讨论 中 把 这 些 概念 进一步 精确 化 。 

设 R 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 。 定 理 1 将 证 明 A 中 两 个 元 素 所 在 的 等 价 类 或 者 是 相 
等 的 或 者 是 不 相交 的 











证 明 首先 证 明 (D 推 出 (Ci 。 假设 aRb， 我 们 将 通过 [ajS[5] 和 [5] 忆 [aj 来 证 明 [Laj]==[6j]。 
假设 cE [a]， 那么 aRc。 因 为 aRb 且 R 是 对 称 的 ， 所 以 pRa。 又 由 于 尺 是 传递 的 以 及 ORa 和 
aRc ， 就 得 到 bRc， 所 以 cEL65]。 这 就 证 明了 [ajSL5]。 类 似 地 ， 可 证 明 [5j 忆 [a], 证 明 留 给 读 
者 作为 练习 。 
其 次 我 们 将 证 明 ( 让 推出 (i)。 假 设 [Laj==[ 林 。 这 就 证 明了 [aj 人 站 [6j 关 多 ， 因 为 Laj 是 非 空 
的 (由 RR 的 自 反 性 a €[Lal)。 
下 面 证 明 (i 记 推出 (i)。 假 设 [Laj 门 [65] 关 多 ， 那 么 存在 元 素 ce 满足 cELal 且 cE [6b]。 换 句 话 
说 ，aRc 且 5bRc。 由 对 称 性 ， 有 cRb6。 再 根据 传递 性 ， 由 aRc 和 cRb， 就 有 aRb。 
因为 (GD 推 出 CiD 、( 记 推出 Gi?D)、( 训 推出 (i)， 所 以 三 个 命题 (i) 、(CiD 和 (iii) 是 等 价 的 。 4 
我 们 现在 将 说 明 一 个 等 价 关 系 怎样 划分 一 个 集合 。 设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关系 ，R 
的 所 有 等 价 类 的 并 集 就 是 集合 A， 因为 A 的 每 个 元 素 a 都 在 它 自己 的 等 价 类 ， 即 Lajs 中。 换 
句 话 说 ， 
U Las 二 A 


aEA 








此 外 ， 由 定理 1， 这 些 等 价 类 或 者 是 相等 的 或 者 是 不 相交 的 ， 因 此 当 [ajs 了 [bjr 时 ， 
Eaj 站 [Lo 一 他 
这 两 个 结论 证 明了 等 价 类 构成 A 的 划分 ， 因 为 它们 将 A 分 成 不 相交 的 子 集 。 更 确切 地 说 ， 
集合 S 的 划分 是 S 的 不 相交 的 非 空子 集 构 成 的 集合 ， 


且 它 们 的 并 集 就 是 S。 换 名 话说， 一族 子 集 A,，iE 1， 0 
(其 中 了 是 下 标的 集合 ) 构 成 S 的 划分 ;- 当 且 仅 当 
A ET 
ANA=G iz#j 
UA,=s 


(这 里 符号 U。,A, 表示 对 于 所 有 的 iE IT， 集合 A, 的 并 


集 .) 图 1 说 明了 集合 划分 的 概念 。 图 1 集合 的 划分 
(BB 假设 5= (1， 2 35 水 ， ;3 6} ,一族 集合 A, = {1， 25 3}、A,= 二 {4， SyR A = 6 
构成 S 的 一 个 划分 ， 因 为 这 些 集合 是 不 相交 的 ， 且 它们 的 并 集 是 S。 4 


我 们 已 经 看 到 集合 上 等 价 关 系 的 等 价 类 构成 了 这 个 集合 的 划分 。 这 个 划分 中 的 子 集 就 是 这 
些 等 价 类 。 反 过 来 ， 可 以 用 集合 的 每 个 划分 来 构成 等 价 关系 。 两 个 元 素 关 于 这 个 关系 是 等 价 
的 ， 当 且 仅 当 它 们 在 S 的 划分 中 的 同一 子 集中 。 

为 得 到 这 一 点 ， 假 设 {A,jiE 刀 是 SS 的 划分 。 设 尽 是 S 上 的 由 有 序 对 (zx，y) 组 成 的 等 价 关 
系 ， 其 中 和 yy 属于 这 个 划分 的 同一 子 集 A;。 为 证 明 R 是 等 价 关 系 ， 我 们 必须 证 明 尺 是 自 反 
的 、 对 称 的 和 传递 的 。 | 

对 于 每 个 a€ S 有 (a，a) E R， 因 为 a 和 它 自己 在 同一 子 集中 ， 所 以 R 是 自 反 的 。 如 果 
(a,，5b)ER， 那 么 5 和 a 在 这 个 划分 的 同一 子 集中 ， 因 此 有 (5，a) ER。 从 而 R 是 对 称 的 。 如 果 
(a，5)ER 和 (5，c)ER， 那 么 在 划分 中 ,a 和 2 在 S 的 同一 子 集 X 中 ,而 且 5 和 c 也 在 S 的 同 
一 子 集 Y 中 。 因 为 划分 的 子 集 是 不 相交 的 ， 并 且 5 属于 X 和 Y， 所 以 上 必 有 X=Y。 因 此 在 划分 
中 , a 和 cc 在 S 的 同一 子 集 中 ， 即 (a，c) ER。 于 是 R 是 传递 的 。 

这 就 证 明了 R 是 一 个 等 价 关 系 。R 的 等 价 类 由 S 的 子 集 构 成 ， 这 些 子 集 包 含 了 S 中 有 关系 
的 元 素 ， 且 根据 R 的 定义 ， 它 们 就 是 划分 的 子 集 。 定 理 2 总 结 了 我 们 建立 的 等 价 关 系 和 划分 之 
间 的 这 种 联系 。 






例 13 说 明了 怎样 从 一 个 划分 构造 一 个 等 价 关 系 。 
={1 2 3 和 二 44， 5}， A 三 (0) 是 例 夫 给 出 的 集合 S={1,，2, 3, 4, 55 
6) 的 划分 ， 列 出 这 个 划分 所 产生 的 等 价 关 系 RR 中 的 有 序 对 。 

解 ” 划 分 中 的 子 集 是 R 的 等 价 类 。 有 序 对 (a,，5) ER， 当 且 仅 当 a 和 2 在 划分 的 同一 个 子 
集中 3 击 于 而 三 体 525 3 是 三 不 等 从 类， 所 以 有 序 对 条， 1,013 2 (17 可 023 1), X23 
2)，(2，3)，(3，1)，(3，2)，(3，3) 属 于 Ri 由 于 A 二 {4，5}) 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 
(4，4)，(4，5),， (5，4),，(5，5) 也 属于 R; 最 后 ， 由 于 {6}) 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 (6， 
6) 属 于 R。 此 外 没有 其 他 的 有 序 对 属于 R。 本 

模 m 同 余 类 对 定理 2 提供 了 一 个 有 用 的 说 明 。 当 一 个 整数 除 以 m 时 ， 可 能 得 到 m 个 不 同 
的 余数 ， 因 此 存在 mm 个 不 同 的 模 m 同 余 类 。 这 m 个 同 余 类 记 作 [0],, [1j],,，…， [Lm 一 1j],。 
它们 构成 了 整数 集合 的 划分 。 

模 4 同 余 产 生 的 整数 划分 中 的 集合 是 什么 ? 


) 作 为 它 的 等 价 类 





解 ”存在 4 个 同 余 类 ， 对 应 [1 、[2], 和 [3j;， 它 们 是 集合 
[0j,= {.…,—8,—4,0,4,8,.…} 
[1]= {6 ,7,—3,1,5,9,.…} 
[2],= {*…,—6,—2,2,6,10,.…) 
[3]= {,—5,—1,3,7,11,.…) 
这 些 同 余 类 是 不 相交 的 ， 并 且 每 个 整数 恰好 在 它们 中 的 一 个 。 换 句 话 说， 正如 定理 2 所 说 ， 这 
些 同 余 类 构成 了 一 个 划分 。 4 
na en 所 有 字符 串 集 合 上 的 等 价 关系 产生 的 一 个 划分 。 

@@ 响 设 R, 为 例 5 中 的 关系 。 在 所 有 比特 串 的 集合 上 ， 由 Rs 产生 的 该 集合 的 划分 中 的 集 
合 是 什么 ?(s、z 是 比特 串 ，sR;i， 如 果 :一 :或 者 s 和 上 都 至 少 含有 3 个 比特 ， 且 它们 的 前 3 个 
比特 相同 。) 

解 : 注意 ， 每 个 长 度 小 于 3 的 比特 串 只 和 ee 因此 [LA 二 {4}, [0jx 一 (0}， 
Li 一 (1)， [oo js = {00), [olls = {01}, 加 的 二 位 » Lllls = (I)}s a 
于 3 的 比特 串 必 和 000，001，010，011，100，101， 人 111 这 8 个 比特 串 之 一 等 价 ， 我 们 有 





[000] 王 4000，0000，0001，00000，00001，00010，00011，…》 
[001]R 一 {001，0010，0011，00100，00101，00110，00111，…) 
[O10]x 王 {010，0100，0101，01000，01001，01010，01011，…》 
[Lolilds =+011y 0110y 0111, O1100, O0110l; ‘01110% O111l, wo) 
[100] 一 {100，1000，1001，10000，10001，10010，10011，…} 
[101] 一 {101，1010，1011，10100，10101，10110，10111，…》} 
[i10ds ={110s 1100; 101 11000, 11001; 11010, 1101 «*} 
. LI ll WL, 11100, 190, T1090; LINlly ve) 





这 15 个 等 价 类 是 不 相交 的 ， 并 且 每 个 比特 串 都 恰好 属于 它们 之 一 。 正 如 定理 2 告诉 我 们 
的 ， 这 些 等 价 类 是 所 有 比特 串 构 成 的 集合 的 一 个 划分 。 4 


练习 
1. 下 面 是 定义 在 {0，1，2，3) 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关 系 ? 给 出 其 他 关系 中 所 缺少 的 等 价 关 系 应 具 
有 的 性 质 。 
DD de a DO SL 4 全 姑 
ped: Os 
EC Wel wn eh WD A 0 cs I 0 es RL 
a tO ON CLs Ly Cis BY CO 2 Co Bs ay Ts (CB 0) C9 OD} 
到 
2. 下 面 是 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关 系 ? 给 出 其 他 关系 所 缺少 的 等 价 关系 应 具有 
的 性 质 。 
a){(a， ee 
b){(a, 5) |a 与 有 相同 的 父母 
{(a,， 5) |a 与 有 一 ea 亲 或 者 一 个 相同 的 母亲 } 
d){(a,， 5) |a 与 5 相识} 
e){(a,， 5) |a 与 b 说 同一 种 语言 } 
3. 下 面 是 定义 在 从 乙 到 乙 的 所 有 函数 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关 系 ? 给 出 其 他 关系 所 缺少 的 等 价 
关系 应 具有 的 性 质 。 
a){(f, g)|f(1)=g01)) 
b){CF，sg) |f00)=g(0) 或 f(1)=g(1))} 
eC) (Cf，g) | 对 所 有 的 EZ f(x) 一 g(x)=1} 
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A un 


16. 


17. 


19. 


20. 


d){(CF，g) | 对 某 个 CEZ， 对 所 有 的 zxEZ，jCz) 一 5Cz) 一 C) 
e){(F，g) | 7(0)=g(1) 且 f(1)=g(0)) 


. 定义 3 个 在 你 们 离散 数学 班 中 学 生 集合 上 的 等 价 关 系 ， 要 求 与 书 中 讨论 的 关系 不 同 ， 确 定 关 于 这 些 等 


价 关 系 的 等 价 类 。 


. 在 大 学 校园 里 的 建筑 物 集合 上 定义 3 个 等 价 关 系 ， 确 定 关 于 这 些 等 价 关 系 的 等 价 类 。 

. 在 你 们 学 校 拥 有 的 班级 集合 上 定义 3 个 等 价 关 系 ， 确 定 关 于 这 些 等 价 关系 的 等 价 类 。 

. 证 明 : 定义 在 所 有 复合 命题 集合 上 的 逻辑 等 价 关系 是 等 价 关 系 。 这 里 了 和 下 的 等 价 类 是 什么 ? 

. 设 尺 是 所 有 的 实数 集合 构成 的 集合 上 的 关系 ,SRT 当 且 仅 当 S$ 和 荆 有 相同 的 基数 。 证 明 R 是 等 价 关 


系 。 集 合 {0，1，2} 和 也 的 等 价 类 是 什么 ? 


. 假设 A 是 非 空 集合 ，f 是 以 A 作为 定义 域 的 函数 ， 设 R 是 定义 在 A 上 的 关系 ， 若 f(z) 三 f(y)， 则 


《2 y) 属 于 及。 
a) 证 明 尺 是 A 上 的 等 价 关系 。 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 


. 假设 A 是 非 空 集 合 , R 是 A 上 的 等 价 关 系 ， 证明 存 在 以 A 作为 定义 域 的 函数 f， 使 得 (+，y)ER 当 


且 仅 当 f(z)=f(y)。 


. 设 R 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 比特 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (zx，y) 构 成 ， 其 中 xz 和 y 是 长 度 至 


少 为 3 的 比特 串 ， 县 它们 的 前 3 个 比特 相同 。 证 明 尺 是 等 价 关系 。 


. 设 R 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 上 比特 串 的 集合 上 的 关系 ,， 尺 由 有 序 对 (z，>y) 构 成 ,其 中 工 和 > 是 长 度 至 


少 为 3 的 比特 串 ， 且 除了 在 它们 的 前 3 个 比特 有 可 能 不 同 之 外 其 他 位 都 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 


. 设 R 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 比特 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (t+，y) 构 成 ,其 中 zx 和 y 在 它们 的 


第 1 个 比特 和 第 3 个 比特 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 


. 设 R 是 由 有 序 对 (x，y) 构 成 的 关系 ，z 和 y 是 大 小 写 的 英文 字母 ， 而 且 对 每 一 个 正 整 数 n，xz 和 .y 的 


第 个 字符 是 相同 的 大 写 或 小 写字 母 。 证 明 尺 是 等 价 关系 。 


. 设 尺 是 定义 在 正 整 数 的 有 序 对 构成 的 集合 上 的 关系 ，((a，b)，(c，d))ER 当 且 仅 当 a 十 d 一 0 十 c。 


证 明 R 是 等 价 关系 。 

设 R 是 定义 在 正 整 数 的 有 序 对 构成 的 集合 上 的 关系 ，((a, 5)，(c，d))ER 当 且 仅 当 ad 二 be。 证 明 

及 是 等 价 关 系 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 

2) 设 尺 是 定义 在 从 R 到 R 的 所 有 可 微分 函数 的 集合 上 的 关系 ，R 由 所 有 的 有 序 对 (f，g) 构 成 ， 其 中 
对 所 有 实数 z+，f (x) 二 g'(zx)。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

b) 什 么 函数 与 函数 f(z) 二 zx? 在 同一 个 等 价 类 中 ? 


.需要 微 积 分 知识 ) 


2) 设 nn 是 正 整 数 ，R 是 定义 在 实 系数 多 项 式 集合 上 的 关系 ，R 由 所 有 的 有 序 对 (f，g) 构 成 ,其 中 
f(z) 三 g”(z)[ 这 里 的 f(z) 是 f(x) 的 nn 阶 导 数 ]， 证 明 尺 是 等 价 关 系 。 

b) 什 么 函数 与 函数 f(x) 二 x' 在 同一 个 等 价 类 中 ， 其 中 二 3? 

设 尺 是 定义 在 所 有 URL( 或 Web 地 址 ) 集 合 上 的 关系 ， zx R y 当 且 仅 当 在 z 的 Web 页 与 在 > 的 Web 

页 相同 ,证明 R 是 等 价 关 系 。 

设 尺 是 定义 在 已 经 访问 过 某 个 特定 Web 页 的 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ，zx R y 当 且 仅 当 网 页 浏览 者 工 

和 网 页 浏览 者 y 从 这 个 网 页 开始 按照 同样 的 一 组 链接 进行 访问 (从 一 个 Web 页 跳 转 到 另 一 个 Web 页 

直到 他 们 停止 使 用 Web)。 证 明 RR 是 等 价 关 系 。 


在 练习 21 一 23 中 ,判断 有 向 图 中 所 示 的 关系 是 否 为 等 价 关系 。 
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判断 由 下 面 的 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 等 价 关系 。 








Ne Ll i 
i 
0 | 1 ee 
A | b) c) 
1 0 Fe 
1 信 - 交 
0 汪 7 而 00 交工 
设 尺 是 定义 在 所 有 比特 串 集 合 上 的 关系 ，s Rt 当 且 仅 当 s 和 + 上 包含 相同 个 数 的 1， 证 明 RR 是 等 价 关 系 。 


练习 1 中 的 等 价 关 系 的 等 价 类 是 什么 ? 

练习 2 中 的 等 价 关系 的 等 价 类 是 什么 ? 

练习 3 中 的 等 价 关 系 的 等 价 类 是 什么 ? 

对 于 练习 25 中 的 等 价 关 系 ， 比 特 串 011 的 等 价 类 是 什么 ? 

对 于 练习 11 中 的 等 价 关 系 ， 下 述 比 特 串 的 等 价 类 是 什么 ? 

a)010 b)1011 c)11111 d)01010101 
对 于 练习 12 中 的 等 价 关 系 ， 练 习 30 中 的 比特 串 的 等 价 类 是 什么 。 

对 于 练习 13 中 的 等 价 关 系 ， 练 习 30 中 的 比特 串 的 等 价 类 是 什么 ? 


对 于 例 5 中 所 有 比特 串 集 合 上 的 等 价 关 系 R,， 练 习 30 中 的 比特 串 的 等 价 类 是 什么 ?〈 比 特 串 *、t 在 


关系 R, 下 等 价 ， 当 且 仅 当 ;二 i 或 者 s 和 上 都 至 少 含有 4 个 比特 ， 且 它们 的 前 4 个 比特 相同 。) 


对 于 例 5 中 所 有 比特 串 集 合 上 的 等 价 关系 Rs ， 练 习 30 中 的 比特 串 的 等 价 类 是 什么 ?〈 比 特 串 ;、t 在 


关系 Rs 下 等 价 ， 当 且 仅 当 s=t 或 者 s 和 上 都 至 少 含有 5 个 比特 ， 且 它们 的 前 5 个 比特 相同 。) 
当 nn 为 下 列 各 数 时 ， 同 余 类 [nj ( 即 关于 模 5 同 余 的 等 价 类 ) 是 什么 ? 


a)2 b)3 c)6 d= 
当 m 是 下 面 的 整数 时 ，[4j]， 的 同 余 类 是 什么 ? 
a)2 b)3 c)6 d)8 


给 出 每 一 个 模 6 同 余 类 的 描述 。 

对 于 练习 14 中 的 等 价 关 系 ， 下 列 字 符 串 的 等 价 类 是 什么 ? 

a)No b) Yes c) Help 

a) 对 于 练习 15 中 的 等 价 关 系 ，(1，2) 的 等 价 类 是 什么 ? 

b) 对 于 练习 15 中 的 等 价 关 系 尽 ， 解 释 等 价 类 的 含义 。[ 提 示 : 差 a 一 b 对 应 (a，65)。] 
a) 对 于 练习 16 中 的 等 价 关 系 ，(1，2) 的 等 价 类 是 什么 ? 

b) 对 于 练习 16 中 的 等 价 关 系 尺 ， 解 释 等 价 类 的 含义 。[ 提 示 : 比 a/5 对 应 (a，65)。] 
下 面 哪些 子 集 族 是 (1，2，3，4，5，6) 的 划分 ? 


二 2 b) (了 {2, 8, 6), {4)51(5} 

©){2, 4, 6}, {1, 3, 5} {1 4 5)s {2 6} 

下 面 哪些 子 集 族 是 {一 3， 一 2， 一 1，0，1，2，3} 的 划分 ? 

DA fe en pt ee D{~35 三 2 1 0 107 L355 角 


Ct 3 = Zs {=13 Ls {0} 、 Ut = = 和 85 (= 1} 
下 面 哪些 子 集 族 是 长 度 为 8 的 比特 串 集 合 上 的 划分 ? 
a) 以 1 开始 的 比特 串 集合 ， 以 00 开始 的 比特 串 集合 ， 以 01 开始 的 比特 串 集合 。 


b) 包 含 串 00 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 01 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 10 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 11 的 


比特 串 的 集合 。 


中 以 00 结尾 的 比特 串 集合 ， 以 01 结尾 的 比特 串 集 合 ， 以 10 结尾 的 比特 串 集合 ， 以 11 结尾 的 比特 串 


集合 。 
d) 以 111 结尾 的 比特 串 集 合 ， 以 011 结尾 的 比特 串 集 合 ， 以 00 结尾 的 比特 串 集合 。 


e) 含 3k 个 1 的 比特 串 的 集合 ， 其 中 为 非 负 整数 ; 含 3k 十 1 个 1 的 比特 串 的 集合 ， 其 中 为 非 负 整 


数 ; 含 3k 十 2 个 1 的 比特 串 的 集合 ， 其 中 是 正 整 数 。 


. 下 面 哪些 子 集 族 是 整数 集合 的 划分 ? 


a) 偶 数 集合 与 奇数 集合 。 
b) 正 整数 集合 与 负 整 数 集合 。 
c) 被 3 整除 的 整数 集合 ， 当 被 3 除 时 余数 为 1 的 整数 集合 ;_ 当 被 3 除 时 余数 为 2 的 整数 集合 。 








d) 小 于 一 100 的 整数 集合 ; 绝对 值 不 超过 100 的 整数 集合 ; 大 于 100 的 整数 集合 。 
e) 不 能 被 3 整除 的 整数 集合 ;偶数 集合 ;_ 当 被 6 除 时 余数 为 3 的 整数 集合 。 
45. 下 面 哪些 是 整数 的 有 序 对 的 集合 ZXZ 上 的 划分 ? 
a)z 或 y 是 奇数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; 工 是 偶数 的 有 序 对 (z，>y) 的 集合 ; y 是 偶数 的 有 序 对 (zx，y) 
的 集合 。 
bz 和 y 都 是 奇数 的 有 序 对 (rx，3) 的 集合 ; zx 和 yy 只 有 一 个 是 奇数 的 有 序 对 (z+，y) 的 集合 ; z 和 y 都 
是 偶数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 。 
;zr 是 正 数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; > 是 正 数 的 有 序 对 (z+，y) 的 集合 ; x 和 y 都 是 负数 的 有 序 对 (xz， 
y) 的 集合 。 
dz 和 > 都 被 3 整除 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; xz 被 3 整除 且 > 不 被 3 整除 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; z 
不 被 3 整除 且 y 被 3 整除 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; x 和 yy 都 不 被 3 整除 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 。 
ez>0 且 y>>0 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 ，z>0 且 y< 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 ; zx<0 且 y>0 的 有 序 
对 (zx，y) 的 集合 ; z 委 0 且 y<0 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 
人 x 关 0 且 y 关 0 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; x 二 0 且 y 关 0 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; z 尖 0 且 y==0 的 有 序 
对 (zx，y) 的 集合 。 
46. 下 面 哪些 是 实数 集合 的 划分 ? 
a) 负 实数 集合 、{0} 、 正 实数 集合 
b) 无 理 数 集合 、 有 理 数 集合 


0) 区 间 [&，k 十 1 的 集合 ,k=…， 一 2; 一 1], 0,; 1,， 2,，…: 
dd) 区间 (k, 十 1) 的 集合 ,k=…,， 一 2, 一 1, 0, 1, 2,… 
e) 区 间 (k,，k 十 1] 的 集合 ,k=… ,一 2, 一 1]1, 0, 1, 2,… 


f) 和 集合 { zt+n|n€EZ}, 对 所 有 XE[0，1) 

47. 列 出 由 {0，1，2，3，4，5} 的 划分 产生 的 等 价 关 系 中 的 有 序 对 。 
a){0}, {1, 2}, {3, 4, 5} 
pAOs Lis 425. 83) ts 
GO Ls 2 C05 389 
dO0}s {1}, {2 3 {4}> {5 

48. 列 出 由 {a,， 5b5,，c，d，e，f，g} 的 划分 产生 的 等 价 关 系 中 的 有 序 对 。 
a){a, a A 

b) {a} ， {c, d}, {e, f}, {g} 
Oa Dts dys tes fs 2} 
d){a, e, g}, {b, d}, {f} 

如 果 在 划 Pe 中 的 每 个 集合 都 是 划分 Ps 中 每 个 集合 的 子 集 ， 则 Pi 叫 作 P; 的 加 细 。 

49. 证 明 : 由 模 6 同 余 类 构成 的 划分 是 模 3 同 余 类 构成 的 划分 的 加 细 。 

50. 证 明 : 对 于 住 在 美国 的 人 的 集合 ， 由 住 在 同一 郡 或 教区 的 人 的 子 集 构 成 的 划分 是 住 在 同一 州 的 人 的 
子 集 所 构成 划分 的 加 细 。 

51. 证 明 : 对 于 16 位 的 比特 串 集合 ， 最 后 8 位 相同 的 比特 串 的 等 价 类 所 构成 的 划分 是 由 最 后 4 位 相同 的 
比特 串 的 等 价 类 所 构成 的 划分 的 加 细 。 

在 练习 52 和 练习 53 中 ，R。 表 示例 5 中 定义 的 等 价 关系 族 。 字 符 串 s、t 满足 sR,t， 如 果 一 上: 或 者 和 

都 至 少 含有 nn 个 字符 ， 且 它们 的 前 nn 个 字符 相同 。 

52. 证 明 : 由 等 价 关系 R, 对 应 的 比特 串 等 价 类 构成 的 所 有 比特 串 的 划分 是 由 等 价 关 系 R 对 应 的 比特 串 
等 价 类 构成 的 划分 的 加 细 。 

53. 证 明 : 由 等 价 关 系 Rs 对 应 的 标识 符 等 价 类 构成 的 C 语言 中 所 有 标识 符 的 划分 是 由 等 价 关 系 Rs 对 应 
的 标识 符 等 价 类 构成 的 划分 的 加 细 。( 旧 的 C 语言 编译 器 只 要 多 个 标识 符 的 前 8 个 字符 相同 就 将 它们 
视 为 相同 ， 而 标准 C 的 编译 器 需要 多 个 标识 符 的 前 31 个 字符 相同 才 将 它们 视 为 相同 。) 

54. 假设 R 和 R, 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ，P 和 P, 分 别 是 对 应 于 R 和 R 的 划分 。 证 明 Ri 导 
R;， 当 上 且 仅 当 Pi 是 P: 的 加 细 。 





55. 求 出 在 集合 {a,，6，c，d，e) 上 包含 关系 {(a,，5)，(a，c)，(d，e)} 的 最 小 的 等 价 关系 。 

56. 假设 R 和 R; 是 集合 S 上 的 等 价 关系 。 判 断 下 面 Ri 与 R; 的 每 个 组 合 是 否 一 定 为 等 价 关 系 。 
a) Ri UR, b) Ri NR cR OR, 

57. 考虑 例 2 中 的 等 价 关 系 ， 即 R=={(x，y) | x 一 y 是 整数 }。 
a) 关 于 这 个 等 价 关 系 的 1 的 等 价 类 是 什么 ? 
b) 关 于 这 个 等 价 关系 的 1/2 的 等 价 类 是 什么 ? 


* 58. 如 图 所 示 ,， 在 具有 3 颗 珠 子 的 手 鳃 上 ， 每 颗 珠子 可 以 是 红 的 、 白 的 或 蓝 珠子 1 
的 。 如 下 定义 手 钢 之 间 的 等 价 关 系 R: 设 Bl 和 Bs 是 手镯 ，(B ，B: ) 红 
属于 R 当 且 仅 当 Bs 可 以 由 旋转 Bi 得 到 或 先 旋转 Bi 然后 再 翻转 Bl 
得 到 。 
a) 证 明 R 是 等 价 关 系 。 珠子 3 珠子 2 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 蓝 白 


* 59. 设 R 是 定义 在 2X2 棋盘 的 所 有 涂 色 集合 上 的 关系 ， 其 中 4 个 方 格 中 的 
每 一 个 可 以 被 涂 成 红色 或 蓝 色 。 设 C! 和 C* 是 被 这 样 涂 色 的 2X2 棋盘 ，(C!，Cz) 属 于 R 当 且 仅 当 
Cs 可 以 由 旋转 Ci 或 旋转 Ci 然后 再 翻转 Ci 得 到 。 
a) 证 明 R 是 等 价 关系 。 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 
60. a) 设 R 是 定义 在 从 Z1+ 到 Zt 的 函数 集合 上 的 关系 ，(f，g)ER 当 且 仅 当 f 是 @(g) (参见 3.2 节 )。 证 
明 尺 是 等 价 关系 。 
b) 对 于 a 中 的 等 价 关 系 ， 描 述 包 含 f(n) 二 nn 的 等 价 类 。 
61. 通过 列举 说 明定 义 在 3 个 元 素 的 集合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 的 个 数 。 
62. 通过 列举 说 明定 义 在 4 个 元 素 的 集合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 的 个 数 。 
x 63. 当 我 们 构造 一 个 关系 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 时 ， 一定 能 得 到 一 个 等 价 关 系 吗 ? 
* 64、 当 我 们 构造 一 个 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 时 ， 一 定 能 得 到 一 个 等 价 关 系 吗 ? 
65. 假设 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 等 价 关系 RR 构造 一 个 划分 P。 如 果 再 次 使 用 定理 2 从 PP 构造 一 个 等 价 关 
系 ， 那 么 得 到 的 等 价 关 系 R' 是 什么 ? 
假设 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 划分 P 构造 一 个 等 价 关 系 尺 。 如 果 再 次 使 用 定理 2 从 R 构造 一 个 划分 ， 
那么 得 到 的 划分 P' 是 什么 ? 
67. 设计 一 个 算法 ， 找 出 包含 一 个 给 定 关系 的 最 小 的 等 价 关系 。 
* 68. 设 p(n) 表 示 定 义 在 元素 集 合 上 的 不 同等 价 关系 的 个 数 ( 由 定理 2， 也 是 元素 集 合 上 的 划分 的 个 


数 )。 证明， p(n) 满 足 递 推 关系 p(m)= 3》 CCn 一 1， 让 p(n 一 j 一 1) 和 初始 条 件 p(0) 一 1。 [注意 数 


p() 叫 作 贝 尔 数 ， 用 美国 数学 家 已 工 贝尔 的 名 字 命名 ] 
69. 用 练习 68 求 n 元 素 集合 上 的 不 同等 价 关 系 的 个 数 ， 其 中 是 不 超过 10 的 正 整 数 。 
\ 


9.6 偏 序 
9.6.1 引言 

unke》 我 们 常常 用 关系 对 集合 的 某 些 元 素 或 全 体 元 素 排序 。 例 如 ， 使 用 包含 字 对 (z，y) 的 关系 对 
字 排 序 ， 其 中 xz 按照 字典 顺序 排 在 y 的 前 面 。 使 用 包含 有 序 对 (x，y) 的 关系 安排 课题 ， 其 中 xz 
和 y 是 课题 中 的 任务 并 且 z 必须 在 y 开始 之 前 完成 。 使 用 包含 有 序 对 (x+，y) 的 关系 对 整数 集合 
排序 ， 其 中 工 小 于 y。 当 我 们 把 所 有 形 如 Cz，z) 的 有 序 对 加 到 这 些 关系 中 时 ， 就 得 到 了 一 个 自 
反 、 反 对 称 和 传递 的 关系 。 这 些 都 是 刻画 对 集合 中 的 元 素 进 行 排序 的 关系 特征 的 性 质 。 


an 


66. 


Ea 





我 们 在 例 1 一 3 中 给 出 偏 序 集 的 例子 。 





ee 
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证 明 :“ 大 于 或 等 于 ”关系 (三) 是 整数 集合 上 的 偏 序 。 
解 ” 因 为 对 所 有 整数 a 有 a 宇 a， 所 以 三 是 自 反 的 。 如 果 a 宇 5 且 5 宇 a， 那么 a 二 5， 因此 过 
是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 a 宇 5 且 b 宇 c 蕴含 a 宇 c， 所 以 宇 是 传递 的 。 从 而 宇 是 整数 集合 上 的 偏 


序 且 (Z， 宇 ) 是 偏 序 集 。 4 
整除 关系 “|” 是 正 整 数 集合 上 的 偏 序 ， 因 为 如 9.1 节 所 述 ， 它 是 自 反 的 、 反 对 称 的 
和 传递 的 。 我 们 得 到 (Z* ，| ) 是 偏 序 集 (Z 表示 正 整 数 集合 ) 。 4 


CG 时 让 明 : 包含 关系 三 是 定义 在 集合 S 的 军 集 上 的 偏 序 。 

解 ” 因 为 只 要 A 是 S 的 子 集 ， 就 有 ACA， 所 以 己 是 自 反 的 。 因 为 ACB 和 BCA 引信 
A=B， 所 以 它 是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 AEB 和 BCC 蕴含 ACSC， 所 以 己 是 传递 的 。 因 此 ， 
和 是 P(S) 上 的 偏 序 ， 且 (PC(S)， 己 ) 是 偏 序 集 。 4 

例 4 给 出 了 一 个 不 是 偏 序 的 关系 。 

GG 设 R 是 定义 在 由 人 构成 的 集合 上 的 关系 ，zRy 当 且 仅 当 x 和 y 是 人 ， 且 年纪 大 于 
Jo。 证 明 : R 不 是 偏 序 。 

解 ” 注 意 尺 是 反对 称 的 ， 因 为 如 果 有 一 个 人 之 比 另 一 个 人 y 年 长 ， 那 么 y 就 不 会 比 x 年 
长 。 也 就 是 说 ， 如 果 zxRy， 那 么 > 及 二 。 关 系 尽 是 传递 的 ， 因 为 如 果 工 比 y 年 长 ， 而 y 又 比 > 
年 长 ， 那 么 x 肯定 比 z 年 长 。 就 是 说 ， 如 果 zRy，yR zx， 那么 zRz。 但 是 ，R 不 是 自 反 的 ， 因 
为 没有 谁 会 比 自己 年 长 。 即 对 于 所 有 的 人 xz，z 只 x。 这 就 意味 着 R 不 是 偏 序 。 4 

在 不 同 的 偏 序 集中 ， 会 使 用 不 同 的 符号 表示 偏 序 ， 如 三 、 导 和 |。 然而， 我 们 需要 一 个 符 
号 用 来 表示 任意 一 个 偏 序 集中 的 序 关系 。 通 常 ， 在 一 个 偏 序 集 (S，R) 中 ， 记 号 a<5b 表 示 (a， 
6b) ER。 使 用 这 个 记号 是 由 于 “小 于 或 等 于 ”关系 是 偏 序 关 系 的 范例 ， 而 且 符 号 < 和 三 很 相似 。 
(注意 符号 入 用 来 表示 任意 偏 序 集中 的 关系 ， 并 不 仅仅 是 “小 于 或 等 于 ”关系 。) 记 号 4<2 表示 
a<b， 但 a 隆 5。 如 果 a<5， 我们 说 “a 小 于 5b” 或 “大 于 a”。 

当 a 与 6 是 偏 序 集 (S，) 的 元 素 时 ,不 一 定 有 a<5 或 5<a。 例如 ,在 (P(Z)， 己 ) 中 ， 
{1，2} 与 {1，3} 没 有 关系 ， 反 之 亦 然 ， 因 为 没有 一 个 集合 被 另 一 个 集合 包含 。 类 似 地 ， 在 
(Z+ ，|) 中 ,2 与 3 没有 关系 ,3 与 2 也 没有 关系 ， 因 为 213 且 3/2。 由 此 得 到 定义 2。 








@ 在 偏 序 集 (Z' ，| ) 中 ,整数 3 和 9 是 可 比 的 吗 ? 5 和 7 是 可 比 的 吗 ? 

解 ”整数 3 和 9 是 可 比 的 ， 因 为 3|9。 整 数 5 和 7 是 不 可 比 的 ， 因 为 5 屎 7 且 7 履 5。 4 

用 形容 词 “ 部 分 的 ( 偏 的 )” 描 述 偏 序 ， 是 因为 有 些 元 素 对 可 能 是 不 可 比 的 。 当 集合 中 的 每 
对 元 素 都 可 比 时 ， 这 个 关系 称 为 全 序 。 





偏 序 集 (Z， 三 ) 是 全 序 集 ， 因 为 只 要 a 和 6。 是 整数 ,就 有 4 三 6 或 5 过 a。 4 
@ 蛙 偏 序 集 (Z- ，| ) 不 是 全 序 集 ， 因 为 它 包含 着 不 可 比 的 元 素 , 例如 5 和 7。 4 


在 第 6 章 我 们 注意 到 (Z*" ， 三) 是 良 序 的 ， 其 中 三 是 通常 的 “小 于 或 等 于 ”关系 。 我 们 现 
在 定义 良 序 集 。 


Extre 
exonpies 


Extre 
Exampies. 





正 整 数 的 有 序 对 的 集合 ，Z "XZ, 与 过 构成 良 序 集 ， 其 中 如 果 a 二 5,， 或 如 果 


> 


> 
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a 二 b1 且 as 二 5; (字典 顺序 )， 则 (a,，a;) 二 (b,，b,)。 有 关 的 验证 留 作 节 后 的 练习 53。 集 合 Z 
与 通常 的 二 不 是 良 序 的 ， 因 为 负 整 数 集合 是 Z 的 子 集 ,， 但 没有 最 小 元 素 。 4 
在 5.3 节 的 最 后 ,我 们 说 明了 怎样 使 用 良 序 归纳 原理 ( 称 为 广义 归纳 法 ) 证 明 关 于 一 个 良 序 

集 的 结论 。 现 在 我 们 叙述 并 证 明 这 个 证 明 技 术 是 有 效 的 。 
理 1 i 









证 明 假设 PCz) 不 对 所 有 的 zES 为 真 。 那 么 存在 一 个 元 素 yE S 使 得 P(y) 为 假 。 于 是 集 
合 4=(zES|P(Cz) 为 假 } 是 非 空 的 。 因 为 S 是 良 序 的 ， 所 以 集合 A 有 最 小 元 素 a。 根 据 a 是 选 
自 A 的 最 小 元 素 ， 我 们 知道 对 所 有 的 TES 且 x<a 都 有 P(x) 为 真 。 由 归纳 步骤 可 以 推出 P(a) 
为 真 。 这 个 矛盾 就 证 明了 P(z) 必 须 对 所 有 xES 为 真 。 4 

评注 使 用 良 序 归纳 法 进行 证 明 时 ， 不 需要 基础 步骤 。 因 为 若 Xo。 是 良 序 集 的 最 小 元 素 ， 
由 归纳 步骤 可 知 PCzo) 为 真 。 因 为 不 存在 xES 且 工 <z， 所 以 (使 用 空 证 明 ) P(z) 对 所 有 xzES 
的 

良 序 归纳 原理 对 证 明 关 于 良 序 集 的 结论 是 一 种 通用 的 技术 。 即 使 可 以 使 用 关于 正 整 数 集 
合 的 数学 归纳 法 证 明 一 个 定理 时 ,使 用 良 序 归纳 原理 甚至 可 能 更 简单 。 如 在 5.2 节 例 5 和 例 
6 中 所 看 到 的 ， 在 那里 我 们 证 明了 一 个 关于 良 序 集 (NXN，< ) 的 结论 ， 其 中 是 NXN 上 的 
字典 顺序 。 


9.6.2 字典 顺序 

字典 中 的 单词 是 按照 字母 顺序 或 字典 顺序 排列 的 ， 字 典 顺 序 是 以 字母 表 中 的 字母 顺序 为 基 
础 的 。 这 是 从 一 个 集合 上 的 偏 序 构造 一 个 集合 上 的 字符 串 的 排序 的 特例 。 我 们 将 说 明 在 任意 一 
个 偏 序 集 上 如 何 进行 这 种 构造 。 

首先 ， 我 们 将 说 明 怎 样 在 两 个 偏 序 集 (A, ， 和 ,) 和 (A,， 入 ,) 的 笛 卡 儿 积 上 构造 一 个 偏 序 。 
在 A,XA, 上 的 字典 顺序 入 定义 如 下 : 如 果 第 一 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 ( 在 A, 中 ) 小 于 第 二 个 
有 序 对 的 第 一 个 元 素 ， 或 者 第 一 个 元 素 相等 ， 但 是 第 一 个 有 序 对 的 第 二 个 元 素 ( 在 A, 中 ) 小 于 
第 二 个 有 序 对 的 第 二 个 元 素 ， 那 么 第 一 个 有 序 对 小 于 第 二 个 有 序 对 。 换 句 话 说，(a ，as) 小 于 
《53 即 

(0 
或 者 aa < 到 10， 或 者 m=b: 且 az 天 xz 。 

把 相等 增加 到 A, X A, 的 序 < 上 ， 就 得 
到 一 个 偏 序 入 。 这 个 验证 留 作 练习 。 

确定 在 偏 序 集 (ZXZ，<) 中 是 否 
有 (3,，5) 过 (4，8)、(3，8) 过 (4，5) 和 (4， 
9)<(4，11)? 这 里 科 是 由 通常 定义 在 Z 上 
的 三 关系 构造 的 字典 顺序 。 

解 ” 因 为 3 二 4， 所 以 (3, 5) 过 (4,，8) 且 
(3，8) 到 (4，5)。 因 为 (4，9) 与 (4，11) 的 第 
一 元 素 相 同 ， 但 是 9<11， 所 以 有 (4，9) < 
Cas TT « 

在 图 1 中 高 亮 地 显示 了 Z* XZ'* 中 比 (3， 
4) 小 的 有 序 对 。 可 以 在 nn 个 偏 序 集 (A!，| o o 
< )，(4, 入 )，…,(4A,. 二,) 的 笛 卡 儿 积 上 [人 4D (2,D 
定义 字典 顺序 。 如 下 定义 A,XA,X…XA， 图 1 按照 字典 顺序 ， 比 (3，4) 小 的 有 序 对 
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上 的 偏 序 : < 
人 

如 果 a 到 15,， 或 者 如 果 存 在 整数 i 二 0， 使 得 a 二 51，…，4a; 二 bi, 且 aiyi 王 it10bir1。 换 句 话说 ， 
如 果 在 两 个 元 组 首次 出 现 不 同 元素 的 位 置 上 第 一 个 n 元 组 的 元 素 小 于 第 二 个 元 组 的 元 素 ， 
那么 第 一 个 n 元 组 小 于 第 二 个 元 组 。 

全 四 注意 (1，2，3,， 5)<Q,2, 4，3)， 因 为 这 些 4 元 组 的 前 两 位 相同 ,但 是 第 一 个 4 
元 组 的 第 三 位 3 小 于 第 二 个 4 元 组 的 第 三 位 4( 这 里 的 4 元 组 上 的 字典 顺序 是 通常 在 整数 集合 上 
的 “小 于 或 等 于 ”关系 导出 的 字典 顺序 )。 4 

我 们 现在 可 以 定义 字符 串 上 的 字典 顺序 。 考 虑 偏 序 集 S 上 的 字符 串 aia …a 和 6b1b,…b,， 
假定 这 些 字符 串 不 相等 。 设 1 是 mwm、n 中 较 小 的 数 。 定 义 字 典 顺 序 如 下 : aias…a 小 于 6b105,… 
b,， 当 上 且 仅 当 \ 

(al ,as ai) 过 (61,6b,,，"……,b,) 或 者 
(Qsyazs 3sG,) = (bbs yb) 并 县 ww 过 

其 中 ， 这 个 不 等 式 中 的 < 表示 S' 中 的 字典 顺序 。 换 句 话 说 ,为 确定 两 个 不 同 字 符 串 的 顺序 ， 
较 长 的 字符 串 被 截取 为 较 短 的 字符 串 的 长 度 t:， 即 1 二 min(mx，n)。 然 后 使 用 S' 上 的 字典 顺序 比 
较 每 个 字符 串 的 前 + 位 组 成 的 t 元 组 。 如 果 对 应 于 第 一 个 串 的 上 元 组 小 于 第 二 个 串 的 上 元 组 ， 或 
者 这 两 个 上 元 组 相等 ， 但 是 第 二 个 串 更 长 ,那么 第 一 个 串 小 于 第 二 个 串 。 这 是 一 个 偏 序 的 验 
证 ， 作 为 练习 38 留 给 读者 。 

全 用 考虑 由 小 写 英文 字母 组 成 的 字符 串 的 集合 。 使 用 字母 在 字母 表 中 的 顺序 ， 可 以 构造 
在 字符 串 的 集合 上 的 字典 顺序 。 如 果 两 个 字符 串 在 首 个 位 置 出 现 不 同 字 母 时 ， 第 一 个 字符 串 中 
的 字母 排 在 第 二 个 字符 串 中 的 字母 前 面 ， 或 者 如 果 第 一 个 字符 串 和 第 二 个 字符 串 在 所 有 的 位 都 
相同 ， 但 是 第 二 个 字符 串 有 更 多 的 字母 ， 那 么 第 一 个 字符 串 小 于 第 二 个 字符 串 。 这 种 排序 和 字 
典 中 使 用 的 排序 相同 。 例 如 ， 

discreet<discrete 
因为 这 两 个 字符 串 在 第 7 位 首次 出 现 不 同 字 母 ， 并 且 e<t。 同 样 ， 
discreet< discreetness 

因为 这 两 个 字符 串 前 8 个 字母 相同 ， 但 是 第 二 个 字符 串 更 长 。 此 外 ， 


discrete< discretion 


因为 
discrete< discreti S| 
9.6.3 蛤 塞 图 
在 有 穷 偏 序 集 的 有 向 图 中 ， 有 许多 边 可 以 不 必 显 示 出 来 ， 因 为 它们 是 必须 存在 的 。 例 如 ， 
考虑 在 集合 {1， 2 3 4} 上 的 偏 序 {(a， 六 |g 4 4 4 


0} 的 有 向 图 ， 见 图 2a。 因 为 这 个 关系 是 偏 序 的 ， 
所 以 它 是 自 反 的 并 且 有 向 图 在 所 有 的 顶点 都 有 
环 。 因此， 我 们 不 必 显 示 这 些 环 ， 因 为 它们 是 3 
必须 出 现 的 。 在 图 2b 中 没有 显示 这 些 环 。 由 于 
偏 序 是 传递 的 ， 所 以 我 们 不 必 显 示 那 些 由 于 传 
递 性 而 必须 出 现 的 边 。 例 如 ， 在 图 2c 中 没有 显 
示 边 (1，3) 、(1，4) 和 (2，4)， 因 为 它们 是 必 
须 出 现 的 。 如 果 假 设 所 有 边 的 方向 是 向 上 的 (如 1 1 1 
图 2 所 示 )， 我 们 不 必 显 示 边 的 方向 ， 图 2c 没 有 a) b) c) 
显示 边 方 向 。 图 2 构造 关于 ({(1，2，3，4}， 执 ) 的 哈 塞 图 
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一 般 说 来 ， 我 们 可 以 使 用 下 面 的 过 程 表示 一 个 有 穷 的 偏 序 集 (S$，< )。 从 这 个 关系 的 有 向 
图 开始 。 由 于 偏 序 是 自 反 的 ， 所 以 在 每 个 顶点 a 都 有 一 个 环 (a，a)。 移 走 这 些 环 。 下 一 步 , 移 
走 所 有 由 于 传递 性 必须 出 现 的 边 ， 因 为 存在 一 些 其 他 的 边 而 且 偏 序 是 传递 的 。 也 就 是 说 ， 对 于 
元 素 xE S 如 果 z<z 且 <y， 则 移 走 所 有 这 样 的 边 (z，>y)。 最 后 ， 排 列 每 条 边 使 得 它 的 起 点 
在 终点 的 下 面 (正如 在 纸 上 所 画 的 ) 。 移 走 有 向 边 上 所 有 的 箭头 ， 因 为 所 有 的 边 “ 向 上 ”指向 它 
们 的 终点 。 

这 些 步骤 是 有 明确 定义 的 ， 并 且 对 于 一 个 有 穷 偏 序 集 只 有 有 限 步 需要 执行 。 当 所 有 的 步骤 
执行 以 后 ， 就 得 到 一 个 包含 足够 的 表示 偏 序 信息 的 图 ,我 们 将 在 后 面 进行 解释 。 这 个 图 称 为 
CS， 芯 ) 的 哈 塞 图 ， 它 是 用 20 世纪 德国 数学 家 赫 尔 姆 . 哈 塞 的 名 字 命名 的 ， 哈 塞 广泛 使 用 了 这 
些 图 。 

设 (S，<) 是 一 个 偏 序 集 。 若 zy 且 不 存在 元 素 z€ES 使 得 zy， 则 称 元 素 yE S 覆盖 
元 素 zxES。y 覆盖 x 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 称 为 (S$，< ) 的 覆盖 关系 。 从 对 偏 序 集 的 哈 塞 图 的 
描述 中 ， 我们 可 以 看 出 ,在 (S$，< ) 的 喻 塞 图 中 的 边 是 指向 上 面 的 边 并 且 与 (S$，< ) 的 覆盖 关 
系 中 的 有 序 对 相对 应 。 而 且 ， 我 们 可 以 从 偏 序 集 的 覆盖 关系 中 得 到 这 个 偏 序 集 ， 因 为 它 是 它 的 
覆盖 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。( 练 习 31 要 求 给 出 这 个 事实 的 证 明 。) 这 就 告诉 我 们 ， 可 以 从 
它 的 哈 塞 图 中 构造 一 个 偏 序 。 

(BD 夯 出 表示 {1，2，3，4，6，8，12} 上 的 偏 序 {(c，0) |a 整除 56) 的 哈 塞 图 。 

解 ”从 这 个 偏 序 的 有 向 图 开始 ， 如 图 3a 所 示 。 移 走 所 有 的 环 ， 如 图 3b 所 示 。 然 后 删除 所 有 
由 传递 性 可 以 得 到 的 边 。 这 些 边 是 (1, 4)、(1, 6)、(1, 8)、(1, 12)、(2, 8)、(2，12) 和 (3， 
12) 。 排 列 所 有 的 边 使 得 方向 向 上 ， 并 且 删 除 所 有 的 箭头 得 到 哈 塞 图 。 结 果 如 图 3c 所 示 。 4 





a) b) c) 
图 3 构造 ((L，2，3，4, “6，8，12}，| ) 上 的 哈 塞 图 


画 出 宕 集 PCS) 上 的 偏 序 {(A，B) |ASEB)} 的 哈 塞 图 ， 其 中 S={a, b,c)。 

解 ”关于 这 个 偏 序 的 哈 塞 图 是 由 相关 的 有 向 图 得 到 的 ， 先 删除 所 有 的 环 和 所 有 由 传递 性 产 
生 的 这 即 (@ (a, 了》 (BB {ay elys. CB, {by cel, CB las b, cl) (Ma}s ta; 
c})、({6)，{a, b,c}) 和 ({c)，{a,， 5，c})。 最 后 ,使 所 有 的 边 方向 向 上 并 删除 第 头 。 得 到 的 
哈 塞 图 如 图 4 所 示 。 S| 


9.6.4 极 大 元 与 极 小 元 
具有 极 值 性 质 的 偏 序 集中 的 元 素 有 许多 重要 应 用 。 偏 序 集中 的 一 个 元 素 称 为 极 大 元 ， 当 它 





不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 当 不 存在 bE S 使 得 <<2，a 在 偏 序 集 (S$，< ) 中 是 极 大 
元 。 类 似 地 ， 偏 序 集 的 一 个 元 素 称 为 极 小 元 ， 如 果 它 不 大 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 如 
果 不 存在 bE S 使 得 <a， 则 a 在 偏 序 集 (S，< ) 中 是 极 小 元 。 使 用 哈 寨 图 很 容易 识别 极 大 元 与 
renin “ 顶 ” 元 素 与 “ 底 ” 元 素 。 
偏 序 集 ({2，4，5，10，12，20，25} ，| ) 中 的 哪些 元 素 是 极 大 元 ， 哪 些 是 极 小 元 ? 
在 这 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 ， 图 5 中 ， Pt 20 和 25， 极 小 元 是 2 和 5。 通 


过 这 个 例子 可 以 看 出 ， 一 个 偏 序 集 可 以 有 多 个 极 大 元 和 多 个 极 小 元 。 a 
{a, b, c} 
z 上 
图 4 (P({a, b,c}),， 己 ) 的 哈 塞 图 图 5 偏 序 集 的 哈 塞 图 


有 时 在 偏 序 集中 存在 一 个 元 素 大 于 每 个 其 他 的 元 素 。 这 样 的 元 素 称 为 最 大 元 。 即 a 是 偏 序 集 
(S，<) 的 最 大 元 ， 如 果 对 所 有 的 bE S 有 6<a。 当 最 大 元 存在 时 ,， 它 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 
40a]。 类 似 地 ， 一 个 元 素 称 为 最 小 元 ， 当 它 小 于 偏 序 集 的 所 有 其 他 元 素 。 即 a 是 偏 序 集 (S，<) 
的 最 小 元 ， 如 果 对 所 有 的 5E S 有 a<64。 当 最 小 元 存在 时 ， 它 也 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 40b]。 

确定 图 6 中 的 每 个 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 否 有 最 大 元 和 最 小 元 


b d d e d d 
a a b a b a 


a) b) c) d) 
图 6 四 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 





赫 尔 姆 . 哈 塞 (Helmut Hasse，1898 一 1979) 了 哈 塞 出 生 于 德国 的 卡 斯 尔 ， 高 中 毕业 
以 后 在 德国 海军 服役 。1918 年 ， 他 进入 哥 廷 根 大 学 学 习 ， 两 年 以 后 转 人 马尔 堡 大 学 ， 
师 从 数论 专家 科 特 。 享 泽 尔 。 在 这 段 时 间 里 ， 哈 塞 对 代数 数论 做 出 了 基础 性 的 贡献 。 他 
继承 了 享 泽 尔 在 马尔 堡 大 学 的 工作 ， 并 于 1934 年 荣 升 为 著名 的 哥 廷 根 数学 研究 所 所 长 。 
1950 年 ， 哈 塞 年 受聘 于 汉堡 大 学 。 哈 塞 为 著名 的 德国 数学 期 刊 人 《Crelle 学 报 》(Crelle’s 
Journal) 担 任 了 50 年 的 编辑 工作 。1936 年 ， 当 纳粹 强迫 享 泽 尔 辞职 时 ， 哈 塞 承担 了 主 
uvein pitdiulsieinbild ， 编 的 工作 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 哈 塞 效 命 于 德国 海军 ， 从 事 应 用 数学 的 研究 工 
PC 作 。 他 的 讲演 表述 清晰 ， 风 格 独特 。 他 把 一 生 的 精力 都 倾注 于 数论 的 研究 和 他 的 学 
生 身 上 。 ( 哈 塞 由 于 与 纳粹 党 的 联系 而 受到 非议 。 调 查证 明 他 是 一 名 坚定 的 日 耳 曼 民族 主义 者 ， 并 非 狂 热 
的 纳粹 分 子 。) 
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解 ” 哈 塞 图 6a 表示 的 偏 序 集 的 最 小 元 是 <。 这 个 偏 序 集 没 有 最 大 元 。 哈 塞 图 6b 表示 的 偏 
序 集 既 没有 最 小 元 也 没有 最 大 元 。 哈 塞 图 6c 表示 的 的 偏 序 集 没有 最 小 元 ， 它 的 最 大 元 是 d4。 哈 
塞 图 6d 表示 的 偏 序 集 有 最 小 元 a 和 最 大 元 4。 四 

人 设 5 是 集合 .确定 偏 序 集 (P(S)， 己 ) 中 是 否 存在 最 大 元 与 最 小 元 。 

解 ” 最 小 元 是 空 集 ， 因 为 对 于 S 的 任何 子 集 T， 用 夺 T。 集合 S 是 这 个 偏 序 集 的 最 大 元 ， 
因为 只 要 人 是 S 的 子 集 , 就 有 TES。 4 

全 号 在 偏 序 集 (Z; ，| ) 中 是 否 存在 最 大 元 和 最 小 元 ? 

解 1 是 最 小 元 ， 因 为 只 要 是 正 整 数 ， 就 有 1|n。 因 为 没有 被 所 有 正 整 数 整除 的 整数 ， 
所 以 不 存在 最 大 元 。 4 

有 时 候 可 以 找到 一 个 元 素 大 于 或 等 于 偏 序 集 (S， ) 的 子 集 A 中 的 所 有 元 素 。 如 果 w 是 5S 
中 的 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 a€E A， 有 a<u， 那 么 u 称 为 A 的 一 个 上 界 。 类 似 地 ， 也 可 能 
在 一 个 元 素 小 于 或 等 于 A 中 的 所 有 元 素 。 如 果 1 是 S 中 的 一 个 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 a€ A 
有 !<a， 那 么 ! 称 为 A 的 一 个 下 界 。 

了 BB 找 出 图 7 中 的 哈 塞 图 所 示 的 偏 序 集 的 子 集 {a，2，c)》、17， 由 和 {(a，c，d， 户 的 下 


界 和 上 界 。 
解 (a, 5，c} 的 上 界 是 e、f、j; 和 疡 ， 它 的 唯一 的 下 界 是 a。{(7，A)} 没 有 上 界 ， 它 的 下 界 
是 .2、 NS e 和 了。 {a, Cy “ds 六 的 上 界 是 f、 hh 和 j， 它 的 下 界 是 a。 4 


元 素 zx 叫 作 子 集 A 的 最 小 上 界 ， 如 果 工 是 一 个 上 界 并 且 它 小 于 A 的 任何 其 他 的 上 界 。 
为 如 果 存 在 ， 则 只 存在 一 个 这 样 的 元 素 ， 从 这 个 意义 上 ， 称 这 个 元 素 为 最 小 上 界 [ 见 本 节 练 习 
42a)]。 即 若 任意 aEA 有 4 入 z， 并 且 对 于 A 的 任意 上 界 z>， 有 <zZz<z， 则 工 就 是 A 的 最 小 上 界 。 
类 似 地 ， 如 果 y 是 A 的 下 界 ， 并且 对 于 A 的 任意 下 界 z， 有 zy， 则 y 就 是 A 的 最 大 下 界 。 
如 果 存 在 ，A 的 最 大 下 界 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 42b]。 一 个 子 集 A 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 分 别 


记 作 glb(A) 和 lub(A)。 4 
全 在 图 7 所 示 的 偏 序 集中 ， 如 果 存 在 , 求 出 {5，d，g)} 的 h EF 
最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 
解 (5,，d，g}) 的 上 界 是 g 和 h。 因 为 g<h， 所 以 g 是 最 小 上 8 / 
界 。{5，d，g} 的 下 界 是 a 和 5。 因为 a<b， 所 以 5 是 最 大 下 界 。 4 
oy CV 在 偏 序 集 (Z- ，| ) 中 ， 如 果 存 在 , 求 出 集合 {3, 9, 12} 4 e 
和 {(1，2，4，5，10} 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 
解 如果 3、9、12 被 一 个 整数 整除 ， 那 么 这 个 整数 就 是 (3，9， 4 c 
12} 的 下 界 。 这 样 的 整数 只 有 1 和 3。 因 罚 11|3， 所 以 3 是 {3，9， 
12} 的 最 大 下 界 。 集 合 {L，2，4，5，10} 关 系 到 | 的 下 界 只 有 1， 因 “ 
王 1 是 {1，2，4，5，10} 的 最 大 下 界 。 图 7 偏 序 集 的 哈 塞 图 


一 个 整数 是 (43，9，12} 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 3、9 和 12 整除 。 具 有 这 种 性 质 的 整数 就 
是 那些 被 3、9 和 12 的 最 小 公 倍 数 36 整除 的 整数 。 因 此 ，36 是 {3，9, 12} 的 最 小 上 界 。 一 
个 正 整 数 是 集合 {1，2，4，5，10}) 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 1、2、 和 4、5 和 10 整除 。 具 有 这 种 
性 质 的 整数 就 是 被 这 些 整数 的 最 小 公 倍数 20 整除 的 整数 。 因 此 ，20 是 {1，2，4，5，10}) 的 
最 小 上 界 。 4 


9.6.5 格 

如 果 一 个 偏 序 集 的 每 对 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 就 称 这 个 偏 序 集 为 格 。 格 有 许多 特 
殊 的 性 质 。 此 外 ， 格 有 许多 不 同 的 应 用 ， 如 用 在 信息 流 的 模型 中 ， 格 在 布尔 代数 中 也 有 重要 的 
作用 。 
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确定 图 8 中 的 每 个 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 否 是 格 。 
关 h 





a) b) GY 
图 8 三 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 


解 在 图 8a 和 图 8c 中 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 格 ， 因 为 在 每 个 偏 序 集中 每 对 元 素 都 有 最 
小 上 界 和 最 大 下 界 ， 读 者 可 自行 验证 。 另 一 方面 ， 图 8b 所 示 的 哈 斯 图 表示 的 偏 序 集 不 是 格 ， 
因为 元 素 5 和 c 没有 最 小 上 界 。 注 意 , 虽然 4、e 和 上 都 是 上 界 ， 但 这 3 个 元 素 中 的 任何 一 个 在 
as 4 

偏 序 集 (Z* ，| ) 是 格 吗 ? 

设 a 和 2 是 两 个 正 整 数 。 这 两 个 整数 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 它们 的 最 小 公 倍 数 
i 读者 应 自行 验证 。 因 此 这 个 偏 序 集 是 格 。 4 

( 吾 B 确定 偏 序 集 ({1，2，3，4，5)}，|) 和 ({1，2，4，8，16)，|) 是 否 为 格 。 


解 因为 2 和 3 在 ((1，2，3，4，5}，|) 中 没有 上 界 ， 所 以 它们 当然 没有 最 小 上 界 。 因 此 
第 一 个 偏 序 集 不 是 格 。 

第 二 个 偏 序 集中 的 每 两 个 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 在 这 个 偏 序 集中 两 个 元 素 的 最 小 
上 界 是 它们 中 间 较 大 的 元 素 ， 而 两 个 元 素 的 最 大 下 界 是 它们 中 间 较 小 的 元 素 。 读 者 应 自行 验 
证 。 因 此 第 二 个 偏 序 集 是 格 。 本 

确定 (P(S)， 握 ) 是 否 是 格 ， 其 中 S 是 集合 。 

解 设 A 和 B 是 S 的 两 个 子 集 。A 和 B 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 AUB 和 AN 门 B， 读 
者 可 自行 证 明 。 因 此 (P(S)， 己 ) 是 格 。 4 

信息 流 的 格 模型 ”在 许多 设置 中 ， 从 一 个 人 或 计算 机 程序 到 另 一 个 人 或 计算 机 程序 
的 信息 流 要 受到 限制 ， 这 可 以 通过 安全 权限 来 实现 。 我 们 可 以 使 用 格 的 模型 来 表示 不 同 的 信息 
流 策 略 。 例 如 ， 一 个 通用 的 信息 流 策略 是 用 于 政府 或 军事 系统 中 的 多 级 安全 策略 。 为 每 组 信息 
分 配 一 个 安全 级 别 ， 并 且 每 个 安全 级 别 用 一 个 序 对 (A，C) 表 示 ， 其 中 A 是 权限 级 别 ，C 是 种 

然后 允许 人 和 计算 机 程序 从 一 个 被 特别 限制 的 安全 类 的 集合 中 访问 信息 。 

在 美国 政府 中 ,使 用 的 典型 的 权限 级 别 是 不 保密 (0)、 秘 密 (1)、 机 密 (2) 和 绝密 (3)。( 若 
信息 是 秘密 、 机 密 或 绝密 的 ， ge A eat hy adn 
集 ， 这 个 集合 含有 与 一 个 特定 行业 领域 相关 的 所 有 的 分 部 ， 每 个 分 部 表示 一 个 指定 的 对 象 域 。 
例如 ， 如 果 分 部 的 集合 是 {密探 ， 间 谍 ， 双 重 间 谍 }， ipa) 每 个 种 类 分 别 
对 应 于 分 部 集合 中 的 8 个 子 集 ， 例 如 {密探 ， 间 谍 }。 

我 们 可 以 对 安全 种 类 排序 ， 规 定 (A ，C) 考 (A, ，CG,) 当 和 且 仅 当 和 A 二 A, 和 CSEC: 。 信 息 允 许 
从 安全 类 (A, ，C) 流 向 安全 类 (A,，Cs) 当 上 生 仅 当 (A,，G) 才 (A,，C;)。 例如， 信息 允许 从 安全 
类 (机 密 ，{ 密 探 ， 间 谍 }) 流 向 安全 类 (绝密 ，( 密 探 ， 间 谍 ， 双 重 间谍 })， 相 反 ， 信 息 不 允许 从 安 
全 类 (绝密 ，{ 密 探 ， 间 谍 )) 流 向 安全 类 (机 密 ，{ 密 探 ， 间 谍 ， 双 重 间谍 }) 或 (绝密 ，{ 密 探 })。 

我 们 将 它 留 给 读者 ( 见 本 节 练 习 48) 证 明 ， 所 有 安全 类 的 集合 与 在 这 个 例子 中 所 定义 的 序 


Extre 
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构成 一 个 格 。 


9. 6.6 拓扑 排序 

假设 一 个 项 目 由 20 个 不 同 的 任务 构成 。 某 些 任务 只 能 在 其 他 任务 结束 之 后 完成 。 如 何 找 
到 关于 这 些 任务 的 顺序 ? 为 了 对 这 个 问题 建 模 ， 我 们 在 任务 的 集合 上 构造 一 个 偏 序 ， 使 得 a<。 
当 且 仅 当 a 和 6。 是 任务 且 直 到 a 结束 后 才能 开始 。 为 安排 好 这 个 项 目 ， 需 要 得 出 与 这 个 偏 序 
相 容 的 所 有 20 个 任务 的 顺序 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 

我 们 从 定义 开始 。 如 果 只 要 aRb 就 有 a 5， 则 称 一 个 全 序 < 与 偏 序 R 是 相 容 的 。 从 一 
偏 序 构造 一 个 相 容 的 全 序 称 为 拓扑 排序 。。 我 们 需要 使 用 引 理 1 。 

引 理 1 每 个 有 穷 非 空 偏 序 集 (S， 有 一 个 ， 
证 明 选择 S 的 一 个 元 素 a。。 如 果 wm 不 是 极 小 元 ， 那 么 存在 元 素 c ， 满 足 w 之 a 。 如 果 
a 不 是 极 小 元 ， 那 么 存在 元 素 a ， 满 足 w <al 。 继 续 这 一 过 程 ， 使 得 如 果 a 不 是 极 小 元 ， 那 
么 存在 元 素 w+ 满足 a,1, <a,。 因 为 在 这 个 偏 序 集 只 有 有 穷 个 元 素 ， 所 以 这 个 过 程 一 定 会 结束 
并 且 具 有 极 小 元 a,。 4 

我 们 将 要 描述 的 拓扑 排序 算法 对 任何 有 穷 非 空 偏 序 集 都 有 效 。 为 了 在 偏 序 集 (A，<<) 上 定 

一 个 全 序 ， 首 先 选 择 一 个 极 小 元 素 w 。 由 引 理 1 可 知 ， 这 样 的 元 素 存在 。 接 着 ， 正 如 读者 应 
自行 验证 的 ，(A 一 {a,}，<) 也 是 一 个 偏 序 集 。 如 果 它 是 非 空 的 ， 选 择 这 个 偏 序 集 的 一 个 极 小 
元 w 。 然 后 再 移出 a ， 如 果 还 有 其 他 的 元 素 留 下 来 ， 在 A 一 {a, ，w} 中 选择 一 个 极 小 元 a,。 继 
续 这 个 过 程 ， 只 要 还 有 元 素 留 下 来 ， 就 在 A 一 {a, ，a, ，…，a4} 中 选择 极 小 元 ci 。 

因为 A 是 有 穷 集 ， 所 以 这 个 过 程 一 定 会 终止 。 最 终 产生 一 个 元 素 序 列 wm ，a, ，…，a,。 所 
需要 的 全 序 <, 定义 为 





. Ry Re ts 

这 个 全 序 与 初始 偏 序 相 容 。 为 看 出 这 一 点 ， 注 意 如 果 在 初始 偏 序 中 6<c，c 在 算法 的 某 个 阶段 
b 已 经 被 移出 时 ， 被 选择 为 极 小 元 ， 否 则 < 就 不 是 极 小 元 。 算 法 1 给 出 了 关于 这 个 拓扑 排序 算 
法 的 伪 码 。 





算法 1 拓扑 排序 

procedure topological sort((S， ): 有 穷 偏 序 集 ) 

k:=1 

while SZ 
a :二 5 的 极 小 元 {由 引 理 1 可 知 ， 这 样 的 元 素 一 定 存在 )} 
S :=S—({a:} 
k := 十 1 - 

return ca ，a ，… ，dw{a ，a ，…，w, 是 与 S 相 容 的 全 序 } 











找 出 与 偏 序 集 ((1，2，4，5，12，20} ，| ) 相 容 的 一 个 全 序 。 

解 ” 第 一 步 是 选择 一 个 极 小 元 。 这 个 元 素 一 定 是 1， 因 为 它 是 唯一 的 极 小 元 。 下 一 步 选择 
({2，4，5，12，20}，|) 的 一 个 极 小 元 。 在 这 个 偏 序 集中 有 两 个 极 小 元 ， 即 2 和 5。 我 们 选择 
5。 剩 下 的 元 素 是 (2，4，12，20)。 在 这 一 步 ， 唯 一 的 极 小 元 是 2。 下 一 步 选 择 4， 因 为 它 是 
({4，12，20)，|) 的 唯一 极 小 元 。 因 为 12 和 20 都 是 ({12，20}，| ) 的 极 小 元 ， 下 一 步 选 哪 一 
个 都 可 以 。 我 们 选 20， 只 剩 下 12 作为 最 后 的 元 素 。 这 产生 了 全 序 


昌 “拓扑 排序 ”是 计算 机 科学 中 用 到 的 术语 ， 在 数学 中 用 到 的 术语 是 “ 偏 序 的 线性 化 "。 在 数学 中 ， 拓 扑 是 几何 
的 一 个 分 支 ， 用 于 研究 几何 图 形 在 连续 改变 形状 时 还 能 保持 不 变 的 一 些 特性 。 在 计算 机 科学 中 ， 拓 扑 是 把 对 
象 进行 安排 ， 使 它们 能 够 通过 边 相连 。 
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1<5<2<4<20<12 
这 个 排序 算法 所 使 用 的 步骤 在 图 9 中 给 出 。 4 





图 9 ((1，2，4，5，12，20}, 斗 ) 的 拓扑 排序 
在 项 目的 安排 中 会 用 到 拓扑 排序 。 


@ 酌 一 个 计算 机 公司 的 开发 项 目 需要 完成 7 个 任务 。 G 
其 中 某 些 任务 只 能 在 其 他 任务 结束 后 才能 开始 。 考 虑 如 下 建 记 了 


立 任务 上 的 偏 序 ， 如 果 和 任务 了 在 X 结束 后 才能 开始 ， 则 任务 
X<< 任 务 Y。 这 7 个 任务 对 应 于 这 个 偏 序 的 哈 塞 图 如 图 10 所 


示 。 求 一 个 任务 的 执行 顺序 ， 使 得 能 够 完成 这 个 项 目 。 . 

解 ” 可 以 通过 执行 一 个 拓扑 排序 得 到 7 个 任务 的 排序 。 
排序 的 步骤 显示 在 图 11 中 。 这 个 排序 的 结果 ,A<<C<B< 四 © E 
E<F<D<G, 给 出 了 一 种 可 行 的 任务 次 序 。 全 ”图 10 关于 7 个 任务 的 哈 塞 图 





图 11 任务 的 拓扑 排序 


练习 
1. 以 下 这 些 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ,哪些 是 偏 序 的 ? 如 果 不 是 偏 序 的 ， 请 给 出 它 缺 少 偏 序 的 
哪些 性 质 。 
到 0 0 CLs 1D (2 27 (35. 8 
DLCO% Os ls 1), C23 0 C2 2), C2 3 (3, 2 3 
ce){C0, 0), (Es, 1), C1, 2), (2, 2), (3, 3))} 
da) {C0 0)3 Cs Ds CLs 2) Cy 23, (2 25 (2% 3 (3,3) 
{C0 0); 0% 1)s CO 2 Cs O05 Cy Is Cs 2 (2 0 C25 2)3 C3 3)} 
2. 以 下 这 些 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ， 哪 些 是 偏 序 的 ? 如 果 不 是 偏 序 的 ， 请 给 出 它 缺 少 偏 序 的 
哪些 性 质 。 
a){(0, 0), (2, 2), (3, 3))} 
by{(0, 0)s (Ly, Ws C2 0)3 (2, 2)» (2, 3)» (35 3)) 
人 





dC0 1 
全 
3. 设 a 和 6b 是 人 ,，S 是 全 世界 所 有 人 构成 的 集合 ，(a，5) ER。 请问 (S$，R) 是 否 为 偏 序 集 ， 如 果 





a)a 比 5 的 个 子 高 b)a 不比 5 高 
Qa 二 5b 或 a 是 5 的 祖先 d)a 和 2 有 共同 的 朋友 
4. 设 a 和 0 是 人 ，S 是 全 世界 所 有 人 构成 的 集合 ，(a，5)ER。 请 问 (S，R) 是 否 为 偏 序 集 ， 如 果 
a)a 不 比 b 个 子 矮 b)a 的 体重 比 2 重 
ca 二 6 或 a 是 2 的 后 代 d)a 和 2 没有 共同 的 朋友 
5. 下 面 哪些 是 偏 序 集 ? 
a)(Z, =) CD 2 DL A UD Dy, 省 7 
6. 下 面 哪些 是 偏 序 集 ? 
a)(R, =) b)(R, <=) OR, <) d)(R， 关 ) 
7. 确定 以 下 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 
i i 
1 a 
(0 | 0 
Gr 
(0 | oN | 
"I 
8. 确定 由 下 面 的 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 
1 
| je 从 
oP Hy 
中 1 | 了 | 9 证 | C) 
站 有 
(oe | 
Lt 
在 练习 9 一 11 中 确定 有 向 图 所 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 





12. 设 (S，R) 是 偏 序 集 。 证 明 : (S，R"') 也 是 偏 序 集 ， 其 中 R ' 是 R 的 逆 。 偏 序 集 (S，R  ) 称 为 ($， 
R) 的 对 偶 。 
13. 求 下 面 偏 序 集 的 对 偶 。 


C(t0, ly 2， 并 的 KZ SY 

e) (PZ), SS) dB | 
14. 在 偏 序 集 (Z+ ，| ) 中 ， 下 面 哪些 元 素 对 是 可 比 的 ? 

3, 15 b)6, 9 8 16 dT; 7 
15. 在 下 面 的 偏 序 集中 ， 找 出 两 个 不 可 比 的 元 素 。 

DPDUO; le VIN, /EY DJ 2, 4, 6 Ws |) 


16. 设 S={1，2，3，4}。 考 虑 基于 通常 “小 于 ”关系 的 字典 顺序 。 
a) 找 出 所 有 在 SXS 中 小 于 (2，3) 的 序 对 。 
b) 找 出 所 有 在 SXS 中 大 于 (3，1) 的 序 对 。 
c) 画 出 偏 序 集 (SxXS， 尖 ) 的 哈 塞 图 。 
17. 找 出 下 面 的 nn 元 组 的 字典 顺序 。 
0 Dy Pe 的 
ls Oo ly Ge oa Lo Ta Le 
18. 找 出 下 面 小 写 英语 字母 构成 的 字符 串 的 字典 顺序 。 


a)quack, quick, quicksilver, quicksand, quacking 
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b)open, opener, opera, operand, opened 
€)z00, zero, zoom, zoology, zoological 
19. 找 出 比特 串 0，01，11，001，010，011，0001 和 0101 的 基于 0 二 1 的 字典 顺序 。 
20. 画 出 定义 在 (0，1，2，3，4，5} 上 的 “大 于 或 等 于 ”关系 的 哈 塞 图 。 
21. 画 出 定义 在 (0，2，5，10，11，15} 上 的 “小 于 或 等 于 ”关系 的 哈 塞 图 。 
22. 画 出 定义 在 下 述 集 合 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 


a {ls 2 5 全 DOS Ss Zs Tls 8 L160, 17} 

{2 By 10 ly 15 253 dL; 3 9 S71 2433 
23. 画 出 定义 在 下 述 集合 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 

{1 2 3 ys Bs 7 b){h, 2, 8, 5, 7; 11, 13) 

人 2 


24. 画 出 定义 在 集合 PCS) 上 的 包含 关系 的 哈 塞 图 ， 其 中 S={a, b, c,d}。 
在 练习 25 一 27 中 ， 列 出 哈 塞 图 所 示 的 偏 序 中 的 所 有 有 序 对 。 
25,€ d 26; 汉 d 27; 三 e 葡 


a b a c 


28. 定义 在 {1，2，3，4，6，12} 上 的 偏 序 {(a，6) |a 整除 2) 的 覆盖 关系 是 什么 ? 

29. 定义 在 S 的 宕 集 上 的 偏 序 {(A，B) | ACB} 的 覆盖 关系 是 什么 ? 其 中 S={a, b,c)。 

30. 在 例 25 中 定义 的 关于 安全 种 类 偏 序 集中 的 偏 序 的 覆盖 关系 是 什么 ? 

31. 证 明 : 一 个 有 穷 偏 序 集 可 以 从 它 的 覆盖 关系 重新 构造 出 来 。[ 提 示 : 证 明 偏 序 集 是 它 的 覆盖 关系 的 传 
递 闭 包 的 自 反 闭 包 。] 

32. 对 于 下 面 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 ， 回 答 下 面 的 问题 。 


a) 求 极 大 元 。 
b) 求 极 小 元 。 

@) 存 在 最 大 元 吧 ? 

d) 存 在 最 小 元 吗 ? 

@ 求 to，5，c} 的 所 有 上 界 。 人 


f) 如 果 存 在 ， 求 {a， b， c} 的 最 小 上 界 。 


g) 求 (/，&， 由 的 所 有 下 界 。 a 
h) 如 果 存 在 ， 求 {f，g，h} 的 最 大 下 界 。 
33. 对 偏 序 集 ({3，5，9，15，24，45}，| )， 回 答 下 述 问 题 。 0 
a) 求 极 大 元 。 b) 求 极 小 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? d) 存 在 最 小 元 吗 ? 
e) 找 出 {3，5} 的 所 有 上 界 。 f) 如 果 存 在 ， 求 {3，5} 的 最 小 上 界 。 
g) 求 {15，45) 的 所 有 下 界 。 h) 如 果 存 在 ， 求 {15，45) 的 最 大 下 界 。 
34. 对 偏 序 集 ({2，4，6，9，12，18，27，36，48，60，72}，| )， 回 答 下 述 问题 。 
a) 找 出 极 大 元 。 b) 找 出 极 小 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? d) 存 在 最 小 元 吗 ? 
e) 找 出 {2，9} 的 所 有 上 界 。 f) 如 果 存 在 ， 找 出 {2，9) 的 最 小 上 界 。 
g) 找 出 {60，72} 的 所 有 下 界 。 h) 如 果 存 在 ， 找 出 {60，72}) 的 最 大 下 界 。 


35. 对 偏 序 集 ({{1)s {2}，{4}, (1 2} {1 4 {2,4}, (3, 4}, {15 383, 4}, {2，3， 4}}， 忆 》， 回 
答 下 述 问题 。 
a) 求 极 大 元 。 b) 求 极 小 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? d) 存 在 最 小 元 吗 ? 
e) 求 {{2}，{4)} 的 所 有 上 界 。 f) 如 果 存 在 ， 求 {{2}，{4)} 的 最 小 上 界 。 
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36. 


37。 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


43， 


44. 


45. 
46. 
47. 


48. 


49. 


50. 


Sl 
52. 


SS 


四 求 {{]，3，4}，{2，3。4})} 的 所 有 下 界 。 

h) 如 果 存 在 , 求 {{1，3，4}，{2，3，4})) 的 最 大 下 界 。 

给 出 满足 下 述 条 件 的 偏 序 集 。 

a) 有 一 个 极 小 元 但 没有 极 大 元 。 b) 有 一 个 极 大 元 但 没有 极 小 元 。 
©) 既 没有 极 大 元 也 没有 极 小 元 。 

证 明 : 字典 顺序 是 两 个 偏 序 集 的 笛 卡 儿 积 上 的 偏 序 。 

证 明 : 字典 顺序 是 一 个 定义 在 偏 序 集 的 字符 串 的 集合 上 的 偏 序 。 


假设 (S， 入 和 (T 工 ， 入 : ) 是 偏 序 集 。 证 明 (SXT， 科 ) 也 是 偏 序 集 ， 其 中 (5， 


s 和 1 上 且 入 2v。 

a) 证 明 : 如 果 偏 序 集 存在 最 大 元 ， 恰 好 存在 一 个 最 大 元 。 

b) 证 明 : 如 果 偏 序 集 存 在 最 小 元 ， 恰 好 存在 一 个 最 小 元 。 

a) 证 明 : 在 一 个 具有 最 大 元 的 偏 序 集中 恰好 存在 一 个 极 大 元 。 
b) 证 明 : 在 一 个 具有 最 小 元 的 偏 序 集中 恰好 存在 一 个 极 小 元 。 
a) 证 明 : 如 果 偏 序 集 的 子 集 存 在 最 小 上 界 ， 则 是 唯一 的 。 

b) 证 明 : 如 果 偏 序 集 的 子 集 存 在 最 大 下 界 ， 则 是 唯一 的 。 
确定 具有 下 面 哈 塞 图 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 


证 明 : 一 个 格 的 每 个 有 限 非 空子 集 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 
证 明 : 如 果 偏 序 集 (S，R) 是 格 , 那么 对 偶 偏 序 集 (S，R“' ) 也 是 格 。 


六 过 CW V3 有 EE 权 当 


a) 8 b)h c) i 
f 六 g h 
a ; 六 8 
e 
b Ce b c 
b 流 
a 
a 
a 
确定 下 面 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 
a)C{1; 3 6 9 12}, |) 人 
OZ 关 ) d)(P(S)，)， 其 中 P(S) 是 集合 S 的 寡 集 


在 一 个 公司 里 ， 使 用 信息 流 的 格 模型 控制 敏感 信息 ， 这 些 信 息 具 有 由 有 序 对 (A，C) 表 示 的 安全 类 别 。 
这 里 A 是 权限 级 别 ， 这 种 权限 级 别 可 以 是 非 私有 的 (0)、 私 有 的 (1)、 受 限制 的 (2) 或 注册 的 (3)。 种 
类 C 是 所 有 项 目 集合 { 猎 豹 ， 黑 斑 次 ， 美 洲 狮 } 的 子 集 (在 公司 里 常常 使 用 动物 的 名 字 作 为 项 目的 代码 


名 字 ) 。 

a) 是 否 允 许 信息 从 (私有 的 ，!{ 猪 豹 ， 美 洲 狮 )) 流 向 ( 受 限 制 的 ，{ 美 洲 狮 ))? 
b) 是 否 人 允许 信息 从 ( 受 限 制 的 ，{ 猎 鹏 六 流向 (注册 的 ，{ 猎 豹 ， 黑 斑 羚 ))? 
c) 允 许 信息 从 (私有 的 ，{ 猪 鹏 ,美洲 狮 )) 流 向 哪个 类 ? 

d) 人 允许 信息 从 哪个 类 流向 安全 类 ( 受 限 制 的 ,.{ 黑 斑 羚 ， 美 洲 狮 ))? 


证 明 : 安全 类 别 (A，C) 的 集合 S$ 是 一 个 格 ， 其 中 A 是 表示 权限 级 别 的 正 整 数 ，C 是 有 穷 的 种 类 集 的 
子 集 ， 并 且 (Ai ， C1)< CAs; G7) 当 上 且 权 当 Ai 去 尺 ， -GreE Cy [提示 首先 证 明 (S， 过 ) 是 一 个 偏 序 
集 ， 然 后 证 明 (A, ，C,) 和 (A: ，C: ) 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 (max(Al1，As)，Ci U C: ) 和 (min 


(Ais As)s Cnc)o] 


证 明 : 一 个 集合 S 上 的 所 有 划分 的 集合 与 关系 二 构成 一 个 格 ,- 其 中 如 果 划 分 已 是 划分 P 的 加 细 ， 


则 Pi < P:( 见 9.5 节 练 习 49 的 前 导 文 )。 

证 明 : 每 个 全 序 集 都 是 一 个 格 。 

证 明 : 每 个 有 限 格 都 有 一 个 最 小 元 和 一 个 最 大 元 。 

给 出 一 个 无 限 格 的 例子 ， 使 得 

a) 既 没有 最 小 元 也 没有 最 大 元 b) 有 一 个 最 小 元 但 没有 最 大 元 
c) 有 一 个 最 大 元 但 没有 最 小 元 d) 有 一 个 最 小 元 也 有 一 个 最 大 元 
验证 (Z” XZ* ，< ) 是 一 个 良 序 集 ， 其 中 过 是 例 8 中 所 声明 的 字典 顺序 。 
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54. 确定 下 述 每 个 偏 序 集 是 否 为 良 序 的 。 
a)(S， 三 ),， 其 中 S={(10，11，12，…》 
b)(QN[0,，1]， 过)(0 和 1 之 间 的 有 理 数 集合 ,包含 0 和 1) 
c)(S， 三 )，S 是 分 母 不 超过 3 的 正 有 理 数 集合 
d)(Z ， 宇 )， 其 中 是 负 整 数 的 集合 
如 果 偏 序 集中 不 存在 元 素 的 无 限 递减 序列 ， 即 元 素 zi1，Zxsz，…，Zx,"… 使 得 … 壹 x 过 … 过 zz 过 x1， 则 这 个 
偏 序 集 是 良 基 的 。 设 偏 序 集 (R， 二 )， 如 果 对 所 有 的 TER 和 yER，x 过 y 都 存在 元 素 zER 使 得 + 壕 z 过 
y， 则 称 这 个 偏 序 集 是 稠密 的 。 
55. 证 明 : 偏 序 集 (Z，<<)( 其 中 zxz<y 当 且 仅 当 |zx | 三 |y|) 是 良 基 的 , 但 不 是 全 序 集 。 
56. 证 明 : 至 少 有 两 个 可 比 元 素 的 稠密 偏 序 集 不 是 良 基 的 。 
57. 证 明 : 有 理 数 和 通常 的 “小 于 或 等 于 ”关系 构成 的 偏 度 集 (Q， 三 ) 是 稠密 偏 序 集 。 
58. 证 明 : 小 写 英文 字母 的 字符 串 的 集合 以 及 定义 在 其 上 的 字典 顺序 既 不 是 良 基 的 ， 也 不 是 稠密 的 。 
59. 证 明 : 偏 序 集 是 良 序 的 ， 当 且 仅 当 它 是 全 序 的 并 且 是 良 基 的 。 
60. 证 明 : 一 个 有 穷 非 空 偏 序 集 有 一 个 极 大 元 。 
61. 求 一 个 全 序 ， 使 得 它 与 练习 32 中 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集 相 容 。 
62. 求 一 个 与 集合 {1，2，3，6，8，12，24，36) 上 的 整除 关系 相 容 的 全 序 。 
63. 求 出 所 有 与 例 26 中 的 偏 序 集 ({1，2，4，5，12，20}，| } 相 容 的 全 序 。 
64. 求 出 所 有 与 练习 27 市 的 只 整 加 起 反动 条 中 绝 相 如 的 血库 ， 
65. 求 出 完成 例 27 中 的 开发 项 目的 任务 的 所 有 可 能 的 顺序 。 
66. 如 果 表 示 建 筑 一 座 房子 所 需 任务 的 哈 塞 图 如 下 图 所 示 ， 通 过 指定 这 些 任务 的 顺序 来 安排 它们 。 


完成 
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67. 如 果 关 于 一 个 软件 项 目的 任务 的 哈 塞 图 如 下 图 所 示 ， 给 出 这 个 软件 项 目的 任务 的 完成 顺序 。 
完成 
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关键 术语 和 结论 
术语 


从 A 到 B 的 二 元 关系 (binary relation from A to B:): AXB 的 子 集 。 

定义 在 A 上 的 关系 (relation on A:): 从 A 到 自身 的 二 元 关系 ( 即 AXA 的 子 集 )。 

SoR:R 与 S 的 合成 。 

R-' : R 的 逆 关 系 。 

R":R 的 n 次 帘 。 

自 反 的 (reflexive): 定义 在 A 上 的 一 个 关系 R 是 自 反 的 ， 如 果 对 所 有 的 a€ A 有 (a,， a) ER。 

对 称 的 (symmetric) : 定义 在 A 上 的 一 个 关系 是 对 称 的 ， 如 果 只 要 (a，6) ER 就 有 (b，a) ER。 

反对 称 的 (antisymmetric): 定义 在 A 上 的 关系 是 反对 称 的 ， 如 果 只 要 (a，6)ER 和 (65，a) ER 就 有 a 二 6b。 

传递 的 (transitive) : 定义 在 A 上 的 关系 尺 是 传递 的 ， 如 果 有 (a， 5)ER 和 (5，c)ER 就 有 (a,，c)ER。 

定义 在 A1，A，,，…，A, 上 的 nn 元 关系 (rary relation on Al，A;，…，A,): Ai XA,X… XA, 的 一 个 
于 和 集 % 

关系 数据 模型 (relational data model) : 一 个 使 用 元 关系 表示 数据 库 的 模型 。 

主键 (primary key) : nn 元 关系 的 一 个 域 ， 使 得 一 个 nn 元 组 被 它 在 这 个 域 的 值 唯一 确定 。 

复合 主键 (composite key) : 一 个 nn 元 关系 域 的 笛 卡 儿 积 ， 使 得 一 个 n 元 组 被 在 这 些 域 的 值 唯一 确定 。 

选择 运算 符 (selection operator) : 一 个 函数 ， 它 在 nn 元 关系 中 选 出 满足 特定 条 件 的 n 元 组 。 

投影 (projection) : 一 个 函数 ， 它 从 一 个 元 关系 通过 删除 域 产生 一 个 阶 较 小 的 关系 。 

连接 (join) : 一 个 函数 ， 它 把 具有 某 些 相同 的 域 的 nn 元 关系 组 合 起 来 。 

有 向 图 (directed graph or digraph) : 称 为 顶点 的 元 素 和 这 些 元 素 构 成 的 有 序 对 (也 叫 作 边 ) 的 集合 。 

环 (loop): 形 如 (a，4a) 的 边 。 

关系 R 关 于 性 质 P 的 闭 包 (closure of a relation R with respect to a property P): 包含 RR 的 关系 S( 如 果 存 

” 在) 具有 性 质 P， 并 且 被 任何 包含 R 且 具有 性 质 P 的 关系 所 包含 。 

有 向 图 中 的 路 径 (path in a digraph): 边 的 序列 (ae，z)，(z，z)，…，(z aa，z 1)，(z 1，ob) 使 得 序 
列 中 每 条 边 的 终点 是 后 面 一 条 边 的 起 点 。 

有 向 图 中 的 回路 (或 圈 ) (circuit (or cycle) in a digraph): 以 同一 顶点 作为 起 点 和 终点 的 路 径 。 

R (连通 性 关系 ，connectivity relation) : 由 有 序 对 (a,，5) 构 成 的 关系 ,条件 是 存在 一 条 从 a 到 4 的 路 径 。 

等 价 关系 (equivalence relation): 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 。 

等 价 (equivalent) : 如 果 民 是 等 价 关 系 ， 若 aR6， 那 么 a 等 价 于 6。 

[ajr (a 关于 R 的 等 价 类 ，equivalence class of a with respect to R): A 中 所 有 等 价 于 a 的 元 素 的 集合 。 

[aj, ( 模 mm 的 同 余 类 ，congruence class modulo m): 与 a 模 m 同 余 的 整数 的 集合 。 

集合 S 的 划分 (partition of a set S): 一 族 两 两 不 相交 的 非 空子 集 ， 且 这 些 子 集 的 并 集 就 是 S。 

偏 序 (partial ordering): 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 关系 。 

偏 序 集 (S，R) (poset(S，R)): 集合 S 与 这 个 集合 上 的 偏 序 R。 

可 比 的 (comparable) : 偏 序 集 (A，< ) 中 的 元 素 a 和 6 是 可 比 的 ， 如 果 a 和 2 或 5 入 a。 

不 可 比 的 (incomparable) ， 偏 序 集 中 不 是 可 比 的 元 素 。 

全 序 ( 或 线 序 ) (total (or linear) ordering) : 一 个 偏 序 ， 并 且 它 的 每 对 元 素 都 是 可 比 的 。 

全 序 ( 或 线 序 ) 集 (totally (or linearly) ordered set) : 具有 一 个 全 序 ( 或 线 序 ) 的 偏 序 集 。 

良 序 集 (well-ordered set) : 偏 序 集 (S， 和 入) ， 其 中 矢 是 全 序 ， 且 -S- 的 每 个 非 空子 集 有 一 个 最 小 元 。 

字典 顺序 (lexicographic order) : 笛 卡 儿 积 或 字符 串 的 一 个 偏 序 。 

哈 塞 图 (Hasse diagram) : 偏 序 集 的 图 表示 ， 其 中 所 有 的 环 和 由 传递 性 可 得 的 边 不 出 现 ， 并 且 顶 点 的 位 置 
隐 含 了 边 的 方向 。 

极 大 元 (maximal element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 

极 小 元 (minimal element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 不 大 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 

最 大 元 (greatest element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 大 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

最 小 元 (least element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 小 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 








集合 的 上 界 (upper bound of a set) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 大 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 
集合 的 下 界 (lower bound of a set) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 小 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 
集合 的 最 小 上 界 (least upper bound of a set) : 集合 的 一 个 上 界 ， 它 小 于 所 有 其 他 的 上 界 。 

集合 的 最 大 下 界 (greatest lower bound of a set) : 集合 的 一 个 下 界 ， 它 大 于 所 有 其 他 的 下 界 。 

格 (lattice) : 一 个 偏 序 集 ， 其 中 每 对 元 素 都 有 一 个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 上 界 。 

与 一 个 偏 序 相 容 的 全 序 (compatible total ordering for a partial ordering) : 包含 了 给 定 偏 序 的 一 个 全 序 。 
拓扑 排序 (topological sort) : 构造 一 个 与 给 定 的 偏 序 相 容 的 全 序 。 


结论 

定义 在 集合 A 上 的 关系 尺 的 自 反 闭 包 等 于 RUA, 其 中 A={(a, a) |a€A)。 

定义 在 集合 A 上 的 关系 R 的 对 称 闭 包 等 于 RUR-'!, 其 中 R'=={(b, a) | (a, b)ER)。 

一 个 关系 的 传递 闭 包 等 于 由 这 个 关系 构成 的 连通 性 关系 。、 

沃 舍 尔 算法 用 于 求 一 个 关系 的 传递 闭 包 。 

设 尺 是 等 价 关 系 ， 那 么 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : 
(1l)aRb; (2)[Laja(N Los; C3)[als=[5)r。 

定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 的 等 价 类 构成 A 的 划分 。 相 反 ， 从 一 个 划分 可 以 构造 一 个 等 价 关 系 ， 使 得 等 
价 类 就 是 划分 中 的 子 集 。 

良 序 归纳 原理 。 

拓扑 排序 算法 。 


复习 题 
1. a) 什 么 是 集合 上 的 关系 ? 
b) 一 个 n 元素 集合 上 有 多 少 个 关系 ? 
2. a) 什 么 是 自 反 关系 ? 
b) 什 么 是 对 称 关系 ? 
©) 什 么 是 反对 称 关 系 ? 
d) 什 么 是 传递 关系 ? 
3. 给 出 定义 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 的 例子 ， 使 得 它 是 
a) 自 反 的 、 对 称 的 但 不 是 传递 的 。 
b) 不 是 自 反 的 ， 是 对 称 的 和 传递 的 。 
c) 自 反 的 、 反 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 
d) 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 
e) 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 
4. a) 在 一 个 n 元 素 集 合 上 有 多 少 个 自 反 的 关系 ? 
b) 在 一 个 n 元 素 集合 上 有 多少 个 对 称 的 关系 ? 
©) 在 一 个 n 元素 集合 上 有 和 多少 个 反对 称 的 关系 ? 
5. a) 解 释 怎样 用 一 个 n 元 关系 表示 在 一 个 大 学 里 的 学 生 的 信息 。 
b) 怎 样 用 一 个 包含 学 生 姓名 、 地 址 、 电 话 号 码 、 专 业 和 平均 学 分 绩 点 的 5 元 关系 构造 一 个 包含 学 生 姓 
名 、 专 业 和 平均 学 分 绩 点 的 3 元 关系 。 
c) 怎 样 将 包含 学 生 姓 名 、 地 址 、 电 话 号 码 和 专业 的 4 元 关系 和 包含 学 生 姓 名 、 学 号 、 专 业 和 学 分 数 的 
4 元 关系 组 合成 一 个 单一 的 ?元 关系 ? 
6. a) 解 释 怎 样 使 用 一 个 0-1 矩阵 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 。 
b) 解 释 怎样 使 用 表示 关系 的 0-1 和 矩阵 来 确定 这 个 关系 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 /或 和 反对 称 的 。 
7. 2) 解释 怎样 使 用 一 个 有 向 图 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 。 
b) 解 释 怎样 使 用 表示 关系 的 有 向 图 来 确定 这 个 关系 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 和 /或 反对 称 的 。 
8. a) 定 义 一 个 关系 的 自 反 闭 包 和 对 称 闭 包 。 
b) 如 何 构造 一 个 关系 的 自 反 闭 包 ? 
c) 如 何 构造 一 个 关系 的 对 称 闭 包 ? 








d) 求 定义 在 集合 {1，2，3，4) 上 的 关系 {(1，2)，(2，3)，(2，4)，(3，1)} 的 自 反 闭 包 和 对 称 闭 包 。 
9. a) 定 义 一 个 关系 的 传递 闭 包 。 
b) 在 一 个 关系 中 ， 若 (a,， 5b) 和 (5，c) 属 于 该 关系 ， 则 能 否 通过 在 该 关系 中 加 入 所 有 的 (a，c) 对 得 到 该 
关系 的 传递 闭 包 吗 ? 
ec) 描述 求 关系 的 传递 闭 包 的 两 个 算法 。 
d) 求 关系 {(1y Ds (Ls 77 217 02539725 of3， 2 5 了 小 的 传递 于 和 包 。 
10. a) 定 义 一 个 等 价 关 系 。 
b) 定 义 在 集合 {a,，b，c，d) 上 的 哪些 关系 是 包含 了 (a,，6) 和 (5b5，d) 的 等 价 关系 ? 
11. a) 证 明 : 模 m 同 余 关系 是 等 价 关系 ， 其 中 m 是 正 整 数 。 
b) 证 明 : 关系 {(a， 6b) | a 三 士 b《(mod 7)} 是 整数 集 上 的 等 价 关系 。 
12. a) 什 么 是 一 个 等 价 关 系 的 等 价 类 ? 
b) 什 么 是 模 5 同 余 关系 的 等 价 类 ? 
c) 什 么 是 问题 11b 中 等 价 关 系 的 等 价 类 ? 
13. 解释 定义 在 集合 上 的 等 价 关 系 与 集合 划分 之 间 的 联系 。 
14. a) 定 义 偏 序 。 
b) 证 明 : 正 整 数 集合 上 的 整除 关系 是 偏 序 。 
15. 解释 怎样 用 定义 在 集合 A 和 A,。 上 的 偏 序 定义 在 集合 A XA, 上 的 偏 序 。 
16. a) 解 释 怎 样 构造 定义 在 有 穷 集 上 的 偏 序 的 哈 塞 图 。 
b) 画 出 定义 在 集合 (2，3，5，9，12，15，18} 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 
17. a) 定 义 一 个 偏 序 集 的 极 大 元 和 最 大 元 。 
b) 给 出 一 个 有 3 个 极 大 元 的 偏 序 集 的 例子 。 
©) 给 出 一 个 有 1 个 最 大 元 的 偏 序 集 的 例子 。 
18. a) 定 义 格 。 
.b) 给 出 一 个 含有 5 个 元 素 的 偏 序 集 是 格 的 例子 和 一 个 含有 5 个 元 素 的 偏 序 集 不 是 格 的 例子 。 
19. a) 证 明 : 一 个 格 的 每 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 上 界 。 
b) 证 明 : 每 个 具有 有 限 元 素 的 格 都 有 一 个 最 小 元 和 一 个 最 大 元 。 
20. a) 定 义 一 个 良 序 集 。 
b) 描 述 一 个 产生 与 给 定 的 偏 序 集 相 容 的 良 序 集 的 算法 。 
c) 如 果 一 个 任务 仅 当 某 个 或 某 些 其 他 任务 完成 以 后 才 可 以 开始 ， 解 释 怎样 用 b 中 的 算法 排序 这 个 项 
目 中 的 任务 。 


补充 练习 


1. 设 S 是 所 有 英语 字母 构成 的 字符 串 的 集合 。 确 定 下 面 的 关系 是 否 是 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 
称 的 和 /或 传递 的 。 
a)R 王 {((a，0) |a 和 6 没有 公共 字母 } 
b)R: 王 {(a，b) |a 和 2 长度 不 相等 } 
OR;=={(a, 6b) |a 比 5 长 } 
2. 构造 集合 {a，6，c，d} 上 的 关系 ， 使 得 它 是 
a) 自 反 的 、 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 
b) 反 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 
c) 反 自 反 的 、 反 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 
d) 自 反 的 ， 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 ， 是 传递 的 。 
e) 既 不 是 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 ， 也 不 是 传递 的 。 
. ZXZ 上 的 关系 尺 定义 如 下 : (a,，6b)R(c，4d) 当 且 仅 当 a 十 d=b 十 c。 证明: R 是 等 价 关 系 。 
. 证 明 : 一 个 反对 称 关系 的 子 集 也 是 一 个 反对 称 关系 。 
. 设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关系 , 证明: RSR: 。 
. 假设 Ri 和 R, 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关系 ， 证明: Ri 名 Rs 是 反 自 反 的 。 
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7. 假设 R 和 R: 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关 系 ，R 门 R, 也 是 自 反 的 吗 ? RUR;: 也 是 自 反 的 吗 ? 

8. 假设 RR 是 定义 在 集合 A 上 的 对 称 关 系 ，R 也 是 对 称 的 吗 ? 

9. 设 R 和 R, 是 定义 在 集合 A 上 的 对 称 关 系 ， Ri 门 R; 也 是 对 称 的 吗 ? Ri U R, 也 是 对 称 的 吗 ? 

10. 一 个 关系 R 称 为 循环 的 ， 如 果 aRb 和 4bRc 蕴含 cRa。 证 明 : R 是 自 反 的 和 循环 的 ， 当 且 仅 当 它 是 等 价 
关系 。 

11. 证 明 : 一 个 nn 元 关系 的 主键 也 是 这 个 关系 的 任何 投影 的 主键 ,其 中 这 个 投影 包含 这 个 关键 字 作 为 它 
的 一 个 域 。 

12. 一 个 元 关系 的 主键 也 是 由 这 个 关系 与 第 二 个 关系 的 连接 而 得 到 的 较 大 的 关系 的 主键 吗 ? 

13. 证 明 : 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 自 反 闭 包 和 它 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 是 相同 的 。 

14. 设 R 是 定义 在 所 有 数学 家 的 集合 上 的 关系 ，R 包含 有 序 对 (a，65) 当 目 仅 当 4a 与 6 合 写 了 一 篇 论文 。 
a) 描 述 关系 R?。 
b) 描 述 关系 R* 。 A 
c¢) 如果 一 个 数学 家 与 多 产 的 匈牙利 数学 家 保罗 ， 埃 德 斯 合 写 了 一 篇 论文 ,那么 这 个 数学 家 的 埃 德 斯 
数 是 1。 如 果 这 个 数学 家 没有 与 埃 德 斯 合 写 一 篇 论文 ， 但 是 与 某 个 与 埃 德 斯 合 写 过 论文 的 人 合 写 了 
一 篇 论文 ， 那 么 这 个 数学 家 的 埃 德 斯 数 是 2， 以 此 类 推 ( 埃 德 斯 本 人 的 埃 德 斯 数 是 0)。 用 尺 中 路 径 
的 概念 给 出 埃 德 斯 数 的 定义 。 

15. a) 给 出 一 个 例子 ,证 明 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 不 一 定 与 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 对 称 闭 包 相 等 。 
b) 证 明 : 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 一 定 包 含 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 对 称 闭 包 。 

16. a) 设 S 是 一 个 计算 机 问题 的 子 程序 的 集合 。 定 义 关系 RR， 如 果 在 执行 中 子 程序 P 调用 子 程 序 Q， 那 
么 PRQ。 描 述 R 的 传递 闭 包 。 
b) 对 于 哪些 子 程序 P，(P，P) 属 于 的 传递 闭 包 ? 
c) 描 述 R 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 
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保罗 ， 埃 德 斯 (Paul Erd6s，1913 一 1996) ” 埃 德 斯 出 生 于 匈牙利 的 布达佩斯 ， 他 
的 父亲 和 母亲 都 是 高 中 数学 老师 。 他 是 个 神童 ，3 岁 时 就 能 心算 3 位 数 的 乘法 ，4 岁 
时 独自 发 现 了 负数 。 由 于 母亲 不 想 让 他 在 外 面 染 上 传染 病 ， 所 以 他 主要 在 家 读书 。 
17 岁 时 埃 德 斯 进入 Eotvos 大 学 学 习 ，4 年 后 获得 数学 博士 学 位 。 毕 业 之 后 ， 埃 德 斯 
在 英国 曼彻斯特 做 了 4 年 的 博士 后 研究 。1938 年 ， 由 于 匈牙利 的 政治 形势 ， 特 别 是 
对 犹太 人 形势 的 恶化 ， 他 去 了 美国 。 他 在 美国 度 过 了 一 生 的 大 部 分 时 光 ， 除 了 
1954 一 1962 年 间 ， 由 于 麦卡锡 的 偏执 政策 ， 他 被 驱逐 出 美国 一 段 时 间 。 除 此 之 外 ， 
他 还 在 以 色 列 度 过 了 不 短 的 时 间 。 

埃 德 斯 对 组 合 学 和 数论 做 出 了 许多 突出 的 贡献 。 他 最 了 不 起 的 发 现 之 一 是 关于 素数 定理 的 基础 证 明 
( 即 没 有 使 用 任何 复杂 的 分 析 )。 这 个 定理 对 于 不 超过 一 个 固定 正 整 数 的 素数 的 个 数 进行 了 估计 。 他 也 为 
拉 姆 齐 理论 在 近代 的 发 展 做 出 了 贡献 。 

埃 德 斯 周游 世界 ， 出 席 各 类 会 议 ， 访问 大 学 和 研究 所 ， 与 其 他 的 数学 家 一 起 工作 ， 可 谓 是 居 无 定 所 。 
他 全 身心 地 投身 数学 ,不 间断 地 寻访 各 个 数学 家 ， 并 宣称 “我 的 大 脑 是 开放 的 ”"。 埃 德 斯 著述 和 合 写 的 论 
文 多 达 1500 余 篇 ,论文 的 合作 者 有 近 500 多 名 。 由 于 埃 德 斯 没有 固定 的 住所 ， 所 以 这 些 论文 均 由 
AT&T 实 验 室 著 名 的 离散 数学 家 劳 恩 . 格雷 汉 姆 (Ron Graham) 备 份 保存 。 格 雷 汉 姆 与 挨 德 斯 有 着 广泛 
的 合作 ， 并 在 生活 上 给 予 他 很 多 关照 。 

埃 德 斯 设立 了 很 多 的 奖金 ， 从 10 美元 到 10 000 美元 不 等 ， 用 于 对 他 特别 感 兴趣 的 问题 的 求解 。 问 题 
越 难 ， 奖 金 越 高 ， 他 已 支付 的 奖金 差不多 有 4000 美元 。 埃 德 斯 有 一 套 自己 的 专用 语言 ， 使 用 的 短语 包括 
“epsilon”( 孩 子 )、“boss”( 女 人 )、“slave”( 男 人 )、“captured”( 已 经 结婚 的 )、“liberated”( 离 异 的 )、 
“Supreme Fascist”( 上 帝 )、“Sam” (美国 ) 和 “Joe” (苏联 )。 尽 管 他 对 许多 事情 都 充满 了 好 奇 ， 但 他 几 
乎 把 所 有 的 精力 都 投入 在 数学 研究 上 。 他 没有 业余 爱好 ， 也 没有 专职 工作 ， 一 生 未 婚 ， 是 个 独身 主义 者 。 
埃 德 斯 特别 慷慨 ， 把 得 到 的 许多 奖品 、 奖 励 和 奖金 用 于 学 术 交 流 和 有 价值 的 事业 上 。 他 并 没有 很 强 的 物 
欲 ， 出 门 旅行 也 是 一 切 从 简 。 
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. 假设 R 和 S 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ，RCSCS， 且 R 和 S 的 关于 性 质 了 的 闭 包 都 存在 。 证 明 尺 关于 了 


的 闭 包 是 S 关 于 P 的 闭 包 的 子 集 。 


. 证 明 : 两 个 关系 的 并 集 的 对 称 闭 包 是 它们 的 对 称 闭 包 的 并 集 。 
. 设计 一 个 基于 内 部 顶点 概念 的 算法 ， 求 有 向 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 路 径 的 长 度 ， 或 确定 在 这 些 顶 


点 之 间 存 在 任意 长 度 的 路 径 。 


. 下 面 的 哪些 关系 是 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 等 价 关系 ? 


a){(z，y)|z 与 y 有 同样 的 星座 } 
b){(x，y) |z 与 y 出 生 在 同一 年 ) 
co){(x,，y)|z 与 y 曾 在 同一 城市 } 


.有 和 多少 个 定义 在 5 个 元 素 集 合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 ， 其 中 恰 有 3 个 不 同 的 等 价 类 ? 
. 证 明 : {(z，y) |z 一 y€ Q} 是 定义 在 实数 集 上 的 等 价 关 系 ， 其 中 Q 是 有 理 数 集合 。[1]、[1/2] 和 [x] 


是 什么 ? 


. 设 Pi=={Al，A:，…，A,} 和 P= 二 {B,，B,，…， B, } 都 是 集合 S 的 划分 。 证 明 : 形 如 Ai; 门 B; 的 非 


空子 集 族 是 S 的 划分 ， 且 是 P! 和 P。 的 加 细 ( 见 9. 5 节 练 习 49 的 前 导 文 ) 。 


. 证 明 : 关系 尺 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 是 包含 R 的 最 小 的 等 价 关系 。 
. 设 R(S) 是 定义 在 集合 S$ 上 的 所 有 关系 的 集合 。 如 下 定义 R(S) 上 的 关系 < ， 如 果 Ri CR; 则 Ri < R;， 


这 里 RI 和 Rs 是 定义 在 S$ 上 的 关系 。 证 明 :(R(S)，< ) 是 偏 序 集 。 

设 P(S) 是 集合 S$ 上 的 所 有 划分 的 集合 。 如 下 定义 PC(S) 上 的 关系 < ， 如 果 Pi 是 P 的 加 细 ， 则 Pi 基 
Ps( 见 9.5 节 练 习 49)。 证 明 :(P(S)，<) 是 偏 序 集 。 

下 图 为 烹调 中 餐 任 务 的 哈 塞 图 ， 安 排 烹调 中 餐 所 需要 的 任务 的 顺序 。 





打 食 谱 
如 果 一 个 偏 序 集 的 子 集中 的 每 一 对 元 素 都 是 可 比 的 ;就 称 这 个 子 集 为 一 条 链 。 如 果 它 的 每 一 对 元 素 都 是 
不 可 比 的 ， 就 称 这 个 子 集 为 一 条 反 链 。 


找 出 9. 6 节 练 习 25 一 27 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集中 所 有 的 链 。 

找 出 9. 6 节 练 习 25 一 27 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集 中 所 有 的 反 链 。 

找 出 9. 6 节 练 习 32 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集中 具有 最 多 元 素 的 一 条 反 链 。 

证 明 : 在 一 个 有 穷 偏 序 集 (S， 和 ) 中 的 每 条 极 大 链 都 包含 S 的 一 个 极 小 元 。 (一 条 极 大 链 是 一 条 链 ， 
但 不 是 一 条 更 大 的 链 的 子 链 。) 

证 明 : 一 个 偏 序 集 可 以 被 分 成 & 条 链 ， 其 中 & 是 这 个 偏 序 集中 具有 最 多 元 素 的 一 条 反 链 的 元 素 个 数 。 
证 明 : 在 任意 一 组 mn 十 1 个 人 中 要 么 存在 一 个 m 十 1 个 人 的 列表 ， 其 中 每 个 人 (除了 第 一 个 人 以 外 ) 
都 是 表 中 前 一 个 人 的 后 代 ; 要 么 存在 nn 十 1 个人， 其 中 没有 一 个 人 是 其 他 个 人 中 任何 一 个 人 的 后 
代 。[ 提 示 : 用 练习 32。] 
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假设 (S， 式 ) 是 良 基 的 偏 序 集 。 良 基 归 纳 原 理 说 明 ， 如果 Yzx(VYVyl(y<zx>P(y)) 一 P(xz))， 那么 对 所 有 的 
XES， 有 P(x) 为 真 。 
34. 证 明 : 对 于 良 基 归纳 原理 不 需要 单独 的 基础 情况 ,就 是 说 ,如果 Vx(Vy(y<<zx>P(y)) 一 P(xz)),， 那 
么 P(w) 对 于 S 中 所 有 的 极 小 元 4 为 真 。 
35. 证 明 : 良 基 归 纳 原 理 是 有 效 的 。 
R 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ,如 果 R 是 自 反 的 和 传递 的 ， 则 称 尺 为 A 上 的 拟 序 。 
36. 设 尺 是 定义 在 从 Z'* 到 Zi 的 所 有 函数 的 集合 上 的 关系 ， 使 得 (f，g) 属 于 R 当 且 仅 当 f 是 Ol(g)。 证 
明 : R 是 拟 序 的 。 
37. 设 RR 是 定义 在 A 上 的 拟 序 。 证 明 : 开门 R 是 等 价 关系 。 
38. 设 尺 是 拟 序 ，S 是 定义 在 RNR ' 的 等 价 类 的 集合 上 的 关系 ，C 和 DD 是 R 的 等 价 类 ，(C，D) 属 于 5S， 
当 且 仅 当 存在 元 素 c 属于 C，4a 属于 D， 使 得 (c，4) 属 于 民 ; 证 明 S 是 偏 序 。 
设 工 是 格 。 由 XAy==glb(x，y) 和 xzVy 二 lub(x，y) 定 义 交 (人 ) 和 并 (V ) 运 算 。 
39. 证 明 下 面 的 性 质 对 格 上 的 所 有 元 素 +、y、xz 成立: 
a)xz 人 y 二 yA 人 XxX，ZXVy 二 yV x( 交 换 律 ) 
b)(zAy)Az=zxzA(yAz)，(zVy)Vz==TV(yV z)( 结 合 律 ) 
crA(rVy)= 二 xX，ZXV (rzAy)= 二 x( 吸 收 律 ) 
d)xAzx=Xx，xVXx 二 x( 窜 等 律 ) 
40. 证 明 : 如 果 z 和 y 是 格 的 元 素 ， 那么 zV y 二 y 当 且 仅 当 工人 Ay 王 >Z。 
一 个 格 工 是 有 界 的 ， 如 果 它 有 一 个 上 界 ， 记 作 1， 即 对 所 有 的 XEL 有 x1; 并 且 有 一 个 下 界 ， 记 作 0， 
即 对 所 有 的 TEL 有 0<<zx。 
41. 证 明 : 如 果 工 是 具有 上 界 1 和 下 界 0 的 有 界 格 ， 那么 对 于 xEL 的 所 有 元 素 ， 具有 下 面 的 性 质 : 
a)xz V1=1 bxzAl=z 
zrV0=z d)zxA0=0 
42. 证 明 : 每 个 有 限 格 是 有 界 的 。 
一 个 格 称 为 可 分 配 的 ， 如 果 对 工 中 所 有 的 Tz、y、x， 有 XV(yAz)= 二 (XVy)A(rVz) 和 xzA(yVz)= 
(zAWYV (zzAR) 
43. 给 出 一 个 不 是 分 配 格 的 例子 。 
44. 证 明 : 格 (P(S)， 己 ) 是 分 配 格 , 其 中 P(S) 是 有 穷 集 S 的 寡 集 。 
45. 格 (Z+ ，| ) 是 分 配 格 吗 ? 
有 界 格 工 的 元 素 & 关于 上 界 1 和 下 界 0 的 补 元 是 元 素 5， 使 得 aV 5 二 1 和 a 人 5b 一 0。 如果 一 个 格 的 每 个 元 
素 都 有 补 元 ， 那 么 这 个 格 称 为 有 补 格 。 
46. 给 出 一 个 有 限 格 的 例子 ， 其 中 至 少 有 1 个 元 素 有 多 个 补 元 且 至 少 有 1 个 元 素 没 有 补 元 。 
47. 证 明 : 格 (P(S)， 己 ) 是 有 补 格 ， 其 中 P(S) 是 有 穷 集 S 的 寡 集 。 
48. 证 明 : 如 果 工 是 有 限 分 配 格 ， 那么 工 中 的 元 素 至 多 有 1 个 补 元 。 
在 1.8 节 例 12 中 介绍 的 蚕食 游戏 可 以 推广 到 任意 一 个 含有 最 小 元 a 的 有 限 偏 序 集 (S，<) 上 。 在 这 个 游 
戏 中 ， 一 个 移动 包括 选择 一 个 S 中 的 元 素 工 并 从 S 中 删除 x 和 所 有 比 x 大 的 元 素 。 失 败 者 是 被 迫 选 择 最 
小 元 a 的 那个 玩家 。 

49. 证 明 : 1.8 节 例 12 中 所 描述 的 看 食 游 戏 将 曲 奇 饼 摆 放 在 mXn 的 矩形 网 格 中 ， 与 偏 序 集 (S，| ) 上 的 
蚕食 游戏 相同 ， 其 中 S 是 所 有 能 被 p”1g"”' 整 除 的 正 整 数 集合 ， 这 里 p 和 g 是 两 个 不 同 的 素数 。 
50. 证 明 : 如 果 (S，< ) 有 最 大 元 5»,， 那 么 在 这 个 偏 序 集 上 存在 一 个 看 食 游 戏 的 获胜 策略 。[ 提 示 : 推广 

1.8 节 例 12 中 的 结论 。] 


计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 

1. 给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 和 矩阵， 确定 这 个 关系 是 否 是 自 反 或 反 自 反 的 。 
2. 给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 确 定 这 个 关系 是 否 是 对 称 或 反对 称 的 。 
3. 给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 确 定 这 个 关系 是 否 是 传递 的 。 





. 给 定 正 整 数 n， 显 示 定 义 在 nn 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 的 关系 。 

.给 定 一 个 正 整数 nx， 确定 定义 在 n 个 元 素 的 集合 上 的 传递 关系 的 个 数 。 

.给 定 一 个 正 整数 nx， 确定 定义 在 n 个 元 素 的 集合 上 的 等 价 关 系 的 个 数 。 

. 给 定 一 个 正 整 数 n， 显 示 定 义 在 7 个 最 小 的 正 整 数 的 集合 上 的 所 有 的 等 价 关系 。 

. 给 定 一 个 n 元 关系 ， 当 某 些 特定 的 域 被 删除 以 后 求 这 个 关系 的 投影 。 

. 给 定 一 个 光 元 关系 、 一 个 元 关系 和 一 个 公共 域 的 集合 ， 找 出 这 些 关系 关于 这 些 公共 域 的 连接 。 

. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 这 个 关系 的 自 反 闭 包 的 矩阵。 

. 给 定 表 示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 这 个 关系 的 对 称 闭 包 的 矩阵 。 

. 给 定 表 示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 通 过 计算 表示 这 个 关系 的 矩阵 的 震 的 并 ， 求 表示 这 个 


关系 传递 闭 包 的 矩阵 。 


. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 使 用 沃 舍 尔 算法 求 表示 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 矩阵。 
. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 包含 这 个 关系 的 最 小 的 等 价 关 系 的 矩阵 。 
. 给 定 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 偏 序 ， 使 用 拓扑 排序 找 出 一 个 与 它 相 容 的 全 序 。 


计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


* 
© WA 


. 显示 定义 在 一 个 含有 4 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 关系 。 

. 显示 定义 在 一 个 含有 6 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 自 反 和 对 称 的 关系 。 

. 显示 定义 在 一 个 含有 5 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 自 反 和 传递 的 关系 。 

. 对 所 有 的 正 整 数 n， nn 二 7， 确 定 有 多 少 个 定义 在 nn 元素 集 合 上 的 传递 关系 。 

. 在 至 少 含有 20 个 元 素 的 集合 上 选择 一 个 关系 ， 可 以 使 用 和 某 个 特定 的 传输 或 通信 网 络 中 的 有 向 链 路 


相对 应 的 关系 ， 或 者 使 用 一 个 随机 生成 的 关系 ， 求 这 个 关系 的 传递 闭 包 。 


. 对 于 所 有 不 超过 20 的 正 整数 ”， 计 算 定 义 在 对 元 素 集合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 个 数 。 
. 显示 定义 在 7 元 素 集合 上 的 所 有 的 等 价 关系 。 

. 显示 定义 在 5 元 素 集合 上 的 所 有 的 偏 序 。 

. 显示 定义 在 5 元 素 集合 上 的 所 有 的 格 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1. 
2. 


讨论 模糊 关系 的 概念 。 怎 样 使 用 模糊 关系 ? 
不 限于 9. 2 节 所 介绍 的 内 容 ， 描 述 关 系数 据 库 的 基本 原理 。 关 系数 据 库 与 其 他 类 型 的 数据 库 相 比 ， 使 
用 范围 有 多 广 ? 


. 解释 如 何 使 用 Apriori 算法 寻找 频繁 项 集 和 强 关联 规则 。 


4. 详细 描述 关联 规则 的 应 用 。 


10. 


11. 
12. 


. 查找 沃 舍 尔 和 罗 伊 (Roy) 的 原始 论文 (法 文 六 在 那 篇 论文 中 他 们 提出 了 求 传递 闭 包 的 算法 。 讨 论 他 们 


的 方法 。 为 什么 可 以 认为 我 们 称 为 沃 舍 尔 的 算法 是 被 多 人 独立 发 现 的 ? 


. 描述 怎样 用 等 价 类 把 有 理 数 定义 为 整数 对 的 类 ,遵照 这 种 方法 怎样 定义 有 理 数 的 基本 算术 运算 ( 见 9.5 


节 练 习 40)。 


. 解释 赫 尔 姆 . 哈 塞 是 如 何 使 用 我 们 现在 称 为 喻 塞 图 的 图 。 
. 描述 在 计算 机 操作 系统 中 用 来 执行 信息 流 策略 的 某 些 机 制 。 
. 讨论 计划 评审 技术 (Program Evaluation and Review Technique，PERT) 在 安排 一 个 大 的 复杂 项 目的 任 


务 中 的 应 用 。PERT 的 使 用 范围 有 多 广 ? 

讨论 关键 路 径 方法 (Critical Path Method，CPM) 在 找 出 完成 项 目的 最 短 时 间 中 的 应 用 。CPM 的 使 用 
范围 有 多 广 ? 

讨论 格 中 的 对 偶 性 的 概念 。 解 释 怎 样 用 对 偶 性 建立 新 的 结果 ? 

解释 模 格 的 意义 。 描 述 模 格 的 某 些 性 质 ， 描 述 模 格 是 怎样 在 投影 几何 的 研究 中 产生 的 。 


| 第 10 章 


Discrete Mathematics and Its Applications，8E 


图 





图 是 由 顶点 和 连接 顶点 的 边 构 成 的 离散 结构 。 根 据 图 中 的 边 是 否 有 方向 、 相 同 顶 点 对 之 间 
是 否 可 以 有 多 条 边 相 连 以 及 是 否 允 许 存 在 自 环 ， 图 可 以 分 为 多 种 不 同 的 类 型 。 几 乎 可 以 想到 的 
每 个 学 科 中 的 问题 都 可 以 运用 图 模型 来 求解 。 我 们 将 举例 说 明 如 何在 各 种 领域 中 运用 图 来 建 
模 。 例 如 ,如何 用 图 表示 生态 环境 中 不 同 物种 的 竞争 ， 如 何 用 图 表示 组 织 中 谁 影响 谁 ， 如 何 用 
图 表示 循环 锦标 赛 的 结果 。 我 们 将 描述 如 何 用 图 对 人 们 之 间 的 相识 关系 、 研 究 人 员 之 间 的 合作 
关系 、 电 话 号 码 间 的 呼叫 关系 以 及 网 站 之 间 的 链接 关系 进行 建 模 。 我 们 将 说 明 如 何 用 图 对 路 线 
图 和 一 个 组 织 内 员工 的 工作 指派 进行 建 模 。 

运用 图 模型 ， 可 以 确定 能 不 能 遍历 一 个 城市 的 所 有 街道 而 不 在 任 一 条 街道 上 走 两 遍 ， 还 能 
找 出 对 地 图 上 的 区 域 着 色 所 需要 的 颜色 数 。 可 以 用 图 来 确定 某 一 个 电路 是 否 能 够 在 平面 电路 板 
上 实现 。 用 图 可 以 区 分 有 着 同样 的 分 子 式 但 结构 不 同 的 两 种 化 合 物 。 我 们 能 够 运用 计算 机 网 络 
的 图 模型 确定 两 台 计 算 机 是 否 由 通信 链 路 连接 。 对 其 边 赋予 了 权重 的 图 可 以 求解 诸如 传输 网 络 
中 两 个 城市 间 的 最 短路 径 这 类 的 问题 。 我 们 还 可 以 用 图 来 安排 考试 和 指定 电视 台 的 频道 。 本 章 
将 介绍 图 论 的 基本 概念 ， 还 将 给 出 许多 不 同 的 图 模型 。 为 了 求解 能 够 用 图 研究 的 多 种 问题 ， 我 
们 将 介绍 许多 不 同 的 图 的 算法 ， 还 将 研究 这 些 算 法 的 复杂 度 。 


10.1 图 和 图 模型 
首先 给 出 图 的 定义 。 









评注 图 G 的 顶点 集 V 可 能 是 无 限 的 。 顶 点 集 为 无 限 集 或 有 无 限 条 边 的 图 称 为 无 限 图 ， 
与 之 相对 地 ， 顶 点 集 和 边 集 为 有 限 集 的 图 称 为 有 限 图 。 在 本 书 中 ,通常 只 考虑 有 限 图 。 
现在 假设 一 个 网 络 由 数据 中 心 和 计算 机 之 间 的 通信 链 路 组 成 。 可 以 把 每 个 数据 中 心 的 位 置 
用 一 个 点 来 表示 ， 把 每 个 通信 链接 用 一 条 线段 来 表示 ， 如 图 1 所 示 。 
底特律 
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图 1 一 个 计算 机 网 络 


这 个 计算 机 网 络 可 以 用 图 来 建 模 ， 图 中 的 顶点 表示 数据 中 心 ， 边 表示 通信 和 链接。 通常， 用 
点 表示 顶点 、 用 线段 或 者 曲线 表示 边 来 可 视 化 图 。 其 中 ， 表 示 边 的 线段 的 端点 就 是 表示 相应 边 
的 端点 的 点 。 在 画图 时 ， 尽 量 不 要 让 边 相 交 。 然 而 ， 并 不 是 必须 这 样 做， 因为 任意 的 用 点 表示 
顶点 、 用 任意 形式 的 顶点 间 的 连接 表示 边 的 描述 方法 均 可 使 用 。 实 际 上 ， 有 些 图 不 能 在 边 不 相 
交 的 情况 下 画 在 平面 上 ( 见 10.7 节 )。 关 键 的 一 点 是 ， 只 要 正确 地 描述 了 顶点 间 的 连接 ， 画 图 
的 方式 可 以 是 任意 的 。 

注意 ， 表 示 计 算 机 网 络 的 图 的 每 条 边 都 连接 着 两 个 不 同 的 顶点 ， 即 没有 任何 一 条 边 仅 连接 





一 个 顶点 自身 ， 另 外 ， 也 没有 两 条 不 同 的 边 连 接着 一 对 相同 的 顶点 。 每 条 边 都 连接 两 个 不 同 的 
顶点 且 没 有 两 条 不 同 的 边 连接 一 对 相同 顶点 的 图 称 为 简单 图 。 注 意 ， 在 简单 图 中 ， 每 条 边 都 与 
一 对 无 序 的 顶点 相关 联 ， 而 且 没 有 其 他 的 边 和 这 条 边 相 关联 。 因 此 ， 在 简单 图 中 ， 当 有 一 条 边 
与 {u，v} 相 关联 时 ， 也 可 以 说 {uw，v} 是 该 图 的 一 条 边 ， 这 不 会 产生 误解 。 

一 个 计算 机 网 络 可 能 在 两 个 数据 中 心 之 间 有 多 重 链接， 如 图 2 所 示 。 为 这 样 的 网 络 建 模 ， 
需要 有 多 条 边 连 接 同一 对 顶点 的 图 。 可 能 会 有 多 重 边 连接 同一 对 顶点 的 图 称 为 多 重 图 。 当 有 m 
条 不 同 的 边 与 相同 的 无 序 顶 点 对 相关 联 时 ,我 们 也 说 {u，v} 是 一 条 多 重度 为 m 的 边 。 就 是 说 ， 
可 以 认为 这 个 边 集 是 边 {u，wv} 的 m 个 不 同 副 本 。 
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图 2 数据 中 心 之 间 具 有 多 重 链 接 的 计算 机 网 络 


有 时 候 一 个 数据 中 心 有 一 条 连接 自身 的 通信 线路 ， 也 许 是 一 个 用 于 诊断 的 反馈 环 。 图 3 说 
明了 这 样 的 网 络 。 为 这 个 网 络 建 模 ， 需 要 包括 把 一 个 顶点 连接 到 它 自身 的 边 。 这 样 的 边 称 为 
环 。 有 时 ,一 个 顶点 可 能 需要 多 个 环 。 包含 环 或 存在 多 重 边 连 接 同 一 对 顶点 或 同一 个 顶点 的 
图 ， 称 为 伪 图 。 


芝加哥 展 拓 二 。 纽约 





图 3 带 诊断 链 路 的 计算 机 网 络 


到 目前 为 止 ， 我 们 所 介绍 的 图 是 无 向 图 。 它 们 的 边 也 被 认为 是 无 向 的 。 然 而 ， 要 建立 一 个 
图 模型 ， 可 能 会 发 现 有 必要 给 这 些 边 赋 予 方向 。 例 如 ， 在 计算 机 网 络 中 ， 有 些 链接 只 可 以 对 一 
个 方向 操作 (这 种 边 称 为 单 工 线路 ) 。 这 可 能 是 这 种 情况 ， 有 大 量 的 数据 传送 到 某 些 数据 中 心 ， 
但 只 有 很 少 或 者 根本 没有 相反 方向 的 数据 传输 。 这 样 的 网 络 如 图 4 所 示 。 
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图 4 具有 单 向 通信 链 路 的 通信 网 络 


我 们 使 用 有 向 图 为 这 样 的 计算 机 网 络 建 模 。 有 向 图 的 每 条 边 与 一 个 有 序 对 相关 联 。 这 里 给 
出 的 有 向 图 的 定义 比 第 9 章 使 用 的 更 加 广义 ， 在 第 9 章 中 使 用 有 向 图 来 表示 关系 。 





图 565 











当 画 线 描述 一 个 有 向 图 时 ,我们 用 一 个 从 指向 v 的 箭头 来 表示 这 条 边 的 方向 是 开始 于 zx 
结束 于 w。 一 个 有 向 图 可 能 包含 环 ， 也 有 可 能 包含 开始 和 结束 于 相同 顶点 的 多 重 有 向 边 。 有 向 
图 也 可 能 包含 连接 和 w 的 两 个 方向 上 的 有 向 边 ， 就 是 说 ， 当 一 个 有 向 图 含有 从 到 的 边 
时 ， 它 也 可 能 包含 从 v 到 zx 的 一 条 或 多 条 边 。 注 意 ， 当 对 一 个 无 向 图 的 每 一 条 边 都 赋予 方向 
后 ， 就 得 到 了 一 个 有 向 图 。 当 一 个 有 向 图 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 时 ， 就 称 为 简单 有 向 图 。 因 为 
在 简单 有 向 图 中 ， 每 个 顶点 有 序 对 (u,v) 之 间 最 多 有 一 条 边 和 它们 相连 ， 如 果 在 图 中 ，(u,， vw) 
之 间 存 在 一 条 边 ， 则 称 (u，wv) 为 边 。 

在 某 些 计算 机 网 络 中 ， 两 个 数据 中 心 之 间 可 能 有 多 重 的 通信 链 路 ， 如 图 5 所 示 。 可 以 用 包 
含 从 一 个 顶点 指向 第 二 个 (也 许 是 同一 个 ) 顶 点 的 多 重 有 向 边 的 有 向 图 来 对 这 样 的 网 络 建 模 ， 我 
们 称 这 样 的 图 为 有 向 多 重 图 。 当 m 条 有 向 边 中 的 每 一 条 都 与 顶点 有 序 对 (u，wv) 相 关联 时 ,我 
们 称 (u，v) 是 一 条 多 重度 为 m 的 边 。 \ 
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图 5 带 多 重 单 向 链 路 的 计算 机 网 络 


对 于 某 些 模型 ， 我 们 可 能 需要 这 样 的 图 ， 其 中 有 些 边 是 无 向 的 ， 而 另 一 些 边 是 有 向 的 。 既 
包含 有 向 边 又 包含 无 向 边 的 图 称 为 混合 图 。 例 如 ， 可 能 会 用 一 个 混合 图 给 这 样 的 计算 机 网 络 建 
模 ， 该 网 络 中 包含 一 些 双向 的 通信 链 路 和 另 一 些 单 向 的 通信 链 路 。 

表 1 总 结 了 各 种 图 的 专用 术语 。 有 时 我 们 将 用 图 作为 一 个 通用 的 术语 指 代 有 向 或 无 向 的 
(或 两 者 丝 有 )、 有 环 或 无 环 的 ， 以 及 有 多 重 边 或 无 多 重 边 的 图 。 在 其 他 情形 下 ， 当 上 下 文清 楚 
时 ， 我 们 使 用 术语 图 只 表示 无 向 图 。 








表 1 图 术语 

类 型 边 允许 多 重 边 允许 环 
简单 图 无 向 否 否 
多 重 图 无 向 是 否 
伪 图 无 向 是 是 
简单 有 向 图 有 向 否 
有 向 多 重 图 有 向 是 是 
混合 图 有 向 的 和 无 向 的 是 是 














由 于 当前 人 们 对 图 论 的 研究 兴趣 ， 以 及 其 在 各 个 学 科 的 广泛 应 用 ， 所 以 图 论 中 引入 了 许多 
不 同 的 术语 。 不 管 什么 时 候 遇 到 这 些 术 语 ， 读 者 应 该 注意 它们 的 实际 含义 。 数 学 家 用 以 描述 图 
的 术语 已 经 逐步 得 到 规范 ， 但 是 在 其 他 学 科 用 于 讨论 图 的 术语 仍然 多 种 多 样 。 尽 管 描述 图 的 术 
语 可 能 区 别 很 大 ,但 是 以 下 三 个 问题 能 够 帮助 我 们 理解 图 的 结构 : 

@ 图 的 边 是 有 向 的 还 是 无 向 的 (还 是 两 者 皆 有 )? 

e@ 如 果 是 无 向 图 ， 是 否 存 在 连接 相同 顶点 对 的 多 重 边 ? 如 果 是 有 向 图 ， 是否 存 在 多 重 有 

向 边 ? 
e@ 是 否 存 在 环 ? 
回答 这 些 问题 有 助 于 我 们 理解 图 。 而 记 住 所 使 用 的 特定 术语 就 不 那么 重要 。 


10. 1.1 图 模型 
图 可 用 在 各 种 模型 里 。 本 节 开 始 部 分 介绍 了 如 何 为 链接 数据 中 心 的 通信 网 络 建 模 。 本 节 后 


tinks》 
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续 部 分 将 介绍 一 些 图 模型 的 有 趣 应 用 。 本 章 的 后 续 小 节 和 第 11 章 还 将 讨论 这 些 应 用 。 本 章 的 
后 续 部 分 和 后 面 的 章节 还 要 介绍 其 他 模型 。 第 9 章 介绍 了 某 些 应 用 的 有 向 图 模型 。 当 建立 图 模 
型 时 ， 需 要 确认 已 经 正确 回答 了 我 们 提出 的 关于 图 结构 的 三 个 关键 问题 。 

社交 网 络 图 广泛 地 应 用 于 为 基于 人 或 人 群 之 间 不 同类 型 关系 的 社会 结构 建 模 。 这 些 社会 
结构 以 及 表示 它们 的 图 被 称 为 社交 网 络 。 在 这 些 图 模型 中 ， 用 项 点 表示 个 人 或 组 织 ， 用 边 表示 
个 人 或 组 织 之 间 的 关系 。 对 社交 网 络 的 研究 是 一 个 非常 活跃 的 学 科 ， 可 以 使 用 社交 网 络 研究 人 
们 之 间 很 多 不 同类 型 的 关系 。 这 里 我 们 将 介绍 一 些 最 常用 的 社交 网 络 ， 更 多 信息 可 参考 LNel0]j 
和 [LEaK110 ]。 

交往 和 朋友 关系 图 可 用 简单 图 来 表示 两 个 人 是 否 互 相 认 识 ， 即 他 们 是 否 熟 悉 或 他 
们 是 否 为 朋友 (在 现实 世界 中 或 在 虚拟 世界 中 ， 通 过 像 脸谱 一 样 的 社交 网 络 )。 用 顶点 表示 具体 
人 群 里 的 每 个 人 。 当 两 个 人 互相 认识 时 ， 用 无 向 边 连接 这 两 个 人 。 当 我 们 仅 关 注 是 否 熟悉 或 是 
否 为 朋友 时 ， 不 使 用 多 重 边 ， 通 常 也 不 使 用 环 。( 如 果 我 们 想 表 达 “ 自 己 认 识 自己 ”这 层 意思 ， 
就 在 图 中 包含 环 .) 图 6 显示 了 一 个 小 型 交往 关系 图 。 世 界 上 所 有 人 的 交往 关系 图 有 超过 60 亿 
个 顶点 和 可 能 超过 1 万 亿 条 边 ! 在 10.4 节 里 将 要 进一步 讨论 这 个 图 。 4 
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Kari Shaquira 
图 6 交往 关系 图 
影响 图 在 对 群体 行为 的 研究 中 ， 可 以 观察 到 某 些 人 Linda Brian 


能 够 影响 其 他 人 的 思维 。 一 种 称 为 影响 图 的 有 向 图 可 以 用 来 为 
这 样 的 行为 建 模 。 用 顶点 表示 群体 的 每 个 人 。 当 顶点 a 所 表示 
的 人 影响 顶点 5 所 表示 的 人 时 ， 就 有 从 顶点 a 到 顶点 5 的 有 向 
边 。 这 些 图 中 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 。 图 7 表示 了 一 个 群体 成 Sabor Fred vonine 
员 的 影响 图 的 例子 。 在 这 个 用 影响 图 建 模 的 群体 里 ，Deborah 加 站 - 囊 届 症 
影响 Brain、Fred 以 及 Linda， 但 是 没有 人 影响 Deborah。 另 外 ， 
Yvonne 与 Brain 互相 影响 。 4 
合作 图 合作 图 用 来 为 社交 网 络 建 模 ， 在 该 图 中 以 某 种 方式 一 起 工作 的 两 个 人 之 间 
存在 着 关联 。 合 作 图 是 简单 图 ， 它 的 边 是 无 向 边 ， 且 不 包含 多 重 边 和 环 。 图 中 的 顶点 表示 人 ， 
当 两 个 人 之 间 存 在 合作 时 ， 两 个 人 之 间 有 一 条 无 向 边 相 连 。 在 图 中 不 存在 环 和 多 重 边 。 好 莱 雹 
图 就 是 一 个 合作 图 ， 图 中 用 顶点 表示 演员 ， 当 两 个 顶点 所 表示 的 演员 共同 出 演 一 部 电影 或 电视 
剧 时 ， 就 有 一 条 边 连 接 这 两 个 顶点 。 好 莱 坞 图 是 一 个 很 大 的 图 ， 其 中 包含 290 万 个 顶点 (到 
2018 年 年 初 )。 稍 后 将 在 10. 4 节 里 讨论 好 莱 坞 图 。 
在 学 术 合 作 图 中 ， 项 点 表示 人 (可 能 限制 为 某 个 学 术 圈子 的 成 员 )， 若 两 个 人 之 间 合 作 发 表 
过 文章 ， 就 有 一 条 边 连 接 两 个 人 。2004 年 已 经 为 在 数学 领域 发 表 论文 的 合作 者 构建 了 合作 图 ， 
该 图 中 包含 超过 400 000 个 顶点 和 675 000 条 边 ， 之 后 这 些 数量 有 着 可 观 的 增长 。 在 10.4 节 里 
将 对 这 个 图 做 补充 说 明 。 合作 图 还 可 以 用 在 体育 领域 ， 如 果 两 个 职业 运动 员 在 某 项 运动 的 常规 





赛季 效力 于 同一 个 队 ， 就 可 以 认为 这 两 人 有 合作 关系 。 4 

通信 和 网络 ”我们 可 以 为 不 同 的 通信 网 络 建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 设备 ， 边 表示 所 关注 的 某 种 
类 型 的 通信 链接。 在 本 节 的 第 一 部 分 ， 我们 已 经 为 数据 网 络 建 模 。 

呼叫 图 图 可 用 来 为 网 络 ( 如 长 途 电 话 网 ) 中 的 电话 呼叫 建 模 。 具 体 地 说 ， 有 向 多 重 
图 可 以 用 来 为 呼叫 建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 电话 号 码 ， 用 有 向 边 表示 每 次 电话 呼叫 。 表 示 呼 
叫 的 边 是 以 发 出 呼叫 的 电话 号 码 为 起 点 ， 以 接受 呼叫 的 电话 号 码 为 终点 。 我 们 需要 有 向 边 ， 因 
为 其 所 表示 的 通话 方向 是 有 意义 的 。 我 们 需要 多 重 有 向 边 ， 因 为 需要 表示 每 一 个 从 特定 号 码 拨 
到 第 二 个 号 码 的 通话 。 

一 个 小 型 的 电话 呼叫 图 如 图 8a 所 示 ， 它 表示 7 个 电话 号 码 。 例 如 ， 这 个 图 表示 从 732-555- 
1234 到 732-555-9876 有 3 次 呼叫 和 2 次 反 向 呼叫 ， 但 是 从 732-555-4444 到 其 余 6 个 号 码 (732- 
555-0011 除外 ) 没 有 呼叫 。 当 我 们 只 关心 两 个 电话 号 码 之 间 是 否 有 呼叫 时 ， 可 以 使 用 无 向 图 ， 
其 中 ， 当 两 个 号 码 之 间 有 呼叫 时 ， 就 用 边 连接 这 两 个 电话 号 码 。 这 种 类 型 的 呼叫 图 如 图 8b 
所 示 。 S| 

表示 实际 呼叫 活动 的 呼叫 图 可 以 非常 732-555-1001 
大 。 例 如，AT&T 研究 的 一 个 呼叫 图 ， 

这 个 图 表示 在 20 天 中 进行 的 呼叫 ， 有 大 732-555-1234 
约 2900 万 个 顶点 和 40 亿 条 边 。 在 10.4 
节 里 将 要 进一步 讨论 呼叫 图 。 

信息 网 络 图 可 以 用 来 为 链接 特定 类 
型 信息 的 多 种 网 络 建 模 。 这 里 ， 我 们 将 描 52555.08I6 
述 如 何 使 用 图 为 万 维 网 建 模 。 我 们 还 将 描 






732-555-4444 


732-555-0011 


述 如 何 使 用 图 为 不 同类 型 的 文本 中 的 引用 732.555 6666 
建 模 。 a) 
网 络 图 万 维 网 可 用 有 向 图 来 732-555-1001 









建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 网 页 ， 并 且 若 
有 从 网 页 a 指向 网 页 5 的 链接 ， 则 有 以 a “25531234 
为 起 点 以 为 终点 的 边 。 因 为 在 网 络 中 ， 
几乎 每 秒 都 有 新 网 页 产生 ， 也 有 其 他 页 面 
被 删除 ， 所 以 网 络 图 几乎 是 连续 变化 的 。 


732-555-4444 


732-555-0069 


许多 人 正在 研究 网 络 图 的 性 质 ， 以 便 更 好 732-555-9876 0 
地 理解 网 络 的 本 质 。10.4 节 将 要 继续 讲 

解 网 络 图 , 第 11 章 将 要 解释 网 络 疏 虫 ( 搜 732-555-6666 

索引 擎 用 它 来 产生 网 页 的 索引 ) 是 如 何 使 b) 

用 网 络 图 的 。 | 图 8 呼叫 图 


引用 图 图 可 用 来 表示 不 同类 型 的 文本 (包括 学 术 论文 、 专 利和 法 律 条 文 ) 之 间 的 引 
用 。 在 这 类 图 中 ,用 顶点 表示 每 个 文本 ， 若 一 个 文本 在 其 引用 列表 中 引用 了 第 三 个 文本 ， 则 从 
这 个 文本 到 第 二 个 文本 之 间 有 一 条 边 ( 在 学 术 论 文中 ， 引 用 列表 是 书目 或 参考 文献 列表 ; 在 专 
利 中 ， 是 引用 的 以 前 专利 的 列表 ; 在 法 律 条 文中 ， 是 引用 的 以 前 条 文 的 列表 )。 引 用 图 是 不 包 
含 环 和 多 重 边 的 有 向 图 。 4 

软件 设计 应 用 ”图 模型 是 软件 设计 中 有 用 的 工具 。 这 里 简要 描述 两 个 这 样 的 模型 。 

模块 依赖 图 在 软件 设计 中 ， 最 重要 的 任务 之 一 是 如 何 把 一 个 程序 分 成 多 个 不 同 的 
部 分 或 模块 。 理 解 程序 的 不 同 模块 之 间 如 何 交 互 ， 不 仅 对 程序 设计 ， 而 且 对 软件 测试 和 维护 都 
很 重要 。 模 块 依赖 图 为 理解 程序 的 不 同 模块 之 间 的 交互 提供 了 有 用 的 工具 。 在 程序 模块 依赖 图 
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中 ， 顶 点 表示 模块 。 如 果 第 二 个 模块 依赖 于 第 一 个 模块 ， 则 有 一 条 有 向 边 从 第 一 个 模块 指向 第 
二 个 模块 。 在 图 9 中， 显示 了 一 个 关于 Web main 
浏览 器 的 程序 模块 依赖 图 的 例子 。 
GO 优先 图 与 并 发 处 理 通过 并 发 地 执 
行 某 些 语句 ， 计 算 机 程序 可 以 执行 得 更 快 。 重 display piotocol 
要 的 是 避免 语句 执行 时 还 要 用 到 尚未 执行 语句 
的 结果 。 语 句 与 前 面 语句 的 相关 性 可 以 表示 成 
有 向 图 。 用 顶点 表示 每 个 语句 ， 若 在 执行 完 





一 个 顶点 所 表示 的 语句 之 前 不 能 执行 第 二 个 顶 abstract page network 
点 所 表示 的 语句 ， 则 从 第 一 个 顶点 到 第 二 个 顶 syntax tree 
点 有 一 条 边 。 这 样 的 图 称 为 优先 图 。 图 10 显示 图 9 模块 依赖 图 


了 计算 机 程序 及 其 优先 图 。 例 如 ， 该 图 说 明 在 执行 语句 S 、S 和 S, 之 前 不 能 执行 语句 S;。 4 
运输 网 ”可 以 使 用 图 为 不 同类 型 的 运输 网 络 建 模 ， 包 括 公 路 、 航 空 、 铁 路 以 及 航运 网 络 。 

@ 国 航线 图 可 以 用 顶点 表示 机 场 为 航空 网 络 建 模 。 特 别 地 ， 用 有 向 边 表示 航班 ， 该 边 
从 表示 出 发 机 场 的 顶点 指向 表示 目的 机 场 的 项 点， 我 们 每 天 可 以 为 某 个 航线 的 所 有 航班 建 模 。 
这 将 是 一 个 有 向 多 重 图 ， 因 为 在 同一 天 ， 从 一 个 机 场 到 另 一 个 机 场 可 能 存在 多 个 航班 。 

人 道路 网 可 以 用 图 对 道路 网 建 模 。 在 这 样 的 模型 中 ， 顶 点 表示 交叉 点 ， 而 边 表示 
路 。 如 果 所 有 的 道路 都 是 双向 的 ， 最 多 有 一 条 道路 连接 两 个 交叉 点 ， 那 么 可 以 用 一 个 简单 无 向 
图 来 表示 道路 网 。 然 而 ， 我 们 经 常 要 为 存在 单行 道 且 两 个 交叉 点 间 存 在 多 条 道路 的 道路 网 建 
模 。 为 了 构建 这 样 的 模型 ， 我 们 用 无 向 边 表示 双向 的 道路 ， 用 有 向 边 表示 单行 道 。 多 重 无 向 边 
表示 连接 两 个 相同 交叉 点 的 多 条 双向 道路 。 多 重 有 向 边 表示 从 一 个 交叉 点 开始 到 第 二 个 交叉 点 
结束 的 多 条 单行 道 ， 环 表示 环形 路 。 描 述 包 含 单行 道 和 双向 道路 的 道路 网 需要 混合 图 。 4 

生态 网 生物 学 中 的 很 多 内 容 可 以 用 图 进行 建 模 。 

僵 生态 学 中 栖息 地 重 本 图 图 可 用 在 涉及 不 同 种 类 的 动物 在 一 起 活动 的 许多 模型 里 。 
例如 ， 用 栖息 地 重叠 图 为 生态 系统 里 物种 之 间 的 竞争 建 模 。 用 项 点 表示 每 个 物种 。 若 两 个 物种 
竞争 ( 即 它 们 共享 某 些 食物 来 源 )， 则 用 无 向 边 连接 表示 它们 的 顶点 。 何 息 地 重合 图 是 简单 图 ， 
因为 在 此 模型 中 不 需要 环 和 多 重 边 。 图 11 中 的 图 表示 森林 生态 系统 。 从 这 个 图 中 可 以 看 出 松 
鼠 与 浣熊 竞争 ,但 是 乌鸦 不 与 鬼 峭 竞争 。 
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图 10 优先 图 图 11 生态 学 里 的 栖息 地 重要 图 


例 哆 蛋白 质 相互 作用 图 当 细 胞 中 的 两 个 或 多 个 蛋白 质 绑 定 在 一 起 执行 生物 功能 时 ， 在 
活 细胞 中 的 蛋白 质 相互 作用 。 由 于 蛋白 质 相互 作 用 是 大 多 数 生物 功能 的 关键 ， 所 以 许多 科学 家 
致力 于 发 现 新 的 蛋白 质 和 了 解 蛋 白质 之 间 的 相互 作用 。 使 用 蛋白 质 相互 作用 图 (也 称 为 蛋白 质 - 


叹 木 鸟 








蛋白 质 相互 作用 网 络 ) ， 可 以 模拟 细胞 内 的 蛋白 质 相 互 作用 。 该 图 是 一 个 无 向 图 ， 其 中 每 个 蛋 
白质 由 一 个 顶点 来 表示 ， 用 边 连接 表示 存在 相互 作用 的 蛋白 质 的 顶点 。 确 定 真正 的 蛋白 质 相 互 
作用 的 细胞 是 一 个 挑战 性 的 问题 ， 由 于 实验 经 常 产 生 误 报 ， 所 以 得 出 两 种 并 不 发 生 作用 的 蛋白 
质 相互 作用 的 结论 。 和 蛋白 质 相互 作用 图 可 用 于 推断 出 重要 的 生物 信息 ， 例 如 识别 对 各 种 功能 都 
很 最 重要 的 蛋白 质 以 及 新 发 现 的 蛋白 质 的 功能 。 

在 一 个 典型 的 细胞 内 有 成 千 上 万 种 不 同 的 蛋白 质 ， 因 此 细胞 中 蛋白 质 相 互 作用 的 图 形 是 非 
常 庞 大 且 复 杂 的 。 例 如 ， 已 知 酵母 细胞 中 有 超过 6000 种 蛋白 质 和 超过 80 000 种 蛋白 质 之 间 的 
相互 作用 ; 人 类 细胞 有 超过 10 万 种 蛋白 质 ， 可 能 多 达 1 000 000 种 蛋白 质 之 间 的 相互 作用 。 当 


发 现 新 的 蛋白 质 和 和 蛋白质 之 间 的 相互 作用 时 ， 就 有 附加 的 顶 Q9Y3A5 
点 和 边 被 添加 到 蛋白 质 相 互 作用 图 中 。 由 于 蛋白 质 相互 作用 a 

图 的 复杂 度 ， 所 以 它们 往往 被 分 割 成 更 小 的 称 为 模块 的 图 ， RRP42 
模块 代表 一 组 细胞 中 某 个 特定 的 功能 所 涉及 的 蛋白 质 .~ 图 12 

显示 了 在 [Bo04] 中 描述 的 蛋白 质 作用 图 的 一 个 模块 ， 其 包括 RRES RRP41 


降低 在 人 类 细胞 中 的 RNA 的 蛋白 质 的 复合 物 。 要 了 解 更 多 RRP44 
有 关 和 蛋白 质 相 互 作用 图 ， 请 参阅 [Bo04]、[NE10] 和 [LHu07j]。 

语义 网 络 ”图 模型 在 自然 语言 理解 和 信息 检索 中 有 着 广 。 PMS2 RRP46 
泛 的 应 用 。 自 然 语言 理解 (NLU) 这 门 学 科研 究 如 何 使 机 器 能 图 12 和 蛋白质 相互 作用 图 中 的 模块 
够 分 解 和 解析 人 类 语言 ， 目 标 是 让 机 器 像 人 类 一 样 理解 和 交 
流 。 信 息 检索 (IR) 这 门 学 科研 究 如 何 从 基于 各 种 类 型 的 搜索 得 到 的 资源 集合 中 获取 信息 。 自 然 
语言 理解 帮助 我 们 实现 了 与 自动 化 客户 服务 代理 的 对 话 。 随 着 人 类 和 机 器 之 间 的 通信 不 断 得 到 
改善 ，NLU 的 进展 也 很 明显 。 在 进行 网 络 搜索 时 ， 我 们 利用 了 近 几 十 年 来 在 信息 检索 方面 取 
得 的 许多 进展 。 

在 NLU 和 IR 应 用 的 图 模型 中 ， 顶 点 通常 表示 单词 、 短 语 或 句子 ， 而 边 表示 意义 相关 的 对 
象 之 间 的 连接 。 

( 肆 旭 在 语义 网 络 中 ， 顶 点 用 于 表示 单词 ， 当 单词 之 间 存 在 语义 关系 时 ， 用 无 向 边 连 接 
这 些 的 顶点 。 语 义 关系 是 两 个 或 多 个 基于 单词 含义 的 单词 之 间 的 关系 。 例 如 ， 我 们 可 以 构建 
这 样 一 个 图 ， 其 中 顶点 表示 名 词 ， 当 两 个 顶点 表示 的 名 词 具 有 相似 的 含义 时 ， 就 将 它们 连接 
起 来 。 例 如 ， 不 同 国家 的 名 称 有 相似 的 含义 ,不 同 蔬菜 的 名 称 也 有 相似 的 含义 。 为 了 确定 哪 
些 名 词 具有 相似 的 含义 ， 需 要 检查 大 量 的 文本 。 文 本 中 由 连词 (如 “或 ”或 “与 ”) 或 逗号 分 
隔 ， 或 出 现在 列表 中 的 名 词 ， 被 认为 具有 相似 的 含义 。 例 如 ， 通 过 查阅 有 关 农 业 的 书籍 ， 我 们 
可 以 确定 表示 水 果 名 称 的 名 词 ， 如 鳄 和 巢 、 面 包 果 、 石 榴 、 芒 果 、 木 瓜 和 荔枝 ， 具 有 相似 的 含 
义 。 采 用 这 种 方法 的 研究 人 员 使 用 英国 国家 语料库 (一 组 包含 100 000 000 个 单词 的 英语 文本 ) 
生成 了 一 个 图 ， 其 中 ， 有 接近 100 000 个 表示 名 词 的 顶点 和 500 000 个 链接 ， 这 些 链接 将 具有 
相似 含义 的 成 对 单词 的 顶点 连接 起 来 。 图 13 显示 了 一 个 小 图 ， 其 中 顶点 表示 名 词 ， 边 连接 
具有 相似 含义 的 单词 。 这 个 图 以 单词 “Mouse”( 老 鼠 / 鼠 标 ) 为 中 心 。 该 图 说 明 Mouse 有 两 个 
不 同 的 含义 : 它 可 以 指 动物 ， 也 可 以 指 计算 机 硬件 。 当 NLU 程序 在 句子 中 遇 到 单词 Mouse 
时 ， 它 可 以 看 到 哪些 具有 相似 含义 的 单词 更 适合 该 句子 ， 从 而 确定 其 在 该 句 中 是 指 动物 还 是 
计算 机 硬件 。 4 

锦标 赛 ”我 们 现在 给 出 一 些 例子 ,说 明 如 何 用 图 来 为 不 同类 型 的 锦标 赛 建 模 。 

循环 赛 ”每 个 队 都 与 其 他 每 队 恰好 比赛 一 次 且 不 存在 平局 的 联赛 称 为 循环 赛 。 可 以 
用 顶点 表示 每 个 队 的 有 向 图 来 为 这 样 的 比赛 建 模 。 注 意 若 a 队 击 败 5 队 ， 则 (a,，5) 是 边 。 该 图 
是 简单 有 向 图 ， 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 ( 因 为 没有 任何 两 支队 的 比赛 多 于 一 次 )。 图 14 表示 这 
样 的 有 向 图 模型 。 可 以 看 到 ， 在 这 次 比赛 里 ， 队 1 无 败绩 而 队 3 无 胜 绩 。 S| 
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打印 机 


笔记 本 电脑 
® 手写 板 


狼 





路 由 器 









猎 老鼠 /鼠标 触 控 板 
(Mouse) 
鸭子 
海 旬 
苍蝇 


蜂 旺 
图 13 以 “Mouse” 为 中 心 的 具有 相似 含义 的 名 词 的 语义 网 络 


队 1 队 2 


队 6 队 3 


队 5 队 4 
图 14 循环 赛 图 模型 


单 淘汰 赛 ”在 比赛 中 ， 输 掉 一 次 就 被 淘汰 的 竞赛 称 为 单 淘汰 赛 。 在 体育 竞赛 中 ， 经 
常 使 用 单 淘 汰 赛 ， 包 括 网 球 锦 标 赛 和 每 年 一 度 的 NCAA 篮球 锦标 赛 . 我 们 可 以 使 用 顶点 表示 
每 场 比赛 ， 用 有 向 边 连 接 本 场 比赛 及 其 获胜 者 参加 的 下 一 场 比赛 。 图 15 表示 2010 年 NCAA 女 
篮 锦标 赛 最 后 16 支 球 队 的 比赛 情况 ， 























Stanford 加 黑 的 是 获胜 者 Connecticut 
Georgia Iowa State 
Stanford Connecticu 
Xavier ~ Florida State 
Xavier Florida State 
Gonzaga Stanford Connecticut Connecticut Mississippi State 
Oldahoma Oklahoma Stanford Baylor Baylor 
Notre Dame Tennessee 
Oklahoma Baylor 
Kentucky Duke 
Kentucky Duke 
Nebraska San Diego State 


图 15 淘汰 赛 


练习 
1. 画 出 表示 航空 公司 航线 的 图 模型 ， 并 说 出 所 用 图 的 类 型 (根据 表 1)， 其 中 每 天 有 4 个 航班 从 波士顿 到 
纽 华 克 、2 个 航班 从 纽 华 克 到 波士顿 、3 个 航班 从 纽 华 克 到 迈阿密 、2 个 航班 从 迈阿密 到 纽 华 克 、1 个 
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航班 从 纽 华 克 到 底特律 、2 个 航班 从 底特律 到 纽 华 克 、3 个 航班 从 纽 华 克 到 华盛顿 、2 个 航班 从 华盛顿 


到 纽 华 克 、1 个 航班 从 华盛顿 到 迈阿密 。 其 中 : 
a) 若 城市 之 间 有 航班 (任何 方向 )， 则 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 


b) 对 城市 之 间 的 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 


c) 对 城市 之 间 的 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 ， 并 且 增 加 一 个 环 ， 表 示 从 迈 


阿 密 起 飞 和 降落 的 特殊 的 观光 旅行 。 


d) 从 表示 航班 出 发 城市 的 顶点 到 表示 航班 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 

e) 对 每 个 航班 ， 从 表示 出 发 城市 的 顶点 到 表示 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
2. 用 什么 类 型 的 图 (根据 表 1) 来 为 大 城市 之 间 高 速 公 路 系统 建 模 ， 其 中 

a) 若 在 城市 之 间 有 州 际 高 速 公路 ， 则 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 


b) 对 城市 之 间 每 条 州 际 高 速 公 路 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 


中 对 城市 之 间 每 条 州 际 高 速 公路 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 : 若 有 环 城 州 际 高 速 公 路 ， 则 在 表示 该 


城 的 顶点 上 有 环 。 


试 确定 练习 3 一 9 中 所 示 的 各 个 图 有 有 向 边 还 是 无 向 边 ， 是 否 有 多 重 边 ， 是 否 有 一 个 或 多 个 环 。 根据 你 的 


答案 指出 该 图 属于 表 1 中 的 哪 种 图 。 
3. 4 b 4.4a b 5: 





10. 练习 3 一 9 中 的 每 个 无 向 图 不 是 简单 图 ， 找 出 使 它 变 成 简单 图 的 可 删除 的 边 的 集合 。 





b 





11. 设 G 是 简单 图 。R 是 G 的 顶点 集 上 的 关系 ，uRw 当 且 仅 当 G 中 有 与 {iu，wv} 相 关联 的 边 。 证 明 : 关系 


R 是 定义 在 G 上 的 对 称 的 和 反 自 反 的 关系 。 


12. 设 G 是 无 向 图 ， 且 其 每 个 顶点 上 均 有 环 。R 是 G 的 顶点 集 上 的 关系 ，xRu 当 且 仅 当 G 中 有 与 {u，w) 


相关 联 的 边 。 证 明 关系 RR 是 定义 在 G 上 的 对 称 的 和 自 反 的 关系 。 


13. 集合 A! ，A,，…，A, 的 交 图 是 这 样 的 图 ， 用 顶点 表示 每 个 集合 ， 


边 连接 代表 这 两 个 集合 的 项 点 。 构 造 下 列 集合 的 交 图 。 

a)Ai={0, 2, 4, 6, 8}, As={0, 1, 2, 3, 4} 
A:s={1, 3, 5, 7, 9}, A,={5, 6, 7, 8, 9} 
As={0, 1,8, 9} 





b)A 一 (…， 4， 3， 2， 1; 0} 
A: 一 3 2 1 0 Ta 
A; ep 6， 4， 2 O03 2 4 By 











{ 

{ 

‘ 

{ 

Ay= ly = 0 ls Ly Be By 

{CO—6, —3, 0, 3, 6, .…} 

{ 
{ 
{ 


14. 用 图 11 中 的 栖息 地 重生 图 来 确定 与 入 竞争 的 物种 。 


15. 构造 6 种 鸟 的 栖息 地 重奏 图 ， 其 中 隐士 匆 与 旅 狗 以 及 蓝 松 鸦 竞争 、 旅 锡 也 与 嘲 禾 竞争 


若 两 个 集合 有 非 空 交集 ， 则 有 一 条 


、 嘲 转 也 与 蓝 





16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


-a 


27. 
28. 


29. 


30. 


31. 


[a 


32. 
33. 
34. 
35. 


松 鸦 竞争 以 及 机 鸟 与 多 毛 吸 木 鸟 竞 争 。 

画 出 相识 关系 图 ， 表 示 Tom 与 Patricia、Tom 与 Hope、Tom 与 Sandy、Tom 与 Amy、Tom 与 

Marika、Jeff 与 Patricia、jJeff 与 Mary、Patricia 与 Hope、Amy 与 Hope 以 及 Amy 与 Marika 互相 认 

识 ， 但 是 除了 上 述 以 外 ， 其 他 人 之 间 互 相 不 认识 。 

可 用 图 来 表示 两 个 人 是 否 生 活 在 同一 时 代 。 画 出 这 样 的 图 来 表示 本 书 前 5 章 里 有 生平 介绍 的 在 1900 

年 以 前 去 世 的 属于 同一 时 代 的 数学 家 和 计算 机 科学 家 。( 如 果 在 同一 年 里 两 个 人 都 在 世 ， 就 假设 他 们 

生活 在 同一 时 代 。) 

在 例 2 的 影响 图 里 谁 影响 Fred? Fred 影响 谁 ? 

构造 公司 董事 会 成 员 的 影响 图 ， 主 席 影 响 研发 总 监 、 市 场 总 监 和 营运 研发 总 监 影响 营运 总 监 ; 

市 场 总 监 影响 营运 总 监 ; 无 人 影响 首席 财务 官 或 受 其 影响 。 

“apple” 这 个 词 可 以 指 植物 、 食 品 或 计算 机 公司 。 为 以 下 名 词 构建 一 个 词 图 : 苹果、 草莓、 联想 、 奶 

酷 、 巧 克 力 、IBM、 橡 树 、 微 软 、 树 篇 、 草 地 、 和 蛋糕 、 乳 蛋 饼 、 惠 普 、 苹 果酒 、 甜 甜 圈 、 杜 胸 花 、 松 

树 、 戴 尔 、 冷 杉 、 覆 盆子 。 如 果 两 个 顶点 所 代表 的 名 词 含义 相似 ， 则 用 无 向 边 连接 这 两 个 顶点 。 

“rock” 这 个 词 可 以 指 一 种 音乐 ， 也 可 以 指 山 上 的 某 种 岩石 。 为 以 下 名 词 构建 一 个 词 图 : 岩石 、 巨 石 、 

历 士 乐 、 石 灰 石 、 砾 石 、 民 放 、 巴 恰 塔 、 浮 石 、 花 岗 岩 、 探 苹 、 犹 太 音乐 、 石 板 、 页 岩 、 古 典 、 卵 

石 、 沙 子 、 说 唱 乐 、 大 理 石 。 如 果 两 个 顶点 所 代表 的 名 词 含 义 相 似 ， 则 用 无 向 边 连接 这 两 个 顶点 。 

在 图 14 表示 的 循环 赛 里 ， 队 4 击败 哪些 其 他 队 ? 哪些 队 击败 队 4? 

在 循环 赛 里 ， 老 虎 队 击败 蓝 松 鸦 队 、 红 衣 主 教 队 和 北美 金 葛 队 ， 蓝 松 鸦 队 击败 红 衣 主教 队 和 北美 金 

营 队 ， 红 衣 主 教 队 击败 北美 金 营 队 ， 用 有 向 图 为 这 样 的 结果 建 模 。 

画 出 7 个 电话 号 码 555-0011、555-1221、555-1333、555-8888、555-2222、555-0091 以 及 555-1200 的 

呼叫 图 ， 假 设 从 555-0011 到 555-8888 有 3 次 呼叫 ， 从 555-8888 到 555-0011 有 2 次 呼叫 ， 从 555-2222 

到 555-0091 有 2 次 呼叫 ， 从 555-1221 到 其 他 每 个 号 码 都 有 2 次 呼叫 ， 从 555-1333 到 555-0011 、555- 

1221 和 555-1200 各 有 1 次 呼叫 。 

解释 如 何 用 1 月 份 和 2 月份 的 电话 呼叫 图 来 确定 改变 了 电话 号 码 的 人 的 新 电话 号 码 。 

a) 解 释 如 何 用 图 为 网 络 中 的 电子 邮件 信息 建 模 。 用 有 向 边 还 是 无 向 边 ? 是 否 允 许多 重 边 ? 是 否 允 许 
自 环 ? 

b) 描 述 为 网 络 里 具体 某 一 周 内 发 送 的 电子 邮件 建 模 的 图 。 

如 何 用 表示 网 络 里 发 送 电 子 邮 件 的 图 来 找 出 最 近 改 变 了 原来 电子 邮件 地 址 的 人 ? 

如 何 用 表示 网 络 里 发 送 电子 邮件 的 图 来 找 出 电子 邮件 的 地 址 表 ， 该 地 址 表 用 来 发 送 同样 的 消息 给 许 

多 不 同 的 电子 邮件 地 址 。 

描述 一 个 图 模型 ， 它 表示 在 某 个 聚会 上 每 个 人 是 否 知道 另 一 个 人 的 名 字 。 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 

是 无 向 的 ? 是 否 应 该 允许 多 重 边 ? 是 否 应 该 允许 环 ? 

描述 一 个 图 模型 ， 它 表示 一 个 大 城市 的 地 铁 系 统 。 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ? 是否 应 该 允 

许多 重 边 ? 是 否 应 该 允许 环 ? 

对 于 大 学 中 的 每 一 门 课程 ， 可 能 存在 一 门 或 多 门 先 修 课 。 如 何 使 用 图 进行 建 模 ， 表 示 课 程 以 及 哪些 

课程 是 其 他 课程 的 先 修 课 程 ? 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ? 在 该 图 中 ， 如 何 发 现 没 有 先 修 课 

程 的 课程 以 及 不 是 任何 一 门 课程 的 先 修 课 程 的 课程 ? 

描述 一 种 表示 电影 评论 家 的 积极 建议 的 图 模型 ， 用 顶点 表示 这 些 评论 以 及 正在 放映 的 电影 。 

描述 一 种 表示 传统 婚姻 的 图 模型 。 这 个 图 有 什么 特殊 性 质 ? 

在 例 8 的 程序 中 ， 执 行 Se 之 前 必须 执行 哪些 语句 ? (使 用 图 10 的 优先 图 。) 

















构造 下 列 程序 的 优先 图 : 
Si: x :二 0 

Ss: :二 Zz 十 1 
Ss3; y :一 2 

Si:z: 一 y 

Ss 一 去 二 上 
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36. 描述 一 种 基于 图 的 离散 结构 ， 用 它 来 为 航空 公司 的 航线 和 航班 时 间 建 模 。[ 提 示 : 给 一 个 有 向 图 添加 
结构 。] ; 

37. 描述 一 种 基于 图 的 离散 结构 ， 用 它 来 为 群体 里 成 对 个 人 之 间 的 关系 建 模 ， 其 中 每 个 人 可 能 喜欢 或 者 
不 喜欢 另 一 人 ， 或 者 中 立 ， 而 反 过 来 的 关系 可 以 是 不 同 的 。[ 提 示 : 给 一 个 有 向 图 添加 结构 。 分 别处 
理 表示 两 个 人 的 顶点 之 间 的 反 向 边 。] 

38. 描述 一 个 图 模型 ， 它 能 在 一 个 简单 图 中 表示 两 个 人 之 间 所 有 形式 的 电子 通信 。 这 需要 哪 种 图 ? 


10.2 图 的 术语 和 几 种 特殊 的 图 
10.2.1 引言 

本 节 将 介绍 图 论 的 一 些 基本 词汇 。 在 本 节 后 面部 分 ， 当 解决 许多 不 同类 型 的 问题 时 ， 会 使 wns》 
用 这 些 词汇 。 其 中 一 个 这 样 的 问题 涉及 判定 能 否 把 图 画 在 平面 里 ， 使 得 没有 两 条 边 是 交叉 的 。 
另 一 个 例子 是 判定 两 个 图 是 否 具有 顶点 之 间 的 一 一 对 应 ， 使 得 这 样 的 对 应 能 够 产生 边 之 间 的 一 


一 对 应 。 我 们 还 将 介绍 在 例子 和 模型 里 经 常用 到 的 几 种 重要 的 图 族 。 在 这 些 特殊 类 型 的 图 出 现 
的 地 方 ， 将 会 介绍 几 种 重要 的 应 用 。 


10.2.2 基本 术语 
| 首先 ， 给 出 描述 无 岛 图 的 顶点 和 边 的 一 些 术语 。 





为了 入 和 上 中 其 个人 定 的 大 目的 天 上 的 入 合 ， 全 人 有 下面 的 








为 了 反映 有 多 少 条 边 和 一个 顶点 相关 联 ， 有 下 述 的 定义 。 






人 姑 因 1 所 示 ， 攻 和 国 如 的 点 的 度 和 顶点 的 邻居 是 什么 ? 

解 在 G 中 ，deg(a) 二 2，deg(5) 二 deg(c) 二 deg(f) 二 4,，deg(d) 二 1],， deg(e) 二 3,，deg(g) 二 0。 
这 些 顶点 的 邻居 是 N(a)=={6,，f},，N(b)=={a, c, e, f},， N(c)={6b, d, e, f}, N(d)= {ec}, 
N(e)={6, c, f}, N(f)={a, b, c, e} 和 NN(g) 二 人 DB。 在 及 中 ,deg(a) 二 4，deg(b) 二 deg(e) 二 6， 
deg(c) 二 1]，deg(d) 二 5。 这 些 顶 点 的 邻居 是 NC(a)=={6, d, e},，N(b)=={a, b, c,d, e}，N(O)= 
{6}, N(d)={a, b, el} 和 N(e)={a, b, d}。 « 








图 1 无 向 图 G 和 五 
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把 度 为 0 的 顶点 称 为 孤立 的 。 因 此 孤立 点 不 与 任何 顶点 相 邻 。 例 1 中 图 G 的 顶点 g 是 孤立 
的 。 顶 点 是 悬挂 的 ， 当 且 仅 当 它 的 度 是 1。 因 此 悬挂 点 恰 与 1 个 其 他 顶点 相 邻 。 例 1 中 图 G 的 
顶点 d 是 悬挂 的 。 

分 析 一 个 图 模型 中 顶点 的 度 ， 能 够 提供 关于 该 模型 的 有 用 信息 ， 如 例 2 所 示 。 

@ 醋 息 地 重生 图 (10.1 节 例 11 中 介绍 的 ) 中 一 个 顶点 的 度 表示 什么 意义 ? 该 图 中 的 哪 
些 顶 点 是 悬挂 的 ， 哪 些 是 孤立 的 ? 运用 10. 1 节 图 11 所 示 的 栖息 地 重 释 图 解释 你 的 答案 。 

解 ” 栖息 地 重 欠 图 中 的 两 个 顶点 之 间 有 边 ， 当 和 且 仅 当 这 两 个 顶点 所 代表 的 两 个 物种 之 间 相 
互 竞争 。 因 此 ,栖息 地 重合 图 中 的 一 个 顶点 的 度 表示 了 该 生态 系统 中 与 此 顶点 代表 的 物种 竞争 
的 物种 数目 。 如 果 一 个 物种 恰好 与 另 一 个 物种 竞争 ， 则 相应 的 顶点 是 悬挂 的 。 最 后 ， 如 果 某 一 
物种 不 与 其 他 任何 物种 竞争 ， 那 么 代表 该 物种 的 顶点 就 是 孤立 的 。 

例如 ，10. 1 节 图 11 中 表示 松鼠 的 顶点 的 度 是 4， 因为 松鼠 与 其 他 4 种 物种 (乌鸦 、 负 鼠 、 
尝 能 和 吸 木 鸟 ) 竞 争 。 在 栖息 地 重 释 图 中 ， 老 鼠 是 唯一 的 一 个 由 悬挂 顶点 表示 的 物种 ， 因 为 老 
鼠 只 与 胸 岂 竞争 ， 而 其 余 的 所 有 物种 都 至 少 与 两 种 以 上 的 其 他 物种 竞争 。 该 图 中 没有 孤立 的 顶 
点 ， 因 为 每 种 物种 都 至 少 与 生态 系统 中 的 其 他 一 种 物种 竞争 。 

当 对 图 G 二 (V，E) 的 所 有 顶点 的 度 求 和 时 ， 得 出 了 什么 ? 每 条 边 都 为 顶点 的 度 之 和 贡献 
2， 因 为 一 条 边 恰 好 关联 2 个 (可 能 相同 ) 顶 点 。 这 意味 着 顶点 的 度 之 和 是 边 数 的 2 倍 。 我 们 将 
在 定理 1 中 得 到 这 个 结论 ， 该 定理 有 时 也 称 为 握手 定理 (也 常 称 为 握手 引 理 )， 这 是 因为 在 一 条 
边 上 有 两 个 端点 可 以 类 比 为 一 次 握手 涉及 两 只 手 这 种 情形 。 (练习 6 就 是 基于 此 类 上 比 .) 


理 于 -V, 已 是 有 六 条 边 的 无 向 图 ， 则 
i 2m = a 





一 个 具有 10 个 顶 点 且 每 个 顶点 的 度 都 为 6 的 图 ， 有 多 永 夺 这? 

Es 质点 的 度 之 和 是 6。10 王 60， 所 以 2m= 二 60， 其 中 m 是 边 的 条 数 。 因 此 mn 二 30。 看 

定理 1 说 明 无 向 图 中 顶点 的 度 之 和 是 偶数 。 这 可 以 推导 出 许多 结论 ， 其 中 一 个 结论 作为 定 
理 2 给 出 。 





证 明 ”在 无 向 图 G 二 (V,，E) 中 , 设 V, 和 V 分 别 是 度 为 偶数 的 顶点 和 度 为 奇数 的 顶点 的 
集合 。 于 是 


2m 一 2 deg(w) 一 bP 十 了 


因为 对 vEV 来 说 ， deg( 中 是 偶数 ， 所 以 上 面 等 式 右 端的 第 一 项 是 偶数 。 另外 ， 上 面 等 式 右 端 

的 两 项 之 和 是 偶数 ， 因 为 和 是 2mw。 因 此 ， 和 里 的 第 二 项 也 是 偶数 。 因 为 在 这 个 和 里 的 所 有 的 

项 都 是 奇数 ， 所 以 必然 有 偶数 个 这 样 的 项 。 因 此 ， 有 偶数 个 度 为 奇数 的 顶点 。 4 
ddl ll bn dads 


如 是 带 有 有 向 边 的 图 G 的 边 时 ， 说 邻接 到 而 且说 从 4 多 顶 
点， U 称 为 (u，v) 的 终点 。 环 的 起 点 和 终点 是 相同 的 。 






因为 带 有 有 向 边 的 图 的 边 是 有 序 对 ， 所 以 这 时 顶点 度 的 定义 细 化 成 把 这 个 顶点 作为 起 点 和 
作为 终 ER 








求 出 图 2 所 示 带 有 向 边 的 图 G 中 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 。 
解 ” 在 图 G 中 ， 入 度 是 : deg (a) 一 2，deg (0 一 2，deg- 
(0)=3, deg (d)=2, deg (e)= 二 3,，deg (f)==0。 出 度 是 : 
deg (a)=4, deg' (6b)=1, deg (c)=2, deg’ (d)=2, deg” 
(e)=3, deg’ (f)=0, 4 
因为 每 条 边 都 有 一 个 起 点 和 一 个 终点 ， 所 以 在 带 有 向 边 
的 图 中 ， 所 有 项 点 的 入 度 之 和 与 所 有 项 点 的 出 度 之 和 相同 。 










带 有 向 边 的 图 有 许多 性 质 是 不 依赖 于 边 的 方向 的 。 因 此 ， 忽 略 这 些 方向 经 常 是 有 用 处 的 。 
忽略 边 的 方向 后 得 到 的 无 向 图 称 为 基本 无 向 图 。 带 有 向 边 的 图 与 它 的 基本 无 向 图 有 相同 的 边 数 。 
10.2.3 一 些 特殊 的 简单 图 

下 面 要 介绍 几 类 简单 图 。 这 些 图 常常 用 作 例子 并 且 在 许多 应 用 中 用 到 。 

完全 图 7 个 顶点 的 完全 图 记 作 KK,， 是 在 每 对 不 同 顶 点 之 间 都 恰 有 一 条 边 的 简单 
图 。 图 3 显示 了 n= 二 1，2，3，4，5，6 的 图 天,。 至 少 有 一 对 不 同 的 顶点 不 存在 边 相 连 的 简单 图 


称 为 非 完 全 图 。 4 
Kl 天 > 天 3 Ka Ks Ke 


图 3 图 K,;， 其 中 1 二 nn 过 6 


圈 图 轿 图 C, (n 宇 3) 是 由 元 个 顶 后 靖 ， 而 了 以 及 边 {vi， vi},， (vo， vw}, *…， 
{Wr ya (vs v1) 组 成 的 。 图 4 显示 圈 图 Gs Gs cs 和 Cn 本 


人 品 (() 


图 4 圈 图 Cs、Cs、Cs 和 Ce 


轮 图 ” 当 给 圈 图 C,，n 宇 3， 添 加 另 一 个 顶点 ， 并 把 这 个 新 顶点 与 C, 中 的 个 顶点 逐 
个 连接 时 ， 就 得 到 轮 图 W,。 图 5 显示 了 轮 图 W;、W,、W; 和 W,。 4 


和信 风 家 了 


图 5 轮 图 W3、W4s、Ws 和 Ws 
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@ 惕 "立方 体 图 nn 立方体 图 记 作 Q,， 是 用 顶点 表示 2" 个 长 度 为 n 的 比特 串 的 图 。 两 个 
顶点 相 邻 ， 当 且 仅 当 它 们 所 表示 的 比特 串 恰 恰 有 一 位 不 同 。 图 6 显示 了 图 Q, 、Q: 和 Q,。 
110 111 


10 11 io /| to 


00 01 000 001 


2 2 Q; 

图 6 对 于 n= 二 1，2，3 的 nn 立方 体 图 Q， 
注意 可 以 从 nn 立方 体 图 Q, 来 构造 (n 十 1) 立 方 体 图 Qi ， 方 法 是 建立 Q, 的 两 个 副本 ,在 
Q, 的 一 个 副本 的 顶点 标记 前 加 0， 在 Q, 的 另 一 个 副本 的 顶点 标记 前 加 1， 并 且 加 入 连接 那些 
标记 只 在 第 一 位 不 同 的 两 个 顶点 的 边 。 在 图 6 中 ， 从 Q, 构造 Q;， 方法 是 画 出 Q, 的 两 个 副本 
作为 Q, 的 顶 面 和 底面 ， 在 底面 每 个 顶点 的 标记 前 加 0， 在 顶 面 每 个 顶点 的 标记 前 加 1。( 这 里 ， 
“ 面 ” 意 为 三 维 空间 中 立方 体 的 一 个 面 。 试想 在 三 维 空间 中 夯 出 以 Q 的 两 份 副 本 作为 立方 体 顶 


面 和 底面 的 Q; 的 图 形 ， 然 后 在 平面 上 画 出 最 终 图 案 的 投影 。) 4 
10.2.4 二 分 图 


有 时 可 以 把 图 的 项 点 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 ， 使 得 每 条 边 都 连接 一 个 子 集中 的 顶点 与 田 一 
个 子 集 中 的 顶点 。 例 如 ， 考 虑 表示 村 民 之 间 的 婚姻 关系 的 图 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 人 ， 用 边 表 
示 婚 姻 。 在 这 个 图 中 ， 每 条 边 都 连接 表示 男人 的 顶点 子 集中 的 顶点 与 表示 女人 的 顶点 子 集中 的 
顶点 。 这 引出 了 定义 6。 








例 9 将 说 明 Cs 是 二 分 图 ， 例 10 说 明 K; 不 是 二 分 图 。 

图 7 所 示 的 Cs 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 被 分 成 两 
个 集合 总 二 {ww， ww} 和 VV, 二 {v;，wu，ve)，Cs 的 每 一 条 边 
都 连接 Vi 中 的 一 个 顶点 与 V; 中 的 一 个 顶点 。 4 

K, 不 是 二 分 图 。 为 了 验证 这 一 点 ， 注 意 ， 若 把 K， 
的 顶点 集 分 成 两 个 不 相交 的 集合 ， 则 两 个 集合 之 一 必然 包含 两 图 7 Cs 是 二 分 图 
个 项 点。 假如 这 个 图 是 二 分 图 ， 那 么 这 两 个 顶点 就 不 能 用 边 连 
接 , 但 是 在 K, 中 每 一 个 顶点 都 有 边 连接 到 其 他 每 个 顶点 。 看 

电 昨 了》 图 8 所 示 的 图 G 和 互 是 否 为 二 分 图 ? 

a b a b 





图 8 无 向 图 G 和 互 





解 图 G 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 项 点 集 是 两 个 不 相交 集合 {a,，5，d} 和 {c，e，f，g} 的 并 集 ， 
每 条 边 都 连接 一 个 子 集中 的 一 个 顶点 与 男 一 个 子 集中 的 一 个 顶点 。( 注 意 ， 对 二 分 图 G 来 说 ， 
不 必 让 {a， 5，d}) 里 每 一 个 顶点 与 {c，e，f，g}) 里 每 一 个 顶点 都 相 邻 。 例 如 5 与 g 就 不 相 邻 。) 

图 五 不 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 不 能 分 成 两 个 子 集 ， 使 得 边 都 不 连接 同一 个 子 集 的 两 
个 顶点 (读者 可 以 通过 考虑 顶点 a、5、f 来 验证 它 )。 4 

定理 4 给 出 了 判断 一 个 图 是 否 为 三 分 图 的 有 用 准则 








证 明 首先 ， 假设 G=(V，E) 是 一 个 二 分 简单 图 。 那 么 , V= 二 V1 UV， 其 中 Vi 和 V 是 不 
相交 的 顶点 集 且 E 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 Vi 中 的 顶点 和 一 个 ww 中 的 顶点 。 如 果 对 Vi 中 的 
每 个 顶点 赋予 一 种 颜色 而 V, 中 的 顶点 赋予 第 二 种 颜色 ， 那 么 就 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相 
同 的 颜色 。 

现在 假设 可 以 仅 用 两 种 颜色 对 图 中 的 顶点 着 色 ， 并 使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相同 的 
颜色 。 令 W 为 其 中 一 种 颜色 的 顶点 集 ，V: 为 另 一 种 颜色 的 顶点 集 ， 则 w 和 V 不 相交 且 
V= 二 V1 UV;。 此 外 ， 每 条 边 都 连接 一 个 V, 中 的 顶点 和 一 个 V 中 的 顶点 ， 因 为 并 无 相 邻 的 顶点 
同 在 ww 中 或 同 在 V,; 中 。 所 以 ，G 是 二 分 图 。 4 

例 12 将 说 明 如 何 用 定理 4 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

用 定理 4 判断 例 11 中 的 图 是 否 为 二 分 图 。 

解 ” 首先 考虑 图 G。 试 将 图 G 中 的 每 个 顶点 赋予 两 种 颜色 (如 红色 和 蓝 色 ) 中 的 一 种 ， 使 得 
G 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 红色 顶点 和 一 个 蓝 色 顶点 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 先 任意 地 赋予 顶点 a 
红色 。 然 后 ， 必 须 对 c<、e、f 和 g 顶点 赋予 蓝 色 ， 因 为 这 些 顶 点 与 顶点 a 相 邻 接 。 为 了 避免 一 
条 边 有 两 个 蓝 色 的 端点 ， 和 e、f 或 g 顶点 相 邻 的 顶点 必须 被 赋予 红色 。 这 就 是 说 ， 必 
须 把 5 和 4d 赋予 红色 (也 意味 着 ，a 必须 赋予 红色 ， 而 a 已 经 是 红色 的 了 )。 现 在 , 已 经 将 所 有 
的 顶点 都 赋予 了 颜色 ，a、5 和 4 为 红色 ，c、e、f 和 g 为 蓝 色 。 查 看 每 一 条 边 ， 我 们 看 见 每 条 
边 都 连接 一 个 红色 顶点 和 一 个 蓝 色 顶 点 。 因 此 ， 由 定理 4， 图 G 是 二 分 图 。 

接 下 来 ， 将 对 图 五 中 的 每 个 顶点 赋予 红色 或 蓝 色 ， 以 使 及 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 红色 
顶点 和 一 个 蓝 色 顶点 。 不 失 一 般 性 ,我们 任意 地 对 a 赋予 红色 。 然 后 ， 必 须 对 5、e 和 了 赋予 
蓝 色 ， 因 为 它们 每 个 都 与 a 相 邻 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 e 和 了 相 邻 ， 因 此 不 能 两 个 都 赋予 蓝 
色 。 这 一 矛盾 表明 我 们 不 能 对 五 中 的 每 一 个 顶点 赋予 两 种 颜色 之 中 的 一 种 ， 以 使 得 没有 相 邻 
的 顶点 被 赋予 相同 的 颜色 。 根 据 定理 4， 昌 不 是 二 分 图 。 S| 

定理 4 是 图 论 中 “图 着 色 ” 部 分 的 一 个 结论 的 示例 。 图 着 色 是 图 论 中 一 个 重要 的 部 分 ， 有 
着 许多 重要 的 应 用 。 我 们 将 在 10. 8 节 进 一 步 学 习 图 着 色 。 

判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 的 另 一 个 有 用 的 准则 是 基于 路 径 的 概念 ， 将 在 10. 4 节 学 习 这 个 
概念 。 一 个 图 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 不 可 能 从 一 个 顶点 出 发 ， 经 过 奇数 条 不 同 的 边 ， 再 回 到 它 本 
身 。 当 我 们 在 10. 4 节 讨 论 图 中 的 路 径 和 环 路 时 ， 将 会 让 这 个 概念 变 得 更 加 精确 (参见 10.4 节 
练习 63) 。 

完全 二 分 图 完全 二 分 图 K;,, 是 顶点 集 划 分 成 分 别 含 有 m 和 个 顶点 的 两 个 子 集 的 
图 ， 并 且 两 个 顶点 之 间 有 边 当 且 仅 当 一 个 顶点 属于 第 一 个 子 集 而 另 一 个 顶点 属于 第 二 个 子 集 。 
图 9 显示 了 完全 二 分 图 Kss、Kss、 Kss 和 Kz。 4 


10.2.5 二 分 图 和 匹配 
二 分 图 可 以 用 来 为 许多 类 型 的 应 用 建 模 ， 包 括 把 一 个 集合 中 的 元 素 和 另 一 个 集合 中 的 元 素 
进行 匹配 ， 如 例 14 所 示 。 








Ks K33 
Ks's K26 


图 9 一 些 完全 二 分 图 


任务 分 配 假设 1 个 组 中 有 mm 个 员工 ,需要 完成 nn 种 不 同 的 工作 ， 其 中 mm 过 xz。 每 
个 员工 都 受过 相关 培训 ， 能 够 完成 这 ?个 工作 中 的 1 种 或 多 种 。 我 们 希望 可 以 为 每 个 员工 分 配 
一 个 工作 。 为 了 完成 这 个 任务 ,我 们 可 以 使 用 图 为 员工 的 能 力 建 模 。 用 顶点 表示 每 一 个 员工 和 
每 一 个 工作 。 对 于 每 个 员工 ， 在 表示 他 和 他 受过 培训 的 工作 的 顶点 之 间 建 立 一 条 边 。 注 意 ， 这 
个 图 的 顶点 集合 被 划分 为 两 个 不 相交 的 集合 ， 员 工 的 集合 和 工作 的 集合 ， 而 且 每 条 边 都 连接 着 
一 个 员工 和 一 个 工作 。 因 此 ， 这 个 图 是 二 分 图 ， 划 分 是 (下 ，JD) ， 其 中 三 是 员工 的 集合 ，J 是 
工作 的 集合 。 下 面 我 们 考虑 两 种 不 同 的 场景 。 

第 一 ， 假 设 1 组 有 4 个 员工 :Alvarez、Berkowitz、Chen 和 Davis。 假 设 完成 项 目 1 需要 做 
4 个 工作 : 需求 、 架 构 、 实 现 和 测试 。 假 设 Alvarez 受过 需求 和 测试 的 培训 ; Berkowit 受过 架 
构 、 实 现 和 测试 的 培训 ; Chen 受过 需求 、 架 构 和 实现 的 培训 ; Davis 仅 受 过 需求 的 培训 。 我 们 
使 用 图 10a 中 的 二 分 图 为 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

第 二 ,假设 这 个 组 中 第 2 个 小 组 也 有 4 个 员工 : Washington、Xuan、Ybarra 和 Ziegler。 假 
设 完 成 项 目 2 也 需要 和 完成 项 目 1 一样 完成 相同 的 4 种 工作 。 假 设 Washington 受过 架构 的 培 
训 ; Xuan 受过 需求 、 实 现 和 测试 的 培训 ; Ybarra 受过 架构 的 培训 ; Ziegler 受过 需求 、 架 构 和 
测试 的 培训 。 我 们 使 用 图 10b 中 的 二 分 图 为 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

为 了 完成 项 目 1， 我 们 必须 为 每 个 工作 分 配 一 个 员工 以 保证 每 个 工作 都 有 员工 来 做 并 且 没 
有 员工 分 配 的 工作 多 于 一 个 。 如 图 10a 所 示 ( 其 中 灰色 线 表示 工作 分 配 )， 我 们 可 以 通过 给 
Alvarez 分 配 测试 、 给 Berkowitz 分 配 实现 、 给 Chen 分 配 架构 和 给 Davis 分 配 需求 来 完成 这 个 
要 求 。 


Alvarez Berkowitz Chen Davis Washington Xuan Ybarra Ziegler 
@ 





需求 架构 实现 测试 
a) b) 
图 10 为 受训 员工 分 配 工作 建 模 
为 了 完成 项 目 2， 我们 也 必须 为 每 个 工作 分 配 一 个 员工 以 保证 每 个 工作 都 有 员工 来 做 并 且 


没有 员工 分 配 的 工作 多 于 一 个 。 但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 只 有 Xuan 和 Ziegler 两 个 员工 至 少 受 
过 需求 、 实 现 和 测试 这 3 个 工作 之 一 的 培训 。 因 此 ， 没 有 办 法 为 这 3 个 工作 分 配 3 个 不 同 的 员 








工 且 每 个 工作 都 能 分 配 一 个 受过 相关 培训 的 员工 。 

寻找 一 种 把 工作 分 配给 员工 的 方法 可 以 视 为 在 图 模型 中 寻求 匹配 ， 其 中 ,在 简单 图 G= 
(V，E) 中 的 一 个 匹配 M 就 是 图 中 边 集 E 的 子 集 ， 该 子 集中 没有 两 条 边关 联 相同 的 顶点 。 换 名 
话说 ， 匹 配 是 边 的 子 集 ， 假设 {s,z} 和 {wu，wv) 是 匹配 中 不 同 的 边 ， 那 么 ;、t、w 和 w 是 不 同 的 
顶点 。 若 一 个 顶点 是 匹配 M 中 的 一 条 边 的 端点 ， 则 称 该 顶点 在 M 中 被 匹配 ; 否则 称 为 未 被 匹 
配 。 包 含 最 多 边 数 的 一 个 匹配 称 为 最 大 匹配 。 在 二 分 图 G 二 (V，E) 中 的 一 个 匹配 M， 其 划分 
为 (Vi，V,),， 车 Vi 中 的 每 个 顶点 都 是 匹配 中 的 边 的 端点 或 |M| = |Vi |， 则 称 匹配 M 是 从 V 
到 V, 的 完全 匹配 。 例 如 ， 在 给 员工 分 配 工作 的 过 程 中 ， 要 把 最 多 数量 的 工作 分 配给 员工 ， 我 
们 可 以 在 表示 员工 能 力 的 图 模型 中 求 一 个 最 大 匹配 。 要 把 所 有 的 工作 都 分 配给 员工 ， 我 们 就 要 
从 工作 集合 到 员工 集合 求 一 个 完全 匹配 。 在 例 14 中 ， 我们 为 项 目 1 找到 了 一 个 从 工作 集合 到 
员工 集合 的 完全 匹配 ， 并 且 这 个 匹配 是 一 个 最 大 匹配 。 我 们 也 证 明了 在 项 目 2 中 ,不 存在 从 工 
作 集 合 到 员工 集合 的 完全 匹配 。 

下 面 通过 一 个 例子 说 明 如 何 使 用 匹配 为 婚姻 建 模 。 

肆 B 晶 岛 上 的 婚姻 ”假设 在 一 个 岛 上 有 光 个 男人 和 nn 个 女人 。 每 个 人 都 有 一 个 可 接受 为 
配偶 的 异性 的 成 员 列 表 。 我 们 构造 一 个 二 分 图 G=(V,，V,)， 其 中 WwW 是 男人 的 集合 ，V。 是 女 
人 的 集合 ， 如 果 男 人 和 女人 大 都 把 对 方 作为 可 接受 的 配偶 ， 就 在 男人 和 女人 之 间 建 立 一 条 边 。 这 
个 图 的 匹配 包括 了 边 的 两 个 端点 是 夫妻 对 的 边 的 集合 。 该 图 的 最 大 匹配 是 有 可 能 结 为 夫妻 的 最 
大 的 夫妻 对 的 集合 ， 该 图 关于 V, 的 完全 匹配 是 可 以 结 为 夫妻 的 集合 ， 其 中 每 个 男人 都 可 以 结 
婚 ， 但 可 能 并 不 包括 所 有 的 女人 。 

完全 匹配 的 充分 必要 条 件 ” 设 (V1, V;) 是 二 分 图 G 二 (V,，E) 的 一 个 二 部 划分 ,下面 我 们 
关注 如 何 判断 从 Vi 到 V, 的 完全 匹配 是 否 存 在 的 问题 。 下 面 我 们 介绍 一 个 定理 ,该 定理 提供 了 








ACSVi， 对 于 A 中 的 每 个 顶点 v€ A， 在 M 中 存在 一 条 边 连接 v 和 V 中 的 一 个 顶点 。 因 此 , 在 
V, 中 与 Vi 中 的 顶点 相 邻 的 顶点 的 个 数 至 少 与 V, 中 的 顶点 个 数 一 样 多 。 由 此 可 得 | N(A) | 宇 
[As 

为 了 证 明定 理 的 充分 条 件 ( 这 是 更 难 的 部 分 )， 我 们 需要 证 明 若 对 于 所 有 的 ACSV,， 有 
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菲利普 霍 尔 (Philip Hall，1904 一 1982) ” 堆 尔 出 生 于 英国 伦敦 的 一 个 普通 家 庭 ， 
他 的 母亲 是 一 名 裁缝 。 他 读 公立 小 学 期 间 就 获得 了 为 贫困 学 生 设 立 的 专项 奖学金 ， 
| ”大 学 期 间 又 荣获 了 剑桥 大 学 国王 学 院 的 奖学金 资助 。1925 年 ， 他 取得 了 学 士 学 位 。 
”一 年 以 后 ， 由 于 没有 想 清楚 今后 的 职业 发 展 方向 ， 他 参加 了 公务 员 考试 ， 失 败 之 后 ， 
他 决定 重新 回 到 剑桥 继续 学 业 。 

1927 年 ， 埠 尔 成 功 竞选 为 国王 学 院 的 研究 员 。 不 入， 他 就 在 群 论 领 域 取 得 了 重 
大 的 发 现 ， 也 就 是 为 后 人 所 熟知 的 霍 尔 定理 。1933 年 至 1941 年 间 ， 他 在 剑桥 大 学 担 





Courtesy of the Edinburgh 


Mathematical Society 任 讲师 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 在 布 菜 切 利 园 负 责 密 码 解 译 工 作 ， 多 次 破译 意 大 


利和 日 本 的 密 电 。 战 争 结束 后 ， 霍 尔 重新 回 到 国王 学 院 ， 职 位 迅速 得 到 了 提升 。1953 年 ， 堆 尔 被 提拔 为 
数学 系 教 授 ， 之 后 的 近 十 年 里 ， 他 卓著 的 研究 成 果 为 20 世纪 60 年 代 群 论 的 飞速 发 展 做 出 了 巨大 的 贡献 。 

霍 尔 酷爱 诗歌 ， 能 用 英语 、 意 大 利 语 和 日 语 三 种 语言 诵读 诗歌 。 除 此 之 外 ， 他 对 艺术 、 音 乐 和 植物 
学 也 有 着 浓厚 的 兴趣 。 他 为 人 非常 低调 ， 极 不 喜欢 在 公众 面前 露脸 。 尽管 如 此 ， 他 正派 的 为 人 、 过 人 的 
智慧 和 敏锐 的 判断 力 备 受 推 党 ， 同时， 他 也 深 受 学 生 的 爱戴 。 
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|N(A) | 三 |A|， 那 么 存在 一 个 从 V 到 V 的 完全 匹配 M。 我们 将 对 | Vi | 使 用 强 归纳 法 进行 
证 明 。 

基础 步骤 : 若 |Vi | 二 1， 则 V 只 包含 一 个 顶点 ww。 因为 | N({w}) | 宇 | N{w) | 二 1， 所 以 
至 少 有 一 条 边 连接 顶点 w 和 一 个 顶点 w, EV，。 任 何 一 条 这 样 的 边 都 是 从 Vi 到 V, 的 一 个 完全 
匹配 。 

归纳 步骤 : 我 们 首先 描述 归纳 假设 。 

归纳 假设 : 令 有 是 一 个 正 整数 。 若 G 一 (V， EE) 是 带 有 二 部 划分 (Vi，V,) 的 二 分 图 , 且 
| | 二 jk， 则 对 于 所 有 的 ASW, 满足 | N(A) | 宇 |A|， 就 存在 一 个 从 V, 到 V: 的 完全 匹配 。 

假设 瑞 ==(W， 下 ) 是 由 二 部 划分 (W,，W,) 构 成 的 二 分 图 且 |W, | = 十 1。 我 们 分 两 种 情况 
证 明 归 纳 假设 成 立 。 第 一 种 情况 应 用 于 对 所 有 的 整数 j 且 1 三 jk 时 ，W, 中 每 个 含有 j 个 元 素 
的 集合 中 的 顶点 都 至 少 与 W, 中 的 j 十 1 个 顶点 相 邻 。 第 二 种 情况 应 用 于 对 所 有 的 整数 ) 且 
1 过 j 过 Kk 时 ， 存 在 一 个 含有 j 个 顶点 的 子 集 W，， 且 在 W, 中 恰 有 j 个 邻居 和 这 些 顶 点 相 邻 。 因 
为 不 是 情况 1 就 是 情况 2 成 立 ， 所 以 我 们 在 归纳 步骤 只 需 考 虑 这 两 种 情况 。 

第 一 种 情况 : 假设 对 所 有 的 整数 )， 且 1 三 jk，W, 中 每 个 含有 j 个 元 素 的 集合 中 的 顶点 
都 至 少 与 W; 中 的 j 十 1 个 顶点 相 邻 。 选 择 一 个 顶点 vE W， 和 一 个 元 素 wE N({v})， 根 据 假设 
|N({v)) | 宇 | N{v) |=1,， 一 定 存在 这 样 的 v 和 w。 从 五 中 删除 w 和 w 以 及 所 有 与 它们 相关 联 
的 边 。 由 此 得 到 一 个 二 部 划分 为 (Wi 一 {v)，W; 一 {w}) 的 二 分 图 理 '。 因 为 | Wl 一 {v) | 一 上 ， 所 
以 根据 归纳 假设 可 知 存 在 一 个 从 Wi 一 {到 WW 一 {w} 的 完全 匹配 。 在 这 个 匹配 中 加 入 从 v 到 w 
的 边 ， 就 得 到 一 个 从 W, 到 W, 的 完全 匹配 。 

第 二 种 情况 : 假设 对 所 有 的 整数 j 且 1 二 j 三 &， 存在 一 个 含有 j 个 顶点 的 子 集 W,'， 且 在 
W, 中 恰 有 j 个 邻居 和 这 些 顶 点 相 邻 。 令 W,' 是 这 些 邻 居 顶 点 的 集合 。 根 据 归纳 假设 可 知 ， 存 
在 一 个 从 W; 到 W, "的 完全 匹配 。 从 W, 和 W, 中 删除 这 2j 个 顶点 以 及 与 它们 相关 联 的 边 ， 就 
得 到 一 个 二 部 划分 为 (Wi 一 W,'，W, 一 W,') 的 二 分 图 K。 

我 们 将 证 明 在 图 K 中 ， 对 于 W 一 W,' 中 的 所 有 子 集 A， 满足 | N(A) | 宇 |4A|。 如 果 不 成 
立 ， 则 存在 一 个 关于 W 一 W, "的 含有 t 个 顶点 的 子 集 ， 其 中 1: 过 k 十 1 一 ;， 并 且 这 个 子 集中 
的 顶点 在 W, 一 W,' 中 的 邻接 顶点 数 少 于 t 个 。 那 么 W, 中 包含 j 十 t 个 顶点 的 子 集 ， 该 子 集 包含 
Wi 中 这 个 顶点 和 我 们 从 W 中 移 除 的 7 个 顶点 ， 在 W, 中 小 于 j 十 t 个 邻居 顶点 ， 这 与 对 于 所 
有 的 ACW, 有 |NCA)| 辫 |A| 了 矛盾 。 

因此 ， 根 据 归 纳 假设 ， 图 K 有 一 个 完全 匹配 。 把 这 个 完全 匹配 和 从 W,' 到 W, 的 完全 匹配 
合并 ， 就 得 到 一 个 从 W, 到 W, 的 完全 匹配 。 

我 们 已 经 证 明 在 两 种 情况 下 ， 都 存在 一 个 从 W, 到 W, 的 完全 匹配 。 这 就 完成 了 归纳 步 又 
和 定理 的 证 明 。 \ 4 

我 们 使 用 强 归 纳 法 证 明了 霍 尔 婚姻 定理 。 尽 管 我 们 的 证 明 是 正确 的 ,但 仍然 存在 一 些 不 
足 。 特别 是 ， 还 不 能 基于 该 证 明 构 建 一 个 求 汪 分 图 完全 匹配 的 算法 。 若 要 了 解 能 够 作为 算法 基 
础 的 构造 性 证 明 ， 请 参考 [Gi85j]。 


10. 2.6 特殊 类 型 图 的 一 些 应 用 

本 节 将 介绍 其 他 一 些 图 模型 ， 这 涉及 本 节 前 面 讨论 过 的 一 些 特殊 类 型 的 图 。 

局 域 网 “在 一 座 大 楼 里 ， 像 小 型 计算 机 和 个 人 计算 机 这 样 的 计算 机 ， 以 及 像 打 印 机 
和 绘图 仪 这 样 的 外 设 ， 都 可 以 用 局 域 网 来 连接 。 有 些 这 样 的 网 络 是 基于 星 形 拓扑 ， 其 中 所 有 设 
备 都 连接 到 中 央 控 制 设备 。 局 域 网 可 以 用 图 11a 所 示 的 完全 二 分 图 Ki,, 来 表示 。 通 过 中 央 控 制 
设备 在 设备 间 传 输 信 息 。 

另 一 个 局 域 网 是 基于 环形 拓扑 ， 其 中 每 个 设备 都 连接 到 两 个 其 他 设备 。 带 环形 拓扑 的 局 域 网 可 
以 用 图 11b 所 示 的 nn 圈 图 C, 来 建 模 。 消 息 围绕 着 圈 从 设备 送 到 设备 ， 直 到 抵达 消息 目的 地 为 止 。 
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a) b) wa 
图 11 局 域 网 的 星 形 、 环 形 以 及 混合 拓扑 


最 后 ， 有 些 局 域 网 采用 这 两 种 拓扑 的 混合 形式 。 消 息 围绕 着 环 或 通过 中 央 设 备 来 传送 。 这 
样 的 宛 余 使 得 网 络 更 加 可 靠 。 带 元 余 的 局 域 网 可 用 图 11c 所 示 的 轮 图 W, 来 建 模 。 本 

(及 并 行 计算 的 互连网 络 许多 年 来 ,计算 机 执行 程序 是 一 次 完成 一 个 操作 。 因 此 ， 为 
解决 问题 而 写 的 算法 都 设计 成 一 次 执行 一 步 ， 这 样 的 算法 称 为 串 行 的 (几乎 所 有 本 书 描述 的 算 
法 都 是 串 行 的 ) 。 不 过 ， 像 气象 模拟 、 医 学 图 像 分 析 以 及 密码 分 析 等 许多 高 强度 计算 问题 ， 即 
使 在 超级 计算 机 上 ， 也 不 能 通过 串 行 操作 在 合理 的 时 间 范 围 内 解决 。 而 且 ， 计 算 机 执行 基本 操 
作 的 速度 还 存在 物理 限制 ， 所 以 总 是 有 问题 不 能 用 串 行 操作 在 合理 的 时 间 范 围 内 解决 。 

并 行 处 理 利用 由 多 个 独立 处 理 器 (每 个 处 理 器 有 自己 的 内 存 ) 组 成 的 计算 机 ， 以 克服 只 有 单 
个 处 理 机 的 计算 机 的 局 限 性 。 并 行 算法 把 问题 分 成 可 并 发 解决 的 若干 子 问题 ， 那 么 可 以 设计 并 
行 算法 ， 用 带 有 多 处 理 器 的 计算 机 来 快速 解决 问题 。 在 并 行 算法 中 ， 单 个 指令 流 控制 着 算法 的 
执行 ， 包 括 把 子 问题 传送 到 不 同 的 处 理 器 ， 以 及 把 子 问题 的 输入 和 输出 定向 到 适当 的 处 理 器 。 

采用 并 行 处 理 时 ， 一 个 处 理 器 需要 另 一 个 处 理 器 产生 的 输出 。 因 此 这 些 处 理 器 需要 互 连 。 
可 用 适当 类 型 的 图 来 表示 带 有 多 重 处 理 器 的 计算 机 中 处 理 器 的 互连网 络 。 在 以 下 讨论 中 ， 将 要 
描述 最 常用 类 型 的 并 行 处 理 器 互连网 络 。 用 来 实现 具体 并 行 算 法 的 互连网 络 的 类 型 取决 于 处 理 
器 之 间 交 换 数 据 的 需求 、 所 需要 的 速度 ， 当 然 还 有 可 用 的 硬件 等 。 

最 简单 却 又 最 昂贵 的 网 络 互 连 处 理 器 ， 在 每 对 处 理 器 之 间 有 一 个 双向 连接 。 当 有 宛 个 处 理 
器 时 ， 这 样 的 网 络 表示 成 个 顶点 上 的 完全 图 K,。 不 过 ， 这 种 类 型 的 互连网 络 有 严重 的 问题 ， 
因为 它 所 需要 的 连接 数 太 大 。 实 际 上 ， 处 理 器 的 直接 连接 数目 是 有 限 的 ， 所 以 当 处 理 器 数 很 大 
时 ， 处 理 器 不 能 直接 连接 到 所 有 其 他 处 理 器 。 例 如 ， 当 有 64 个 处 理 器 时 ， 就 需要 C(64，2) == 
2016 个 连接 ， 每 个 处 理 器 都 得 直接 连接 到 其 他 63 个 处 理 器 。 

另 一 方面 ， 互 连 n 个 处 理 器 的 最 简单 方式 或 许 是 使 用 称 为 线性 阵列 的 排列 方式 。 除 了 PP， 
和 P, 以 外 的 每 个 处 理 器 P, 都 通过 双向 连接 与 相 邻 处 理 器 P_, 和 Pi 连接。P, 只 连接 P, ，P， 
只 连接 P,_1。 图 12 显示 了 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 。 线 性 Pp 忆 Pp Pp PP Ph 
阵列 的 优点 是 每 个 处 理 器 最 多 有 2 个 和 其 他 处 理 器 的 直接 “““ “* 
连接 。 这 种 方式 的 缺点 是 为 了 让 处 理 器 共享 信息 ， 有 时 需 ”图 12 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 
要 使 用 大 量 的 称 为 跳 (hop) 的 中 间 连 接 。 

栅 格 网 络 ( 或 二 维 阵列 ) 是 一 种 通用 的 互连网 络 。 在 这 样 的 网 络 中 ， 处 理 器 个 数 是 一 个 完全 
平方 数 ， 比 方 说 n=m? 。n 个 处 理 器 标记 成 P(i, 让， 0 过 im 一 1，0 志 j 志 m 一 1。 双 向 连接 把 
处 理 器 PG，7 思 连接 到 它 的 4 个 相 邻 处 理 器 P(G 士 1，7) 和 P(0,0) P(0,1) P(0,2) P(0,3) 


P(i，j 士 1 )， 只 要 这 些 处 理 器 是 在 栅 格 里 。( 注 意 ， 栅 格 角 
上 的 4 个 处 理 器 只 有 2 个 相 邻 处 理 器 ,边界 上 其 他 处 理 器 P(1,0) |P(1, 1) |P(1,2) |P(1, 3) 
只 有 3 个 相 邻 处 理 器 。 有 时 也 用 每 个 处 理 器 恰 有 4 个 连接 

P(2, 0) | PC2, 1) |P(2,2) |P(2, 3) 


的 变种 的 栅 格 网 络 ， 见 本 节 练 习 74。) 栅 格 网 络 限制 了 每 个 
图 13 16 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 






处 理 器 的 连接 数 。 某 些 成 对 处 理 器 之 间 的 通信 需要 
O(n) 二 OCm) 个 中 间 连 接 ( 见 本 节 练 习 75)。 表 示 16 个 处 理 
器 的 栅 格 网 络 如 图 13 所 示 。 











超 立方 体 是 互连网 络 的 一 个 重要 类 型 。 在 这 样 的 网 络 中 ， 处 理 器 个 数 是 2 的 竹 , nn 二 2”。n 
个 处 理 器 标记 成 P。，P,，…，P,_; 。 每 个 处 理 器 都 有 到 其 他 m 个 处 理 器 的 双向 连接 。 连 接 到 
处 理 器 P; 上 的 处 理 器 ， 其 下 标的 二 进 制 表示 与 i 的 二 进 制 表示 恰恰 有 1 位 不 同 。 超 立方 体 网 络 
在 每 个 处 理 器 的 直接 连接 数 与 保证 处 理 器 通信 的 中 间 连 接 数 之 间 取 得 了 平衡 。 已 经 用 超 立方 体 
网 络 建造 了 许多 计算 机 ， 而 且 用 超 立 方 体 网 络 设计 了 许多 算法 。m 立方 体 图 Q, 表示 带 ? 一 2" 
个 处 理 器 的 超 立 方 体 网 络 。 图 14 显示 了 8 个 处 理 器 的 超 立 方 体 网 络 ( 图 14 显示 了 一 种 与 图 6 
不 同 的 画 Q; 的 方式 ) 。 4 


图 14 8 个 处 理 器 的 超 立 方 体 网 络 


10.2.7 从 旧 图 构造 新 图 

有 时 解决 问题 只 需要 图 的 一 部 分 。 例 如 ， 只 关心 大 型 计算 机 网 络 中 涉及 纽约 、 丹 佛 、 底 特 
律 以 及 亚特兰大 的 计算 机 中 心 的 那 一 部 分 。 所 以 我 们 可 以 忽略 其 他 的 计算 机 中 心 以 及 没有 连接 
到 这 4 个 特定 的 计算 机 中 心 的 任何 2 个 的 所 有 电话 线路 。 在 大 型 网 络 的 图 模型 中 ， 可 以 删除 除 
这 4 个 顶点 之 外 的 计算 机 中 心 所 对 应 的 顶点 ， 可 以 删除 所 有 与 所 删除 顶点 关联 的 边 。 当 从 图 中 
删除 了 边 和 顶点 ,不 删除 所 保留 边 的 端点 时 ， 就 得 到 一 个 更 小 的 图 ， 这样 的 图 称 为 原 图 的 





图 15 所 示 的 图 G 是 K; 的 一 个 子 图 。 若 我 们 在 图 G 中 增加 一 条 连接 c 和 e 的 边 ， 就 
得 到 一 个 由 WW 二 {a,，6b，c，e} 导 出 的 子 图 。 4 

删除 或 增加 图 中 的 边 ”已 知 图 G 二 (V，E)， 边 a 
eEE， 我 们 可 以 通过 删除 边 e 得 到 图 G 的 一 个 子 图 。 

所 得 到 的 子 图 ， 记 作 G 一 e， 和 图 G 具有 相同 的 顶点 e。 b 。 b 
集 V。 它 的 边 集 是 EE 一 e。 所 以 ， ~ 
G—e= (VE=— (ey) 

类 似 地 ,， 若 已 是 五 的 子 集 ,我们 可 以 通过 从 图 d c < 
中 删除 已 中 的 边 得 到 图 G 的 子 图 。 所 得 到 的 子 图 和 图 15 K; 的 一 个 子 图 
图 G 具 有 相同 的 顶点 集 V。 它 的 边 集 是 E 一 EE'。 

我 们 可 以 通过 在 图 中 增加 一 条 连接 图 G 中 已 有 的 两 个 顶点 的 边 e 得 到 一 个 新 的 更 大 的 图 。 
我 们 把 在 图 G 中 增加 一 条 新 边 ， 该 边 连 接 原 图 中 两 个 原本 不 相关 联 的 顶点 ， 所 得 到 的 新 图 记 作 
G 十 e。 所 以 

GFe= (VE 0) 
G 十 e 的 顶点 集 和 图 G 的 顶点 集 相同 ， 它 的 边 集 是 图 G 的 边 集 和 集合 {e} 的 并 集 。( 从 一 个 图 中 
删除 一 条 边 和 增加 一 条 边 的 例子 参见 例 19,) 

边 的 收缩 ”有 时 ， 当 我 们 从 图 中 删除 一 条 边 后 ， 我 们 不 硕 望 将 该 边 的 端点 作为 独立 的 顶点 

保留 在 所 得 到 的 子 图 中 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 进行 边 的 收缩 ， 删 除 端 点 为 uw 和 w 的 边 e， 把 zx 
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合并 成 一 个 新 的 顶点 ww， 对 每 一 条 以 或 v 为 端点 的 边 ， 将 该 边 x 或 w 的 位 置 替 换 成 ww 上 且 
另 一 个 端点 不 变 。 因 此 在 图 G 二 (V，E) 中 ， i 的 边 e 进行 收缩 得 到 一 个 新 图 G'== 
(V"，E')( 这 不 是 G 的 子 图 )， 其 中 VV 二 V 一 {4u，v})U{w}，E' 包 含 亡 中 不 以 u 或 v 为 端点 的 边 
以 及 连接 w 与 集合 V 中 所 有 与 或 v 相 邻 的 顶点 的 边 。 收缩 图 16 中 图 G, 中 连接 顶点 e 
和 上 的 边 ， 得 到 一 个 包含 顶点 ac、0、& 和 w 的 新 图 G, 。 与 在 G, 中 一 样 ， 在 G; 中 有 一 条 连接 a 
和 的 边 ， 以 及 一 条 连接 ea 和 4d 的 边 。 在 G'", 中 还 有 一 条 边 连接 5 和 w， 该 边 替换 了 G 中 连接 
b 和 c 的 边 以 及 连接 5b 和 e 的 边 ， 在 G', 中 还 有 一 条 边 连接 d 和 志 ， 该 边 替换 了 G 中 连接 4d 和 e 
的 边 。( 在 一 个 图 中 收缩 一 条 边 的 例子 同样 参见 例 19。 - 

从 图 中 删除 项 点 ” 当 我 们 从 图 G 二 (V，E) 删 除 一 个 顶点 v 以 及 所 有 与 它 相 关联 的 边 时 ， 就 
得 到 图 G 的 一 个 子 图 ， 记 作 G 一 v。 注 意 ， ey E')， 其 中 EE 是 G 中 不 与 v 相关 联 的 
边 的 集合 。 类 似 地 ， 若 V' 是 V 的 子 集 ， 则 图 G 一 VV 是 子 图 (V 一 V'，E')， 其 中 E' 是 G 中 不 与 
V 中 的 项 ep (从 一 个 图 中 删除 一 个 预 点 的 例子 参见 例 19 。) 

16 hy 上 进行 不 同 的 操作 得 到 的 4 张 不 同 的 图 ， 分 别 是 : 

(Ca)G— ， 在 图 G 中 删除 边 {6，c} 构 造 的 图 。 

RE 。 {e，d}， 在 图 G 中 增加 边 {e，d) 构造 的 图 。 

We 在 图 G 中 ， 用 新 项 点 替换 边 {6，c}， 使 用 新 边 {a，f}、{f,，d} 和 {ff， 
e} 替 换 边 {c,d}、{a, 5b}、{b，e} 和 {c， ee 


(d)G 一 c， 在 图 G 中 删除 顶点 c 以 及 边 {6, c}、(c {c，e}) 构 造 的 图 。 4 
G-{b,c} G+{e, d} 用 /将 换 边 {b， c} 


(a) (b) 
(c) (d) 


图 16 图 G 和 在 G 上 进行 不 同 的 操作 得 到 的 4 张 图 


图 的 并 集 可 以 用 各 种 方式 组 合 两 个 或 更 多 的 图 。 包 含 这 些 图 的 所 有 顶点 和 边 的 新 图 被 称 
bl sak De ad hla 





加 求 图 17a 所 示 的 图 G 和 G， 的 并 图 。 


pb a b c a b C 
e d f d e f 
GI G; GIUG, 

a) 简单 图 G, 和 G， b) 它们 的 并 Gi,UG， 


图 17 并 图 的 产生 过 程 


解 并 图 GUG, 的 顶点 集 是 两 个 顶点 集 的 并 ， 即 {a, b5，c，d，e，f)}。 并 图 的 边 集 是 两 
个 边 集 的 并 。 并 图 显示 在 图 17b 中 。 4 
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练习 
在 练习 1 一 3 中 ， 求 所 给 无 向 图 的 顶点 数 、 边 数 以 及 每 个 顶点 的 度 。 指 出 所 有 的 孤立 点 和 悬挂 点 。 
从 b 六 S a b 





4. 求 练习 1 一 3 中 每 个 图 的 顶点 的 度 之 和 ， 并 验证 它 等 于 图 中 边 数 的 2 倍 。 

5. 是 否 存在 一 个 有 15 个 项 点 而 且 每 个 顶点 的 度 都 为 5 的 简单 图 ? 

6. 证 明 : 在 一 次 聚会 上 全 体 人 员 的 握手 次 数 之 和 是 偶数 。 假 设 无 人 自己 与 自己 握手 。 

在 练习 7 一 9 中 ， 对 给 定 的 有 向 多 重 图 ， 确 定 顶 点 数 和 边 数 ， 并 求 出 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 。 


8 7 9. 2 b 
7 4) Sd 
d c d c d c e 

10. 对 练习 7 一 9 中 的 每 个 图 ， 直 接 确 定 每 个 顶点 的 入 度 之 和 与 出 度 之 和 。 证明: 它们 都 等 于 图 中 的 
边 数 。 

11. 构造 图 2 中 带 有 向 边 的 图 的 基本 无 向 图 。 

12. 在 相识 关系 图 中 (其 中 顶点 表示 世界 上 所 有 的 人 )， 顶 点 的 度 表 示 什 么 ? 在 这 个 图 中 ， 一 个 顶点 的 邻 
居 表示 什么 ? 孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 在 一 项 研究 中 ， 估 计 在 这 个 图 中 顶点 的 平均 度 是 1000。 就 
这 个 模型 而 言 ， 这 意味 着 什么 ? 

13. 在 学 术 合 作 图 中 ， 顶 点 的 度 表示 什么 ? 一 个 顶点 的 邻居 表示 什么 ? 孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 

14. 在 好 莱 坞 图 里 ,顶点 的 度 表示 什么 ? 一 个 顶点 的 邻居 表示 什么 ? 孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 

15. 在 10.1 节 例 4 所 描述 的 电话 呼叫 图 中 ,顶点 的 人 度 和 出 度 表示 什么 ? 在 这 个 图 的 无 向 图 版 本 中 ， 顶 
点 的 度 表示 什么 ? 

16. 在 10.1 节 例 5 所 描述 的 网 络 图 中 ， 顶 点 的 入 度 和 出 度 表示 什么 ? 

17. 在 为 循环 赛 建 模 的 有 向 图 中 ， 顶 点 的 人 度 和 出 度 表示 什么 ? 


18. 证 明 : 在 至 少 含有 两 个 顶点 的 简单 图 中 ， 一 定 有 两 个 项 点 的 度 相 同 。 
19. 利用 练习 18 证 明 : 在 一 个 小 组 中 ， 至 少 有 两 个 人 具有 相同 的 朋友 数 。 


20. 画 出 下 列 各 图 。 
a) 天; b) Ki,s OK 
d)C， e) Wo f)Q， 


在 练习 21 一 25 中 ， 判 断 图 是 否 为 二 分 图 。 你 将 发 现 使 用 定理 4， 对 判断 是 否 可 能 为 每 个 顶点 赋予 红色 或 
蓝 色 ， 以 使 没有 两 个 相 邻 的 顶点 赋予 相同 的 颜色 是 有 用 的 。 
21. 到 b 2 b 区 23: b C 
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24. 


26. 


27. 


28. 





wR 


和 人 


| 30. 





对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 是 二 分 图 ? 

a)K, DG. OW, d)Q， 

设 一 个 大 学 工程 学 院 的 计算 机 支撑 小 组 有 4 个 员工 。 每 个 员工 被 分 配 支 持 4 个 不 同 的 领域 之 一 : 硬 
件 、 软 件 、 网 络 和 无 线 。 假 设 Ping 能 够 胜任 支持 硬件 、 网 络 和 无 线 ; Quiggley 能 够 胜任 支持 软件 和 
网 络 ; Ruiz 能 够 胜任 支持 网 络 和 无 线 ; Sitea 能 够 胜任 支持 硬件 和 软件 。 

a) 使 用 二 分 图 为 4 个 员工 和 他 们 能 胜任 的 工作 建 模 。 

b) 使 用 霍 尔 定理 判断 是 否 存在 一 种 分 配方 案 ， 使 每 个 员工 都 分 配 一 个 能 支持 的 领域 。 

c) 如 果 存 在 一 个 使 每 个 员工 都 分 配 一 个 能 支持 领域 的 分 配方 案 ， 求 出 该 方案 。 

设 一 个 新 公司 有 5 名 员工: Zamora、Agraharam、Smith、Chou 和 Macintyre。 每 名 员工 承担 下 列 6 种 
责任 之 一 : 策划、 宣传、 销售、 市 场 、 开 发 以 及 工业 关系 。 每 名 员工 能 够 做 这 些 工 作 中 的 一 种 或 多 
种 : Zamora 能 做 策划 、 销 售 、 市 场 或 工业 关系 ; Agraharam 能 做 策划 或 开发 ; Smith 能 做 宣传 、 销 
售 或 工业 关系 ; Chou 能 做 策划 、 销 售 或 工业 关系 ; Macintyre 能 做 策划 、 宣 传 、 销 售 或 工业 关系 。 

a) 使 用 二 分 图 对 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

b) 找 出 一 个 责任 指派 ， 使 得 每 个 员工 被 指定 一 种 责任 。 

©) 你 在 b 中 找到 的 责任 匹配 是 完全 匹配 吗 ? 它 是 最 大 匹配 吗 ? 


. 假设 一 个 岛 上 有 5 位 年 轻 女子 和 5 位 年 轻 男子 。 每 位 男子 都 愿意 娶 岛 上 的 某 些 女子 ， 而 每 位 女子 都 


愿意 嫁 给 任何 一 位 愿意 娶 她 的 男子 。 假 设 Sandeep 愿意 娶 Tina 和 Vandana; Barry 愿意 也 Tina、Xia 
和 Uma; Teja 愿意 娶 Tina 和 Zelda; Anil 愿意 了 他 Vandana 和 Zelda; Emilio 愿意 娶 Tina 和 Zelda。 使 
用 霍 尔 定理 证 明 : 不 存在 岛 上 年 轻 男 子 和 年 轻 女 子 的 匹配 使 得 每 一 个 年 轻 男 子 都 能 和 他 想 侣 的 年 轻 
女子 进行 匹配 。 

假设 一 个 岛 上 有 5 位 年 轻 女子 和 6 位 年 轻 男 子 ， 每 位 女子 都 愿意 嫁 给 岛 上 的 某 些 男 子 ， 而 每 位 男子 
都 愿意 也 任何 一 位 愿意 嫁 给 他 的 女子 。 设 Anna 愿意 嫁 给 Jason、Larry 和 Matt; Barbara 愿意 嫁 给 
Kevin 和 Larry; Carol 愿意 嫁 给 Jason、Nick 和 Oscar; Diane 愿意 嫁 给 Jason、Larry、Nick 和 Oscar; 
Elizabeth 愿意 嫁 给 Jason 和 Matt。 

a) 使 用 二 分 图 对 这 个 岛 上 可 能 的 婚姻 关系 进行 建 模 。 

b) 找 出 这 个 岛 上 的 年 轻 男女 的 一 个 匹配 方案 ， 使 得 每 个 年 轻 女子 都 嫁 给 一 个 她 愿意 嫁 给 的 人 。 

c) 你 在 b 中 找到 的 匹配 是 完全 匹配 吗 ? 它 是 最 大 匹配 吗 ? 

设 存在 一 个 整数 上， 使 得 荒 岛 上 的 每 个 男人 都 愿意 娶 该 岛 上 的 恰好 & 个 女人 ， 而 且 该 岛 上 的 每 一 个 女人 
都 愿意 嫁 给 的 男人 也 恰好 是 上 个 。 同 时 假设 一 个 男人 愿意 要 一 个 女人 当 且 仅 当 这 个 女人 愿意 嫁 给 他 。 
证 明 : 可 能 存在 岛 上 男人 和 女人 的 匹配 ， 使 得 每 一 个 人 都 能 和 其 愿意 嫁 / 娶 的 人 进行 匹配 。 

假设 2n 名 网 球 运动 员 参 加 循环 赛 。 每 个 球员 在 连续 2n 一 1 天 内 都 恰好 和 其 他 玩家 有 一 场 比赛 。 每 场 
比赛 有 一 个 赢家 和 一 个 输家 。 证 明 每 天 选择 一 个 获胜 的 玩家 而 不 选择 同一 玩家 两 次 是 可 能 的 。 


. 假设 在 一 次 抽奖 中 ， 有 mr 人 被 选 为 中 奖 者 ， 每 个 中 奖 者 可 以 从 不 同 的 奖品 中 选取 两 个 奖品 。 证 明 若 


有 2m 个 每 个 中 奖 者 都 想 要 的 奖品 ， 则 每 个 中 奖 者 都 能 选择 两 个 他 们 想 要 的 奖品 。 


. 在 本 练习 中 ， 我 们 证 明 Oystein Ore 的 一 个 定理 。 假 设 G==(V，E) 是 带 有 二 部 划分 (V1，V;) 的 二 分 


图 且 ACVi。 证 明 Vi 中 与 G 匹配 的 端点 的 最 大 顶点 数 等 于 | 六 | 一 maxacvi def(A)， 其 中 def(A) 三 
14| 一 |NCA) | 。( 这 里 def(A) 称 为 A 的 缺陷 .)[ 提 示 : 通过 在 V; 中 增加 maxacvidef(A) 个 新 顶点 ， 
并 把 它们 与 Vi 中 的 顶点 相连 得 到 一 个 更 大 的 图 。] 


. 对 练习 1 中 的 图 ， 求 : 
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36. 
37; 





a) 由 顶点 a、b、c 和 了 导出 的 子 图 。 

b) 收 缩 连接 2 和 上 的 边 ， 从 G 得 到 的 新 图 Ci 。 

令 nn 为 正 整数 。 证 明 : 由 天, 的 顶点 集 的 非 空 子 集 导 出 的 子 图 是 完全 图 。 
下 列 图 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 

a) 天 ， byGs ec W, 

dK, e)Q， 


一 个 图 的 度 序列 是 由 该 图 的 各 个 顶点 的 度 按 非 递增 顺序 排列 的 序列 。 例 如 ， 本 节 例 1 中 图 G 的 度 序列 就 
;2 


38. 
39. 


40. 
41. 
42. 
43. 


求 练习 21 一 25 中 各 个 图 的 度 序列 。 

求 下 列 各 个 图 的 度 序 列 。 

a)K, b)C, cc)W 

d)K,.; €)Q; 

二 分 图 K,,, 的 度 序列 是 什么 (其 中 m,n 是 正 整数 )? 并 解释 你 的 答案 。 
图 K, 的 度 序列 是 什么 (其 中 是正 整数 )? 并 解释 你 的 答案 。 

车 图 的 度 序列 是 4，3，3，2，2， 则 它 有 多 少 条 边 ? 画 出 这 样 的 图 。 
若 图 的 度 序 列 是 5，2， 2，2，2，1， 则 它 有 多 少 条 边 ? 画 出 这 样 的 图 。 


如 果 序列 di，ds，…，d， 是 一 个 简单 图 的 度 序列 ， 那 么 该 序列 是 成 图 的 。 


44. 


45. 


46. 


判断 下 列 序列 是 否 是 成 图 的 。 如 果 是 ， 请 画 出 一 个 图 使 其 具有 给 定 的 度 序 列 。 


5s 本 6 5 4 35 2 1 
0 d)3, 35 3 2 Zs ZT 
Ce) 3 3 Zs 2 2 El de. ds J 
re hs .55 By Zs 1 
判断 下 列 序列 是 否 是 成 图 的 。 如 果 是 ， 请 画 出 一 个 图 使 其 具有 给 定 的 度 序列 。 
"3 3 b)5, 4; 3, 2; .1 
DE Si | Ls DE. 2 ee | 
R33 Zr 25 ly Ed yr Le yl 
设 di1，d:;，…，d， 是 成 图 序列 。 证 明 : 存在 顶点 为 v，v。，…，w 的 简单 图 ， 使 得 对 于 i 二 1,，2， 
“Nn, deg(v:)=4di, 且 wi 与 多， 和 …， Va +1 相 邻 。 


47. 


48. 
49. 


S0. 
51. 
52. 
S3: 


54. 


证 明 : 一 个 由 非 负 整 数 按 非 递增 排列 的 序列 4; ，d, ，… ，d, 是 成 图 序列 当 且 仅 当 把 序列 ds 一 1，…， 
由 站 一 1，d 必 4，…， 心 中 的 元 素 重 新 排序 为 非 递 增 而 得 到 的 序列 是 成 图 序列 。 

运用 练习 47 的 结论 构造 一 个 递归 算法 来 判断 一 个 非 递增 的 正 整 数 序列 是 否 为 成 图 序列 。 

证 明 ， 每 个 非 负 整数 构成 的 非 递 增 序列 ， 如 果 其 元 素 之 和 为 偶数 ， 则 都 是 某 个 伪 图 的 度 序 列 。 伪 图 
是 允许 有 环 的 无 向 图 。[ 提 示 : 首先 通过 给 每 个 顶点 添加 尽 可 能 多 的 环 来 构造 一 个 图 ， 然 后 添加 一 些 
边 连 接 度 为 奇数 的 顶点 。 解 释 为 什么 这 种 构造 方法 能 够 证 明 此 问题 ,] 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 Ks 的 子 图 有 多 少 个 ? 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 K; 的 子 图 有 多 少 个 ? 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 W, 的 子 图 有 多 少 个 ? 


画 出 下 图 的 所 有 子 图 。 
a b 


c d 
设 G 是 带 有 w 个 顶点 和 e 条 边 的 图 。 设 M 是 G 的 顶点 的 最 大 度 ，m 是 G 的 顶点 的 最 小 度 。 证 明 : 
a)2e/vm b)2e/v<M 


若 简 单 图 中 每 个 顶点 的 度 都 相等 ， 则 这 个 图 称 为 正则 的 。 若 正则 图 中 每 个 顶点 的 度 都 为 n， 则 这 个 图 称 
为 n 正 则 的 。 
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55. 对 哪些 值 来 说 ， 下 列 图 是 正则 图 ? 
a) kK, b)C, COW, d)Q， 
56. 对 哪些 m 入 的 值 来 说 ，K,., 是 正则 图 ? 
57. 度 都 为 4 而 且 带 有 10 条 边 的 正则 图 有 多 少 个 顶点 ? 
在 练习 58~60 中 ， 求 给 定 简单 图 对 的 并 图 (假设 带 有 相同 端点 的 边 是 相同 的 )。 


58. 6 S9. a b a b 
次 b 
ff b 
e e 
e C 
C d ¢ 8 d 
d d 
60.a b a e a 
h 
C d 8 


61. 简单 图 G 的 补 图 G 与 G 有 相同 的 顶点 。 两 个 顶点 在 G 中 相 邻 ， 当 且 仅 当 它们 在 G 中 不 相 邻 。 画 出 下 
列 各 图 。 
aK, DR OCG, DO, 

62. 若 G 是 有 15 条 边 的 简单 图 且 G 有 13 条 边 ， 则 G 有 多 少 个 顶点 ? 

63. 若 简 单 图 G 有 w 个 顶点 和 e 条 边 ， 则 G 有 多 少 条 边 ? 

64. 若 简单 图 G 的 度 序列 为 4，3，3，2，2。 求 G 的 度 序列 。 

65. 若 简单 图 G 的 度 序列 为 d1，d;，…，d,。 求 G 的 度 序列 。 

66. 证 明 : 若 G 是 有 v 个 顶点 和 e 条 边 的 简单 二 分 图 ， 则 ew/4。 

67. 证 明 : 车 G 是 有 个 顶点 的 简单 图 ， 则 G 和 G 的 并 图 是 K,、。 

68. 描述 判定 图 是 否 为 二 分 图 的 算法 。 可 基于 事实 : 一 个 图 是 二 分 图 当 且 仅 当 可 以 用 两 种 不 同 的 颜色 为 
它 的 顶点 着 色 使 得 没有 着 相同 颜色 的 两 个 顶点 是 相 邻 的 。 

有 向 图 G 二 (V，E) 的 道 图， 记 作 G*"， 是 有 向 图 (V，F)， 其 中 Go" 中 边 的 集合 下 由 改变 正中 边 的 方向 得 到 。 

69. 画 出 10. 1 节 练 习 7 一 9 中 每 个 图 的 闭 图 。 

70. 证 明 : 当 G 是 有 向 图 时 ， 有 (G*™)”™* 二 G。 

71. 证 明 : 图 G 是 它 自身 的 逆 图 ， 当 且 仅 当 G 所 关联 的 关系 (参见 9. 3 节 ) 是 对 称 的 。 

72. 证 明 : 如 果 一 个 二 分 图 G 二 (VV，E) 对 于 某 个 正 整数 nn 是 n 正则 的 (参见 练习 55 的 前 导 文 )， 且 (Vw， 
V:) 是 Y 的 一 个 二 部 划分 ， 则 |w | = |V: | 。 也 就 是 ,证 明 : nn 正则 二 分 图 的 顶点 集 的 二 部 划分 得 到 
的 两 个 顶点 集 一 定 包含 相同 个 数 的 顶点 。 

73. 画 出 9 个 并 行 处 理 器 互 连 的 栅 格 网 络 。 

74. 在 互 连 ?一 M2 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 的 变种 中 ， 处 理 器 P(i， 站 连 接 4 个 处 理 器 P((G 士 1)mod ，7) 和 
PG，(7 士 1)mod m)， 使 得 连接 沿 栅 格 的 边 卷 绕 。 画 出 有 16 个 处 理 器 的 这 种 变种 的 栅 格 网 络 。 

75. 证 明 : 在 ?= 和 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 中 ， 用 O(n)= 二 OC(mp) 个 跳 就 能 让 每 一 对 处 理 器 互相 通信 。 


10.3 图 的 表示 和 图 的 同 构 
10. 3. 1 引言 

图 的 表示 方式 有 很 多 种 。 本 章 将 看 到 ， 选 择 最 方便 的 表示 有 助 于 对 图 的 处 理 。 本 节 将 要 说 
明 如 何 用 多 种 不 同 的 方式 来 表示 图 。 

有 时 ， 两 个 图 具有 完全 相同 的 形式 ， 从 某 种 意义 上 就 是 两 个 图 的 顶点 之 间 存 在 着 一 一 对 
应 ， 这 个 对 应 保持 边 的 对 应 关系 。 在 这 种 情形 下 ， 就 说 这 两 个 图 是 同 构 的 。 判 断 两 个 图 是 否 同 











构 ， 这 是 本 节 将 要 研究 的 一 个 重要 图 论 问 题 。 
10. 3.2 图 的 表示 

表示 不 带 多 重 边 的 图 的 一 种 方式 是 列 出 这 个 图 的 所 有 边 。 另 一 种 表示 不 带 多 重 边 的 图 的 方 
式 是 用 邻接 表 ， 它 给 出 了 与 图 中 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 

用 邻接 表 描 述 图 1 所 示 的 简单 图 。 











解 表 1 列 出 了 与 图 的 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 | 
表 1 简单 图 的 邻接 表 
顶点 相 邻 顶点 
C a Bs Ey 二 
b a 
C i 
d &3, 
e d e A 
图 1 简单 图 
C6 于 通过 列 出 图 中 每 个 顶点 发 出 的 边 的 所 有 终点 ， 表 示 图 2 所 示 的 有 向 图 。 
解 ” 表 2 表示 图 2 所 示 的 有 向 图 。 | 
k 表 2 有 向 图 的 邻接 表 
a 要 a by es di 
b b,d 
d 
2 d e 丰 
图 2 有 向 图 
10. 3. 3 ”邻接 和 矩 阵 


若 图 中 有 许多 边 ， 则 把 图 表示 成 边 的 表 或 邻接 表 不 便于 执行 图 的 算法 。 为 了 简化 计算 ， 可 
用 和 矩阵 表示 图 。 在 此 ， 将 给 出 常用 的 两 种 表示 图 的 矩阵 的 类 型 。 一 种 类 型 是 基于 顶点 的 相 邻 关 
系 ， 另 一 种 类 型 是 基于 顶点 与 边 的 关联 关系 。 
ins》 假设 G==(V，E) 是 简单 图 ， 其 中 |V| 二 nn。 假 设 把 G 的 顶点 任意 地 排列 成 ，vs，…，v,。 
对 这 个 顶点 序列 来 说 ，G 的 邻接 和 矩阵 A (或 4c) 是 一 个 nXn 的 0-1 矩阵， 它 满足 这 样 的 性 质 : 
当 vw 和 w, 相 邻 时 第 (，7) 项 是 1， 当 v 和 wj 不 相 邻 时 第 (i， 门 项 是 0。 换 句 话说 ， 若 邻接 矩阵 
是 A4=[a; ]， 则 
eA! {visv;} 是 G 的 一 条 边 
“0 香 则 
用 邻接 矩阵 表示 图 3 所 示 的 图 。 
解 ” 把 顶点 排列 成 a。,， 6，c，4d。 表 示 这 个 图 的 和 矩阵 是 
0 


SO EO ww- 


1 
0 
0 
0 


OO OP 


1 
1 
I 





@ 画 出 具有 顶点 顺序 <，0，c<，v 的 邻接 矩阵 的 图 。 


g 汪汪 站 
TO -人 志 
于 
@ > 
解 图 4 显示 了 这 个 邻接 矩阵 对 应 的 图 。 本 
a b a b 
c d | d C 
图 3 简单 图 图 4 给 定 的 邻接 矩阵 的 图 


注意 ， 图 的 邻接 和 矩阵 依赖 于 所 选择 的 顶点 的 顺序 。 因 此 带 个 顶点 的 图 有 n! 个 不 同 的 邻 
接 和 矩阵 ， 因 为 n 个 顶点 有 n! 个 不 同 的 顺序 。 

简单 图 的 邻接 矩阵 是 对 称 的 ， 即 4a; 二 a;， 因 为 当 v; 和 也 相 邻 时 ， 这 两 个 项 都 是 1， 否 则 
都 是 0。 另 外 ， 因 为 简单 图 无 环 ， 所 以 每 一 项 aj, i 二 1,， 2,， 3, …，n, 都 a 
是 0。 

邻接 矩阵 也 可 用 来 表示 带 环 和 多 重 边 的 无 向 图 。 把 顶点 a; 上 的 环 表示 
成 邻接 矩阵 第 (i, 避 位 置 上 的 1。 当 出 现 多 重 边 连接 相同 的 顶点 对 v 和 vw; 
时 ， 邻 接 矩 阵 不 再 是 0-1 矩阵 ， 因 为 邻接 矩阵 的 第 (i， 站 项 等 于 与 {v;，v} . 
关联 的 边 数 。 包 括 多 重 图 与 伪 图 在 内 的 所 有 无 向 图 都 具有 对 称 的 邻接 矩阵 。 4 





用 邻接 矩阵 表示 图 5 所 示 的 伪 图 。 图 5 伪 图 
解 ” 顶 点 顺序 为 a, 6，c，4 的 邻接 矩阵 是 
0 
0 Ft 
a 4 
过 
我 们 曾 在 第 9 章 里 用 0-1 矩阵 表示 有 向 图 。 若 有 向 图 G 二 (V，E) 从 v; 到 vw; 有 边 ， 则 它 的 
和 矩阵 在 (i，j7) 位 置 上 有 1， 其 中 vw，vw，…，w, 是 有 向 图 任意 的 顶点 序列 。 换 句 话 说 ， 若 


A 二 [a ] 是 相对 于 这 个 顶点 列表 的 邻接 和 矩阵 ， 则 
1 {wsw) 是 G 的 一 条 边 
0 ”否则 
有 向 图 的 邻接 矩阵 不 一 定 是 对 称 的 ， 因 为 当 从 wv 到 ww 有 边 时 ， 从 w 到 wv 可 以 没有 边 。 

邻接 矩阵 也 可 用 来 表示 有 向 多 重 图 。 同 样 ， 当 有 连接 两 个 顶点 的 同 向 多 重 边 时 ， 这 样 的 矩 
阵 不 是 0-1 矩阵 。 在 有 向 多 重 图 的 邻接 矩阵 中 ，w, 等 于 关联 到 (w ，uw ) 的 边 数 。 

在 邻接 表 和 邻接 和 矩阵 之 间 取 舍 ” 当 一 个 简单 图 包含 的 边 相对 较 少 ， 即 该 图 是 一 个 稀 朴 图 
时 ， 通 常 邻 接 表 比 邻接 矩阵 更 适合 表示 它 。 例 如 ， 如 果 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 c，c 是 一 个 比 n 
小 很 多 的 常数 ， 则 每 个 邻接 表 包 含 c 个 或 更 少 的 顶点 。 所 以 整个 邻接 表 中 的 元 素 不 超过 cn 个 。 
另 一 方面 ， 该 图 的 邻接 矩阵 含有 wr 个 元 素 。 但 是 ,需要 注意 的 是 ， 稀 疏 图 的 邻接 矩阵 是 稀疏 
矩阵 ， 即 矩阵 中 只 有 少量 元 素 不 为 0。 有 专门 的 技术 表示 和 处 理 稀 玖 和 矩阵。 

现在 设想 一 个 稠密 的 简单 图 ， 它 含有 很 多 条 边 ， 例 如 ， 它 含有 的 边 数 超过 所 有 可 能 的 边 数 
的 一 半 。 在 这 种 情形 下 ， 用 邻接 矩阵 来 表示 图 就 比 用 邻接 表 好 。 为 了 知道 原因 ， 我 们 来 比较 判 
断 某 条 边 {uw ， } 是 否 存在 的 复杂 度 。 在 邻接 矩阵 中 ， 可 以 通过 查看 第 (;，7 个 元 素来 决定 这 
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条 边 是 否 存 在 。 如 果 该 元 素 是 1， 边 就 存在 ; 如 果 是 0， 边 就 不 存在 。 所 以 ， 只 需要 一 次 比较 ， 
即将 第 (i， 由 个 元 素 与 0 比较 ， 就 可 以 判断 这 条 边 是 否 存 在 。 而 另 一 方面 ， 如 果 使 用 邻接 表 表 
示 这 个 图 ， 就 需要 搜索 v; 或 v 的 链表 中 的 顶点 才能 判断 这 条 边 是 否 存在 。 当 图 含有 的 边 很 多 
时 ， 就 需要 @(C|Y| ) 次 的 比较 。 


10. 3.4 关联 和 矩阵 
表示 图 的 另 一 种 常用 方式 是 用 关联 矩阵 。 设 G 二 (V， EE) 是 无 向 图 。 设 vw，v,，…， wv, 是 
图 G 的 顶点 ， 而 e: ，e ，…，e 是 该 图 的 边 。 相 对 于 V 和 五 的 这 个 顺序 的 关联 矩阵 是 X 碾 的 
和 矩阵 M 王 [zw ]， 其 中 
和 当 边 e 关联 wv 时 
lo 否则 
用 关联 矩阵 表示 图 6 所 示 的 图 。 


解 ”关联 矩阵 是 
el er C3 Bi 6 6 a! Wo 6 
To 
wo 0 Dl A A Al eI 所 
Ee ee 2 
| 4 > 
TO 4 图 6 无 向 图 


关联 矩阵 也 可 用 来 表示 多 重 边 和 环 。 在 关联 矩阵 中 用 各 项 相等 的 列 来 表示 多 重 边 ， 因 为 这 
些 边关 联 同一 对 顶点 。 用 只 有 一 项 等 于 1 的 列 来 表示 环 ， 它 对 应 于 环 所 关联 的 顶点 。 
用 关联 矩阵 表示 图 7 所 示 的 伪 图 。 
解 这 个 图 的 关联 矩阵 是 
Ci €2 Cs 4 
Ul 


Us 
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10.3.5 图 的 同 构 
我 们 经 常 需要 知道 是 否 有 可 能 以 同样 的 方式 来 画 出 两 个 图 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 忽略 图 中 的 
顶点 的 标识 时 ， 这 两 个 图 是 否 具有 相同 的 结构 。 例 如 ， 在 化 学 中 ， 用 图 为 化 合 物 建 模 ( 我 们 将 
在 后 面 进行 描述 ) 。 不 同 的 化 合 物 可 能 分 子 式 相同 但 结构 不 同 。 这 样 的 化 合 物 不 能 用 同样 方式 
画 出 的 图 来 表示 。 表 示 过 去 已 知 化 合 物 的 图 可 以 用 来 判定 想象 中 的 新 化 合 物 是 否 已 经 研究 过 。 
具有 同样 结构 的 图 来 说 ， 存 在 着 一 些 有 用 的 术语 。 











日 同 构 (isomorphism) 这 个 词 来 自 两 个 希腊 语 字 根 : 表示 “相等 ”的 isos 和 表示 “形式 ”的 morphe。 











换 句 话说 ， 当 两 个 简单 图 同 构 时 ， 两 个 图 的 顶点 之 间 具 有 保持 相 邻 关系 的 一 一 对 应 。 简 单 
图 的 同 构 是 一 个 等 价 关 系 ( 我 们 把 这 个 验证 留 作 练习 49) 。 

证 明 : 图 8 所 示 的 图 G=(V，E) 和 互 =( 妈 ，F) 同 构 。 

解 ” 函 数 ff 定义 为 f(w)= 二 wf(w)= 二 wu, fl(w)= ul uy Vi vw 
v3，f(wuw) 二 v,， 它 是 V 和 WW 之 间 的 一 一 对 应 。 为 了 看 
出 这 个 对 应 保持 相 令 关系， 注意 G 中 相 邻 的 顶点 是 wu 
各 、 嫂 和 wa、 tw 和 4， 以 及 us 和 ww， 由 fl(wu) 二 vi 
和 flw)=u, fu)=w 和 fu)=v fu)=v A 
flw)= 二 ww， 以 及 fl(ws)= 二 wv， 和 f(w)= 二 wv 所 组 成 的 每 一 3 Pe 3 H % 
对 顶点 都 是 在 互 中 相 邻 的 。 4 图 8 图 G 和 是 


10. 3.6 判定 两 个 简单 图 是 否 同 构 

判断 两 个 简单 图 是 否 同 构 常常 是 一 件 困难 的 事情 。 在 两 个 带 有 7 个 顶点 的 简单 图 的 顶点 集 
之 间 有 n! 种 可 能 的 一 一 对 应 。 车 nn 太 大 ， 则 通过 检验 每 一 种 对 应 来 看 它 是 否 保持 相 邻 关系 是 
不 可 行 的 。 

有 时 说 明 两 个 图 不 同 构 并 不 困难 。 特 别 是 ， 如 果 能 找到 某 个 属性 ， 两 个 图 中 只 有 一 个 图 具 
有 这 个 属性 ， 但 该 属性 应 该 在 同 构 时 保持 ， 就 可 以 说 这 两 个 图 不 同 构 。 这 种 在 图 的 同 构 中 保持 
的 属性 称 为 图 形 不 变量 。 例 如 ， 同 构 的 简单 图 必须 具有 相同 的 顶点 数 ， 因 为 在 这 些 图 的 顶点 集 
之 间 有 一 一 对 应 。 

同 构 的 简单 图 还 必须 有 相同 的 边 数 ， 因 为 在 顶点 之 间 的 一 一 对 应 建立 了 边 之 间 的 一 一 对 
应 。 另 外 ， 同 构 的 简单 图 的 对 应 顶点 的 度 必 须 相 同 。 即 在 图 C 中 顶点 wv 的 度 为 &， 在 图 五 中 必 
须 有 一 个 对 应 的 顶点 f(v)， 其 度 为 4， 因为 在 图 G 中 顶点 双 与 v 相 邻 ， 当 且 仅 当 在 图 五 中 
太 (o) 与 f(w) 相 邻 。 

说 明 图 9 所 示 的 图 不 同 构 。 


解 G 和 玉 都 具有 5 个 顶点 6 条 边 。 不 过 ， 日 有 » » 
1 个 度 为 1 的 顶点 e， 而 G 没有 度 为 1 的 顶点 。 所 以 G 
与 不 是 同 构 的 。 4 1 c a < 


顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 的 度 都 是 在 同 构 下 的 不 变 
量 。 若 两 个 简单 图 的 这 些 量 有 任何 不 同 ， 则 这 两 个 图 
就 不 是 同 构 的 。 不 过 ， 当 这 些 不 变量 都 相同 时 ， 也 不 
一 定 意味 着 两 个 图 是 同 构 的 。 目 前 还 没有 已 知 的 用 来 。 d e 
判定 简单 图 是 否 同 构 的 不 变量 集 。 G H 

(了 判定 图 10 所 示 的 图 是 否 是 同 构 的 。 图 9 图 G 和 区 

解 图 C 和 互 都 具有 8 个 顶点 和 10 条 边 。 它 们 都 具有 4 个 度 为 2 的 顶点 和 4 个 度 为 3 的 
顶点 。 因 为 这 些 不 变量 都 相同 ， 所 以 它们 可 能 会 是 同 构 的 。 

然而 G 和 五 不 是 同 构 的 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 因 为 在 G 中 deg(a) 二 2， 所 以 a 必然 对 
应 于 互 中 的 上 +、x、 工 或 y， 因 为 这 些 顶 点 是 五 中 的 度 为 2 的 顶点 。 然 而 ， 互 中 的 这 4 个 顶点 
的 每 一 个 都 与 互 中 另 一 个 度 为 2 的 顶点 相 邻 ,但 是 在 G 中 a 却 不 是 这 样 的 。 

看 出 G 与 互 不 同 构 的 另 一 种 方式 是 ,注意 ， 若 这 两 个 图 同 构 ， 则 由 度 为 3 的 顶点 和 连接 
它们 的 边 所 组 成 的 G 和 五 的 子 图 一 定 是 同 构 (读者 应 当 验 证 它 )。 然 而 图 11 所 示 的 这 些 子 图 却 
不 是 同 构 的 。 

为 了 说 明 从 图 G 的 顶点 集 到 图 互 的 顶点 集 的 函数 了 是 一 个 同 构 ， 需 要 说 明 f 保持 边 的 存 
在 和 缺失 关系 。 一 种 有 助 于 这 样 做 的 方式 是 利用 邻接 和 矩阵。 具体 地 说 ， 为 了 说 明 f 是 一 个 同 
构 ， 可 以 说 明 G 的 邻接 矩阵 与 互 的 邻接 矩阵 相同 ， 其 中 G 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 的 标记 都 是 G 








的 顶点 ， 互 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 的 标记 都 是 G 的 对 应 顶点 在 上 下 的 像 。 例 11 解释 如 何 这 
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图 10 图 G 和 五 图 11 由 度 为 3 的 顶点 和 连接 它们 的 边 
所 组 成 的 G 和 五 的 子 图 


判定 图 12 所 示 的 图 G 和 五 是 否 是 同 构 的 。 
解 pe 都 有 向 
4 个 度 为 2 的 顶点 和 2 个 度 为 3 的 顶点 。 还 容易 
en 
G 和 互 的 子 图 是 同 构 的 (读者 应 当 验 证 它 ) 。 
为 G 和 五 对 这 些 不 变量 来 说 是 相同 的 ， 
有 理由 试 着 找 出 一 个 同 构 f。 
现在 定义 函数 f/， 然 后 判定 它 是否 同 构 。 
因为 deg(wu) 二 2 且 ww 不 与 任何 其 他 度 为 2 的 顶 
点 相 邻 ， 所 以 uw 的 像 必 然 是 wv 或 v;， 它 们 是 互 中 仅 有 的 不 与 度 为 2 的 顶点 相 邻 的 度 为 2 的 顶 
点 。 任 取 jw ) 王 上 。( 如 果 发 现 这 个 选择 得 不 出 同 构 ， 就 接着 试验 f(w) 二 =v。) 因 为 w 与 好 
相 邻 ， 所 以 wu 可 能 的 像 是 ww 和 六。 任 取 Fa ) 一 内。 照 这 样 继续 下 去 ， 用 顶点 的 相 邻 关系 和 
度 作为 指引 ， 令 f(w)==，f《w) 二 vw，f(wus) 二 ww， 以 及 fl(w)= 二 wv。 现在 已 经 有 了 在 G 的 顶 
点 集 与 互 的 顶点 集 之 间 的 一 一 对 应 , 即 f(w)= 二 vw, f(w)=w, f(w)=u, f(u)= wv, 
flwus) 二 ww， 以 及 fl(us) 二 v,。 为 了 查看 f 是 否 保持 边 ， 就 检查 G 的 邻接 矩阵 : 
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图 12 图 G 和 万 
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到 人 
和 五 的 邻接 矩阵， 其 中 用 G 中 的 对 应 顶点 的 像 来 标记 行 和 列 ， 
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因为 4 一 4r， 所 以 了 是 保持 边 的 。 由 此 得 出 了 是 同 构 ， 所 以 G 与 互 是 同 构 的 。 注 意 ， 若 事实 
证 明 了 不 是 同 构 ， 是 无 法 得 出 G 与 互 不 是 同 构 的 ， 因 为 G 和 互 中 的 顶点 的 另 一 个 对 应 仍然 可 


图 593 








以 是 同 构 。 4 

图 同 构 算 法 已 知 的 最 好 的 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 算法 具有 指数 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 
(对 图 的 顶点 数 来 说 ) 。 然 而 ，2017 年 年 初 ，Ldszl6 Babai 宣布 ， 他 找到 了 一 种 用 2” 时 间 来 确 
定 两 个 具有 个 顶点 的 图 是 否 同 构 的 算法 ， 其 中 f(n) 是 O((logn)*)。 这 个 大 O 估算 意味 着 算 
法 运行 在 准 多 项 式 时 间 ， 介 于 多 项 式 时 间 和 指数 时 间 之 间 。Babai 的 这 一 发 现 还 没有 得 到 充分 
的 同行 评审 ， 但 能 够 缩小 他 在 2015 年 发 明 的 那 种 算法 存在 的 严重 差距 。 专 家 认为 他 现在 的 结 
果 是 正确 的 。 尽 管 目前 还 没有 找到 解决 这 个 问题 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 但 可 以 通过 线性 平均 情形 
时 间 复 杂 度 的 算法 进行 求解 。 能 否 找到 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 算 
法 ?对 此 ， 我 们 心 存 一 丝 希 望 ， 但 也 有 些许 怀疑 。 

一 种 名 为 NAUTY 的 用 于 测试 图 同 构 的 最 佳 实 用 算法 ， 在 现代 个 人 计算 机 上 可 在 1 秒 内 判 
定 具 有 100 个 顶点 的 两 个 图 是 否 是 同 构 的 。 可 以 在 因特网 上 下 载 NAUTY 软件 并 用 它 做 实验 。 
对 于 有 严格 限制 的 图 ， 如 顶点 的 最 大 度 很 小 ， 存 在 着 判断 两 个 图 是 否 同 构 的 实用 算法 。 判 断 任 
意 两 个 图 是 否 同 构 的 问题 是 一 个 特别 有 趣 的 问题 ， 因 为 这 是 少 有 的 几 个 不 知 是 理论 可 行 的 或 
NP 完全 的 ( 见 3. 3 节 )NP 问题 之 一 ( 见 练习 72) 。 

图 同 构 的 应 用 图 同 构 以 及 图 同 构 中 的 函数 源 于 图 论 在 化 学 、 电 子 电路 设计 以 及 其 他 的 生 
物 信息 和 计算 机 领域 的 应 用 。 化 学 家 用 多 图 (已 知 的 分 子 图 )， 为 化 学 成 分 建 模 。 在 这 些 图 中 ， 
顶点 表示 原子 ， 边 表示 这 些 原 子 之 间 的 化 学 键 。 两 个 结构 相同 ， 具 有 相同 分 子 式 但 不 同 原子 键 
的 分 子 ， 具 有 不 同 构 的 分 子 图 。 当 分 析出 新 的 化 学 合成 物 时 ， 就 检查 分 子 图 数据 库 ， 以 判断 该 
化 合 物 的 分 子 图 是 否 与 已 知 的 化 合 物 相同 。 

可 以 用 图 为 电路 图 建 模 ， 其 中 顶点 表示 元 件 ， 边 表示 元 件 之 间 的 连接 。 现 代 集 成 电路 ( 即 
芯片 ) 是 混合 的 电路 图 ， 常 常 有 上 百 万 个 晶体 管 及 连接 。 由 于 现代 芯片 的 复杂 性 ， 所 以 用 自动 
化 工具 进行 设计 。 图 同 构 可 用 于 验证 由 自动 化 工具 设计 的 电路 是 否 与 最 初 的 设计 一 致 。 图 同 构 
还 可 用 于 判断 一 个 销售 商 的 芯片 与 另 一 个 销售 商 的 芯片 是 否 具有 相同 的 知识 产权 。 这 可 以 通过 
寻找 这 些 芯 片 的 图 模型 中 的 最 大 同 构 子 图 来 完成 。 


练习 

在 练习 1~4 中 ， 用 邻接 表 表 示 给 定 的 图 。 

1. a b 2 b C 3 
d d e 








' 用 邻接 矩阵 表示 练习 1 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 练习 2 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 练习 3 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 练习 4 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 下 列 每 一 个 图 。 
a)K, b) Ki © Kz,s 
DC EW, f) Q; 


© WW A uh 
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在 练习 10 一 12 中 ， 画 出 给 定 邻 接 矩 阵 表示 的 图 。 
0 1 1 TRADE 
DNS 必 
0 0 1 oc le 
10. | 0 | 11. 12， 
Tin i106 1 
TT 
We OO 
在 练习 13 一 15 中 ， 用 邻接 矩阵 表示 给 定 的 图 。 
13. a b 14. a b 
C d d 





在 练习 16 一 18 中 ， 务 出 给 定 邻 接 和 矩阵 所 表示 的 无 向 图 。 


0 1 0 4 
本 
D2 0 
2 et 
16. |3 0 4 17. | 
证 :古国 
2 QS 0 0 3 
ye i 
Fo 
在 练习 19 一 21 中 ， 
Ts ey 


ce 


在 练习 22 一 24 中 ， 








3 
1 0 4 

2 

22. l 0 1 i 
' A 册 克 村 

0 

无 向 图 G 的 密度 等 于 G 中 的 边 数 除 以 含有 |G | 个 顶点 的 无 向 图 中 可 能 的 边 数 。 因 此 ，GCV， 巨 ) 的 密度 是 
2|G| 
(VI 


图 族 C,，7 一 1，2，… 是 稀疏 的 ， 如 果 当 郊 无 约束 增长 时 ，G@G, 的 密度 的 极限 为 零 ; 而 如 果 此 比例 接近 正 
实数 ， 则 为 稠密 的 。 如 前 文中 所 述 ， 一 张 独 立 的 图 被 称 为 稀 朴 图 ， 如 果 它 包含 相对 较 少 的 边 ; 而 如 果 它 
包含 许多 边 ， 则 称 为 稠密 图 。 这 些 术语 可 以 根据 具体 情况 进行 精确 定义 ， 但 不 同 的 定义 通常 会 不 一 致 。 
25. 求 下 列 各 图 的 密度 : 


a)10.1 节 图 1 b)10. 1 节 图 6 c)10. 1 节 图 12 
26. 求 下 列 各 图 的 密度 : 
a)10. 2 节 图 12 b)10. 2 节 图 13 c)10. 2 节 图 14 


27.〈 需 要 微 积分 知识 ) 对 于 每 一 个 图 族 ， 判 断 该 图 族 是 稀疏 的 、 笛 密 的 或 两 者 都 不 是 。( 参 考 10. 2 节 练 
习 37 的 结果 。) 
a)K, b)G; CK 
d)Q， e)WW， f) K;,, 
28. 判断 一 个 无 向 图 是 稀 朴 的 、 笛 密 的 还 是 两 者 都 不 是 ， 并 解释 你 的 答案 。 若 此 图 用 来 建 模 : 
a) 城 市 中 的 街道 网 络 (顶点 为 街道 交叉 口 ) 





29. 
30. 
31, 
32, 
* 33. 
34. 
35. 
* 36; 


* 37 
在 练习 38 一 48 中 ， 判 定 所 给 定 的 一 对 图 是 否 同 构 。 构 造 一 个 同 构 或 给 出 不 存在 同 构 的 严格 证 明 。 


b) 城 市 中 的 一 座 建筑 物 与 另 一 座 建 筑 物 的 距离 是 否 在 两 英里 以 内 


c) 两 个 人 是 否 是 兄弟 姐妹 





d) 两 个 人 是 否 为 同一 家 公司 工作 


每 一 个 对 称 的 和 对 角 线 全 为 0 的 0-1 方 阵 是 否 都 是 简单 图 的 邻接 矩阵 ? 


用 关联 和 矩阵 表示 练习 1 和 练习 2 中 的 图 。 
用 关联 矩阵 表示 练习 13 一 15 中 的 图 。 


无 向 图 的 邻接 矩阵 的 一 行 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 对 有 向 图 来 说 呢 ? 
无 向 图 的 邻接 矩阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 对 有 向 图 来 说 呢 ? 
无 向 图 的 关联 和 矩阵 的 一 行 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 

无 向 图 的 关联 矩阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 

求 下 列 每 个 图 的 邻接 矩阵 。 

a)K, b) C， CW, OKs e)Q， 


求 练 习 32a~d 中 的 图 的 关联 抢 阵 。 


种 类 型 的 更 多 练习 题 ， 参 见 补充 练习 3 一 5。 


38. 


39, 


40. 
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42. 
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图 S07 








. 设 G 秘 是 同 构 的 简单 图 。 证 明 : 它们 的 补 图 G 和 互 也 是 同 构 的 。 
- 描述 对 应 于 孤立 点 的 图 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 。 


. 描述 对 应 于 孤立 点 的 图 的 关联 和 矩阵 的 行 。 
. 证 明 : 可 以 对 具有 2 个 以 上 顶点 的 二 分 图 的 顶点 排序 ， 使 得 其 邻接 矩阵 形 如 下 图 所 示 的 四 项 都 是 矩形 块 。 


若 简单 图 G 和 G 是 同 构 的 ， 则 G 称 为 自 补 图 。 


54. 
SS.。 
56. 
ST 
58. 


59. 
60. 
61. 
62. 
63. 


04. 


a 


66. 


Ss, 


0 A 

Pe 
证 明 : 右 图 是 自 补 图 。 
求 具 有 5 个 顶点 的 自 补 简单 图 。 a b 
证 明 : 若 G 是 具有 w 个 顶点 的 自 补 简单 图 ， 则 v 寺 0 或 1(mod 4) 。 
对 哪些 整数 n，C, 是 自 补 图 ? 
具有 nn 个 顶点 的 非 同 构 的 简单 图 有 多 少 个 ? 其 中 是 、\ 
a)2 b)3 c)4 
具有 5 个 顶点 和 3 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 多 少 个 ? 
具有 6 个 顶点 和 4 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 多 少 个 ? 
具有 6 个 顶点 且 每 个 顶点 的 度 均 为 3 的 非 同 构 简 单 图 有 多 少 个 ? 
具有 ?7 个 顶点 且 每 个 顶点 的 度 均 为 2 的 非 同 构 简单 图 有 多 少 个 ? 
具有 下 列 邻 接 抢 阵 的 简单 图 是 否 同 构 ? 


1 
Eh i 

1 9 
CD Ls b) 

0 0 
lr ei ls OO 

Lt 
判定 具有 下 列 关联 和 矩阵 的 无 环 图 是 否 同 构 。 


ee 
4 “01 he 
a 0 
LO 0 


a) c) 
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OO 一 
一 
二 OO PP~ 
e+ © 
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SO OO 一 
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Or-~- 
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0 
由 
1 b) 
0 0 0 
1 


1 
把 简单 图 的 同 构 定义 推广 到 包含 环 和 多 重 边 的 无 向 图 。 
定义 有 向 图 的 同 构 。 


OP 一 oo 
jh 
Cy 
i 
2 2 
Es © DS 


在 练习 67 一 70 中 ， 判 定 所 给 定 的 一 对 有 向 图 是 否 同 构 ( 参 见 练习 66)。 


67. 


69. 


70. 
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71. 证 明 : 车 G 和 互 是 同 构 的 有 向 图 则 G 和 互 的 逆 图 (在 10.2 节 练 习 69 的 前 导 文 中 定义 ) 也 是 同 
构 的 。 

72. 证 明 : 一 个 图 是 二 分 图 这 一 属性 是 同 构 的 不 变量 。 

73. 找 出 一 对 非 同 构 的 图 ， 它 们 具有 相同 的 度 序列 (在 10. 2 节 练习 38 的 前 导 文 中 定义 )， 但 一 个 是 二 分 图 而 另 一 


个 不 是 。 
* 74. 具有 个 顶点 的 非 同 构 有 向 图 有 多 少 个 ?其 中 是 
a)27 b)3? ©)47 


< 75. 无 向 图 的 关联 矩阵 与 它 的 转 置 之 积 是 什么 ? 
* 76. 表示 具有 个 顶点 和 m 条 边 的 简单 图 需要 多 少 存储 空间 ”其 中 分 别 利用 
a) 邻接 表 b) 邻接 矩阵 c) 关 联 和 矩阵 
魔鬼 对 是 一 对 不 同 构 的 图 ， 但 所 谓 的 同 构 检 验 不 能 证 明 其 不 同 构 。 
77. 求 一 个 用 于 检验 的 魔鬼 对 ， 该 检验 通过 检查 两 个 图 的 度 序列 (在 10. 2 节 练 习 38 的 前 导 文 中 定义 ) 确 
定 它们 是 相同 的 。 
78. 设 从 Vi 到 V， 的 函数 f 是 从 图 G1 二 (Vi， Ei) 到 G 二 (V;，E;) 的 同 构 。 证 明 : 按 图 中 顶点 的 个 数 ， 
按 所 需要 的 比较 次 数 ， 可 以 在 多 项 式 时 间 复 杂 度 内 进行 验证 。 


10.4 连通 性 
10.4.1 引言 

许多 问题 可 以 用 沿 图 的 边 前 进 所 形成 的 通路 来 建 模 。 例 如 ， 判 定 能 否 在 两 个 计算 机 之 间 用 
中 间 连 接 传递 消息 的 问题 ， 就 可 以 用 图 模型 来 研究 。 利 用 图 模型 中 的 通路 ， 可 以 解决 投递 邮 
件 、 收 取 垃 圾 以 及 计算 机 网 络 诊断 等 有 效 规划 路 线 的 问题 。 


10. 4.2 通路 
- 非 形式 化 地 说 ， 通 路 是 边 的 序列 ， 它 从 图 的 一 个 顶点 开始 沿 着 图 中 的 边 行经 图 中 相 邻 的 顶 
点 。 因 为 通路 行经 了 边 ， 所 以 沿 着 通路 可 以 访问 顶点 ， 即 这 些 边 的 端点 。 


定义 1 给 出 通路 的 形式 化 定义 和 相关 术语 。 
人 ss 








历 边 6，m，…，e。 若 通 下 或 回 小 丰 重复 地 包 全 相同 的 边 ， 则 它 是 阐 间 的 。 


当 没 有 必要 区 分 多 重 边 时 ， 就 用 顶点 序列 x,，Zzl ，…，X, 表示 通路 el ，e ，…，e,， 其 中 
对 于 i 二 =1，2，…，n，f(e;) 二 {zx;-1，Zi}。 这 种 记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 当 和 且 仅 当 在 
这 个 序列 中 的 一 些 相 邻 顶点 之 间 有 多 条 边 时 ， 才 会 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 ， 但 它 并 没有 
指定 唯一 的 通路 。 注 意 长 度 为 0 的 通路 由 单个 顶点 组 成 。 

评注 关于 定义 1 中 的 概念 ， 有 很 多 不 同 的 术语 。 例 如 ， 在 有 些 书 中 ， 使 用 路 径 (walk) 
而 不 是 通路 (path) ， 这 时 路 径 被 定义 为 图 的 顶点 和 边 相 互 交替 的 序列 ， 由，el， 四 ，e ，…， 
U1 En In， 其 中 v1 和 vw; 是 e; 的 端点 ， i—=]y Zs 3 wy I 当 使 用 “路 径 ” 这 个 术语 时 ， 
就 会 使 用 闭合 路 径 (closed walk) 而 不 是 回路 (circuit) 表 示 起 始 和 终止 于 相同 顶点 的 路 径 ; 使 用 
路 线 (traiD) 表 示 没 有 重复 边 的 路 径 ( 代 替 “ 简 单 通路 ")。 当 使 用 路 线 这 一 术语 时 ， 术 语 通路 
Cpath) 通 常 就 会 用 来 表示 没有 重复 顶点 的 路 线 ， 这 与 定义 1 中 的 术语 相 冲 突 。 由 于 这 些 术语 
的 各 种 变 体 ， 所 以 当 你 在 特定 的 书 或 者 文章 中 阅读 有 关 遍 历 图 的 边 的 内 容 时 ， 需 要 青 清楚 
使 用 的 是 哪 一 组 定义 。 文 章 [GrYe06] 是 一 本 关于 本 评注 中 提 到 的 其 他 术语 的 好 的 参考 
文献 。 
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如 图 1 所 示 ，a，d，c，f,，。 是 长 度 为 4 的 简单 通路 , 因 a b e 
为 {la,，d}、{d,，c)}、{c，f} 和 {f，e} 都 是 边 。 但 是 4，e,，c,， a 不 
是 通路 ， 因 为 {e，c} 不 是 边 。 注 意 5，c，f，e,， 5b 是 长 度 为 4 的 回 
路 ， 因 为 {(6,，c}、{c，f)、{f; e} 和 {e,， 6} 都 是 边 ， 且 这 条 通路 在 
b 上 开始 和 结束 。 长 度 为 5 的 通路 a,， 65，e，d,， a,， 5b 不 是 简单 的 ， 4 
因为 它 包 含 边 {a，05} 两 次 。 4 

有 向 图 中 的 通路 和 回路 在 第 9 章 里 介绍 。 现 在 给 出 更 一 般 的 
定义 。 





重复 地 包含 相同 的 边 ， NR 


评注 ”经 常用 一 些 不 是 定义 2 给 出 的 术语 来 表示 其 中 描述 的 概念 。 特 别 地 ， 使 用 路 径 
(walk)、 闭 合 路 径 (closed walk)、 路 线 (trail)、 通 路 (path) 等 术语 (在 定义 1 之 后 的 评注 中 介绍 
过 ) 描 述 有 向 图 。 详 见 [GrYe06j]。 

注意 通路 上 一 条 边 的 终点 是 这 条 通路 上 下 一 条 边 的 起 点 。 当 没有 必要 区 分 多 重 边 时 ， 就 用 

Wi 2 表示 通路 而: 枚 让 9 其中 对 于 25 Ce 

。 这 种 记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 可 以 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 。 当 且 仅 当 在 
一 些 相 邻 顶点 之 间 有 多 条 边 时 ， 才 会 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 。 

| 通路 能 表示 有 用 的 信息 ， 如 例 2 一 4 所 示 。 

相识 关系 图 中 的 通路 ”在 相识 关系 图 中 ， 如 果 存 在 一 条 连接 两 个 人 的 链 ， 在 该 链 中 ， 
Re 则 在 这 两 个 人 之 间 有 一 条 通路 。 例 如 在 10. 1 节 的 图 6 中 ， 有 一 条 连 
接 Kamini 和 Ching 的 6 个 人 的 链 。 许 多 社会 学 家 猜想 ， 是 否 可 以 用 只 包含 5 个 或 更 少 的 人 的 短 
链 来 连接 世界 上 几乎 每 一 对 人 。 这 意味 着 世界 上 所 有 人 的 相识 关系 图 中 ， 几 乎 每 对 顶点 都 可 以 
通过 长 度 不 超过 4 的 通路 来 连接 。 约翰 。 奎 尔 (John Guare) 的 六 度 分 离 (Six Degrees of 
Separation) 理论 就 是 基于 这 个 概念 4 

合作 图 中 的 通路 在 合作 图 中 ， 如 果 表 示 作 者 的 两 个 顶点 a 和 5b 之 间 有 从 a 开始 到 6 
结束 的 一 系列 作者 ， 使 得 每 条 边 的 端点 所 表示 的 两 个 作者 写 过 一 篇 联名 论文 ， 则 a 和 5 就 通过 一 
条 通路 而 连接 。 这 里 我 们 关注 两 个 重要 的 合作 图 。 首 先 ， 在 所 有 数学 家 的 学 术 合 作 图 中 ， 数 学 
家 m 的 埃 德 斯 数 (在 第 9 章 补 充 练习 14 中 用 关系 术语 定义 过 )， 就 是 在 m 和 成 果 极其 丰富 的 数学 家 
保罗 ，。 埃 德 斯 (1996 年 去 世 ) 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 换 句 话 说， 一 个 数学 家 的 埃 德 斯 数 就 是 从 保 
本 埃 德 斯 开始 到 这 个 数学 家 结束 的 最 短 的 数学 家 链 的 长 度 ， 其 中 每 一 对 相 邻 的 数学 家 都 联名 写 过 

论文 。 根 据 “ 埃 德 斯 数 项 目 ”，2006 年 具有 不 同 埃 德 斯 数 的 数学 家 的 数目 如 表 1 所 示 。 4 


表 1 具有 给 定 埃 德 斯 数 (到 2006 年 年 初 ) 的 数学 家 的 数目 
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在 好 莱 坞 图 (参见 10. 1 节 例 3) 中 ， 当 存在 连接 两 个 顶点 a 和 6 的 演员 链 ， 其 中 在 这 个 链 上 
每 两 个 相 邻 的 演员 都 出 演 过 同一 部 电影 时 ，a& 和 2 就 被 连接 。 在 好 莱 坞 图 中 ， 演 员 < 的 培根 数 
定义 为 连接 c 和 著名 演员 凯 文 .培根 的 最 短 通路 的 长 度 。 随 着 新 电影 (包括 凯 文 * 培根 的 新 电 
影 ) 的 不 断 产生 ， 演 员 的 培根 数 也 在 不 断 地 发 生变 化 。 表 2 显示 的 是 从 培根 网 站 得 到 的 到 2017 
年 8 月， 具有 各 个 培根 数 的 演员 的 数目 。 一 个 演员 的 培根 数 起 源 于 1990 年 年 初 ， 凯 文 。 培根 
标注 了 他 在 好 莱 坞 合作 的 每 一 位 演员 或 与 他 合作 过 的 人 。 这 使 有 些 人 发 明了 一 个 聚会 游戏 ， 要 
求 参 加 者 从 指定 的 演员 找到 凯 文 。 培根 的 一 个 电影 系列 。 在 网 络 诞生 之 前 ， 你 需要 成 为 一 名 电 
影 专家 才能 玩 好 这 个 游戏 。 现 在 ， 你 只 需要 咨询 培根 的 Oracle 数据 库 。 我 们 可 以 把 表演 学 院 的 
任意 一 个 演员 作为 中 心 ， 找 到 一 个 类 似 于 培根 数 的 数 。 4 


表 2 具有 给 定 培根 数 ( 到 2017 年 年 初 ) 的 演员 数 


401 636 


1 496 104 


390 878 





10. 4.3 无 向 图 的 连通 性 

若 消 息 可 以 通过 一 个 或 多 个 中 间 计 算 机 来 传递 ， 则 计算 机 网 络 何 时 具有 每 对 计算 机 都 可 共 
享 信息 的 性 质 ? 当 利用 图 来 表示 这 个 计算 机 网 络 时 ， 其 中 用 顶点 表示 计算 机 而 用 边 表示 通信 和 链 
路 时 ， 这 个 问题 就 变 成 : 何 时 在 图 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 ? 








因此 ， 在 网 络 中 的 任何 两 个 计算 机 之 间 都 可 以 通信 ， 当 且 仅 当 这 个 网 络 图 是 连通 的 。 
图 2 中 的 图 C, 是 连通 的 ， 因 为 在 每 一 对 不 同 的 顶点 之 间 都 有 通路 (读者 应 当 验 证 
它 )。 但 是 图 2 中 的 图 G; 不 是 连通 的 。 例 如 ， 在 顶点 4 和 4d 之 间 没 有 通路 。 4 


GI G) 


图 2 图 C 和 C: 





第 11 章 将 用 到 下 述 定理 






证 明 设 w 和 w 是 连通 无 向 图 G 二 (V，E) 的 两 个 不 同 的 顶点 。 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 4 和 
v 之 间 至 少 有 1 条 通路 。 设 xz。，zi，…，x, 是 长 度 最 短 的 通路 的 顶点 序列 ， 其 中 zo 王 w 而 
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X, 二 v。 这 条 长 度 最 短 的 通路 是 简单 的 。 为 了 看 明白 这 一 点 ,假设 它 不 是 简单 的 。 则 对 满足 0 过 


i<j 的 菜 个 i 和 j 来 说 ， 有 z;= 二 x;。 这 意味 着 通过 删除 顶点 序列 x;,，…，zx; 1 所 对 应 的 边 ， 就 
得 到 带 有 顶点 序列 xz， ，…，Xi1，X;，"…，X, 的 从 到 ww 的 更 短 的 通路 。 本 
连通 分 支 ， 图 G 的 连通 分 支 是 G 的 连通 子 图 ， 且 该 子 图 不 是 图 G 的 另 一 个 连通 子 图 的 真 ww》 
子 图 。 也 就 是 说 ， 图 G 的 连通 分 支 是 G 的 一 个 极 h 
大 连通 子 图 。 不 连通 的 图 G 具 有 2 个 或 2 个 以 上 : s 
不 相交 的 连通 子 图 ， 并 且 G 是 这 些 连通 子 图 的 并 。 2 


@ 图 3 所 示 的 图 电 的 连通 分 支 是 什么 ? 

解 如 图 3 所 示 , 图 吾 是 3 个 不 相交 的 连通 
子 图 H,、H, 和 瓦 , 的 并 。 这 3 个 子 图 是 及 的 连 本 
通 分 支 。 4 

呼叫 图 的 连通 分 支 ， 当 电话 呼叫 图 ( 参 ins》 
见 10. 1 各 例 当 中 存在 一 末 列 从 并 冶 到 y 绪 来 的 。 图 3 轿 囊 和 它 的 连通 分 支 Hi、 和 和 H， 
电话 呼叫 时 ， 两 个 顶点 x 和 y 就 属于 同一 个 连通 分 支 。 当 分 析 AT&T 网 络 中 特定 一 天 内 发 生 
的 电话 呼叫 的 呼叫 图 时 ， 发 现 这 个 图 具有 53 767 087 个 顶点 、 超 过 1.7 亿 条 边 和 超过 370 万 个 
连通 分 支 。 这 些 连通 分 支 大 多 数 都 很 小 ， 大 约 3/4 是 由 表示 只 在 彼此 之 间 呼 叫 的 一 对 电话 号 码 
的 两 个 顶点 所 组 成 。 这 个 图 具有 一 个 包含 44 989 297 个 顶点 ( 占 总 数 的 80%) 的 巨大 的 连通 分 
支 。 另 外， 这 个 连通 分 支 中 的 每 个 顶点 都 可 以 通过 一 条 不 超过 20 个 顶点 的 链 连 接 到 任何 其 他 
顶点 。 4 


10. 4.4 图 是 如 何 连通 的 

设 有 一 个 表示 计算 机 网 络 的 图 。 由 该 图 是 连通 的 可 知 ， 该 网 络 中 任意 两 台 计算 机 之 间 都 可 
以 通信 。 然 而 ， 我 们 还 想 知 道 这 个 网 络 有 多 可 靠 。 例 如 ， 当 一 个 路 由 器 或 通信 链 路 发 生 故 障 
时 ， 它 是 否 还 能 保证 所 有 计算 机 之 间 可 以 通信 ? 为 了 回答 这 个 以 及 类 似 的 问题 ， 我 们 介绍 一 些 
新 的 概念 。 

有 时 删除 图 中 的 一 个 顶点 和 它 所 关联 的 边 ， 就 产生 比 原 图 具有 更 多 连通 分 支 的 子 图 。 把 这 
样 的 顶点 称 为 割 点 (或 关节 点 ) 。 从 连通 图 里 删除 割 点 ， 就 产生 不 连通 的 子 图 。 同 理 ， 如 果 删 除 
一 条 边 ， 就 产生 比 原 图 具有 更 多 连通 分 支 的 子 图 ， 这 条 边 就 称 为 割 边 或 桥 。 注 意 ， 在 表示 计算 
机 网 络 的 图 中 ， 割 点 和 割 边 表示 了 最 重要 的 路 由 器 和 最 重要 的 链 路 ， 为 了 使 所 有 的 计算 机 可 以 
通信 ， 它 们 不 能 发 生 故 障 。 

求 出 图 4 所 示 的 图 G, 的 割 点 和 割 边 。 

解 图 G 的 割 点 是 0、c 和 ee。 删除 这 些 顶 点 中 的 一 个 (和 它 的 邻 边 ) ， 就 使 得 这 个 图 不 再 
是 连通 的 。 割 边 是 ta， 儿 和 {c，e} 。 删 除 这 些 边 中 的 一 条 ， 就 使 得 G 不 再 是 连通 的 。 4 

点 连通 性 ”并 不 是 所 有 的 图 都 有 割 点 。 例 如 ， 完 全 图 K,， 其 中 n 宇 3， 就 没有 基点 。 当 从 
K, 中 删除 一 个 顶点 及 其 相关 联 的 边 时 ， 得 到 的 子 图 是 一 个 连通 的 完全 图 K,, 。 不 含 割 点 的 连 
通 图 称 为 不 可 分 割 图 ， 它 比 有 制 点 的 连通 图 具有 更 好 的 连通 性 。 我 们 可 以 扩展 这 个 概念 ， 基 于 
使 一 个 图 不 连通 需要 删除 的 最 小 的 顶点 数 ， 定 义 一 个 与 图 的 连通 性 相关 的 更 大 粒度 的 方法 。 

车 G 一 V' 是 不 连通 的 ， 则 称 G= 二 (V，E) 的 顶点 集 V 的 子 集 w' 是 点 割 集 ， 或 分 割 集 。 例 如 ， 
在 图 1 中， 集合 {6，c，e}) 是 一 个 含有 3 个 顶点 的 点 割 集 ， 读 者 可 自行 验证 。 我 们 留 给 读者 证 明 
(练习 51) ， 除 了 完全 图 以 外 ， 每 一 个 连通 图 都 有 一 个 点 割 集 。 我 们 定义 非 完全 图 的 点 连通 度 
为 点 割 集中 最 小 的 顶点 数 ， 记 作 K(G) 。 

当 G 是 完全 图 时 ， 它 没有 点 割 集 ， 因 为 删除 它 顶 点 集合 的 任意 子 集 及 其 所 有 相关 联 的 边 后 
它 仍然 是 一 个 完全 图 。 同 时 ， 当 G 是 完全 图 时 ， 我 们 不 能 把 k(G) 定 义 为 点 割 集 的 最 小 顶点 数 。 
我 们 用 kK(CK,) 一 ”一 1 来 替代 ， 这 是 需要 删除 的 顶点 数 ， 以 便 得 到 只 含有 一 个 顶点 的 图 。 
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图 4 一 些 连通 的 图 


因此 ， 对 于 每 一 个 图 G，Kk(G) 是 使 G 变 成 不 连通 的 图 或 只 含有 一 个 顶点 的 图 所 需 删 除 的 
最 小 的 顶点 数 。 若 G 含 有 7 个 顶点 ， 则 o 和 受 k(G) 委 2 一 1，K(CG)=0 当 且 仅 当 G 是 不 连通 的 或 
G 二 Ki，K(G) 二 n 一 1 当 且 仅 当 G 是 完全 图 [参见 练习 52a] 。 

k(G) 越 大 ， 我 们 认为 G 的 连通 性 越 好 。 不 连通 的 图 和 K, 具有 K(G) 王 0， 含 有 点 割 集 的 连 
通 图 和 K, 具有 Kk(G) 二 1, 不 含 点 割 集 的 需要 删除 两 个 顶点 才 变 成 不 连通 的 图 和 K; 具有 
K(G) 二 2， 以 此 类 推 。 若 Kk(G) 宇 &， 我 们 称 图 为 连通 的 (或 顶点 -连通 的 )。 若 图 是 连通 的 且 
不 是 只 含 1 个 顶点 的 图 ， 则 称 该 图 是 1 连通 的 ; 若 图 是 不 可 分 割 的 且 至 少 含有 3 个 顶点 ， 则 称 
该 图 为 2 连通 的 或 双 连 通 的 。 注 意 若 G 是 一 个 连通 图 ， 则 对 所 有 的 了，0 声 j 二 &，G 是 一 个 7 
连通 图 。 

求 出 图 4 中 每 个 图 的 点 连通 度 。 

解 图 4 中 的 5 个 图 都 是 连通 的 且 顶 点 数 都 大 于 1， 所 以 每 个 图 的 点 连通 度 都 为 正 数 。 因 
为 G, 是 含 1 个 市 点 的 连通 图 ， 如 例 7 所 示 ， 所 以 Kk(G) 二 1。 同 理 ，Kk(G;) 二 1， 因 为 < 是 G, 的 
一 个 割 点 。 

读者 可 验证 G; 没有 割 点 ,但 是 {6，g} 是 一 个 点 市 集 。 所 以 Kk(G;) 二 2。 同 理 ，G, 没有 制 
点 ,但 是 有 一 个 含有 两 个 元 素 {c， 了 f}) 的 点 市 集 。 由 些 可 得 ，K(G,) 二 2。 读 者 可 验证 G; 没有 含 
有 两 个 元 素 的 点 割 集 , 但 {6，c， 了 是 G; 的 一 个 点 割 集 ， 所 以 K(GCs ) 王 3。 4 

边 连通 度 ”我 们 可 以 通过 把 连通 图 G 二 (V，E) 变 成 不 连通 的 所 需要 删除 的 最 小 边 数 ， 来 
度量 连通 图 G 的 连通 性 。 若 一 个 图 含有 割 边 ， 那 么 我 们 只 需 删除 该 边 就 可 以 使 G 变 成 不 连通 
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的 。 如 果 G 不 含有 割 边 ， 那 么 我 们 寻找 需要 删除 的 最 小 的 边 割 集 ， 以 使 G 变 成 不 连通 的 。 如 
果 G 一 E' 是 不 连通 的 ， 则 称 边 集 E' 是 图 G 的 边 割 集 。 图 G 的 边 连 通 度 ， 记 作 (G) ， 是 图 G 的 
边 割 集中 的 最 小 的 边 数 。 这 给 出 了 项 点数 大 于 1 的 所 有 连通 图 的 4(G) 的 定义 ， 因 为 把 所 有 与 
图 中 某 个 顶点 相关 联 的 边 都 删除 ， 就 可 以 使 该 图 变 成 不 连通 的 。 注 意 ， 若 G 是 不 连通 的 ， 则 
4(G)= 二 0。 若 G 是 只 含有 1 个 顶点 的 图 ， 我 们 也 定义 4(G) 二 0。 由 此 可 得 ,车 G 是 含有 nn 个 顶 
点 的 图 ， 则 0 二 4(G) 志 n 一 1。 我 们 留 给 读者 [练习 52b] 证 明 ，G 是 含有 ?个 顶点 的 图 ，A(G) 一 
n 一 1 当 且 仅 当 G=K,， 这 等 价 于 命题 ,者 G 不 是 完全 图 ， 则 (G) 委 ”一 2。 

求 图 4 中 每 个 图 的 边 连通 度 。 

解 图 4 中 的 5 个 图 都 是 连通 的 且 顶 点 数 都 大 于 1， 所 以 每 个 图 的 边 连通 度 都 为 正 数 。 如 
例 7 所 示 ， 因 为 G 含 1 条 割 边 ， 所 以 4(G)==1。 

读者 需要 验证 G, 没有 割 边 ,但 是 删除 {a，6) 种 {a，c} 两 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 
的 。 所 以 A(G;) 二 2。 同 理 , 4(G;) 二 2， 因 为 G; 没有 割 边 , 但 是 删除 {6，c} 和 {ff，g}) 两 条 边 后 ， 
就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 

读者 可 以 验证 ， 删 除 任意 两 条 边 ， 都 不 能 使 G, 变 成 不 连通 的 ， 但 是 删除 {6，c}、{a，} 
和 {f，g} 三 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 所 以 ，4(G,) 二 3。 最 后 ， 读 者 需要 验证 
4(G; ) 二 3， 因 为 删除 任意 两 条 边 ， 都 不 能 使 其 变 成 不 连通 的 ， 但 是 删除 {a,，6}、{a，g} 和 {a， 
1 三 条 边 后， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 4 

一 个 与 点 连通 度 和 边 连 通 度 相关 的 不 等 式 ” 当 G 二 (V,，E) 是 一 个 至 少 售 有 3 个 顶点 的 非 完 
全 连通 图 时 ,图 G 中 顶点 的 最 小 度 是 图 G 的 点 连通 度 和 图 G 的 边 连通 度 的 上 界 。 即 
K(G) 达 mindeg(v) 和 X(G) 亿 min deg(v)。 为 了 明白 这 一 点 ， 注 意 删除 度 最 小 的 顶点 的 所 有 邻居 ， 
就 使 G 变 成 不 连通 的 ; 而 且 删 除 所 有 以 度 最 小 的 顶点 为 端点 的 边 ， 就 使 G 变 成 不 连通 的 。 

在 练习 55 中 ， 我 们 要 求 读 者 证 明 ， 若 G 是 一 个 连通 的 非 完 全 图 ， 则 k(G) 过 4(G)。 还 要 注 
意 , 若是 正 整数 ， 则 Kk(K,) 二 XA(K,) 二 min deg(v) 二 n 一 1， 而 且 ， 阁 G 是 不 连通 的 图 ， 则 k(G) 一 
4(G) 二 0。 将 这 些 事实 结合 起 来 ， 对 所 有 的 图 G 有 

K(G) AG) < min deg(v) 

点 连通 度 和 边 连通 度 的 应 用 图 的 连通 性 对 涉及 网 络 可 靠 性 的 许多 问题 都 很 重要 。 例 如 ， 
我 们 在 介绍 割 点 和 制 边 时 提 到 ， 可 以 用 顶点 表示 路 由 器 ， 用 边 表 示 它 们 之 间 的 链 路 来 为 数据 网 
络 建 模 。 图 中 的 点 连通 度 等 于 使 网 络 不 连通 不 能 提供 服务 的 最 小 的 路 由 器 数 。 若 罕 机 的 路 由 器 
少 于 这 个 数 ， 那 么 还 可 以 在 任意 两 个 路 由 器 之 间 进 行 数据 传输 。 边 连通 度 表 示 使 网 络 不 连通 时 
发 生 故 障 的 最 小 光纤 链 路 数 。 若 发 生 故 障 的 链 路 数 少 于 这 个 数 ， 那 么 还 可 以 在 任意 两 个 路 由 器 
之 间 进 行 数据 传输 。 

我 们 可 以 使 用 顶点 表示 高 速 公 路 交叉 点 ， 边 表示 连接 交叉 点 的 公路 为 高 速 公路 网 建 模 。 该 
图 的 点 连通 度 表 示 ， 使 任意 两 个 交叉 点 不 能 通行 ， 在 某 一 时 刻 所 需 关闭 的 最 少 交叉 点 数 。 若 少 
于 这 个 数 的 交叉 点 关闭 ， 则 还 可 以 在 任意 两 个 交叉 点 之 间 通 行 。 边 连通 度 表示 使 高 速 公路 不 连 
通 ， 所 需 关 闭 的 最 少 的 公路 数 。 如 果 少 于 这 个 数 的 高 速 公 路 关闭 ， 则 还 可 以 在 任意 两 个 交叉 点 
之 间 通 行 。 显 然 ， 当 设计 公路 维修 计划 时 ， 这 个 信息 对 高 速 公 路 管理 部 门 是 很 有 用 的 。 


10. 4.5 有 向 图 的 连通 性 
根据 是 否 考虑 边 的 方向 ， 在 有 向 图 中 有 两 种 连通 性 概念 。 













对 于 一 个 强 连 通 的 有 向 图 ,在 这 个 图 中 的 任何 一 个 顶点 到 任何 另 一 个 顶点 之 间 一 定 存在 
有 向 边 的 序列 。 有 向 图 可 以 不 是 强 连 通 的 , 但 还 是 “一 整 块 "。 定 义 5 准确 地 说 明了 这 个 












也 就 是 说 ， 有 向 图 是 弱 连 通 的 ， 当 且 仅 当 在 忽略 a b b 
边 的 方向 时 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 总 是 存在 通路 。 显 
然 ， 任 何 强 连 通 有 向 图 也 是 弱 连 通 的 。 有 e 

全 5 所 示 的 有 向 图 G 和 五 是 否 为 强 连通 
的 ? 是 否 为 弱 连 通 的 ? d e d 

解 G 是 强 连通 的 ， 因 为 在 这 个 有 向 图 中 ,任何 G H 
两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 (读者 应 当 验 证 它 )。 因 此 G 出生 少 测 关 各 六 六 
也 是 弱 连 通 的 。 图 互 不 是 强 连 通 的。 在 这 个 图 中 ， 从 
a 到 5b 没有 有 向 通路 。 但 是 瑟 是 弱 连 通 的 ， 因 为 在 五 的 基本 无 向 图 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 
有 通路 (读者 应 当 验 证 它 ) 。 二 

有 向 图 的 强 连通 分 支 。 有 向 图 G 的 子 图 是 强 连通 的 ， 但 不 包含 在 更 大 的 强 连通 子 图 中 ， 即 
极 大 强 连 通 子 图 ， 可 称 为 G 的 强 连通 分 支 或 强 分 支 。 注 意 ， 若 和 464 是 有 向 图 中 的 两 个 顶点 ， 
它们 的 强 连通 分 支 或 者 相同 或 者 不 相交 。( 我 们 把 这 个 事实 的 证 明 留 在 练习 17 中 。) 

图 5 中 的 图 了 有 3 个 强 连通 分 支 ， 包括 : 顶点 4a; 顶点 e; 由 顶点 65、c 和 4 以 及 边 
(5，c)、(c，d) 和 (4d，b) 所 组 成 的 子 图 。 4 

全 哆 网 络 图 的 强 连通 分 支 “10.1 和 节 例 5 中 介绍 的 网 络 图 用 顶点 表示 网 页 而 用 有 向 边 表 
示 链 路 。 该 网 络 在 1999 年 的 快照 产生 了 具有 2 亿 个 顶点 和 15 亿 条 边 的 网 络 图 。2010 年 ， 网 络 
图 估计 至 少 有 550 亿 个 顶点 和 10 000 亿 条 边 。 从 这 些 有 限 的 数据 可 见 ( 如 果 你 近年 来 使 用 过 网 
络 ， 这 很 容易 理解 ) ， 网 页 数量 有 着 较 快 的 增长 速度 。( 详 情 参见 [Br00] 及 Web 资源 。) 

1999 年 ， 该 网 络 图 的 基本 无 向 图 不 是 连通 的 ， 但 是 有 一 个 包含 了 这 个 图 中 大 约 90% 的 顶 
点 的 连通 分 支 。 与 基本 无 向 图 中 的 这 个 连通 分 支 所 对 应 的 原来 有 向 图 的 子 图 ( 即 具 有 相同 的 顶 
点 以 及 连接 这 些 顶 点 的 所 有 有 向 边 )， 有 一 个 非常 大 的 强 连通 分 支 和 许多 小 的 强 连 通 分 支 。 前 
者 称 为 这 个 有 向 图 的 巨型 强 连通 分 支 (GSCC) 。 从 这 个 分 支 中 的 任何 其 他 网 页 开始 的 链 路 都 可 
到 达 这 个 分 支 中 的 某 一 个 网 页 。 已 经 发 现 ， 这 项 研究 产生 的 网 络 图 中 的 巨型 强 连通 分 支 有 超过 
5300 万 个 顶点 。 这 个 无 向 图 的 大 型 连通 分 支 中 的 其 余 顶 点 表示 3 种 不 同类 型 的 网 页 : 可 以 从 
巨型 强 连通 分 支 中 的 网 页 到 达 的 ， 但 是 不 能 通过 一 系列 链 路 返回 前 面 这 些 网 页 的 网 页 ， 可 以 通 
过 一 系列 链 路 返回 巨型 强 连 通 分支 中 的 网 页 ， 但 是 不 能 通过 巨型 强 连通 分 支 中 网 页 上 的 链 路 到 
达 的 网 页 ， 既 不 能 到 达 巨 型 强 连通 分 支 中 的 网 页 ， 也 不 能 通过 一 系列 链 路 从 巨型 强 连 通 分 支 中 
的 网 页 到 达 的 网 页 。 这 项 研究 发 现 其 余 这 三 个 集合 中 的 每 个 都 具有 大 约 4400 万 个 顶点 (这 三 个 
集合 都 接近 同样 的 规模 ， 这 是 相当 令 人 惊讶 的 )。 4 
10. 4.6 通路 与 同 构 

有 多 种 方式 可 以 利用 通路 和 回路 来 帮助 判定 两 个 图 是 否 同 构 。 例 如 ， 特 定 长 度 简单 回路 的 
存在 ， 就 是 一 种 可 以 用 来 证 明 两 个 图 不 同 构 的 有 用 的 不 变量 。- 另 外 ， 可 以 利用 通路 来 构造 可 能 
的 同 构 映 射 。 

前 面 提 到 过 ， 简 单 图 的 一 个 有 用 的 同 构 不 变量 是 长 度 为 的 简单 回路 的 存在 性 ， 其 中 & 是 
大 于 2 的 正 整数 (这 是 一 个 不 变量 的 证 明 在 本 节 练 习 60 中 )。 例 13 说 明 如 何 用 这 个 不 变量 来 证 
明 两 个 图 是 不 同 构 的 。 

全 国 判定 图 6 所 示 的 图 G 和 互 是 否 是 同 构 的 。 

解 G 和 矿 都 具有 6 个 顶点 和 8 条 边 。 各自 具有 4 个 度 为 3 的 顶点 和 2 个 度 为 2 的 顶点 。 
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所 以 对 两 个 图 来 说 ， 这 3 个 不 变量 (顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 度 ) 都 是 相同 的 。 但 是 及 有 长 度 为 3 
的 简单 回路 ， 即 v, ，v,。，v。 ，v， 而 通过 观察 可 以 看 到 ，G 没有 长 度 为 3 的 简单 回路 (G 中 的 所 
有 简单 回路 的 长 度 至 少 为 4)。 因 为 存在 一 条 长 度 为 3 的 简单 回路 是 一 个 同 构 不 变量 ， 所 以 G 
和 互 是 不 同 构 的 。 4 
我 们 已 经 说 明了 如 何 用 某 种 类 型 的 通路 ， 即 具有 特定 长 度 的 简单 回路 ， 来 证 明 两 个 图 是 不 
同 构 的 。 还 可 以 用 通路 求 出 潜在 的 同 构 映 射 。 
@ 苞 判定 图 7 所 示 的 图 G 和 本 是 否 是 同 构 的 。 


V3 
\ Ws v1 
| ul 13 7 Lg) 


Us U4 va v3 
G H 
图 6 图 G 和 五 图 7 图 G 和 五 
解 G 和 互 都 具有 5 个 顶点 和 6 条 边 ， 都 具有 2 个 度 为 3 的 顶点 和 3 个 度 为 2 顶点 ， 而 且 


都 具有 1 个 长 度 为 3 的 简单 回路 ，1 个 长 度 为 4 的 简单 回路 ， 以 及 1 个 长 度 为 5 的 简单 回路 。 
因为 所 有 这 些 同 构 不 变量 都 是 相同 的 ， 所 以 G 和 五 可 能 是 同 构 的 。 

为 了 求 出 可 能 的 同 构 ， 沿 着 经 过 所 有 顶点 并 且 使 得 两 个 图 中 的 对 应 顶点 的 度 都 相同 的 通路 
前 进 。 例 如 ，G 中 的 通路 i，wu， ws，ws，us 和 互 中 的 通路 v3，v。，vi，v;，v 都 经 过 图 中 的 
每 一 个 顶点 ， 都 从 度 为 3 的 顶点 开始 ， 都 分 别 经 过 度 为 2 的 顶点 、 度 为 3 的 顶点 和 度 为 2 顶点 
并 且 在 度 为 2 的 顶点 结束 。 通 过 在 图 中 沿 着 这 些 通路 前 进 ， 定义 映射 f 满足 f (wu) 二 vw、 
fu) 二 vo、f《ws) 二 ww 、f《wus) 二 v; 和 flus) 二 wv。 通过 说 明 f 保持 边 或 者 通过 说 明 在 顶点 的 适 
当 顺 序 下 G 和 五 的 邻接 矩阵 是 相同 的 ， 读 者 就 可 以 说 明 f 是 一 个 同 构 ， 所 以 G 与 及 是 同 
构 的 。 本 


10. 4.7 计算 顶点 之 间 的 通路 数 
在 一 个 图 中 两 个 顶点 之 间 通 路 的 数目 ， 可 以 用 这 个 图 的 邻接 矩阵 来 确定 。 





证 明 用 数学 归纳 法 证 明 。 设 G 是 带 有 邻接 矩阵 4 的 图 (假设 G 的 顶点 具有 顺序 w， 
ww，""*，D,)。 从 vi 到 长度 为 1 的 通路 数 是 A 的 第 (i， 丫 项 ， 因 为 该 项 是 从 vi; 到 vw 的 边 数 。 

假设 人 的 第 (i， 四 项 是 从 v; 到 vw 长 度 为 r 的 不 同 通 路 的 个 数 。 这 是 归纳 假设 。 因 为 4 一 
AA， 所 以 A 的 第 (i， 门 项 等 于 

bias tT bsazs TT ba 

其 中 5b 是 4" 的 第 (i，&) 项 。 根 据 归纳 假设 ,bi 是 从 w 到 wi 长 度 为 r 的 通路 数 。 

从 v; 到 vw; 长 度 为 r 十 1 的 通路 ， 包括 从 wv; 到 某 个 中 间 顶 点 w 长度 为 7 的 通路 以 及 从 we 到 
v; 的 边 。 根 据 计数 的 乘积 法 则 ， 这 样 的 通路 个 数 是 从 wv; 到 wi 长 度 为 7 的 通路 数 ( 即 54 ) 与 从 vi 
到 w; 的 边 数 ( 即 a ) 积 。 当 对 所 有 可 能 的 中 间 顶 点 wv 求 这 些 乘 积 之 和 时 ,根据 计数 的 求 和 法 
则 ， 就 可 以 得 出 所 需要 的 结果 。 4 
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a 在 图 8 所 示 的 简单 图 G 中 ， 从 a 到 4 长 度 为 4 的 通路 有 和 多少 条 ? 


解 G 的 邻接 矩阵 (顶点 顺序 为 a, 6，c，d) 是 9 
1 侯 
1 WEE 0 | 
~ 
让 TO 
0 ek 
因此 从 a 到 4 长度 为 4 的 通路 数 是 4' 的 第 (1，4) 项 。 因 为 4 2 
0 0 .8 图 8 图 G 
0 8 “58” 罗 
A' EN 
人 
8 2 TO 洛 


所 以 恰好 有 8 条 从 a 到 4 长度 为 4 的 通路 。 通 过 观察 这 个 图 ， 我 们 看 出 a, 6b, a, b,，d; a,b， 
dn Cd De ds Do ds by dy Co ds wy Co tn Or doom es Oy Cy Un By Gdn by 
和 a,c，d,，c，d 是 8 条 从 a 到 4 的 通路 。 4 

定理 2 可 以 用 来 求 出 在 图 的 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ( 见 练习 56)， 还 可 以 用 来 判定 
图 是 否 连通 ( 见 练习 61 和 62)。 


练习 
1. 下 述 每 个 顶点 列表 是 否 可 以 构成 下 图 中 的 通路 ?哪些 通路 是 简单 的 ?哪些 是 回路 ? 这 些 通路 的 长 度 是 
多 少 ? 
a)as es bo Cs © ba, es a, d, b, cs a 
ch)e， By a, [ 0， € d)c， b, 本 5 提 
a b 全 
d e 
2. 下 述 每 个 顶点 列表 是 否 可 以 构成 下 图 中 的 通路 ? 哪些 通路 是 简单 的 ? 哪些 是 回路 ? 这 些 通路 的 长 度 是 
多 少 ? 
a)a, b, e,c,b ba, ds as, ds & 
Ca, d, b, e, a Das b» e, cs bs ds; a 
a b 人 
\ 
d e 


在 练习 3 一 5 中 ， 判 定 所 给 的 图 是 否 是 连通 的 。 
AV XX “A 


6. 在 练习 3 一 5 中 ， 每 个 图 各 自 有 和 多少 个 连通 分 支 ? 对 每 个 图 求 出 它 的 每 个 连通 分 支 。 
7. 相识 关系 图 的 连通 分 支 表示 什么 ? 
8. 合作 图 的 连通 分 支 表 示 什 么 ? 
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9. 解释 为 什么 在 数学 家 的 合作 图 中 (参见 10. 1 节 例 3)， 表 示 一 个 数学 家 的 顶点 与 表示 保罗 ，。 埃 德 斯 的 顶 
点 是 在 同一 个 连通 分 支 中 ， 当 且 仅 当 这 个 数学 家 具有 有 穷 的 埃 德 斯 数 。 

10. 在 好 莱 坞 图 中 (参见 10. 1 节 例 3)， 什 么 时 候 表 示 一 个 演员 的 顶点 与 表示 凯 文 。 培 根 的 顶点 是 在 同一 
个 连通 分 支 中 ? 

11. 判断 下 列 各 图 是 否 是 强 连通 的 ， 如 果 不 是 ， tea 
a)a b b)a 


NL 


12. 站 从 国 半 训 二 省 放 ， Rs 和 的 


b C a b C 


2 
J e 


13. 电话 呼叫 图 的 强 连通 分 支 表 示 什 么 ? 
14. 求 下 列 各 图 的 强 连通 分 支 。 





® 


a)a b b)a b C 
e d pp © d 
b ( d e 
C) 
i h 8 中 


15. 求 下 列 各 图 的 强 连 通 分 支 。 
a) a 国 c i EF- 4 5 
~ e d 8 f € 
c)a b C d € 
i h 8 f 
设 G 一 (V， EF) 是 有 向 图 。 对 于 WwEV 和 wvwEV， 若 有 一 条 从 v 到 的 有 向 通路 ， 则 称 包 是 从 v 可 达 的 。 若 在 
图 G 中 ， 有 一 条 从 v 到 世 的 有 向 通路 和 一 条 从 ww 到 v 的 有 向 通路 ， 则 称 v 和 w 是 相互 可 达 的 。 
16. 证 明 : 若 G 二 (V，E) 是 有 向 图 ，u、v 和 w 都 是 V 的 顶点 ， 且 w 和 w 是 相互 可 达 的 ，w 和 w 是 相互 可 
达 的 ， 则 w 和 w 也 是 相互 可 达 的 。 


17. 证 明 : 若 G==(V,，E) 是 有 向 图 ， 则 V 中 的 两 个 顶点 u 和 w 所 在 的 强 连通 分 支 要 么 相同 ， 要么 不 相交 。 
[提示 : 使 用 练习 16。] 
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18. 证 明 : 连接 有 向 图 同一 个 强 连通 分 支 中 两 个 顶点 的 有 向 通路 所 访问 的 所 有 顶点 也 都 在 这 个 强 连通 分 


支 中 。 
19. 求 K, 中 两 个 不 同 顶 点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 ， 若 n 是 
a)2 b)3 c)4 d)5 


20. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 
ul L2 vl V2 
U4 U3 Va V3 

21. 0 ee 要 么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 


Sr 革 


22, ee 要 么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 
ui 12 vl V2 
ug U3 vg V3 
ul U4 V7 v4 
ug us ve vs 


23. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要 么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 





24. 对 练习 19 中 的 n 值 来 说 , 求 出 K;.; 中 任意 两 个 相 邻 顶点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 。 
25. 对 练习 19 中 的 nn 值 来 说 , 求 出 Ks, 中 任意 两 个 不 相 邻 顶点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 。 
26. 求 出 在 图 1 中 c 和 4d 之 间 具 有 如 下 长 度 的 通路 的 数目 : 


a)2 b)3 C)4 
d)5 e)6 f)7 
27. 求 出 在 练习 2 里 的 有 向 图 中 从 a 到 e 具有 如 下 长 度 的 通路 的 数目 : 
a)2 b)3 c)4 
d)5 e)6 fT 


* 28. 证 明 : 带 及 个 顶点 的 连通 图 至 少 具有 n 一 1 条 边 。 
29. 设 G 一 (V， EE) 是 简单 图 。 设 R 是 V 上 的 关系 ， 它 是 由 顶点 对 (u，w) 所 组 成 的 ， 使 得 存在 从 ww 到 wv 的 
通路 或 使 得 4 二 v。 证 明 : R 是 等 价 关 系 。 
* 30. 证 明 : 在 任何 简单 图 中 ,任何 度 为 奇数 的 项 点 都 与 其 他 某 些 度 为 奇数 的 顶点 之 间 有 通路 。 
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在 练习 31~33 中 ， 求 所 给 图 的 所 有 荐 点 。 


31. 4 d e 32. a 六 ks b 站 
[有 号 8 
b e so 
d i h 


34. 求 练习 31 一 33 中 图 的 所 有 割 边 。 
* 35. 假设 "是 一 条 割 边 的 端点 。 证 明 : "是 割 点 当 且 仅 当 它 不 是 悬挂 点 。 
* 36. 证 明 : 在 连通 简单 图 G 中， 顶点 < 是 割 点 当 且 仅 当 存在 着 与 c 不 同 的 顶点 u 和 w， 并 且 在 ww 和 w 之 间 
的 每 一 条 通路 都 经 过 c。 
* 37. 证 明 : 在 至 少 有 2 个 顶点 的 简单 图 中 ， 至 少 有 2 个 顶点 不 是 割 点 。 
x 38. 证 明 : 简单 图 中 的 一 条 边 是 割 边 ， 当 且 仅 当 它 不 属于 该 图 任何 一 条 简单 回路 。 
39. 若 网 络 中 的 通信 链 路 故障 会 导致 不 能 传送 某 些 消息 ， 则 应 当 提供 备份 链 路 。 对 下 面 a 和 b 所 示 的 通 
信和 网络 来 说 ， 确 定 哪些 链 路 应 该 有 备份 链 路 。 
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有 向 图 G 的 顶点 基 是 G 的 最 小 顶点 的 集合 ,使 得 对 于 G 中 任何 一 个 不 在 B 中 的 顶点 vu， 都 有 从 BB 中 的 
一 个 顶点 到 vv 的 一 条 通路 。 
40. 对 10. 2 节 练 习 7 一 9 中 的 每 个 有 向 图 ， 求 其 顶点 基 。 
41. 在 影响 图 (在 10. 1 节 例 2 中 描述 ) 中 顶点 基 的 重要 性 是 什么 ? 找 出 该 例 中 影响 图 的 顶点 基 。 
42. 证 明 : 若 连通 简单 图 G 是 图 G, 和 G: 的 并 图 ， 则 G! 和 Gs 至 少 具 有 1 个 公共 的 顶点 。 
* 43. 证 明 : 若 简 单 图 G 有 上 个 连通 分 支 ， 而且 这 些 分 支 分 别 具 有 hw，no，…，x 个 顶点 ， 则 G 的 边 数 不 


超过 
Cnn2) 
* 44. 用 练习 43 证 明 : 带 有 nn 个 顶点 和 & 个 连通 分 支 的 简单 图 最 多 有 (n 一 k)(n 一 k 十 1)/2 条 边 。[ 提 示 : 首 
先 证 明 


大 
DR Smo ko1)(2n—&) 


其 中 n; 是 第 i 个 连通 分 支 的 顶点 数 。] 
* 45. 证 明 : 若 带 有 7 个 顶点 的 简单 图 G 具有 超过 (n 一 1)(n 一 2)/2 条 边 ， 则 它 是 连通 的 。 
46. 当 把 图 中 的 顶点 都 列 出 来 ， 且 每 个 连通 分 支 中 的 顶点 都 连续 地 列 出 时 ， 描 述 带 有 nn 个 连通 分 支 的 图 
的 邻接 矩阵 。 
47. 当 nn 取 如 下 值 时 ， 存 在 多 少 个 不 同 构 的 带 有 个 顶点 的 连通 简单 图 ? 
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a)2 b)3 C)4 d)5 
证 明 下 列 各 图 都 没有 割 点 。 

aJC，7 之 3。 b)W,; n>3.。 

CK Wm DQ n>2, 


证 明 练 习 48 中 的 每 个 图 都 没有 割 边 。 
对 下 列 各 图 ， 求 k(G) 、A(G) 和 min deg(v)， 并 判断 kKC(G)<XCG) 达 min deg(v) 中 的 两 个 不 等 式 哪个 更 严格 。 


a) ed C 





e d 





证 明 : 若 G 是 连通 图 ， 则 有 可 能 删除 顶点 使 G 变 成 不 连通 的 当 且 仅 当 G 不 是 完全 图 。 

证 明 : 若 G 是 含有 7 个 顶点 的 连通 图 ， 则 

2D)K(G) 二 n 一 1 当 且 仅 当 GK,。 

b)X(G)= 二 nn 一 1 当 且 仅 当 G=K,。 

求 K(K,,) 和 4(K.,)， 其 中 %、n 是 正 整 数 。 

构造 一 个 图 ， 使 得 x(G) 二 1、4(G) 二 2 和 min deg(v) 一 3。 

证 明 : 车 G 是 一 个 图 。 则 Kk(G) 二 4(G)。 

解释 如 何 用 定理 2 求 图 中 从 顶点 v 到 顶点 w 的 最 短 通路 的 长 度 。 

用 定理 2 求 图 1 中 从 a 到 了 的 最 短 通 路 的 长 度 。 

用 定理 2 求 练习 2 中 的 有 向 图 从 a 到 < 的 最 短 通路 的 长 度 。 

设 P 和 Ps 是 简单 图 G 中 顶点 和 w 之 间 的 没有 相同 边 集 的 两 条 简单 通路 。 证 明 : 在 G 中 存在 简单 

回路 。 

证 明 : 长 度 为 & 的 简单 回路 的 存在 性 是 一 个 图 同 构 不 变量 ,其 中 是 大 于 2 的 正 整数 。 

解释 如 何 用 定理 2 判定 图 是 否 是 连通 的 。 

用 练习 61 证 明 : 图 2 中 的 图 G, 是 连通 的 而 图 G, 不 是 连通 的 。 

证 明 : 简单 图 C 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 'G 没有 包含 奇数 条 边 的 回路 。 

在 约克 阿尔 昆 (735 一 804) 提 出 的 一 个 古老 智力 游戏 中 ， 一 位 农夫 需要 将 一 匹 狼 、 一 只 山羊 和 一 棵 白菜 

带 过 河 。 农 夫 只 有 一 只 小 船 ， 小 船 每 次 只 能 载 农夫 和 一 件 物品 (一 个 动物 或 者 一 棵 蔬菜 )。 农 夫 可 以 重 

复 渡 河 ， 但 如 果农 夫 在 河 的 男 一 边 ， 那 么 狼 会 吃 羊 ， 类 似 地 ， 羊 会 吃 白菜 。 可 以 通过 列 出 两 岸 各 有 什 

么 来 描述 问题 的 每 个 状态 。 例 如 ， 可 以 用 有 序 对 (FG，WC) 表 示 农 夫 和 羊 在 一 岸 ， 而 狼 和 白菜 在 另 一 岸 

的 状态 。[ 可 用 符号 如 表示 某 边 岸 上 什么 也 没有 ， 这 样 问题 的 初始 状态 就 是 (FGWC，2)。] 

a) 找 出 这 个 游戏 所 有 的 允许 状态 ， 其 中 不 能 出 现在 没有 农夫 的 情况 下 ， 让 狼 和 羊 ， 或 者 羊 和 白菜 在 
同一 庚 上 。 

b) 构 造 一 个 图 ， 使 得 图 中 的 每 一 个 顶点 表示 一 个 允许 的 状态 ， 如 果 可 以 通过 一 次 船 的 运输 从 一 个 状 
态 转换 到 另 一 个 状态 ， 那 么 相应 的 顶点 之 间 用 一 条 边 相 连 。 

©) 解 释 为 什么 找到 一 条 从 表示 (FGWC， 名 ) 状 态 的 顶点 到 表示 (如 ，FGWOC) 状 态 的 顶点 的 通路 ， 就 能 
解决 这 个 问题 。 

d) 找 出 这 个 游戏 的 两 个 不 同 解 ， 每 个 解 都 使 用 7 次 渡河 。 

e) 假 设 每 次 农夫 携带 一 个 动物 过 河 都 要 付 1 元 的 过 路 费 ， 那 么 农夫 应 当 采 用 哪 一 个 解 以 使 过 路 费 最 少 。 

参考 练习 64， 运 用 图 模型 和 图 中 的 通路 ,求解 吃醋 丈夫 问题 。 两 对 已 婚 夫 妇 想 要 过 河 ， 他 们 只 能 找 











到 一 稻 小 船 ， 小 船 一 次 只 能 运送 一 个 或 者 两 个 人 到 对 岸 。 每 个 丈夫 都 非常 爱 吃醋 ， 不 愿 让 自己 的 妻 
子 和 另外 一 位 男士 单独 在 船上 或 在 岸上 。 这 4 个 人 要 怎么 做 才能 到 达 对 岸 ? 
66. 假设 你 有 一 个 3 加 仑 的 过 和 一 个 5 加 仓 的 壶 ， 可 以 用 水 将 它们 灌 满 。 你 可 以 倒 空 任何 一 个 壶 ， 也 可 
以 把 水 从 一 个 壶 倒 往 另 一 个 壹 。 运 用 一 个 有 向 图 模型 来 说 明 ， 你 可 以 最 终 使 一 个 壶 里 恰好 装 1 加 仓 
水 。[ 提 示 : 用 有 序 对 (a， 咏 表 示 每 村 个 壶 里 有 多 少 水 ， 然 后 用 顶点 来 表示 这 个 有 序 对 。 对 可 行 的 操 
作 , 在 项 点 之 间 添 加 相对 应 的 边 。] 


10.5 欧 拉 通 路 与 哈密 顿 通路 
划 ;5.1 引言 
能 否 从 一 个 顶点 出 发 沿 着 图 的 边 前 进 ， 恰 好 经 过 图 的 每 条 边 一 次 并 且 回 到 这 个 顶点 ? 同 
样 ， 能 否 从 一 个 顶点 出 发 沿 着 图 的 边 前 进 ， 恰好 经 过 图 的 每 个 顶点 一 次 并 且 回 到 这 个 顶点 ? 虽 
然 这 两 个 问题 有 相似 之 处 ,但 是 对 于 所 有 的 图 来 说 ， 通过 检查 图 中 顶 点 的 度 ， 可 以 轻而易举 地 
回答 第 一 个 关于 是 否 具 有 欧 拉 回路 (Euler Circuit) 的 问题 却 非 常 难以 解决 第 二 个 关于 是 否 具 
nde net ens 本 节 将 研究 这 些 问 题 并 讨论 求解 这 些 问题 的 难点 。 机 
这 两 个 问题 在 许多 不 同 领域 里 都 有 实际 应 用 ， 但 是 都 来 源 于 古老 的 智力 题 。 下 面 将 介绍 这 
RN 


10.5.2 欧 拉 通 路 与 欧 拉 回路 

普鲁士 的 哥 尼斯 堡 镇 ( 现 名 为 加 里 宁 格 勒 ， a et on ld loa dt 
部 分 。 这 四 部 分 包括 普 雷 格 尔 河 两 岸 的 两 个 区 域 、 克 奈 普 霍 夫 岛 河中 心 岛 以 及 普 尔 河 两 
条 支流 之 间 的 部 分 区 域 。 在 18 世纪 ,7 座 桥 将 这 些 区 域 连接 起 来 。 图 1 描述 了 这 些 区域 
和 桥 。 





图 1 哥 尼 斯 堡 的 7 座 桥 

镇 上 的 人 们 在 周 日 穿 过 镇 子 进行 长 距离 的 散步 。 他 们 想 弄 C 
明白 是 否 可 能 从 镇 里 的 某 个 位 置 出 发 不 重复 地 经 过 所 有 桥 并 且 
返回 出 发 点 。 

瑞士 数学 家 列 昂 哈 德 。 欧 拉 解 决 了 这 个 问题 。 他 的 解答 发 
表 在 1736 年 ， 这 也 许 是 人 们 第 一 次 使 用 图 论 ( 关 于 欧 拉 原始 论 
文 的 译 稿 ， 参 见 [BiLIWi99]) 。 欧 拉 利 用 多 重 图 来 研究 这 个 问 
题 ， 其 中 用 顶点 表示 这 四 部 分 ， 用 边 表 示 桥 ， 如 图 2 所 示 。 

不 重复 地 经 过 每 一 座 桥 来 旅行 的 问题 可 以 利用 这 个 模型 来 B 
重新 叙述 。 问 题 变 成 :在 这 个 多 重 图 中 是 否 存在 着 包含 每 一 条 图 2 哥 尼 斯 堡 镇 的 多 重 图 模型 
边 的 简单 回路 ? 
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例 1 和 例 2 解释 了 欧 拉 回 路 和 欧 拉 通 路 的 概念 。 
在 图 3 中 ， 哪 些 无 向 图 有 欧 拉 回 路 ? 在 没有 欧 拉 回路 的 那些 图 中 ， 哪 些 具有 欧 拉 


2 
a b a b a b 
GI G, G3 
图 3 无 向 图 G!、G: 和 Gs 
解 图 G 具有 欧 拉 回路 , 例如 a，e，c，d，e，b，a。G, 和 Gs 都 没有 欧 拉 回路 (读者 应 当 
验证 它 ) 。 但 是 G, 具有 欧 拉 通 路 ， 即 <，c，d，e，5，4，a，5。G, 没有 欧 拉 通路 (读者 应 当 验 


证 它 》。 4 
Sonpes》 好 在 图 4 中 , 哪些 有 向 图 有 欧 拉 回路 ? 在 没有 欧 拉 回路 的 那些 图 中 ， 哪 些 具有 欧 拉 


通路 ? 
a b 
a b 区 d 
d 人 一 a b 
万 H, H; 


图 4 有 向 图 Hl,，H; 和 H; 

解 图 态 ,有 了 欧 拉 回 路 , 例如 4a，g，c, 6b6，g，e，d，f，a。Hi 和 瓦 , 都 没有 欧 拉 回路 ( 读 
者 应 当 验 证 它 )。H, 具有 欧 拉 通路 ， 即 c<，a, b,c，d，,b, 但 是 Hi 没有 欧 拉 通路 (读者 应 当 验 
证 它 7。 | 

欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 的 充 要 条 件 对 判断 多 重 图 是 否 有 欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 ， 存 在 着 简单 
的 标准 。 欧 拉 在 解决 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 时 发 现 了 它们 。 假 设 在 本 节 讨 论 的 所 有 图 都 有 有 
穷 个 顶点 和 边 。 

若 一 个 连通 多 重 图 有 欧 拉 回路 ， 则 它 有 什么 性 质 呢 ? 可 以 说 明 的 是 ， 每 一 个 顶点 都 必 有 偶 
数 条 边 。 为 此 ， 首 先 注意 一 条 欧 拉 回路 从 顶点 a 开始 ， 接 着 是 a 关联 的 一 条 边 ， 比 方 说 
ta，b}。 边 {a,，5) 为 deg(a) 贡 献 1 度 。 这 条 回路 每 经 过 一 个 顶点 就 为 该 顶点 的 度 贡 献 2 度 ， 因 
为 这 条 回路 从 关联 该 顶点 的 一 条 边 进 入 ， 又 经 过 另 一 条 这 样 的 边 离开 该 顶点 。 最 后 ， 这 条 回路 
在 它 开 始 的 地 方 结束 ， 为 deg(a) 贡 献 1 度 。 因 此 deg(a) 必 为 偶数 ， 因 为 当 回 路 开始 时 它 贡 献 1 
度 ， 当 回路 结束 时 它 贡 献 1 度 ， 每 次 经 过 a 都 贡献 2 度 ( 如 果 它 又 经 过 了 a) 。 除 了 a 以 外 ， 其 
余 项 点 都 有 偶数 度 ， 因 为 每 次 回路 经 过 一 个 顶点 就 为 该 顶点 的 度 贡 献 2 度 。 由 此 得 出 结论 ， 阁 
连通 图 有 欧 拉 回路 ， 则 每 一 个 顶点 必 有 偶数 度 。 

欧 拉 回路 存在 性 的 这 个 必要 条 件 是 否 也 是 充分 的 ? 即 若 在 连通 多 重 图 中 的 所 有 项 点 都 有 偶 
数 度 ， 则 是 否 必 有 了 欧 拉 回路 ? 这 个 问题 可 以 通过 构造 来 解决 。 

假设 G 是 连通 多 重 图 且 G 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。 一 条 边 一 条 边 地 构造 从 G 的 任意 

© 顶点 a 开始 的 简单 回路 。 设 zo 二 a。 首 先 任意 地 选择 一 条 关联 a 的 边 {x。，xzi}， 因 为 G 是 连通 

的 ， 所 以 这 是 可 行 的。 通过 一 条 一 条 地 增加 边 来 继续 构造 ， 建 立 尽 量 长 的 简单 通路 {zx。，z1)， 
(zi，Z)}，…，{zi，z}， 直 到 不 能 再 向 这 条 通路 中 增加 边 。 当 我 们 到 达 一 个 项 点， 并 且 在 


通路 





通路 中 已 包含 所 有 与 该 顶点 相关 联 的 边 时 ， 就 会 出 现 这 种 情况 。 例 如 ， 在 图 5 的 图 G 中 ,从 a 
开始 且 连 续 地 选择 边 {a，f}、{f，c}、-{c，6b} 和 
(6, a} 

这 样 的 通路 必然 会 结束 ， 因 为 图 的 边 数 是 有 
穷 的 ， 所 以 我 们 最 终 一 定 能 到 达 一 个 顶点 ， 对 于 
该 点 ， 再 也 没有 边 可 以 增加 到 这 条 通路 中 。 该 通 
路 在 a 上 以 形 如 {a，z} 的 边 开 始 ， 现 在 证 明 其 必 
然 在 a 上 以 形 如 {y，a} 的 边 结 束 。 为 了 说 明 该 通 
路 一 定 结束 于 a， 注 意 通 路 每 经 过 一 个 度 为 偶数 





的 顶点 时 ， 它 只 用 1 条 边 进入 这 个 顶点 ， 因 为 度 . 
数 至 少 为 2， 所 以 通路 中 至 少 还 剩 下 1 条 边 离开 、 图 5 构造 G 中 的 欧 拉 回 路 


这 个 顶点 。 而 且 ， 每 次 进入 和 离开 一 个 度数 为 偶数 的 顶点 时 ， 还 有 偶数 条 没 在 通路 中 的 边 与 该 
点 相关 联 。 同 时 ， 在 我 们 构造 通路 时 ， 每 次 我 们 进入 一 个 不 同 于 a 的 顶点 时 ， 都 可 以 从 该 点 离 
开 。 这 意味 着 ， 该 通路 只 能 结束 于 <。 另 外 注意 ， 我 们 构造 的 这 条 通路 可 能 用 完了 所 有 的 边 或 
者 当 我 们 在 用 完 所 有 的 边 之 前 回 到 了 顶点 <， 也 可 能 没 用 完 所 有 的 边 。 

若 所 有 的 边 都 已 经 用 完 ， 则 欧 拉 回路 已 经 构造 好 了 。 和 否则 ， 考 虑 通过 从 G 里 删除 已 经 用 过 
的 边 和 不 关联 任何 剩余 边 的 顶点 所 得 到 的 子 图 太 。 当 从 图 5 的 图 中 删除 回路 a，/f，c,，b,， a 
时 ， 就 得 到 标记 为 末 的 子 图 。 

因为 G 是 连通 的 ， 所 以 互 与 已 经 删除 的 回路 至 少 有 1 个 公共 顶点 。 设 记 是 这 样 的 顶点 (此 
例 中 c 是 这 个 顶点 )。 

日 中 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。( 因 为 G 中 的 所 有 顶点 的 度 都 是 偶数 ， 对 每 个 顶点 来 
说 ， 与 这 个 顶点 相关 联 的 边 都 成 对 地 删除 了 ， 以 便 形成 也 .) 注 意 互 可 能 是 不 连通 的 。 像 在 G 
中 做 过 的 那样 ， 从 ww 开始， 通过 尽 可 能 地 选择 边 来 构造 日 的 简单 通路 。 这 条 通路 必然 在 包 结 
束 。 例 如， 在 图 5 中 ，c，d，e,c 是 开 中 的 通路 。 下 一 步 通过 把 日 中 的 回路 与 G 中 原来 的 回 
路 拼接 起 来 形成 G 中 的 回路 (这 是 可 行 的 ， 因 为 w 是 这 个 回路 的 顶点 之 一 )。 当 在 图 5 的 图 中 
这 样 做 时 ， 就 得 到 回路 a，f,， c,d, e,c,b, a。 

继续 进行 这 个 过 程 ， 直 到 已 经 用 完了 所 有 的 边 为 止 (这 个 过 程 必然 结束 ， 因 为 图 中 只 有 有 
穷 的 边 数 ) 。 这 样 就 产生 了 欧 拉 回 路 。 这 样 的 构造 说 明 ， 若 连通 多 重 图 的 顶点 的 度 都 为 偶数 ， 


Links 》 








列 昂 哈 德 ， 欧 拉 (Leonhard Euler，1707 一 1783) ” 欧 拉 是 瑞士 巴塞 尔 附 近 一 位 加 
尔 文 教派 牧师 之 子 。 他 13 岁 进 入 巴塞 尔 大 学 ， 遵 照 父 亲 的 意愿 开始 了 他 的 神学 生涯 。 
| 在 大 学 里 ， 欧 拉 受 到 著名 的 伯 努 利家 族 中 的 数学 家 约翰 。 伯 努 利 的 指导 。 在 他 的 指 
| 导 下 ， 欧 拉 发 现 了 对 数学 浓厚 的 兴趣 并 熟练 掌握 了 许多 技巧 ， 这 使 他 放弃 神学 继而 
| 转向 数学 研究 。 欧 拉 16 岁 时 取得 了 哲学 硕士 学 位 。1727 年 ， 彼 得 大 帝 邀 请 他 来 圣 彼 
| 得 堡 学 院 学 习 。1741 年 ， 他 来 到 柏林 学 院 ， 在 这 里 待 了 二 十 余年 。 直 到 1766 年 ， 他 
TERT OA 重新 回 到 圣彼得堡 ， 并 在 那里 度 过 余生 。 

Poto 欧 拉 的 一 生 硕 果 累 累 ， 在 数学 的 许多 领域 都 做 出 了 和 贡献， 包括 数 论 、 组 合 以 及 
分 析 ， 这 些 成 果 在 音乐 和 造船 学 上 也 得 到 了 应 用 。 由 他 编写 的 书籍 和 论文 多 达 1100 余 篇 ， 仅 他 生前 未 来 
得 及 发 表 的 著作 就 不 计 其 数 ， 以 至 于 在 他 去 世 之 后 ， 用 了 47 年 才 发 表 完 他 的 全 部 著作 。 他 写 文章 非常 
快 ， 在 世 时 总 有 一 大 摆 文 章 等 待 发 表 。 柏 林学 院 总 是 先 发 表 这 一 大 摆 最 顶 上 的 文章 ， 以 至 于 后 来 的 研究 
的 结果 常常 先 于 它们 所 依赖 或 取代 的 结果 而 发 表 。 欧 拉 有 13 个 孩子 ， 当 一 两 个 孩子 在 他 膝 上 玩 贾 时， 他 
照样 能 够 工作 。 在 他 生命 最 后 的 17 年 里 ， 他 失明 了 。 但 他 本 着 惊人 的 记忆 力 ， 失 明 并 没有 影响 他 数学 研 
究 成 果 的 推出 。 他 著作 全 集 的 出 版 工作 由 瑞士 自然 科学 协会 负责 ， 目 前 还 在 进行 之 中 ， 预 期 将 超过 
75 卷 。 
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则 该 图 具有 欧 拉 回 路 。 
把 这 些 结果 总 结 成 定理 1 。 


定理 1 含有 至 少 2 个 顶点 的 连通 多 重 图 具有 欧 拉 回路 当 且 仅 当 它 的 每 个 顶点 的 度 都 为 偶数 。 


现在 可 以 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 了 。 因 为 图 2 所 示 的 表示 这 些 桥 的 多 重 图 具有 4 个 度 为 奇 
数 的 项 点， 所 以 它 没有 欧 拉 回路 。 从 给 定点 开始 ， 恰 好 经 过 每 座 桥 一 次 并 返回 开始 点 的 想法 是 
无 法 实现 的 。 

算法 1 给 出 了 在 定理 1 之 前 所 讨论 的 求 欧 拉 回路 的 构造 过 程 ( 因 为 这 个 过 程 中 的 回路 是 任 
意 选 择 的 ， 所 以 存在 一 些 不 确定 性 。 我 们 不 介意 通过 更 精确 地 说 明 过 程 的 步骤 来 消除 这 些 不 确 
定性 ) 。 











算法 1 构造 欧 拉 回路 

procedure Euler(G: 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 多 重 图 ) 

circuit :二 从 G 中 任 选 的 顶点 开始 ， 连 续 地 加 入 边 所 形成 的 回 到 该 项 点 的 回路 

:二 删除 这 条 回路 的 边 之 后 的 G 

while 态 还 有 边 
subcircuit :一 在 既是 五 的 顶点 也 是 circuit 的 边 的 端点 处 开始 的 互 的 一 条 回路 
:二 删除 subcircuit 的 边 和 所 有 孤立 点 之 后 的 五 
circuit :三 在 适当 顶点 上 插入 subcircuit 之 后 的 circuit 

return circuit(circuit 是 欧 拉 回 路 》 








算法 1 提供 了 一 个 在 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 多 重 图 G 中 寻找 欧 拉 回路 的 有 效 算 法 。 
我 们 留 给 读者 证 明 ( 练 习 66) 这 个 算法 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 是 Olm)， 其 中 mm 是 G 中 的 边 数 。 

RN 种 类 型 的 智力 题 。 

有 许多 智力 题 要 求 用 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 图 形 。 可 以 利用 
Dh 4 能 否 用 这 样 。 j 
的 方法 画 出 图 6 所 示 的 穆罕默德 短 迹 刀 ? 其 中 ， 该 画 法 在 图 形 ; 

的 同一 个 顶点 上 开始 和 结束 。 

解 ” 可 以 解决 这 个 问题 ， 因 为 图 6 所 示 的 图 G 具有 欧 拉 回 
路 。 它 具有 这 样 的 回路 ， 因 为 它 的 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 。 用 
算法 1 来 构造 欧 拉 回路 。 首 先 ， 形 成 回路 a, 6b, d, c, b, e， 可 
i，f，e，a。 通 过 删除 这 条 回路 的 边 并 删除 因此 产生 的 孤立 点 ， 图 6 穆罕默德 短 弯 刀 
就 得 到 子 图 瓦 。 然 后 形成 及 里 的 回路 dg,， h,，j,， i, h, 上 ， 

g，f，d。 形 成 这 条 回路 后 就 用 完了 G 中 的 所 有 边 。 在 适当 的 地 方 将 这 条 回路 与 第 一 条 回路 拼 

接 ， 就 产生 了 欧 拉 回 路 a, 5b, d,， g, hj, i, h,，k,，g，f，d, c，b,，e，i，f，e，a。 这 条 回 

路 给 出 了 铅笔 不 离开 纸 面 且 不 重复 地 画 出 弯 刀 的 方法 。 4 
构造 欧 拉 回路 的 另 一 个 算法 称 为 弗 勒 里 算法 ,在 练习 50 的 前 面 描述 了 它 。 

现在 说 明 连 通 多 重 图 具有 了 欧 拉 通 路 (不 是 欧 拉 回路 ) 当 且 仅 当 它 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 。 
首先 ， 假设 连通 多 重 图 有 一 条 从 a 到 6。 的 欧 拉 通 路 ,但 不 是 欧 拉 回路 。 该 通路 的 第 一 条 边 为 a 
的 度 贡献 1 度 。 通 路 每 次 经 过 a 就 为 a 的 度 贡献 2 度 。 通 路 的 最 后 一 条 边 为 5 的 度 贡 献 1 度 。 
通路 每 次 经 过 5 就 为 5 的 度 贡 献 2 度 。 所 以 a 和 2 的 度 都 是 奇数 。 每 一 个 其 他 顶点 都 具有 偶数 
度 ， 因 为 当 通路 经 过 一 个 顶点 时 ， 就 为 这 个 顶点 的 度 贡 献 2 度 。 

现在 反 过 来 考虑 。 假 设 这 个 图 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 比 方 说 a 和 465。 考虑 由 原来 的 图 
和 边 {a,，5} 所 组 成 的 更 大 的 图 。 这 个 更 大 的 图 的 每 一 个 顶点 的 度 都 为 偶数 ， 所 以 它 具 有 了 欧 拉 回 
路 。 删 除 新 边 就 产生 原 图 的 欧 拉 通 路 。 定 理 2 总 结 了 这 些 结果 。 








”定理 2 连通 多 重 图 具有 了 欧 拉 通 路 但 无 欧 拉 回路 当 且 仅 当 它 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶 
2 图 7 所 示 的 哪些 图 具有 欧 拉 通路 ? 


A 多 


图 7 三 个 无 向 图 


解 G 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 即 上 和 <。 因此 它 具 有 必须 用 5 和 d 作为 端点 的 欧 拉 通 
路 。 一 条 这 样 的 欧 拉 通路 是 4，a,，b，c，d,，4b。 同 理 ，G; 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 即 5 和 
4d。 因 此 它 具 有 必须 用 0 和 < 作为 端点 的 欧 拉 通路 。 一 条 这 样 的 欧 拉 通路 是 6, a, g，f,，e, d,， 
c，g，b，c，Jf，d。G; 没有 欧 拉 通路 ， 因 为 它 具 有 6 个 度 为 奇数 的 顶点 。 4 

回 到 18 世纪 的 哥 尼斯 堡 ， 是否 有 可 能 在 镇 里 的 某 点 开始 ， 旅 行经 过 所 有 的 桥 ， 在 镇 里 的 
其 他 某 点 结束 ? 通过 判定 表示 哥 尼 斯 堡 七 桥 的 多 重 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 ， 就 可 以 回答 这 个 问 
题 。 因 为 这 个 多 重 图 有 4 个 度 为 奇数 的 项 点， 没有 欧 拉 通 路 ， 所 以 这 样 的 旅行 是 不 可 能 的 。 

有 向 图 中 欧 拉 通路 和 欧 拉 回路 的 充 要 条 件 ， 在 练习 16 和 练习 17 中 给 出 。 

欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 的 应 用 可 以 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 解决 许多 实际 问题 。 例 如 ， 许 多 ms》 

应 用 都 要 求 一 条 通路 或 回路 ， 它 要 求 恰好 一 次 经 过 一 个 街区 里 的 每 条 街道 、 一 个 交通 网 中 的 每 

条 道路 、 一 个 高 压 输电 网 里 的 每 个 连接 或 者 一 个 通信 网 络 里 的 每 条 链 路 。 求 出 适当 的 图 模型 中 
的 欧 拉 通路 或 欧 拉 回路 就 可 以 解决 这 样 的 问题 。 例 如 ， 如 果 一 个 邮递 员 可 以 求 出 表示 他 所 负责 
投递 的 街道 图 中 的 欧 拉 通路 ， 则 这 条 通路 就 产生 恰好 经 过 每 条 街道 一 次 的 投递 路 线 。 如 果 不 存 
在 欧 拉 通路 ， 有 些 通路 就 必须 经 过 多 次 。 在 图 中 找 出 一 条 回路 ,该 回路 以 最 少 的 边 数 至 少 遍 历 
每 一 条 边 一 次 的 问题 称 为 中 国 邮递 员 问 题 ， 以 纪念 在 1962 年 提出 这 个 问题 的 中 国 科 学 家 管 梅 
谷 。 参 看 LMiRo91] 以 了 解 关 于 不 存在 欧 拉 通路 时 中 国 邮 递 员 问题 的 解 的 更 多 信息 。 

应 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 的 其 他 领域 有 : 电路 布线 、 网 络 组 播 和 分 子 生 物 学 ， 在 分 子 生物 
学 中 欧 拉 通路 用 于 DNA 测序 。 


10. 5.3 ”哈密 顿 通路 与 哈密 顿 回 路 
包含 多 重 图 每 一 条 边 恰好 一 次 的 通路 和 回路 的 存在 性 的 充 要 条 件 已 经 得 出 。 那 么 包含 图 中 unsy 
一 个 顶点 恰好 一 次 的 简单 通路 和 回路 的 存在 性 的 充 要 条 件 是 否 也 能 得 出 呢 ? 


二 径 过 图 G 中 每 一 个 顶点 恰好 一 一 次 的 简单 通路 区 为 哈密 屯 通 路 ， 经 过 图 G 中 














n nn vs ， 则 图 G 3 简 通路 x nl 
为 哈密 贪 通路 。 在 图 G= (V, 中 5 落 6 Te ey 是 哈密 频 通 路 ， 
os Te > Te (其 中 n>0) 称 为 哈密 顿 回路 。 


这 个 术语 下 来自 爱尔兰 数学 家 威廉 ， 罗 万 。 哈密 顿 肝 士 在 1857 年 发 明 的 智力 题 。 哈密 顿 的 
智力 题 用 到 了 木质 十 二 面体 (如 图 8a 所 示 ， 十 二 面体 有 12 个 正 五 边 形 表面 )、 十 二 面体 每 个 顶 
点 上 的 钉子 ， 以 及 细 线 。 十 二 面体 的 20 个 顶点 用 世界 上 的 不 同城 市 标记 。 智 力 题 要 求 从 一 
城市 开始 ， 沿 十 二 面体 的 边 旅行 ,访问 其 他 19 个 城市 ， 每 个 恰好 一 次 ， 回 到 第 一 个 城市 结束 。 
旅行 经 过 的 回路 用 钉子 和 细 线 来 标记 。 

因为 作者 不 可 能 向 每 位 读者 提供 带 钉 子 和 细 线 的 木质 十 二 面体 ， 所 以 考虑 一 个 等 价 的 问 








题 : 图 8b 中 的 图 是 否 具 有 恰好 经 过 每 个 顶点 一 pi i 因为 该 图 同 构 
于 包含 十 二 面体 项 点 和 边 的 图 。 图 9 是 哈密 顿 智力 题 的 一 


0 


图 8 哈密 顿 的 “周游 世界 ”智力 题 图 9 “周游 世界 ”智力 题 的 一 


在 图 10 中 ， 哪 些 简单 图 具有 哈密 顿 回 路 ? 或 者 没有 哈密 顿 回路 但 是 有 哈密 顿 通 路 ? 
解 ”G, 有 哈密 顿 回路 : a，05，c，d，e，a。G, 没有 哈密 顿 回路 (可 以 看 出 包含 每 一 个 顶点 
的 任何 回路 必然 两 次 包含 边 {a，5b})， 但 是 G, 确实 有 了 哈密 顿 通路 ， 即 <，0，c， 既 无 哈 





td 因为 包含 所 有 顶点 的 任何 通路 都 必须 多 次 包含 边 {a， Ww 
dj 其 中 之 一 。 
图 10 三 个 简单 图 


哈密 顿 回 路 存在 的 条 件 是否 存在 简单 方式 来 判定 一 个 图 有 无 哈密 顿 回 路 或 哈密 顿 通路 ? 
首先 ， 似 乎 应 当 有 判定 这 个 问题 的 简单 方式 ， 因 为 存在 简单 方式 来 回答 一 个 图 有 无 欧 拉 回路 这 
样 的 相似 问题 。 令 人 吃惊 的 是 ， 没 有 已 知 简单 的 充 要 条 件 来 判定 哈密 顿 回 路 的 存在 性 。 不 过 ， 
已 经 有 许多 定理 给 出 了 哈密 顿 回路 的 存在 性 的 充分 条 件 。 另 外 ， 也 有 某 些 性 质 可 以 用 来 证 明 一 
个 图 没有 哈密 顿 回 路 。 例 如 ， 带 有 度 为 1 的 顶点 的 图 没有 哈密 顿 回 路 ， 因 为 在 哈密 顿 回路 中 每 个 
顶点 都 关联 回路 中 的 两 条 边 。 另 外 ， 若 图 中 有 度 为 2 a d e a d 
的 顶点 ， 则 关联 这 个 顶点 的 两 条 边 属于 任意 一 条 哈密 
顿 回路 。 此 外 注意 ， 当 构造 哈密 顿 回 路 且 该 回路 经 过 
某 一 个 顶点 时 ， 除 了 回路 所 用 到 的 两 条 边 以 处 ， 这 个 
顶点 所 关联 的 其 他 所 有 边 不 用 再 考虑 。 而 且 ， 人 哈密 顿 


b e b e 


回路 不 能 包含 更 小 的 回路 。 2 a 
证 明 图 11 中 的 图 都 没有 哈密 顿 回路 。 rs bai ei 


解 G 没 有 哈密 顿 回路 ， 因 为 C 有 度 为 1 的 项 点 ， 即 e。 现 在 考虑 及 。 因 为 顶点 a、b、d 和 e 
的 度 都 为 2， 所 以 与 这 些 顶 点 关联 的 每 一 条 边 都 必然 属于 任意 一 条 哈密 顿 回路 。 现 在 容易 看 出 五 不 
存在 哈密 顿 回路 ， 因 为 任何 这 样 的 哈密 顿 回 路 都 不 得 不 包含 4 条 关联 c 的 边 ， 这 是 不 可 能 的 。 4 

@ 好 让 明 : 当 n=3 时，K, 有 哈密 顿 回路 。 

解 ” 从, 中 的 任意 一 个 顶点 开始 来 形成 哈密 顿 回路 。 以 所 选择 的 任意 顺序 来 访问 顶点 
只 要 求 通 路 在 同一 个 顶点 开始 和 结束 ， 而 且 对 其 他 每 个 顶点 恰好 访问 一 次 ， 就 可 以 构造 这 样 的 
回路 。 这 样 做 是 可 能 的 ， 因 为 在 K, 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 有 边 。 





虽然 还 未 发 现任 何 有 用 的 关于 哈密 顿 回路 存在 性 的 充 要 条 件 ， 但 很 多 充分 条 件 已 经 被 找到 
了 。 注 意 ， 一 个 图 的 边 越 多 ， 这 个 图 就 越 可 能 有 哈密 顿 回 路 。 另 外 ， 加 入 边 ( 而 不 是 顶点 ) 到 已 经 
有 哈密 顿 回路 的 图 中 ， 就 产生 有 相同 哈密 顿 回路 的 图 。 因 此 ， 当 加 入 边 到 图 中 时 ， 特 别 是 当 确 
保 给 每 个 顶点 都 加 入 边 时 ， 这 个 图 存在 哈密 顿 回 路 的 可 能 性 就 更 大 了 。 因 此 ， 我 们 期 望 哈密 顿 回 
路 存在 性 的 充分 条 件 取决 于 顶点 的 度 足 够 大 。 这 里 叙述 两 个 最 重要 的 充分 条 件 中 。 这 些 条 件 是 加 布 
里 尔 。A. 狄 拉克 (Gabriel A; Dirac) 在 1952 年 和 奥 斯 丁 . 欧 尔 (Oystein Ore) 在 1960 年 发 现 的 。 





则 G 有 哈密 顿 回路 








相 邻 的 顶点 和 局 来 说 ， 都 有 deg(u) 十 deg(v) 之 n,\ 则 GG 有 哈密 领 回路 。 

本 节 练 习 65 粗略 介绍 了 欧 尔 定理 的 证 明 。 狄 拉克 定理 可 以 作为 欧 尔 定理 的 推论 来 证 明 ， 
因为 狄 拉克 定理 的 条 件 昔 含 了 欧 尔 定理 的 条 件 。 

欧 尔 定理 和 狄 拉 克 定理 都 给 出 了 连通 的 简单 图 有 哈密 顿 回路 的 充分 条 件 。 但 是 ， 这 些 定 理 
没有 给 出 哈密 顿 回路 存在 性 的 必要 条 件 。 例 如 ,图 C 有 哈密 顿 回路 ,但 既 不 满足 欧 尔 定理 的 
假设 也 不 满足 狄 拉 克 定 性 的 假设 ， 读 者 可 以 验证 这 一 点 。 

已 知 最 好 的 求 一 个 图 哈密 顿 回路 或 判定 这 样 的 回路 不 存在 的 算法 具有 指数 级 的 最 坏 情形 时 
间 复 杂 度 (相对 于 图 的 顶点 数 来 说 )。 找 到 具有 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 解决 算法 将 具有 重 
大 意义 ， 因 为 已 经 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 的 ( 见 3.3 节 )。 因 此 ， 它 的 发 现 将 意味 着 其 他 许多 
理论 上 可 解 的 问题 都 可 以 用 具有 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 解决 算法 来 解决 。 
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威廉 。 罗 万 .哈密 顿 (William Rowan Hamilton，1805 一 1865) ”哈密 顿 是 爱尔兰 

最 具名 望 的 科学 家 ，1805 年 出 生 于 都 柏林 。 他 的 父亲 是 一 名 成 功 的 律师 ， 母 亲 来 自 
以 智力 超群 而 闻名 的 家 族 ， 而 哈密 顿 本 人 更 是 个 神童 。3 岁 时 ， 他 在 阅读 方面 就 显示 
| 出 了 超群 的 能 力 并 掌握 了 高 等 算术 。 因 为 他 非凡 的 智商 ， 哈 密 顿 被 送 到 身 为 著名 语 
言 学 家 的 叔叔 詹 姆 士 那里 生活 。 到 哈密 顿 8 岁 时 ， 他 已 经 学 会 了 拉丁 语 、 和 希腊 语 和 和 希 





于 和 伯 来 语 ; 到 10 岁 时 ， 他 又 学 会 了 意大利 语 和 法 语 ， 并 且 开 始 学 习 东 方 语言 ， 包 括 阿 
@muonpeusoy ” 拉 伯 语 、 焚 语 和 波斯 语 。 那 时 ， 他 以 小 小 年 纪 却 掌握 多 种 语言 而 倍 感 自豪 。17 岁 时 ， 
A 他 不 再 学 习 新 的 语言 ， 但 是 已 经 掌握 了 微 积 分 和 许多 数学 天 文学 知识 ， 他 开始 了 在 


光学 上 的 开创 性 工作 ， 并 发 现 了 拉 普 拉 斯 的 天 体力 学 著作 中 的 重大 错误 。 在 他 18 岁 进入 都 柏林 三 一 学 院 
之 前 ， 哈 密 顿 一 直接 受 私 人 教育 。 在 三 一 学 院 上 学 期 间 ， 他 在 科学 和 古典 文学 上 都 表现 超群 。 在 获得 学 
位 之 前 ， 他 就 因为 过 人 的 才华 ， 从 多 位 著名 天 文学 家 参与 的 竞争 中 脱颖而出 ， 被 任命 为 爱尔兰 皇家 天 文 
学 家 。 他 终身 担任 这 个 职位 ， 终 其 一 生 都 在 都 柏林 郊外 的 邓 辛 克 (Dunsink) 天 文 台 生活 和 工作 。 哈 密 顿 在 
光学 、 抽 象 代 数 和 动力 学 领域 做 出 了 重要 贡献 。 哈 密 顿 发 明了 称 为 四 元 数 的 代数 对 象 来 作为 非 交 换 系 统 
的 例子 。 当 他 沿 都 柏林 的 运河 散步 时 ， 他 发 现 了 四 元 数 相 乘 的 适当 方式 。 狂 喜之 下 ， 他 把 公式 刻 在 了 横 
跨 运 河 的 石 桥 上 ， 直 至 今日 还 能 看 到 该 地 立 下 的 牌 芒 以 做 纪念 。 后 来 ， 哈 密 顿 一 直 沉 迷 在 四 元 数 中 ， 试 
图 把 它们 应 用 到 数学 的 其 他 领域 ， 而 不 再 涉足 新 的 研究 领域 。 

1857 年 ， 哈 密 顿 在 自己 非 交 换代 数 领域 研究 的 基础 上 发 明了 “ 环 游 世界 游戏 ”(The Icosian Game) 。 他 
把 这 个 想法 以 25 镑 的 价格 出 售 给 游戏 和 拼图 益 智 题 的 经 销 商 。( 游 戏 的 销路 一 直 不 好 ， 事 实证 明 这 是 经 销 商 一 
次 失败 的 投资 .) 本 节 所 描述 的 拼图 益 智 题 “旅行 者 十 二 面体 ”， 又 称 为 “周游 世界 *， 就 是 该 游戏 的 变种 。 

1833 年 ， 哈 密 顿 第 三 次 结婚 ， 但 他 的 婚姻 很 不 幸 ， 由 于 他 的 妻子 是 半 残 疾 人 ， 所 以 很 多 家 务 事 都 做 
不 了 ， 这 无 疑 给 哈密 顿 徒 增 了 很 多 烦恼 。 在 他 生命 的 最 后 20 年 中 ， 哈 密 顿 过 着 醒酒 和 隐居 的 生活 。1865 
年 ， 他 死 于 痛风 ， 留 下 大 量 文稿 ， 其 中 包含 还 未 发 表 的 研究 结果 。 在 这 些 文稿 中 ， 混 杂 着 不 少 盘 子 ， 许 
多 盘子 里 还 盛 着 早已 脱水 的 吃 剩 下 的 排骨 。 
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10.5.4 哈密 顿 回路 的 应 用 
可 以 用 哈密 顿 通 路 和 哈密 顿 回 路 来 解决 实际 问题 。 例 如 ， 许 多 应 用 都 要 求 一 条 通路 或 回路 
恰好 访问 一 个 城市 的 每 个 路 口 、 一 个 设备 网 格 的 每 个 管道 交汇 处 或 者 一 个 通信 网 络 的 每 个 节点 


一 次 。 求 出 适当 图 模型 中 的 哈密 顿 通 路 或 哈密 顿 回路 就 可 以 解决 这 样 的 问题 。 著 名 的 旅行 商 问 
题 (TSP) 要 求 一 个 旅行 商 为 了 访问 一 组 城市 所 应 当选 取 的 最 短路 线 。 这 个 问题 可 归结 为 求 完 全 
图 的 哈密 顿 回 路 ,使 这 个 回路 的 边 的 权 的 
总 和 尽 可 能 小 。 我 们 将 在 10. 6 节 回 到 这 个 
A ANA 
现在 给 出 哈密 顿 回路 在 编码 上 的 一 种 
格雷 码 ”旋转 的 指针 的 位 置 可 以 
表示 成 数字 的 形式 。 一 种 方式 是 把 圆周 等 a) b) 
分 成 2" 段 弧 并 且 用 长 度 为 n 的 比特 串 给 每 图 12 把 指针 位 置 转换 成 数字 形式 
段 弧 赋值 。 图 12 显示 出 了 用 长 度 为 3 的 比 
特 串 来 这 样 做 的 两 种 方式 。 
用 个 接触 点 的 集合 来 确定 指针 位 置 的 数字 表示 。 每 个 接触 点 用 来 读 出 位 置 的 数字 表示 中 
的 一 位 。 图 13 对 图 12 中 的 两 种 赋值 进行 了 说 明 。 
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加 布 里 尔 ， 安德鲁 。， 狄 拉克 (Gabriel Andrew Dirac，1925 一 1984) 加 布 里 尔 出 生 
于 匈牙利 的 首都 布达佩斯 。1937 年 ， 他 的 母亲 改嫁 给 了 著名 的 物理 学 家 诺 贝 尔 奖 获 
得 者 保罗 。 阿 德里 安 . 毛里 斯 ， 狄 拉克 ， 于 是 他 跟随 母亲 来 到 了 英国 。1942 年 ， 狄 
拉克 考 入 了 剑桥 大 学 ,但 是 由 于 第 二 次 世界 大 战 期 间 航 空 工业 的 战 时 服务 ， 狄 拉克 
被 迫 中 断 学 业 。1951 年 ， 狄 拉克 在 伦敦 大 学 取得 了 数学 专业 的 博士 学 位 。 后 来 ,他 
本 | 先后 在 英国 、 加 拿 大 、 奥 地 利 、 德 国 和 丹麦 任教 14 年 。 在 狄 拉克 事业 的 初期 ， 他 对 
Cour on GE rn 图 论 有 着 浓厚 的 兴趣 ， 他 提升 了 图 论 研 究 的 重要 性 ， 并 在 图 论 的 诸多 领域 ， 例 如 图 
的 着 色 和 哈密 尔 顿 回路 等 方面 ， 做 出 了 巨大 的 贡献 。 与 此 同时 ， 狄 拉克 吸引 了 众多 
学 生 参 与 图 论 的 理论 研究 中 ， 不失为 一 名 出 色 的 教师 。 
狄 拉克 以 他 敏锐 的 洞察 力 而 著称 ， 他 在 政治 和 社会 生活 领域 的 很 多 问题 上 都 有 自己 独到 的 见解 。 此 
外 ， 狄 拉克 还 有 很 多 的 兴趣 爱好 ， 其 中 美术 是 他 的 最 爱 。 狄 拉克 和 他 的 妻子 罗斯 玛丽 养育 了 4 个 孩子 ， 
家 庭 生活 十 分 幸福 美满 。 
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奥 斯 丁 。 欧 尔 (Gystein Ore，1899 一 1968) ”了 欧 尔 出 生 于 克里斯蒂 安 尼 亚 ( 现 称 奥 
斯 陆 ， 挪 威 的 首都 )。1922 年 ， 他 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 取得 学 士 学 位 ， 三 年 后 获得 
数学 系 博 士 学 位 。1927 年 ， 他 放弃 了 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 的 初级 职称 ， 来 到 了 导 
鲁 大 学 任职 。 在 耶鲁 大 学 ， 他 晋升 得 很 快 ， 仅 用 了 两 年 的 时 间 就 升 到 了 正教 授 的 位 
置 。1931 年 ， 他 被 选 为 斯 特 林 讲座 教授 (Sterling Professor) ， 并 一 直 任职 至 1968 年 。 

欧 尔 对 数论 、 环 论 、 格 论 、 图 论 和 概率 论 的 研究 都 做 出 了 巨大 的 贡献 。 他 是 一 
个 多 产 作 者 ， 发 表 了 大 量 论文 并 编著 了 多 部 书籍 。 欧 尔 对 数学 史 有 着 浓厚 的 兴趣 ， 





Courtesy of Museum o) 
Universit tai (MOY 他 编写 的 人 物 传记 《 亚 伯 和 卡尔 达 诺 》(Abel and Cardano) 和 教科 书 《 数 论 及 其 历史 》 
(Number Theory and its History) 中 就 充分 说 明了 这 一 点 。 从 1960 年 到 1969 年 的 十 年 间 ， 欧 尔 编写 了 4 
本 关于 图 论 的 书籍 。 

第 二 次 世界 大 战 期 间 和 第 二 次 世界 大 战 结束 后 ， 欧 尔 为 保护 他 的 祖国 挪威 ， 发挥 了 重大 作用 。1947 
年 ， 挪 威 国王 哈 康 七 世 授 予 他 圣 奥 拉 夫 副 士 的 封号 以 表彰 他 为 保护 祖国 做 出 的 贡献 。 欧 尔 对 绘画 和 雕塑 
颇 有 研究 ， 此 外 ， 他 也 十 分 热衷 收集 古 地 图 。 欧 尔 已 经 结婚 ， 并 有 两 个 孩子 。 








当 指针 靠近 两 段 弧 的 边界 时 ， 在 读 出 指针 位 置 时 可 能 发 生 错误 。 这 可 能 引起 读 出 的 比特 串 
有 一 个 大 的 错误 。 例如， 在 图 12a 的 编码 方案 里 ， 若 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 发 生 了 一 个 小 的 
错误 ， 则 读 出 的 比特 串 是 100 而 不 是 011。 所 有 三 位 都 是 错 的 ! 为 了 把 在 确定 指针 位 置 的 过 程 
中 的 错误 影响 降 到 最 低 ， 用 比特 串 对 2” 段 弧 赋 值 ， 使 相 邻 的 弧 所 表示 的 比特 串 只 相差 一 位 。 
12b 的 编码 方案 恰好 就 是 这 样 。 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 一 个 错误 使 给 出 的 比特 串 为 010 而 
不 为 011。 只 有 一 位 是 错 的 。 

此 处 第 三 位 为 1 


2 此 处 第 三 位 为 1 

此 处 第 此 处 第 二 位 习 二 
5 3— 二 位 为 ] 

2 0 此 外 第 三 位 NS 了 


此 处 第 一 位 为 1 
此 处 第 三 位 为 1 此 处 第 二 位 为 1 
图 13 指针 位 置 的 数字 表示 
格雷 码 是 圆 弧 的 一 种 标记 ,使 得 相 邻 的 弧 具 有 恰好 相差 一 位 的 比特 串 标 记 。 在 图 12b 中 的 


此 处 第 一 位 为 1 


赋值 是 一 个 格雷 码 。 可 以 这 样 找 出 格雷 码 : 以 下 述 方式 列 出 所 110 111 
有 长 度 为 n 的 比特 串 ， 使 得 每 一 个 串 与 前 一 个 串 恰 好 相差 一 位 ， E> 
而 且 最 后 一 个 串 与 第 一 个 串 恰 好 相差 一 位 。 可 以 用 nn 立 方 体 Q， Wd 

来 为 这 个 问题 建 模 。 解 决 这 个 问题 所 需要 的 是 Q, 中 的 一 条 哈密 中 


顿 回路 。 这 样 的 哈密 顿 回路 容易 求 出 。 例 如 ，Q, 的 一 条 哈密 顿 

回路 显示 在 图 14 中 。 这 条 哈密 顿 回路 所 产生 的 前 后 恰好 相差 一 i 

位 的 比特 串 序 列 是 O000s00T 7 OE "OLO TlO% lis T0901l,, L100 
格雷 码 是 以 弗兰克 。 格雷 的 名 字 来 命名 的 。20 世纪 40 年 

代 ， 格 雷 在 贝尔 实验 室 研 究 如 何 把 数字 信号 传送 过 程 中 错误 的 

影响 降 到 最 低 时 发 明了 它们 。 4 


练习 
在 练习 1 一 8 中 ， 判 定 给 定 的 图 是 否 具有 欧 拉 回路 。 若 存在 ， 构 造 这 样 的 回路 ; 如 果 不 存 在 ， 就 确定 这 个 
图 是 否 具有 欧 拉 通 路 ， 若 存在 ， 则 构造 这 样 的 通路 。 


图 14 Q; 的 哈密 顿 回路 








SE 1 m n 0 

9. 设 除 了 哥 尼 斯 堡 的 7 座 桥 之 外 (如 图 1 所 示 )， 还 有 另外 2 座 桥 。 这 些 新 桥 分 别 连 接 区 域 B 和 C 以 及 区 
域 B 和 DD。 是 否 有 人 能 够 经 过 这 9 座 桥 恰好 一 次 并 且 回 到 出 发 点 ? 
10. 是 否 有 人 能 够 经 过 下 图 所 示 的 所 有 桥 恰好 一 次 并 且 回 到 出 发 点 ? 





11. 何 时 可 以 画 出 一 个 城市 街道 的 中 心 线 而 不 重复 经 过 街道 (假设 所 有 街道 都 是 双向 街道 )? 
12. 设计 一 个 与 算法 1 相似 的 过 程 ， 它 能 够 在 多 重 图 里 构造 欧 拉 通 路 。 
在 练习 13 一 15 中 ， 判 定 是 否 可 以 用 一 支 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 所 示 的 图 形 。 


ET 


* 16. 证 明 : 不 带 有 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 了 欧 拉 回路 ， 当 且 仅 当 该 图 是 弱 连 通 的 并 且 每 个 顶点 的 入 度 与 
出 度 都 相等 。 
* 17. 证 明 : 不 带 有 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 欧 拉 通 路 而 没有 欧 拉 回 路 ， 当 且 仅 当 该 图 是 弱 连 通 的 并 且 存 
在 两 个 项 点， 一 个 顶点 的 入 度 比 出 度 大 1 而 另外 一 个 顶点 的 出 度 比 和 人 度 大 1， 其 余 每 个 顶点 的 人 度 与 
出 度 都 相等 。 
在 练习 18 一 23 中 ,判断 所 示 的 有 向 图 是 否 具 有 了 欧 拉 回路 。 若 存在 欧 拉 回路 ， 则 构造 一 条 欧 拉 回路 。 如 果 
不 存在 欧 拉 回路 ， 就 判断 这 个 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 通 路 。 若 存在 欧 拉 通 路 ， 则 构造 一 条 欧 拉 通路 。 


18. a b 19. a b 20. a b C 
到 d 


入 








* 24. 
25. 
26. 


27. 
28. 


29. 


设计 一 个 构造 有 向 图 中 欧 拉 回 路 的 算法 。 

设计 一 个 构造 有 向 图 中 欧 拉 通路 的 算法 。 

对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 具有 欧 拉 回 路 ? 

a) 天 ， b) C， Ws: d)Q， 

对 哪些 n 值 来 说 ,练习 26 中 的 图 具有 欧 拉 通路 而 没有 欧 拉 回路 ? 

对 哪些 m 入 值 来 说 ， 完 全 二 分 图 玉 。, 具 有 

a) 欧 拉 回 路 ? b) 欧 拉 通 路 ? 

当 不 重复 任何 部 分 地 画 出 练习 1 一 7 中 的 每 个 图 时 ， 求 出 铅笔 必须 离开 纸 面 的 最 少 次 数 。 


在 练习 30 一 36 中 ， 判断 所 给 的 图 是 否 具有 哈密 顿 回路 。 若 有 哈密 顿 回路 ， 则 求 出 这 样 一 条 回路 。 
哈密 顿 回 路 ， 则 论证 为 什么 不 存在 这 样 的 回路 。 


30. 





37, 
38. 
39. 
40. 
. 练习 34 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 


42. 
43. 


44. 
45. 


* 46. 


47. 


a d 31. 4 b 
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若 没 有 


\ 
/| 


练习 30 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
练习 31 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
练习 32 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
练习 33 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 


练习 35 中 的 图 有 哈密 顿 通 路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， ie te i 


练习 36 中 的 图 有 哈密 顿 通 路 吗 ?” 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理 
由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
对 哪些 n 值 来 说 ， 练 习 26 中 的 图 具有 哈密 顿 回路 ? 


对 哪些 m 和 值 来 说 ,完全 二 分 图 K。, 具 有 哈密 顿 回路 ? 及 
证 明 : 右 图 所 示 的 彼得 森 图 没有 哈密 顿 回路 ， 但 是 通过 删除 一 个 顶 SA 
和 所 有 与 v 关联 的 边 ， 得 到 的 子 图 却 有 哈密 顿 回路 。 记 
对 于 下 列 各 图 确定 : (i) 能 否 用 狄 拉克 定理 来 证 明 这 个 图 有 哈密 顿 回 Wayl 
路 ; (ii) 能 和 否 用 欧 尔 定理 来 证 明 这 个 图 有 哈密 顿 回路 ; (iii) 这 个 图 是 否 


有 哈密 顿 回路 。 


48. 


x* 49. 
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但 向 义 迪 


能 否 找 到 一 个 带 及 个 项 点 的 简单 图 (n 宇 3)， 这 个 图 没有 哈密 顿 回路 ,但 是 这 个 图 中 每 个 顶点 的 度 
至 少 是 (x 一 1)y2% 

证 明 : 当 nn 是 正 整 数 时 ， 存 在 n 阶 格雷 码 ， 或 者 等 价 地 证 明 : ”1 的 n 立方体 Q, 总 是 具有 哈密 顿 回 
路 。[ 提 示 : 用 数学 归纳 法 。 证 明 如 何 从 nn 一 1 阶 格雷 码 产 生 n 阶 格 雷 码 。] 





构造 欧 拉 回路 的 Fleury 算法 发 表 于 1883 年 。 该 算法 是 从 连通 多 重 图 的 任意 一 个 顶点 开始 ， 连 续 地 选择 边 
来 形成 一 条 回路 。 一 旦 选择 了 一 条 边 ， 就 删除 这 条 边 。 连 续 地 选择 边 ， 使 得 每 条 边 从 上 一 条 边 结束 的 地 
方 开始 ， 而 且 使 得 这 条 边 不 是 一 条 割 边 ， 除 非 别 无 选择 。 


S0. 
光 沪 让。 
着: 

S4. 


55., 


格 ， 


子 (zx 土 2，y 土 1)、(zx 土 1，y 十 2) 中 的 任何 一 个 ， 只 要 这 些 格子 是 在 棋盘 
E:; 


用 Fleury 算法 找 出 在 图 5 中 图 G 的 欧 拉 回 路 。 

用 伪 代 码 表达 Fleury 算法 。 

证 明 : Fleury 算法 总 是 产生 一 条 欧 拉 回路 。 

给 出 Fleury 算法 的 变种 以 产生 欧 拉 通 路 。 

一 个 诊断 消息 可 以 在 计算 机 网 络 上 发 出 ， 以 便 在 所 有 链 路 和 所 有 设备 
上 执行 测试 。 为 了 测试 所 有 的 链 路 ， 应 当 使 用 什么 类 型 的 通路 ? 为 了 
测试 所 有 的 设备 呢 ? 

证 明 : 带 有 奇数 个 顶点 的 二 分 图 没有 哈密 顿 回路 。 

在 国际 象棋 中 马 是 这 样 一 种 棋子 ， 它 的 移动 可 以 是 水 平 两 格 加 垂直 一 
或 者 是 水 平一 格 加 垂直 两 格 。 即 在 (z，y) 格 子 的 马 可 以 移动 到 8 个 格 








如 右 图 所 示 。 


马 的 周游 是 马 的 合法 移动 的 序列 ， 马 在 某 个 格子 上 开始 且 访 问 每 个 格子 恰好 一 次 。 若 存在 一 种 合法 移动 ， 
让 马 从 周游 的 最 后 一 个 格子 回 到 周游 开始 的 地 方 ， 则 马 的 周游 称 为 重 返 的 。 可 以 用 图 为 马 的 周游 建 模 ， 
其 中 棋盘 上 每 个 格子 都 用 一 个 顶点 来 表示 ， 若 马 可 以 在 两 个 顶点 所 表示 的 格子 之 间 合 法 地 移动 ， 则 用 一 
条 边 连接 这 两 个 顶点 。 


56. 
S7。 
58. 


*59; 
* 60. 
< 61. 
62. 
63. 


x 64. 
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画 出 表示 马 在 3X3 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 。 

画 出 表示 马 在 3X4 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 。 

a) 证 明 : 求 马 在 mXn 棋盘 上 的 周游 等 价 于 求 表示 马 在 该 棋盘 上 合法 移动 的 图 的 哈密 顿 通路 。 

b) 证 明 : 求 马 在 mXn 棋盘 上 的 重 返 的 周游 等 价 于 求 所 对 应 的 图 上 的 哈密 顿 回路 。 

证 明 : 存在 马 在 3X4 棋盘 上 的 周游 。 

证 明 : 不 存在 马 在 3X3 棋盘 上 的 周游 。 

证 明 : 不 存在 马 在 4X4 棋盘 上 的 周游 。 

证 明 : 当 m 和 nn 都 是 正 整数 时 ， 表 示 马 在 mXn 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 是 二 分 图 。 

证 明 : 当 m 和 nn 都 是 奇数 时 ,不 存在 马 在 mXn 棋盘 上 的 重 返 的 周游 。[ 提 示 ; 利用 练习 55、 练 习 
58b 和 练习 62。] 

证 明 : 存在 马 在 8X8 棋盘 上 的 周游 。[ 提 示 ; 你 可 以 用 沃 恩 斯 道夫 于 1823 年 发 明 的 下 列 方法 来 构造 
马 的 周游 。 从 任意 格子 开始 ， 然 后 总 是 移动 到 与 最 少数 目的 没有 用 过 的 格子 连接 的 一 个 格子 上 。 虽 
然 这 个 方法 不 能 总 是 产生 马 的 周游 ， 但 是 它 确实 很 有 效 

本 练习 粗略 介绍 欧 尔 定理 的 证 明 。 假 设 G 是 带 有 nn 个 顶点 的 简单 图 , n 宇 3,， 并 且 当 x 和 y 是 G 中 不 
相 邻 的 顶点 时 ，deg(x) 十 deg(y) 宇 n。 欧 尔 定理 称 在 这 些 条 件 下 ，G 有 哈密 顿 回路 。 

a2) 证 明 : 如 果 G 没 有 哈密 顿 回 路 ， 则 存在 男 一 个 带 有 与 G 相同 项 点 的 图 及 ,可 以 这 样 来 构造 互 : 加 


66. 


67. 
* 68. 


图 623 





入 边 到 G 使 得 加 入 一 条 边 就 产生 日 中 的 哈密 顿 回路 。[ 提 示 : 依次 在 G 的 每 个 顶点 加 入 不 产生 哈 
密 顿 回路 的 尽 可 能 多 的 边 。] 

b) 证 明 : 在 互 中 存在 哈密 顿 通路 。 

中 设 ，v,，…，v, 是 瑞 中 的 哈密 顿 通路 。 证明: deg(w) 十 deg(v,) 之 n 并 且 至 多 存在 deg(uw ) 个 项 
点 不 与 v, 相 邻 (包括 v 在 内 )。 

d) 设 S 是 与 哈密 顿 通路 上 与 w 相 邻 的 每 个 顶点 前 面 的 顶点 的 集合 。 证 明 S 包含 deg(uw ) 个 顶点 并 且 世 你 S。 

e) 证 明 : S 包含 与 v， 相 邻 的 顶点 v:。 这 蕴含 着 存在 连接 vi 与 w+1 和 wv 与 
vn 的 边 。 

们 证明: e) 蕴 含 着 如，ve Wi 0 1， 是 G 中 
的 哈密 顿 回路 。 从 这 个 矛盾 得 出 欧 尔 定理 成 立 。 

证 明 : 求 所 有 顶点 度数 都 为 偶数 的 连通 图 的 欧 拉 回路 的 算法 1 的 最 坏 情形 





计算 复杂 度 是 Ol(m)， 其 中 mm 是 G 中 的 边 数 。 \ 
证 明 右 图 不 含有 哈密 顿 回路 。 
证 明 : 求 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 图 的 欧 拉 回 路 的 算法 1 的 最 坏 情 形 


计算 复杂 度 是 Ol(m)， 其 中 mm 是 G 中 的 边 数 。 


10.6 最 短 通 路 问题 


10. 


6. 1 引言 
许多 问题 可 以 用 边 上 赋 权 的 图 来 建 模 。 作 为 说 明 ， 考 虑 航线 系统 如 何 建 模 。 如 果 用 顶点 表 


示 城 市 ， 用 边 表示 航班 ， 就 可 以 得 到 基本 的 图 模型 。 给 边 赋 上 城市 之 间 的 距离 ， 就 可 以 为 涉及 
距离 的 问题 建 模 ; 给 边 赋 上 飞行 时 间 ， 就 可 以 为 涉及 飞行 时 间 的 问题 建 模 ; 给 边 赋 上 票 价 ， 就 
可 以 为 涉及 票 价 的 问题 建 模 。 图 1 显示 了 给 一 个 图 的 边 赋 权 的 三 种 不 同方 式 ， 分 别 表示 距离 、 
飞行 时 间 和 票 价 。 


Links 》 





Paul Fearm/Alamy Stock 
Photo 





朱 理 乌 斯 . 彼得 。 克 里 西 安 。 彼得 森 (Julius Peter Christian Petersen，1839 一 
| 1910) 彼得 森 出 生 在 丹麦 的 索 镇 。 他 的 父亲 是 一 名 染 匠 。1854 年 ， 他 的 父母 再 也 负 
| 担 不 起 他 的 学 费 ， 于 是 让 他 到 叔叔 的 杂货 店 当 学 徒 。 他 叔叔 死 的 时 候 给 彼得 森 留 下 
| 足够 的 钱 让 他 重新 回 到 学 校 。 毕 业 后 ， 他 在 哥本哈根 理工 学 院 开 始 学 习 工 程 学 ， 随 
| 后 决定 专攻 数学 。1858 年 ， 他 出 版 了 第 一 本 书 , 一 本 关于 对 数 的 教科 书 。 当 继承 的 
遗产 用 完 之 后 ， 彼 得 森 不 得 不 靠 教书 来 谋生 。1859 年 到 1871 年 间 ， 彼 得 森 在 哥 本 哈 
根 的 一 所 私立 贵族 高 中 教书 。 他 一 边 教 书 一 边 继 续 他 的 学 业 ， 并 于 1862 年 进入 哥 本 
哈 根 大 学 。 同 年 ， 他 与 劳 拉 ， 伯 特 森 结婚 。 他 们 育 有 3 个 孩子 ， 两 男 一 女 。 
1866 年 ， 彼 得 森 从 哥本哈根 大 学 获得 数学 学 位 ， 并 于 1871 年 从 该 校 最 终 获 得 博士 学 位 。 得 到 博士 


学 位 后 ， 他 在 理工 与 军事 学 院 任 教 。1887 年 他 被 任命 为 哥本哈根 大 学 的 教授 。 在 丹麦， 彼得 森 因 著 有 大 
量 的 高 中 和 大 学 教科 书 而 知名 。 其 中 《解决 几何 构造 问题 的 方法 和 理论 》(Methods and Theories for the 
Solution of Problems of Geometrical Construction) 被 译 成 8 种 语言 ， 英 文 版 最 近 的 一 次 重印 是 在 1960 年 ， 
而 法 文 版 最 近 的 一 次 重印 是 在 1990 年 ， 距 离 初版 已 经 超过 了 一 个 世纪 。 


彼得 森 的 研究 领域 很 广泛 ,包括 代数 学 、 分 析 学 、 密 码 学 、 几 何 学 、 力 学 、 数 理 经 济 学 以 及 数论 。 


他 对 图 论 的 贡献 ， 包 括 有 关 正 则 图 的 结果 ， 最 为 著名 。 他 以 论述 的 清晰 性 、 解 决 问题 的 技巧 性 和 独创 


性 、 


讲话 的 幽默 感 、 充 沛 的 精力 以 及 擅长 教学 而 闻名 。 彼 得 森 不 愿意 读 其 他 数学 家 的 著作 。 所 以 ， 他 


经 常 证 明 一 些 已 经 被 别人 证 明 过 的 结果 而 常常 陷于 二 从 之 中 。 不 过 ， 他 却 无 法 忍受 其 他 的 数学 家 不 读 
他 的 作品 。 


安 。 


彼得 森 去 世 的 消息 曾 刊登 在 哥本哈根 报纸 的 头 版 。 当 时 一 家 报纸 把 他 誉 为 科学 界 的 汉 斯 。 克 里 西 
安徒生 一 一 在 学 术 世 界 里 做 出 巨大 贡献 的 人 民 之 子 。 
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图 1 为 航线 系统 建 模 的 加 权 图 


给 每 条 边 赋 上 一 个 数 的 图 称 为 加 权 图 。 加 权 图 用 来 为 计算 机 网 络 建 模 。 通 信 成 本 (比如 租 
用 电话 线 的 月 租 费 )、 计 算 机 在 这 些 线路 上 的 响应 时 间或 计算 机 之 间 的 距离 等 都 可 以 用 加 权 图 
来 研究 。 图 2 显示 三 个 加 权 图 ， 它 们 表示 给 计算 机 网 络 图 的 边 赋 权 的 三 种 方式 ,分 别 对 应 于 距 
离 、 响 应 时 间 和 成 本 。 

与 加 权 图 有 关 的 几 种 类 型 的 问题 经 常 出 现 。 确 定 网 络 中 两 个 顶点 之 间 长 度 最 短 的 通路 就 是 
一 个 这 样 的 问题 。 说 得 更 具体 些 ， 设 加 权 图 中 一 条 通路 的 长 度 是 这 条 通路 上 各 条 边 的 权 的 总 
和 。 (读者 应 当 注 意 ， 对 术语 长 度 的 这 种 用 法 ， 与 表示 不 加 权 的 图 的 通路 中 边 数 的 长 度 的 用 法 
是 不 同 的 。.) 问 题 是 : 什么 是 最 短 通路 ， 即 什么 是 在 两 个 给 定 顶 点 之 间 长 度 最 短 的 通路 ?例如 ， 
在 图 1 所 示 加 权 图 表示 的 航线 系统 中 ， 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 以 空中 距离 计算 的 最 短 通路 是 什 
么 ? 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 什 么 样 的 航班 组 合 的 总 飞行 时 间 ( 即 在 空中 的 总 时 间 ， 不 包括 航班 
之 间 的 时 间 ) 最 短 ? 在 这 两 个 城市 之 间 的 最 低 费 用 是 多 少 ? 在 图 2 所 示 的 计算 机 网 络 中 ， 连 接 
旧金山 的 计算 机 与 纽约 的 计算 机 所 需要 的 最 便宜 的 一 组 电话 线 是 什么 ?” 哪 一 组 电话 线 给 出 旧 金 
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山 与 纽约 之 间 通 信 的 最 快 响应 时 间 ? 哪 一 组 电话 线 有 最 短 的 总 距离 ? 
距离 , 波士顿 





响应 时 间 波士顿 





达拉斯 


月 租 费 





图 2 为 计算 机 网 络 建 模 的 加 权 图 


与 加 权 图 有 关 的 另外 一 个 重要 问题 是 : 求 访问 完全 图 每 个 顶点 恰好 一 次 的 、 总 长 度 最 短 的 
回路 。 这 就 是 著名 的 旅行 商 问 题 ， 它 求 一 位 推销 员 应 当 以 什么 样 的 顺序 来 访问 其 路 程 上 的 每 个 
城市 恰好 一 次 ， 使 得 他 旅行 的 总 距离 最 短 。 本 节 后 面 将 讨论 旅行 商 问题 。 

10. 6.2 最 短 通路 算法 

求 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 有 多 个 不 同 的 算法 。 下 面 将 给 出 荷兰 数学 家 下 , 迪克 une》 
斯 特 拉 (Edsger Dijkstra) 在 1959 年 所 发 现 的 一 个 解决 无 向 加 b 3 c 
权 图 中 最 短 通路 问题 的 算法 ， 其 中 所 有 的 权 都 是 正 数 。 可 以 
很 容易 地 将 它 修改 来 解决 有 向 图 里 的 最 短 通路 问题 。 

在 给 出 这 个 算法 的 形式 化 表示 之 前 ， 先 给 出 一 个 启发 性 “ 
的 例子 。 

在 图 3 所 示 的 加 权 图 里 ，a 和 > 之 间 最 短 通路 的 长 
度 是 多 少 ? 图 3 一 个 加 权 的 简单 图 
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解 虽然 通过 观察 可 以 很 容易 求 出 最 短 通 路 ， 但 是 需要 一 些 有 助 于 理解 迪克 斯 特 拉 算 法 
(Dijkstra”s algorithmy) 的 办 法 。 解 决 这 个 问题 的 方法 是 : 求 出 从 a 到 各 个 后 继 顶 点 的 最 短 通路 ， 
直到 到 达 > 为 止 。 

从 a 开始， 不 包含 除 a 之 外 的 顶点 的 唯一 通路 是 增加 一 条 以 a 为 端点 的 边 。 这 些 通路 仅 有 
一 条 边 ， 它 们 是 长 度 分 别 为 4 和 2 的 a, 5 和 a，d。 所 以 d 是 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 从 a 到 4 的 
最 短 通 路 的 长 度 是 2。 

可 以 通过 查看 所 有 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d} 中 的 顶点 的 最 短 通 路 ,找到 第 二 个 最 近 的 顶 
点 ， 接 着 的 边 以 {a，4d} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 男 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 有 两 条 这 样 的 通路 ， 
a，d,，e 长 度 为 7,，a, 5b 长 度 为 4。 所 以 ,第 二 个 与 a 最 靠近 的 顶点 是 5， 从 a 到 5b 的 最 短 通路 
的 长 度 是 4。 

为 了 找 出 第 三 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 只 需要 检查 那些 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d,， 65} 中 的 顶 
点 的 最 短 通路 ， 接 着 的 边 以 fa，&， 外 } 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 另 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 有 3 
条 这 样 的 通路 : 长 度 为 7 到 < 的 通路 ， 即 a, 6，c; 长 度 为 7 到 ee 的 通路 ， 即 ca，20，e; 以 及 长 
度 为 5 到 ee 的 通路 ， 即 wa“，%&，e。 因 为 最 短 的 通路 是 wa，&，e， 所 以 e 是 第 三 个 与 a 最 靠近 的 顶 
点 ， 而 且 从 a 到 e 的 最 短 通路 的 长 度 为 5。 

为 了 找 出 第 四 个 与 a 最 靠近 的 顶点， 只 需要 检查 那些 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d，65，e}) 中 的 
顶点 的 最 短 通路 ， 接 着 的 边 以 {a，d，65，e} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 另 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 
有 两 条 这 样 的 通路 : 长 度 为 7 到 < 的 通路 ， 即 a, 6,，c; 以 及 长 度 为 6 到 zz 的 通路 ， 即 a, 4d， 
e，x。 因 为 相对 短 的 通路 是 a,，d,，e，z， 所 以 x 是 第 四 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ,而 且 从 a 到 z 的 
最 短 通路 的 长 度 为 6。 4 

例 1 说 明了 在 迪克 斯 特 拉 算 法 中 使 用 的 一 般 原 理 。 注 意 通 过 检查 每 条 从 a 到 x 的 通路 就 可 
以 求 出 从 a 到 > 的 最 短 通路 。 不 过 ， 无 论 对 人 还 是 对 计算 机 来 说 ， 这 种 方法 对 于 边 数 很 多 的 图 
都 是 不 切实 际 的 。 

现在 将 考虑 一 般 问题 ,在 无 向 连通 简单 加 权 图 中 , 求 出 a 与 z 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 迪 
克 斯 特 拉 算 法 如 下 进行 : 求 出 从 a 到 第 一 个 顶点 的 最 短 通 路 的 长 度 ， 从 a 到 第 二 个 顶点 的 最 短 
通路 的 长 度 ， 以 此 类 推 ， 直到 求 出 从 a 到 > 的 最 短 通路 的 长 度 为 止 。 还 有 一 个 便利 之 处 是 ,很 
容易 扩展 这 个 算法 , 求 出 从 a 到 不 只 是 = 的 所 有 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 。 

这 个 算法 依赖 于 一 系列 的 迭代 。 通 过 在 每 次 迭代 中 添加 一 个 顶点 来 构造 特殊 顶点 的 集合 。 
在 每 次 迭代 中 完成 一 个 标记 过 程 。 在 这 个 标记 过 程 中 ， 用 只 包含 特殊 顶点 集合 中 的 顶点 的 从 a 
到 w 的 最 短 通路 的 长 度 来 标记 w。 添 加 到 特殊 顶点 集合 中 的 顶点 是 尚 在 集合 之 外 的 那些 顶点 中 
带 有 最 小 标记 的 顶点 。 

现在 给 出 迪克 斯 特 拉 算 法 的 细节 : 它 首先 用 0 标记 a 而 用 < 标记 其 余 的 顶点 。 用 记号 
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| 爱 德 思 葛 。 韦伯。 迪克 斯 特 拉 (Edsger Wybe Dijkstra，1930 一 2002) ”迪克 斯 特 拉 
| 出生 在 荷兰 。20 世纪 50 年 代 初 期 ， 当 他 在 雷 登 大 学 学 习 理论 物理 时 ， 他 就 开始 编写 
计算 机 程序 。1952 年 ， 当 他 意识 到 自己 对 程序 设计 比 对 物理 学 更 感 兴趣 时 ， 他 迅速 
| 地 完成 了 物理 学 课程 的 学 习 ， 转 而 开始 程序 员 生 涯 , 尽管 当时 程序 设计 还 没有 被 认 
为 是 一 种 职业 。(1957 年 ， 阿 姆 斯 特 丹 当 局 拒绝 接受 他 在 结婚 证 上 的 工作 一 栏 里 把 
[| “程序 设计 ”作为 职业 。 无 奈 之 下 ， 他 只 好 改 成 了 “理论 物理 学 家 ”.) 

迪克 斯 特 拉 一 直 是 把 程序 设计 作为 一 个 科学 学 科 的 最 有 力 的 倡导 者 之 一 。 他 在 
下 述 领 域 做 出 了 黄 基 性 的 贡献 : 操作 系统 ， 其 中 包括 死 锁 避 免 ， 程序 设计 语言 ， 其 
中 包括 结构 化 程序 设计 的 概念 ， 以 及 算法 。1972 年 迪克 斯 特 拉 获 得 了 计算 机 学 会 颁发 的 图 灵 奖 ， 这 是 计 
算 机 科学 里 最 具 影 响 力 的 奖项 之 一 。1973 年 迪克 斯 特 拉 ， 成 为 伯劳 福 斯 研究 员 ，1984 年 他 被 任命 为 得 克 
萨 斯 大 学 奥 斯 丁 分 校 的 计算 机 科学 教授 。 





Source: Hamilton Richards 
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Lo(a) 二 0 和 Lo(z) 王 ce 表示 在 没有 发 生 任 何 和 迭代 之 前 的 这 些 标记 (下 标 0 表示 “第 0 次 ” 迭 
代 )。 这 些 标记 是 从 a 到 这 些 顶 点 的 最 短 通路 的 长 度 ， 其 中 这 些 通 路 只 包含 项 点 a。( 因 为 不 存 
在 从 a 到 其 他 顶点 的 这 种 通路 ， 所 以 ce 是 去 与 这 样 的 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。) 

迪克 斯 特 拉 算 法 是 通过 形成 特殊 顶点 的 集合 来 进行 的 。 设 S 表示 在 标记 过 程 & 次 迭代 之 
后 的 特殊 顶点 集 。 首 先 令 5S, 二名。 集合 S; 是 通过 把 不 属于 S;_; 的 带 最 小 标记 的 顶点 添加 到 
S,，_, 里 形成 的 。 

一 旦 把 x 添加 到 S, 中 ， 就 更 新 所 有 不 属于 Si 的 顶点 的 标记 ， 使 得 顶点 v 在 第 个 阶段 的 
标记 Li(v) 是 只 包含 S; 中 顶点 ( 即 已 有 的 特殊 顶点 再 加 上 的 从 a 到 w 的 最 短 通 路 的 长 度 。 注 
意 ， 在 每 一 步 中 选择 添加 到 S 中 的 顶点 ua， 都 是 一 个 最 优选 择 ， 使 之 成 为 贪 禁 算法 (我 们 将 简 
要 证 明 这 个 贪 焚 算法 总 是 得 到 最 优 解 ) 。 

设 v 是 不 属于 S, 的 一 个 顶点 。 更 新 v 的 标记 ,注意 Li(v) 是 只 包含 S; 中 顶点 的 从 a 到 wv 的 
最 短 通路 的 长 度 。 当 利用 下 面 的 观察 结果 时 ， 就 可 以 有 效 地 完成 这 个 更 新 : 只 包含 S 中 顶点 
的 从 a 到 v 的 最 短 通路 ， 要 么 是 只 包含 S，, 中 顶点 ( 即 不 包括 wx 在 内 的 特殊 顶点 ) 的 从 “到 的 
最 短 通路 ， 要 么 是 在 第 & 一 1 阶段 加 上 边 (u，wv) 的 从 a 到 w 的 最 短 通路 。 换 句 话 说 ， 

Layv) = min(Le Car td) sr (Gm) FF wl od)} 
其 中 ，w(u，wv) 是 以 ww 和 w 为 端点 的 边 的 长 度 。 这 个 过 程 这 样 迭代 : 依次 添加 顶点 到 特殊 顶点 
集中 ， 直 到 添加 = 为 止 。 当 把 = 添加 到 特殊 顶点 集中 时 ， 它 的 标记 就 是 从 “到 > 的 最 短 通路 的 
长 度 。 

算法 1 是 迪克 斯 特 拉 算 法 。 随 后 将 证 明 这 个 算法 的 正确 性 。 注 意 ， 当 继续 这 个 过 程 直到 所 
有 顶点 都 加 入 到 特殊 顶点 集中 时 ， 就 可 以 求 出 从 a 到 图 中 所 有 其 他 顶点 的 最 短 通 路 的 长 度 。 





算法 1 迪克 斯 特 拉 算 法 
procedure Dijkstra(G: 所 有 权 都 为 正 数 的 带 权 连通 简单 图 ) 
{G 带 有 顶点 4 二 w，ww，…，w% 二 zx 和 权 w《w;，wv;)， 其 中 车 {ws， 包 } 不 是 G 的 边 ， 则 wv， vw) 二 oo} 
fori:=] ton 
L(v;) :一 co 
L(a) :一 0 
S:=2 
{现在 初始 化 标记 ， 使 得 a 的 标记 为 0 而 所 有 其 余 标记 为 cc ，S 是 空 集合 ) 
while z¥ S 
& :二 a 不 属于 S 的 L(w) 最 小 的 一 个 顶点 
S:=SU {wz) 
for 所 有 不 属于 S 的 顶点 v 
if L(+wlu, <L(v)then Lv) :=L(u)+w(u, v) 
{这 样 就 给 S 中 添加 带 最 小 标记 的 顶点 ， 并 且 更 新 不 在 S 中 的 项 点 的 标记 )} 
return L(z){L(z) 二 从 a 到 z 的 最 短 通路 的 长 度 } 











例 2 说 明了 迪克 斯 特 拉 算 法 是 如 何 工 作 的 。 随 后 我 们 将 证 明 这 个 算法 总 是 产生 加 权 图 中 两 
个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 图 4a 所 示 的 加 权 图 中 顶点 a 与 z 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

解 图 4 显示 了 迪克 斯 特 拉 算 法 求 a 与 z 之 间 最 短 通路 所 用 的 步骤 。 在 算法 的 每 次 迭代 
中 ， 用 圆圈 圈 起 集合 S; 中 的 顶点 。 每 次 迭代 都 只 标明 从 a 到 S, 中 的 每 个 顶点 的 最 短 通 路 。 当 
圆圈 圈 到 > 时 ， 算 法 终止 。 找 到 从 < 到 > 的 最 短 通路 是 a，c，65，d，e，z， 长 度 为 13。 4 

评注 ”在 执行 迪克 斯 特 拉 算 法 时 ， 为 了 更 便于 在 每 步 跟踪 顶点 的 标记 ， 有 时 可 以 用 一 个 表 
来 代替 ， 而 不 再 对 每 步 都 重新 画 出 这 个 图 。 
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图 4 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 从 a 到 z 的 最 短 通路 


下 一 步 ， 用 归纳 论证 来 证 明 迪 克 斯 特 拉 算 法 产生 无 向 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 a 与 z 之 间 最 
短 通路 的 长 度 。 用 下 列 断 言 作 为 归纳 假设 : 在 第 次 迭代 

(DS 中 的 顶点 vv 关 0) 的 标记 是 从 a 到 这 个 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 

《ii) 不 在 S 中 的 项 点 的 标记 是 (这 个 顶点 自身 除外 ) 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 这 个 顶点 的 最 
短 通路 的 长 度 。 

当 & 二 0 时 ， 在 没有 执行 任何 迭代 之 前 ，S 二 多， 所 以 从 a 到 除 a 外 的 顶点 的 最 短 通路 的 长 
度 是 ce 。 所 以 基础 步骤 成 立 。 

假设 对 于 第 次 迭代 ， 归 纳 假设 成 立 。 设 v 是 在 第 k 十 1 次 迭代 时 添加 到 S 中 的 顶点 ， 则 v 
是 在 第 & 次 迭代 结束 时 带 最 小 标记 的 不 在 S 中 的 顶点 ( 若 有 最 小 标记 相同 的 顶点 ， 可 以 采用 带 
最 小 标记 的 任意 顶点 ) 。 

根据 归纳 假设 ， 可 以 看 出 在 第 & 十 1 次 迭代 之 前 ，S 中 的 顶点 都 用 从 a 出 发 的 最 短 通路 的 
长 度 来 标记 。 而 且 , wv 也 一 定 是 用 从 a 到 wv 的 最 短 通路 的 长 度 来 标记 。 假 如 情况 不 是 这 样 ， 那 
么 在 第 次 迭代 结束 时 ， 就 可 能 存在 包含 不 在 S 中 的 顶点 长 度 小 于 Li(v) 的 通路 (因为 Li(v) 是 
在 第 次 迭代 后 ， 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 w 的 最 短 通 路 的 长 度 )。 设 是 在 这 样 的 通路 中 不 
属于 S 的 第 一 个 项 点 。 则 存在 一 条 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 的 长 度 小 于 Li(v) 的 通路 。 这 与 
v 的 选择 相 了 矛盾。 因此， 在 第 十 1 次 迭代 结束 时 0 成 立 。 

设 是 在 第 十 1 次 迭代 后 不 属于 S 的 一 个 顶点 。 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 的 最 短 通路 
要 么 包含 v 要 么 不 包含 v。 若 它 不 包含 v， 则 根据 归纳 假设 , 它 的 长 度 是 LeCzx) 。 若 它 确实 包含 
v， 则 它 必然 是 这 样 组 成 的 : 一 条 只 包含 S 中 除 v 之 外 的 顶点 的 从 a 到 w 的 最 短 长 度 的 通路 ， 
后 面 接着 从 v 到 4 的 边 。 这 时 ， 它 的 长 度 是 Li(v) 十 w(v，u)。 这 样 就 证 明了 (i) 为 真 ， 因 为 
LiniCw) = min{tLi (us L(y U)}, 











下 面 描述 已 经 证 明了 的 定理 





现在 可 以 估计 迪克 斯 特 拉 算 法 的 计算 复杂 度 ( 就 加 法 和 比较 而 言 ) 。 这 个 算法 使 用 的 迭代 
次 数 不 超 过 ?一 1 次 ， 其 中 是 图 中 顶点 的 个 数 ， 因 为 在 每 次 迭代 时 添加 一 个 顶点 到 特殊 顶点 
集中 。 若 可 以 估计 每 次 迭代 所 使 用 的 运算 次 数 ， 则 大 功 告 成 。 可 以 用 不 超过 ”一 1 次 比较 来 
找 出 不 在 S 中 的 带 最 小 标记 的 顶点 。 于 是 我 们 使 用 一 次 加 法 和 一 次 比较 来 更 新 不 在 S; 中 的 
每 个 顶点 的 标记 ， 所 以 每 次 迭代 的 运算 不 超过 2(n 一 1) 次 ， 因 为 每 次 迭代 要 更 新 的 标记 不 超 
过 n 一 1 个。 因为 迭代 次 数 不 超 过 n 一 1 次 ， 每 次 迭代 的 运算 次 数 不 超 过 2(n 一 1) 次 ， 所 以 有 
定理 2。 






10. 6.3 旅行 商 问题 
现在 讨论 与 加 权 图 有 关 的 一 个 重要 问题 。 考 虑 下 面 的 问题 : 一 位 旅行 商 想 要 访问 n 个 城市 vn》 

中 每 个 城市 恰好 一 次 ， 并 返回 到 出 发 点 。 例 如 ， 假 定 这 个 旅行 商 想 要 访问 底特律 、 托 莱 多 、 萨 

吉 诺 、 大 急流 域 以 及 卡拉 玛 祖 ( 见 图 5)。 他 应 当 以 什么 顺序 访问 这 些 城 市 以 便 旅行 总 距离 最 

短 ? 为 了 解决 这 个 问题 ， 可 以 假定 旅行 商 从 底特律 出 发 (因为 这 个 城市 必须 是 回路 的 一 部 分 )， 

并 且 检 查 他 访问 其 余 4 个 城市 然后 返回 底特律 的 所 有 可 能 方式 (从 别处 出 发 将 产生 相同 的 回 

路 ) 。 这 样 的 回路 总 共有 24 条 ， 但 是 因为 往返 路 程 距 离 相 同 ， 所 以 在 求 最 短 总 距离 时 ， 只 需要 

考虑 12 条 不 同 的 回路 即 可 。 列 出 这 12 条 不 同 回路 和 每 条 回路 旅行 的 最 短 总 距离 。 从 下 表 可 以 

看 出 ， 使 用 回路 底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 格 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 (或 该 回路 的 逆 )， 对 应 458 英里 

的 最 短 总 距离 。 








图 5 显示 5 个 城市 间距 离 的 图 


上 面 描述 了 旅行 商 问题 的 一 个 实例 。 旅 行商 问题 求 加 权 完 全 无 向 图 中 访问 每 个 顶点 恰好 一 
次 并 且 返 回 出 发 点 的 总 权 值 最 小 的 回路 。 这 等 价 于 求 完 全 图 中 总 权 值 最 小 的 哈密 顿 回路 ， 因 为 
在 回路 中 访问 每 个 顶点 恰好 一 次 。 
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路 线 总 距离 (英里 ) 
底特律 - 托 莱 多 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 -底特律 610 
底特律 - 托 菜 多 -大 急流 域 -卡拉 玛 祖 - 萨 吉 诺 -底特律 516 
底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 萨 吉 诺 - 大 急流 域 - 底 特 律 588 
底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 大 急流 域 - 萨 吉 诺 -底特律 458 
底特律 - 托 莱 多 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 大 急流 域 -底特律 540 
底特律 - 托 菜 多 - 萨 吉 诺 - 大 急流 域 - 卡 拉 玛 祖 - 底 特 律 504 
底特律 - 萨 吉 诺 - 托 菜 多 -大 急流 域 - 卡 拉 玛 祖 - 底 特 律 598 
底特律 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 大 急流 域 -底特律 576 
底特律 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 托 莱 多 -大 急流 域 -底特律 682 
底特律 - 萨 吉 诺 - 大 急流 域 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 646 
底特律 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 -底特律 670 
底特律 -大 急流 域 - 托 莱 多 -了 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 -底特律 728 





求解 旅行 商 问题 实例 最 直截了当 的 方式 是 检查 所 有 可 能 的 哈密 顿 回 路 ， 并 选择 总 权 值 最 小 
的 一 条 回路 。 若 在 图 中 及 n 个 城市 ， 则 为 了 求解 这 个 问题 ， 需 要 检查 多 少 条 回路 ? 一 且 选 定 了 
出 发 点 ， 需 要 检查 的 不 同 的 哈密 顿 回路 就 有 (n 一 1)! 条 ， 因 为 第 二 个 顶点 有 ?一 1 种 选择 ， 第 
三 个 顶点 有 n 一 2 种 选择 ， 以 此 类 推 。 因 为 可 以 用 相反 顺序 来 经 过 一 条 哈密 顿 回 路 ， 所 以 只 需 
要 检查 (n 一 1)! /2 条 回路 来 求 出 答案 。 注 意 (n 一 1)! /2 增长 得 极 快 。 当 只 有 几 十 个 顶点 时 ， 试 
图 用 这 种 方式 来 解决 旅行 商 问 题 就 是 不 切实 际 的 。 例 如 ,假如 有 25 个 顶点 ， 那 么 就 不 得 不 考 
虑 总 共 24! /2( 约 为 3.1X10”) 条 不 同 的 哈密 顿 回 路 。 假 定 检查 每 条 哈密 顿 回路 只 花费 1 纳 秒 
(10“， 秒 )， 那 么 就 需要 大 约 1000 万 年 才能 求 出 这 个 图 中 长 度 最 短 的 一 条 哈密 顿 回路 。 

因为 旅行 商 问题 在 实践 和 理论 上 都 具有 重要 意义 ， 所 以 已 经 投入 了 巨大 的 努力 来 设计 解决 
它 的 有 效 算 法 。 不 过 ， 还 没有 已 知 的 解决 这 个 问题 的 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 算法 。 而 
且 , 假如 这 种 算法 找到 了 ， 那 么 许多 其 他 难题 (比如 在 第 1 章 里 讨论 过 的 确定 nn 个 变 元 的 命题 
公式 是 否 重 言 式 ) 也 可 以 用 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 算法 求解 。 这 个 结果 是 从 NP 完全 性 
理论 得 出 的 (关于 这 个 理论 的 更 多 信息 请 参考 [GaJo79]) 。 

当 有 许多 需要 访问 的 顶点 时 ， 解 决 旅行 商 问题 的 实际 方法 是 使 用 近似 算法 。 近 似 算 法 是 这 
样 的 算法 ， 它 们 不 必 产 生 问 题 的 精确 解 ， 取 而 代 之 的 是 保证 产生 接近 精确 解 的 解 。( 人 参见 第 3 
章 补 充 练习 中 练习 46 的 前 导 文 。) 即 它们 可 能 产生 带 总 权 数 W' 的 哈密 顿 回路 ,使 得 WW' 志 
cW， 其 中 W 是 精确 解 的 总 长 度 ， 而 cc 是 一 个 常数 。 例 如 ， 存 在 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 算 
法 使 得 c= 二 3/2。 对 于 一 般 加 权 图 和 每 个 正 实数 来 说 ， 总 是 产生 最 多 上 & 倍 于 最 优 解 的 解 的 算法 
还 是 未 知 的 。 假 如 这 样 的 算法 存在 ， 那 就 可 能 证 明 P 类 等 于 NP 类， 这 是 关于 算法 复杂 度 的 最 
著名 的 开放 问题 (参见 3. 3 节 )。 

在 实际 中 ， 已 经 研究 出 这 样 的 算法 ， 它 们 可 以 只 用 几 分 钟 的 计算 机 时 间 ， 就 可 以 解决 多 达 
1000 个 顶点 的 旅行 商 问题 ， 误 差 在 精确 解 的 2% 之 内 。 关 于 旅行 商 问题 的 更 多 信息 ， 包 括 历 
史 、 应 用 和 算法 等 ， 见 《离散 数学 的 应 用 》(Applications of Discrete Mathematics)[ MiRo91 ] 中 关 
于 这 个 主题 的 那 一 章 ， 也 可 以 从 这 本 书 的 网 站 获得 。 


练习 

1. 对 下 列 关 于 地 铁 系 统 的 每 个 问题 ， 描 述 一 个 可 以 用 来 解决 这 个 问题 的 加 权 图 模型 。 
a) 在 两 站 之 间 旅 行 所 需要 的 最 短 时 间 是 什么 ? 
b) 从 一 站 到 达 另 外 一 站 所 经 过 的 最 短 距 离 是 什么 ? 
©) 若 把 各 站 之 间 的 票 价 求 和 就 得 出 总 票 价 ， 则 两 站 之 间 的 最 低 票 价 是 什么 ? 

在 练习 2 一 4 中 ， 求 给 定 加 权 图 在 a 与 z 之 间 的 最 短 通 路 的 长 度 。 











人 
. 求 在 练习 2 一 4 的 每 个 加 权 图 中 ，a 与 之 间 的 最 短 通路 是 什么 ? 
. 在 练习 3 的 加 权 图 中 ， 求 下 列 成 对 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 


a)a 和 d b)a 和 ff Qc 和 ff db 和 zx 


. 在 练习 3 的 加 权 图 中 ， 求 练习 6 的 成 对 顶点 之 间 的 最 短 通路 。 
. 在 图 1 所 示 的 航线 系统 中 ， 求 下 列 每 对 城市 之 间 的 最 短 通路 (以 英里 表示 )。 


a) 纽 约 与 洛杉矶 b) 波 士 顿 与 旧金山 ”人 ;迈阿密 与 丹佛 中) 迈阿密 与 洛杉矶 


. 利用 图 1 所 示 的 飞行 时 间 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 之 间 的 总 飞行 时 间 最 短 的 航班 组 合 。 
. 利用 图 1 所 示 的 票 价 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 之 间 的 票 价 最 低 的 航班 组 合 。 
. 在 图 2 所 示 的 通信 网 络 里 ， 求 下 列 每 对 城市 的 计算 机 中 心 之 间 的 (距离 ) 最 短路 线 。 


a) 波 士 顿 与 洛杉矶 b) 纽 约 与 旧金山 ©) 达 拉 斯 与 旧金山 ”丹佛 与 纽约 : 


. 利用 在 图 2 给 出 的 响应 时 间 ， 求 在 练习 11 中 成 对 的 计算 机 中 心 之 间 响 应 时 间 最 短 的 路 线 。 
. 利用 在 图 2 给 出 的 租 费 ， 求 在 练习 11 中 成 对 的 计算 机 中 心 之 间 月 租 费 最 便宜 的 路 线 。 

. 解释 把 无 向 图 中 两 个 顶点 之 间 边 数 最 少 的 通路 当 作 加 权 图 中 最 短 通路 来 求解 的 过 程 。 

. 扩展 求 加 权 简 单 连通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 ,以 便 求 出 顶点 a 与 图 中 其 余 每 


个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 


. 扩展 求 带 权 简单 连通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 ， 以 便 构造 出 在 这 些 项 点 之 间 的 


最 短 通路 。 


. 在 下 图 中 的 加 权 图 说 明 新 泽 西 的 一 些 主要 道路 。 图 a 说 明 这 些 道路 上 的 城市 之 间 的 距离 ; 图 b 说 明 


通行 费 。 





a) b) 
a) 利 用 这 些 道路 ， 求 在 纽 华 克 与 卡 姆 登 之 间 ， 以 及 在 纽 华 克 与 五 月 角 之 间距 离 最 短 的 路 线 。 
b) 利 用 给 出 的 道路 图 ， 求 在 本 题 a 中 成 对 城市 之 间 就 总 通行 费 而 言 最 便宜 的 路 线 。 
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18. 若 各 边 的 权 都 是 不 同 的 ， 则 在 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 是 否 唯一 ? 
19. 哪些 应 用 必须 求 出 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 简单 通路 的 长 度 ? 
20. 什么 是 图 4 的 加 权 图 中 a 与 z 之 间 的 最 长 简单 通路 的 长 度 ? 在 “与 = 之 间 呢 ? 
tnxs》 弗 洛 伊 德 (Floyd) 算 法 ， 如 算法 2 所 示 ， 可 以 用 来 求 出 加 权 连 通 简单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 最 短 通路 的 长 
度 。 不 过 ,不 能 用 这 个 算法 来 构造 最 短 通路 (把 无 穷 权 值 赋 给 任何 一 对 不 被 图 中 的 边 所 连接 的 顶点 )。 





算法 2 弗 洛 伊 德 算法 
procedure Floyd(G: 带 权 简单 图 ) 
{G 有 顶点 i， 如 ，…，w， 和 权 wlv;，wv;)， 其 中 若 (v;，w) 不 是 边 ， 则 ww， wv)= 二 00} 
fori:=1 ton 
for 7 :=]1] ton 
d(vi, vi) :=w(v;, v;) 
for z :一 ] ton 
for 7 :=1 to 7 
fork :=1 to 7 
证 d(v;, vi)Td(v, v)<d(v, v) 
then d(v;, vw) :=d(v;, vi)+d(v, v) 
return d(v;，wv;){d(v;，w;) 是 在 vi 与 ww 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ，1 二 i<n,，1<j 才 nn} 














21. 用 弗 洛 伊 德 算法 求 图 4a 中 加 权 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 距离 。 
* 22. 证 明 : 弗 洛 伊 德 算法 确定 加 权 简 单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 最 短 距离 。 


* 23. 给 出 弗 洛 伊 德 算法 为 了 确定 在 带 有 个 顶点 的 加 权 简 单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 最 短 距 离 而 使 用 的 运 
算 ( 比 较 和 加 法 ) 次 数 的 大 O 估算 。 
* 24. 证 明 : 若 边 有 负 的 权 值 ， 则 迪克 斯 特 拉 算 法 或 许 不 能 给 出 正确 答案 。 
25. 通过 求 出 所 有 哈密 顿 回路 的 总 权 值 并 确定 总 权 值 最 小 的 回路 来 解决 下 图 的 旅行 商 问题 。 





27. 求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 值 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航班 所 提供 
的 最 低 票 价 。 
$329 底特律 


a 交 
9 : 
旧金山 3 纽约 
9 $ 


洛杉矶 丹佛 
28. 求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 值 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航班 所 提供 
的 最 低 票 价 。 
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菲尼克斯 ”5309 ”新 奥尔良 

29. 构造 一 个 加 权 无 向 图 ， 使 得 对 于 访问 某 些 顶点 超过 一 次 的 回路 来 说 ,访问 每 个 顶点 至 少 一 次 的 回路 
的 总 权 值 是 最 小 的 。[ 提 示 : 存在 有 3 个 顶点 的 例子 。] 

30. 证 明 : 求 访问 加 权 图 每 个 顶点 至 少 一 次 的 总 权 值 最 小 的 回路 问题 ， 可 以 归 约 为 求 访问 加 权 图 每 个 项 
点 恰好 一 次 的 总 权 值 最 小 的 回路 问题 。 这 样 做 的 方法 是 : 构造 一 个 新 的 加 权 图 ， 它 与 原 图 有 相同 的 
顶点 和 边 , 但 是 连接 顶点 和 w 的 边 的 权 却 等 于 在 原 图 中 从 到 w 的 通路 的 最 小 总 权 值 数 。 

* 31. 不 含 简单 回路 的 加 权 有 向 图 的 最 长 通路 问题 是 求 图 中 的 一 个 通路 ， 该 通路 中 边 的 权 值 之 和 是 最 大 的 。 

设计 一 个 求解 最 长 通路 的 算法 。[ 提 示 : 首先 找到 图 中 顶点 的 拓扑 排序 。] 


10.7 平面 图 
10.7.1 引言 


考虑 把 三 座 房屋 与 三 种 设施 的 每 种 都 
连接 起 来 的 问题 ， 如 图 1 所 示 。 是 否 有 可 能 
这 样 来 连接 这 些 房屋 与 设施 ， 使 得 在 这 样 的 
连接 中 不 发 生 交叉 ? 这 个 问题 可 以 用 完全 二 
分 图 K;.; 来 建 模 。 原 来 的 问题 可 以 重新 叙述 
为 : 能 和 否 在 平面 中 画 出 K;.;， 使 得 没有 两 条 
边 发 生 交 叉 ? 

本 节 将 研究 能 否 在 平面 中 让 边 不 交叉 
地 画 出 一 个 图 的 问题 。 特 别 是 ， 将 回答 这 个 
房屋 与 设施 的 问题 。 

图 的 表示 方式 有 许多 种 。 何 时 有 可 能 至 
少 求 出 一 种 方式 以 便 在 平面 中 表示 这 个 图 
而 让 边 没 有 任何 交叉 ? 

定义 1 若 可 : 





























即使 通常 交叉 地 画 出 了 一 个 图 ， 这 个 图 也 仍然 可 能 是 平面 图 ， 因 为 有 可 能 以 不 同 的 方式 不 
交叉 地 画 出 这 个 图 。 

OK,( 如 图 ?2 所 示 ， 有 两 条 边 交 又 ) 是 平面 图 吗 ? 

解 K, 是 平面 图 ， 因 为 可 以 不 带 交 叉 地 画 出 它 ， 如 图 3 所 示 。 本 


图 2 图 K 图 3 不 带 交 叉 的 图 Ki。 
图 4 所 示 的 Q, 是 平面 图 吗 ? 
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解 ” Q; 是 平面 图 ， 因 为 可 以 画 出 它 而 没有 任何 边 交 叉 ， 如 图 5 所 示 。 


HM 问 


图 4 图 Q， 图 5 Q 的 一 种 平面 表示 

可 以 通过 显示 一 种 平面 表示 来 证 明 一 个 图 是 平面 图 。 更 难 的 是 ， 证 明 一 个 图 是 非 平面 图 。 
下 面 给 出 一 个 例子 说 明 如 何以 一 种 特别 的 方法 来 做 到 这 一 点 。 后 面 将 介绍 一 些 可 以 使 用 的 通用 
结论 。 

GG 图 6 所 示 的 K,;,; 是 平面 图 吗 ? 

解 ” 任 何在 平面 中 画 出 K;,; 而 没有 边 交 又 的 尝试 都 注定 是 失败 的 。 现 在 说 明 这 是 为 什么 。 
在 KK;,; 的 任何 平面 表示 中 ， 顶 点 v， 和 vw, 都 必须 同时 与 w 和 六 连接 。 这 四 条 边 所 形成 的 封闭 曲 
线 把 平面 分 割 成 两 个 区 域 R, 和 R,， 如 图 7a 所 示 。 顶点 Us 属于 R, 或 R;。 过 Us 属于 闭 曲 线 的 
内 部 Rk, 时 ， 在 vs 和 vw 之 间 以 及 在 Us 和 Us 之 间 的 边 ， 把 R， 分 割 成 两 个 子 区 域 R,! 和 R,,， 如 
图 7b 所 示 。 


vi Vs VI vs 
| V3 3 
Bs>< | | i 
Va y Vv a) 
图 6 图 K;,s 图 7 证 明 K;,; 是 非 平面 图 
下 一 步 ， 已 经 没有 办 法 不 交叉 地 放置 最 后 一 个 顶点 v。 。 因 为 若 ww 属于 R,， 则 不 能 不 交叉 
地 画 出 w 和 wv 之 间 的 边 。 若 w 属于 Ra ， 则 不 能 不 交叉 地 夯 出 wv, 和 ww 之 间 的 边 。 若 属于 
R,, ， 则 不 能 不 交叉 地 画 出 和 vs 之 间 的 边 。 
当 vw 属于 R, 时 ， 可 以 使 用 类 似 的 论证 。 请 读者 来 完成 这 个 论证 ( 见 本 节 练 习 10)。 所 以 
K:.: 是 非 平面 图 。 4 
例 3 解决 了 在 本 节 开 头 所 描述 的 设施 与 房屋 的 问题 。 不 能 在 平面 中 连接 这 三 座 房屋 与 三 种 
设施 而 不 发 生 交叉 。 可 以 用 类 似 的 论证 来 证 明 天: 是 非 平 面 图 ( 见 本 节 练 习 11) 。 
平面 图 的 应 用 图 的 平面 性 在 电子 电路 的 设计 中 有 重要 作用 。 可 以 用 图 来 为 电路 建立 模 
型 ， 用 顶点 表示 电路 的 器 件 ， 用 边 表 示 器 件 之 间 的 连接 。 如 果 表 示 一 个 电路 的 图 是 平面 图 ， 则 
可 以 把 这 个 电路 无 交叉 连接 地 印刷 在 单个 电路 板 :上 。 当 这 个 图 不 是 平面 图 时 ， 就 必须 选择 使 用 
更 高 的 成 本 。 例 如 ， 可 以 把 表示 电路 的 图 的 顶点 划分 到 平面 子 图 。 然 后 使 用 多 层 来 构造 这 个 电 
路 (参见 练习 30 的 前 导 文 来 了 解 图 的 厚度 ) 。 当 连接 交叉 时 就 可 以 用 绝缘 线 来 构造 电路 。 在 这 种 
情况 下 ， 以 尽 可 能 少 的 交叉 来 画 出 这 个 图 就 很 重要 了 (参见 练习 26 的 前 导 文 来 了 解 图 的 交叉 数 ) 。 
图 的 可 平面 性 在 公路 网 的 设计 中 也 很 有 和 用。 假设 我 们 要 通过 公路 连接 一 组 城市 。 我 们 可 以 


使 用 简单 图 为 连接 这 些 城市 的 公路 网 建 模 ， 其 中 顶点 表示 城市 ， 边 表示 连接 城市 的 公路 。 若 得 
到 的 图 模型 是 平面 图 ， 那么 在 构造 公路 网 时 就 不 必 使 用 地 下 通道 或 天 桥 。 


10.7.2 欧 拉 公 式 
一 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 一 些 面 (region) ， 包 括 一 个 无 界 的 面 。 例 如 ， 图 8 所 示 的 


图 635 





图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 6 个 面 并 加 以 标记 。 欧 拉 证 明 过 一 个 图 的 所 有 平面 表示 都 把 平面 分 
割 成 相同 数目 的 面 。 他 是 通过 求 出 平面 图 的 面 数 、 顶 点 数 以 及 边 数 之 间 的 关系 进行 证 明 的 


De 









TR 

证 明 首先 规定 G 的 平面 图 表示 。 将 要 这 样 证 明定 理 : 构造 一 系列 子 图 G,，G;:，…， 
G. 二 G， 依 次 在 每 个 阶段 添加 一 条 边 。 用 下 面 的 归纳 定义 来 这 样 做 。 任 意 地 选择 一 条 G 的 边 来 
获得 G, 。 通 过 G,_ 1 获得 G,: 任意 地 添加 一 条 与 G,_! 中 顶点 相关 联 的 边 ， 若 与 这 条 边关 联 的 另 
一 个 顶点 不 在 G,_, 中 ， 则 添加 这 个 顶点 。 这 样 的 构造 是 可 能 的 ， 因 为 G 是 连通 的 。 在 添加 。 条 
边 之 后 就 获得 G。 设 7,、e, 和 w, 分 别 表示 由 G 的 平面 图 表示 所 得 到 的 G, 的 平面 图 表示 的 面 
数 、 边 数 和 顶点 数 。 

现在 通过 归纳 来 进行 证 明 。 对 G 来 说 ,关系 二 el 一 vi 十 2 为 真 ， 因 为 ae 二 1， 也 二 2， 而 
7 二 1。 这 种 情形 如 图 9 所 示 。 


Dd 
区 


图 8 图 的 平面 表示 图 9 欧 拉 公式 证 明 的 基本 情形 


现在 假定 7 二 ei 一 十 2。 设 {aii1，bi+1} 是 为 了 获得 Cu 而 添加 到 G, 上 的 边 。 有 两 种 情形 
需要 考虑 。 在 第 一 种 情形 下 ，aij ;和 bs 都 已 经 在 Cs 中 了 。 这 两 个 顶点 必然 是 在 一 个 公共 面 R 
的 边界 上 ， 否 则 就 不 可 能 把 边 {aj,，b441) 添 加 到 G 中 而 没有 两 条 边 相 交叉 (并 且 G ,是 平面 
图 )。 这 条 新 边 的 添加 把 R 分 割 成 两 个 面 。 所 以 ， 在 这 种 情形 下 ，ra 一 产 十 1，eu 一 ee 十 1， 
v11 二 Vi。 因 此 ， 关 系 到 面 数 、 边 数 、 顶 点 数 的 公式 两 边 都 恰好 增加 1， 所 以 这 个 公式 仍然 为 
真 。 换 句 话说 ，r = 二 ei41 一 vs1 十 2。 在 图 10a 里 说 明了 这 种 情形 。 


Qn+l 
b) 


n+1 


a) 
图 10 添加 一 条 边 到 C, 产生 Gti 


在 第 二 种 情形 下 ， 新 边 的 两 个 顶点 之 一 还 不 在 G: 中 。 假 定 ae 在 G 中 但 是 w+ 不 在 Ge 中 。 
添加 这 条 新 边 不 产生 任何 新 的 面 ， 因为 pb: 必然 是 在 边界 上 有 ac 的 一 个 面 中 。 所 以 ， 7 一人。 
另外 ，er 三 e& 十 1 且 w+ 三 也 十 1。 关 系 到 面 数 、 边 数 、 项 点 数 的 公式 两 边 都 保持 相等 ， 所 以 这 
个 公式 仍然 为 真 。 换 句 话说，m 三 ec 一双 十 2。 在 图 10b 里 说 明了 这 种 情形 。 

已 经 完成 了 归纳 论证 。 因 此 ， 对 所 有 的 nn 来 说 ， 都 有 7 二 6, 一 wv 十 2。 因 为 原 图 是 在 添加 了 
e 条 边 之 后 所 获得 的 图 G.， 所 以 这 个 定理 为 真 。 4 

例 4 解 释 了 欧 拉 公式 。 

假定 连通 平面 简单 图 有 20 个 顶点， 每 个 项 点 的 度 都 为 3。 这 个 平面 图 的 平面 表示 把 








平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 


解 ”这 个 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3， 所 以 v= 二 20。 因 为 这 些 顶点 的 度 之 和 3v= 
3。20 王 60 等 于 边 数 的 两 倍 2e， 所 以 有 2e= 二 60 或 e=30。 因 此 ， 根 据 欧 拉 公 式 ， 面 数 是 
7r 一 2 一 4 十 2 一 30 一 20 十 2 一 12 | 
可 以 用 欧 拉 公式 来 建立 平面 图 所 必须 满足 的 一 些 不 等 式 。 在 下 面 的 推论 1 中 给 出 一 个 这 样 
的 不 等 式 。 





在 证 明 推 论 1 之 前 先 用 它 证 明 下 面 这 个 有 用 的 结论 。 





证 明 如 果 G 有 1 个 或 2 个 顶点 ， 则 结果 为 真 。 如 果 G 至 少 有 3 个 项 点 ， 则 根据 推论 1 知道 
e 过 3v 一 6， 所 以 2e<6o 一 12。 假 如 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 6， 则 由 于 2e = > ,_, deg(v) (根据 握手 定 
理 )， 所 以 就 有 2e 宇 6v。 但 是 这 与 2e 委 6v 一 12 相 了 矛盾。 所 以 必定 存在 度数 不 超过 5 的 顶点 。 4 

推论 1 的 证 明 是 基于 面 的 度 的 概念 ， 它 定义 为 这 个 面 的 边界 上 的 边 数 。 当 一 条 边 在 边界 上 
出 现 两 次 (所 以 当 描画 边界 时 就 描画 它 两 次 ) 时 ， 它 贡献 的 度 
是 2。 我 们 用 deg(R) 标 记 面 R 的 度 。 图 11 显示 了 图 中 各 面 
的 度 。 

现在 可 以 给 出 推论 1 的 证 明了 。 

证 明 在 平面 中 连通 平面 简单 图 把 平面 分 割 成 面 ， 比 如 
说 -个 面 。 每 个 面 的 度 至 少 为 3。( 因 为 这 里 所 讨论 的 图 都 是 
简单 图 ， 所 以 不 允许 带 有 可 能 产生 度 为 2 的 面 的 多 重 边 ， 或 
者 可 能 产生 度 为 1 的 面 的 环 .) 特 别 地 ， 注 意 无 界 的 面 的 度 至 
少 为 3， 因为 在 图 中 至 少 有 3 个 顶点 。 

注意 各 面 的 度 之 和 恰好 是 图 中 边 数 的 两 倍 ， 因 为 每 条 边 
都 在 面 的 边界 上 出 现 两 次 (可 能 在 两 个 不 同 面 中 ， 或 者 两 次 都 图 11 面 的 度 
在 相同 面 中 )。 因 为 每 个 面 的 度 都 大 于 或 等 于 3， 所 以 有 


>) deg(R) > 3r 


所 有 区 域 尺 





因此 ， 
(2/3)e 宇 7 
利用 r==e 一 v 十 2( 欧 拉 公 式 )， 就 得 到 
6 一 忆 寺 委 和 0273 

所 以 e/3 委 v 一 2。 这 样 就 证 明了 e 委 3v 一 6 。 | 

可 以 用 这 个 推论 来 证 明 K; 是 非 平 面 图 。 

用 推论 1 证 明 : K; 是 非 平 面 图 。 

解 图 K; 有 5 个 顶点 和 10 条 边 。 不 过 ， 对 这 个 图 来 说 ， 不 满足 不 等 式 e 委 3z 一 6， 因 为 
e 一 10 和 3v 一 6 二 9。 因 此 ，K; 不 是 平面 图 。 4 

前 面 已 经 证 明了 K;.; 不 是 平面 图 。 不 过 ， 注意 这 个 图 有 6 个 顶 点 和 9 条 边 。 这 意味 着 满足 
不 等 式 e 二 9 过 12 二 3。6 一 6。 所 以 ,满足 不 等 式 e 委 3v 一 6 并 不 意味 着 一 个 图 是 平面 图 。 不 过 ， 
本 由 相册 下 站 天， 1 的 K,. 不 且 于 回民。 





推论 3 的 证 明 类 似 于 推论 1 的 证 明 ， 不 同 之 处 在 于 ， 在 这 种 情形 下 ， 没 有 长 度 为 3 的 回路 
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意味 着 面 的 度 必然 至 少 为 4。 把 这 个 证 明 的 细节 留 给 读者 ( 见 本 节 练 习 15)。 

用 推论 3 证 明 : K;;, 是 非 平面 图 。 

解 ” 因 为 K;, 没 有 长 度 为 3 的 回路 (容易 看 出 这 一 点 ， 因 为 它 是 二 分 图 )， 所 以 可 以 使 用 推论 3。 
K, ,有 6 个 顶点 和 9 条 边 。 因 为 e=9 和 2v 一 4 二 8， 所 以 由 推论 3 可 证 明 K, ,是 非 平 面 图 。 4 
10. 7.3” 库 拉 图 斯 基 定 理 

我 们 已 经 看 到 K;.; 和 Ks 都 不 是 平面 图 。 显然 ， 若 一 个 图 包含 这 两 个 图 之 一 作为 子 图 ， 则 


它 不 是 平面 图 。 另 外 ， 所 有 非 平面 图 必然 包含 一 个 从 K;,; 或 K; 利用 某 些 允许 的 操作 来 获得 的 
于 图: 


一 个 图 是 平面 图 ， 则 通过 删除 一 条 边 {w， 动 并 且 添加 一 个 新 顶点 w 和 两 条 边 {w，mw} 与 
{w，v} 获 得 的 任何 图 也 是 平面 图 。 这 样 的 操作 称 为 初等 细 分 。 若 可 以 从 相同 的 图 通过 一 系列 
初等 细 分 来 获得 图 G, 二 (V;，E,) 和 图 G = 二 (V,，E,),- 则 称 它们 是 同 胚 的 。 

证 明 : 图 12 所 示 的 图 G, 、G, 和 G, 是 同 胚 的 。 


G2 b 





图 12 同 胚 的 图 


解 ” 因 为 这 三 个 图 都 可 以 从 图 C, 通过 初等 细 分 得 到 ， 所 以 它们 是 同 胚 的 。G, 可 以 从 它 自 
身 出 发 ， 通 过 一 个 空 的 初等 细 分 序列 而 得 到 。 要 从 G 得 到 G,， 采 用 如 下 初等 细 分 序列 : 

1) 删 掉 边 {a，c}， 增 加 顶点 f， 然 后 添加 边 {a，f} 和 {ff，c})。 

2) 删 掉 边 {2，c} ， 增 加 顶点 8g， 然后 添加 边 {(6，g} 和 {g，c})。 

3) 删 掉 边 {(5，g}， 增 加 顶点 hh， 然后 添加 边 {g，h)} 和 {hh，6}。 

把 找 出 由 @ 到 G; 的 初等 细 分 序列 的 任务 留 给 读者 。 S| 

波兰 的 数学 家 卡 兹 米尔 效 ， 库 拉 图 斯 基 在 1930 年 建立 了 定理 2， 该 定理 利用 图 的 同 胚 的 概 
念 刻画 了 平面 图 。 


定理 2 一 个 图 是 非 平面 图 当 且 仅 当 它 包含 





显然 ， 一 个 包含 着 同 豚 于 开 :.: 或 K; 子 图 的 图 是 非 平面 图 不 过 ， 相反 方向 的 命题 ( 即 每 个 
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卡 北 米尔 兹 。. 库 拉 图 斯 基 (Kazimierz Kuratowski，1896 一 1980) 库 拉 图 斯 基 是 
华沙 一 位 著名 律师 的 儿子 。 他 在 华沙 上 的 中 学 ，1913 一 1914 年 ， 他 在 苏格兰 的 格拉 
斯 哥 学 习 ， 但 第 一 次 世界 大 战 爆 发 后 他 无 法 返回 那里 继续 学 业 。1915 年 ， 他 考 入 华 
沙 大 学 ， 继 而 投身 于 波兰 学 生 爱 国 主 义 运 动 。1919 年 ， 他 发 表 了 第 一 篇 论文 ， 并 且 
于 1921 年 获得 博士 学 位 。 他 是 华沙 数学 学 派 里 的 活跃 分 子 ， 主 要 研究 集合 论 和 拓扑 
| Wp | 学 的 基础 理论 。 他 被 勒 沃 理工 大 学 聘 为 副教授 ， 并 在 那里 度 过 了 7 年 的 时 光 ， 并 与 当 
me sc 时 在 波兰 举足轻重 的 数学 家 巴 拿 赫 和 乌拉 姆 合作 。1930 年 ， 库 拉 图 斯 基 还 在 勒 活 任 
Photo 教 时 ， 他 就 完成 了 刻画 可 平面 图 的 工作 。 

1934 年 ， 他 身 为 教授 重 返 华沙 大 学 。 在 那里 ， 他 一 直 积极 从 事 研 究 和 教学 工作 ， 直 到 第 二 次 世界 大 
战 开 始 。 在 战争 期 间 ， 为 避免 受到 迫害 ， 他 起 用 化 名 来 隐藏 自己 的 身份 ， 并 且 秘密 地 在 华沙 大 学 授课 。 
战 后 ， 他 帮助 恢复 波兰 的 数学 研究 工作 ， 并 担任 波兰 国家 数学 研究 所 主任 。 他 写 过 180 多 篇 论文 ， 出 过 
3 本 教科 书 ， 均 受到 广泛 使 用 。 
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非 平面 图 都 包含 一 个 同 胚 于 K;.; 或 K; 的 子 图 )， 证明 起 来 是 很 复杂 的 ， 因 而 不 在 这 里 给 出 。 例 
8 和 例 9 说 明了 如 何 使 用 库 拉 图 斯 基 定 理 。 
Srpes》 确定 图 13 所 示 的 图 G 是 否 是 平面 图 。 


品 吕 部 
YF VD ~ 


图 13 无 向 图 G、 同 胚 于 Ks 的 子 图 互 以 及 开 s 
解 G 有 同 胚 于 K; 的 子 图 互 。 互 是 这 样 获得 的 : 删除 h、j 和 以 及 所 有 与 这 些 顶 点 关联 
的 边 。 晶 是 同 胚 于 K; 的 ， 因 为 从 K;( 带 有 顶点 a、b、c、g 和 ?通过 一 系列 初等 细 分 ， 添 加 项 
点 dd、e 和 上 就 可 以 获得 互 (读者 应 当 构 造 出 这 样 一 系列 初等 细 分 ) 。 因 此 ，C 是 非 平面 图 。 4 
在 图 14a 中 所 示 的 彼得 森 图 是 平面 图 吗 ? 〈 和 丹麦 数学 家 朱 利 乌 斯 。 彼 得 森 在 1891 年 
研究 过 这 个 图 ; 它 常 用 来 说 明 关 于 图 的 各 种 性 质 的 理论 。) 


Mo) | | | 
a 
e 
h e i h 


a) 彼得 森 图 b) 同 胚 于 Ks 的 子 图 H 6 RK 
图 14 彼得 森 图 、 同 胚 于 Ka. 的 子 图 日 和 Ks.， 

解 ” 彼 得 森 图 的 子 图 日 是 这 样 获 得 的 : 删除 5 和 以 5 为 端点 的 3 条 边 ， 如 图 14b 所 示 ， 它 同 
胚 于 带 有 顶点 集合 {F，d， 办 和 {e,i， 及 的 K;.s， 因 为 可 以 通过 一 系列 初等 细 分 (删除 {d，h} 并 
添加 {c， 丰 和 {c，d)， 删 除 {e，/} 并 添加 {a，e} 和 {a，/}， 删 除 {i， 让 并 添加 {g， 站 和 {g， 让 ) 来 
获得 它 。 因 此 ， 彼 得 森 图 不 是 平面 图 。 世 


练习 
1.5 座 房屋 能 否 不 带 连接 交叉 地 与 两 种 设施 相连 接 吗 ? 
在 练习 2 一 4 中 ， 不 带 任何 交叉 地 画 出 给 定 的 平面 图 。 


在 练习 5 一 9 中 ， 判 断 所 给 的 图 是 否 是 平面 图 。 若 是 平面 图 ， 则 画 出 它 使 得 没有 边 交叉 。 


人 





图 639 








a 6. 4 b e 5 扩 a 
C 

d e # d < 了 记 也 

a b 9 
h 要 
8 d 

小 e 
. 完成 例 3 中 的 论证 。 


. 用 类 似 于 例 3 中 给 出 的 论证 来 证 明 : Ks 是 非 平面 图 。 

. 假定 一 个 连通 平面 图 有 8 个 项 点， 每 个 顶点 的 度 都 为 3。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 
. 假定 一 个 连通 平面 图 有 6 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 4。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 
. 假定 一 个 连通 平面 图 有 30 条 边 。 若 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 20 个 面 ， 则 这 个 图 有 多 少 个 


顶点 ? 


. 证 明 推 论 3。 
. 假定 一 个 连通 的 平面 简单 二 分 图 有 。 条 边 和 w 个 顶点 。 证 明 : 车 v 宇 3， 则 e 委 2v 一 4。 
. 假定 一 个 带 有 e 条 边 和 w 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 不 包含 长 度 为 4 或 更 短 的 回路 。 证 明 : 若 v 宇 4， 


则 e 委 (5/3)v 一 (10/3) 。 


. 假定 一 个 平面 图 有 个 连通 分 支 、e 条 边 和 wv 个 顶点 。 另 外 假定 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 r+ 个 


面 。 求 用 e、v 和 上 所 表示 的 7 的 公式 。 


. 下 面 的 哪些 非 平面 图 具有 这 样 的 性 质 : 删除 任何 一 个 顶点 以 及 与 这 个 顶点 关联 的 所 有 边 就 产生 一 个 


平面 图 ? 
a)K; b) Ks €) Ks,s d) Ks 


在 练习 20 一 22 中 ,判断 给 定 的 图 是 否 同 胚 于 K;.3。 


C 


20. 








在 练习 23 一 25 中 ， 用 库 拉 图 斯 基 定 理 来 判断 所 给 的 图 是 不 是 平面 图 。 








unks》 一 个 简单 图 的 交叉 数 是 指 ， 当 在 平面 上 画 出 这 个 图 时 ， 其 中 不 允许 任何 3 条 表示 边 的 弧 线 在 同一 个 点 交 
又 时 ， 交 又 的 最 少 次 数 。 
26. 证 明 : K;,3 的 交叉 数 为 1。 
xx 27. 求 下 面 每 个 非 平面 图 的 交叉 数 。 
a)K; b) Ks OK dy Rea Or Rs 

x 28. 求 彼得 森 图 的 交叉 数 。 

xx 29. 证 明 ; 车 m 和 nn 都 是 正 偶数 ， 则 K,,, 的 交叉 数 小 于 或 等 于 mn(m 一 2)(n 一 2)/16。[ 提 示 : 沿 着 工 轴 放 置 
m 个 顶点 ， 使 它们 的 间距 相等 且 关 于 原点 对 称 ， 再 沿 着 y 轴 放 置 n 个 顶点 ,使 它们 的 间距 相等 且 关 于 
原点 对 称 。 现 在 连接 工 轴 上 m 个 顶点 中 的 每 一 个 与 y 轴 上 nn 个 顶点 中 的 每 一 个 ， 并 计算 交叉 数 。] 
简单 图 G 的 厚度 是 指 ， 以 G 作为 它们 的 并 图 的 G 的 平面 子 图 的 最 小 个 数 。 

30. 证 明 : K;,; 的 厚度 为 2。 
x 31. 求 练习 27 中 图 的 厚度 。 
32. 证 明 : 车 G 是 一 个 带 有 w 个 顶点 和 e 条 边 的 连通 简单 图 ， 其 中 v 宇 3， 则 G 的 厚度 至 少 为 [e/3v 一 61]。 

* 33. 利用 练习 32 证 明 ， 当 nn 是正 整 数 时 ，K, 的 厚度 至 少 为 [(n 十 7)/6]。 

34. 证 明 : 车 G 是 一 个 带 有 w 个 顶点 和 e 条 边 且 没有 长 度 为 3 的 回路 的 连通 简单 图 ， 其 中 v 之 3， 则 G 的 
厚度 至 少 为 [e/2v 一 4]。 
35. 利用 练习 34 证 明 : 当 m 入 都 是 正 整 数 时 ， 且 m、n 不 同时 为 1，K,, 的 厚度 至 少 是 [mn/ (2m 十 2n 一 4)1。 

* 36. 在 一 个 环 面 s 上 画 出 K;， 使 得 没有 边 交 又 。 


10.8 图 着 色 
10.8.1 引言 

Unke》 在 图 论 中 ， 有 许多 与 地 图 区 域 ( 比 如 ， 世 界 各 部 分 的 地 图 ) 着 色 有 关 的 理论 成 果 。 当 为 一 幅 
地 图 = 着 色 时 ， 具 有 公共 边界 的 两 个 区 域 通常 指定 为 不 同 的 颜色 。 一 种 确保 两 个 相 邻 的 区 域 永 
远 没 有 相同 的 颜色 的 方法 是 对 每 个 区 域 都 使 用 不 同 的 颜色 。 不 过 ， 这 种 方法 效率 不 高 ， 而 且 在 
具有 许多 区 域 的 地 图 上 ， 可 能 难以 区 分 相似 的 颜色 。 男 一 种 方法 是 ， 应 当 尽 可 能 地 使 用 少数 儿 











加 原文 torus， 指 自行 车 轮胎 或 救生 圈 这 类 形状 。 一 一 译 者 注 
名 ”假定 地 图 中 所 有 区 域 都 是 连通 的 。 这 样 就 消除 了 像 密歇根 这 样 的 地 理 状况 所 引起 的 问题 。 





种 颜色 。 考 虑 这 样 的 问题 : 确定 可 以 用 来 给 一 幅 地 图 着 色 的 颜色 的 最 小 数目 ， 使 得 相 邻 的 区 域 
永远 没有 相同 的 颜色 。 例 如 ， 对 图 1 左 侧 地 图 来 说 ，4 种 颜色 是 足够 的 ， 但 是 3 种 颜色 就 不 够 
(读者 应 当 验 证 这 一 点 )。 对 图 1 右 侧 地 图 来 说 ，3 种 颜色 是 足够 的 (但 是 2 种 颜色 就 不 够 ) 。 


a 
5 


图 1 两 幅 地 图 


平面 中 的 每 幅 地 图 都 可 以 表示 成 一 个 图 。 为 了 建立 这 样 的 对 应 关系 ， 地 图 的 每 个 区 域 都 表示 成 
一 个 顶点 。 若 两 个 顶点 所 表示 的 区 域 具有 公共 边界 ， 则 用 边 连接 这 两 个 顶点 。 只 相交 于 一 个 点 的 两 
个 区 域 不 算是 相 邻 的 。 这 样 所 得 到 的 图 称 为 这 个 地 图 的 对 偶 图 。 根 据 地 图 的 对 偶 图 的 构造 方式 ， 显 
然 在 平面 中 的 任何 地 图 都 具有 可 平面 的 对 偶 图 。 图 2 显示 了 对 应 于 图 1 所 示 地 图 的 对 偶 图 。 





图 2 图 1 中 的 地 图 的 对 偶 图 


给 地 图 的 区 域 着 色 的 问题 等 价 于 这 样 的 问题 : 给 对 偶 图 的 顶点 着 色 ， 使 得 在 对 偶 图 中 没有 
两 个 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 下 面 给 出 图 着 色 的 定义 。 





通过 对 每 个 顶点 都 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 就 可 以 着 色 一 个 图 。 不 过 ， 对 大 多 数 图 来 说 ,可 
以 找到 所 用 颜色 数 少 于 图 中 顶点 数 的 着 色 。 什 么 是 所 需要 的 最 少 着 色 数 ? 





是 关 肝 字母 ebp。 : 0 ， 0 — 
注意 ， 求 平面 图 的 着 色 数 等 于 求 平面 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 ， 使 得 没有 两 个 相 邻 的 区 域 
labile 这 个 问题 已 经 研究 了 100 多 年 。 机 -第 出 了 ER 


”定理 四 色 定理 ， 平面 图 的 着 色 数 不 超 过 4。 


四 色 定 理 最 早 是 作为 猜想 在 19 世纪 50 年 代 提 出 的 。 美国 数学 家 肯 尼 轩 。 阿 佩 尔 和 沃 尔 夫 Links》 
内， 黑 肯 最 终 在 1976 年 证 明了 它 。 在 1976 年 之 前 ， 发 表 过 许多 不 正确 的 证 明 ， 其 中 的 错误 常 
常 难以 发 现 。 另 外 ， 还 尝试 过 画 出 需要 超过 四 色 的 地 图 来 构造 反例 ， 而 这 样 做 是 无 效 的 。( 证 
明 五 色 定 理 就 没有 这 样 困难 ， 参 见 练习 36。) 
也 许 迄 今 为 止 ， 在 数学 中 最 有 名 的 错误 证 明 就 是 伦敦 律师 和 业余 的 数学 家 艾 尔 弗 雷 德 。 肯 
普 在 1879 年 所 发 表 的 四 色 定 理 证 明 。 数 学 家 一 直 认 为 他 的 证 明 是 正确 的 ， 直 到 1890 年 珀 西 。 
希 伍德 发 现 了 一 处 错误 ， 才 发 现 肯 普 的 论证 是 不 完全 的 。 不 过 ， 事 实证 明 ， 肯 普 的 推理 思路 是 
阿 佩 尔 和 黑 肯 所 给 出 的 成 功 证 明 的 基础 。 他 们 的 证 明 依 赖 于 计算 机 所 完成 的 对 各 种 情形 的 仔细 
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分 析 。 他 们 证 明 ， 若 四 色 定 理 为 假 ， 则 在 大 约 2000 种 不 同类 型 中 ， 一 定 存在 一 个 反例 ， 然 后 

他 们 证 明 不 存在 这 样 的 反例 。 在 他 们 的 证 明 中 使 用 了 1000 多 个 小 时 的 计算 机 时 间 。 计 算 机 在 

证 明 过 程 中 起 到 如 此 重要 的 作用 ， 由 此 引发 了 广泛 的 争论 。 例 如 ， 在 计算 机 程序 里 有 没有 导致 

不 正确 结果 的 错误 ? 假如 论证 是 依赖 于 或 许 不 可 靠 的 计算 机 得 出 的 ， 那 么 它 是 不 是 真正 的 证 明 ? 

自从 他 们 的 证 明 出 现 之 后 ， 又 出 现 了 一 些 从 检查 更 少 的 类 型 中 检查 的 可 能 出 现 的 反例 的 更 为 简 

单 的 证 明 ， 并 且 创建 了 使 用 自动 证 明 系 统 的 证 明 。 但 是 仍然 没有 找到 不 依赖 于 计算 机 的 证 明 。 
注意 ， 四 色 定 理 只 适用 于 平面 图 。 例 2 将 证 明 非 平面 图 可 以 有 任意 大 的 着 色 数 。 

证 明 一 个 图 的 着 色 数 为 ”需要 做 两 件 事 。 首 先 必须 证 明 : 用 种 颜色 可 以 着 色 这 个 图 。 构 
造 出 这 样 的 着 色 就 可 以 完成 这 件 事 。 其 次 证 明 : 用 少 于 nn 种 颜色 不 能 着 色 这 个 图 。 例 1 一 4 说 
明 如 何 求 出 着 色 数 。 

Samples C 且 图 3 所 示 的 图 G 和 万 的 着 色 数 是 什么 ? 


图 3 简单 图 G 和 互 
解 图 C 的 色 数 至 少 为 3， 因 为 项 点 a、b 和 c 必须 为 不 同 的 颜色 。 为 了 看 出 是 否 可 以 用 3 
种 颜色 来 对 G 着色 ， 指 定 wa 为 红 ，2 为 蓝 ，c 为 绿 。 于 是 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 d 为 红 ， 因 为 它 
与 6 和 c 相 邻 。 另 外 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 e 为 绿 ， 因 为 它 只 与 红色 和 蓝 色 顶 点 相 邻 ; 可 以 (而 且 
必须 ) 令 三 为 蓝 ， 因 为 它 只 与 红色 和 绿色 顶点 相 邻 。 最 后 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 g 为 红 ， 因 为 它 
只 与 蓝 色 和 绿色 的 顶点 相 邻 。 这 样 就 产生 出 恰好 使 用 3 种 颜色 的 G 的 着 色 ， 如 图 4 所 示 。 


b 蓝 色 e 绿色 b 蓝 色 ”绿色 e 

红色 a 8 红色 红色 a | 8 棕色 
* pe 
c 绿色 总 了 f 蓝 色 Cc 绿色 元 了 蓝 色 


图 4 图 G 和 五 的 着 色 





Links > 


又 艾 尔 弗 雷 德 . 布雷 。 肯 普 (Alfred Bray Kempe，1849 一 1922) 肯 普 是 一 名 律师 ， 
” 同时 也 是 教会 法 规 的 权威 人 士 。 不 过 ， 当 他 在 剑桥 大 学 学 习 了 数学 之 后 ， 他 对 数学 
的 兴趣 就 从 未 减少 ， 并 且 在 以 后 的 生活 中 对 数学 研究 投入 了 大 量 的 时 间 和 精力 。 肯 
普 对 动力 学 ( 即 数 学 中 处 理 运 动 的 一 个 分 支 ) 和 逻辑 学 的 发 展 做 出 了 贡献 。 不 过 ， 肯 

| 普 为 人 熟知 主要 还 是 因为 他 对 四 色 定 理 的 错误 证 明 。 
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图 互 是 由 图 G 和 连接 a 与 g 的 一 条 边 所 组 成 的 。 用 3 种 颜色 来 着 色 互 的 任何 尝试 都 必须 
遵循 着 色 G 时 所 用 的 同样 的 推理 ,不同 之 处 是 在 最 后 阶段 ， 当 除了 g 以 外 的 所 有 顶点 都 已 经 着 
色 后 ， 因 为 g 与 红色 、 蓝 色 和 绿色 顶点 (在 吾 里 ) 相 邻 ， 所 以 需要 使 用 第 四 种 颜色 ， 比 如 棕色 。 
因此 ， 互 的 着 色 数 为 4。 图 4 显示 了 日 的 一 种 着 色 。 | 

@ 四 KK, 的 着 色 数 是 什么 ? 

解 ” 通 过 给 每 个 顶点 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 用 n 种 颜色 可 以 构造 K, 的 着 色 。 使 用 的 颜色 
能 否 更 少 一 些 ? 答案 是 不 能 。 没 有 两 个 顶点 可 以 指定 相同 的 颜色 ， 因 为 这 个 图 的 每 两 个 顶点 都 
是 相 邻 的 。 因 此 ，K, 的 着 色 数 二 n。 即 X(K,) 二 x。( 回 忆 一 下 ， 当 n 宇 5 时 K, 不 是 平面 图 ， 所 
以 这 个 结果 与 四 色 定 理 并 不 了 矛盾。) 图 5 显示 了 使 用 5 种 颜色 对 Ks 着 色 。 4 

@ 国 完全 二 分 图 K, ,的 着 色 数 是 什么 ? 其 中 mw 入 都 是 正 整 数 。 

解 ” 需 要 的 颜色 数 似乎 依赖 于 mw 和 nn。 不 过 ， 由 102 节 的 定理 4 可知， 仅仅 需要 两 种 颜色 ， 
因为 K,, 是 二 分 图 ， 所 以 X(K,,,) = 二 2。 这 意味 着 ,可 以 用 一 种 颜色 为 m 个 顶点 着 色 ， 用 另外 一 
种 颜色 为 n 个 顶点 着 色 。 因 为 边 都 只 能 连接 m 个 顶点 中 的 一 个 顶点 与 个 顶点 中 的 一 个 顶点 ， 
所 以 没有 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 图 6 显示 了 带 有 两 种 颜色 的 K,,, 的 着 色 。 4 


a 红色 b 红色 c 红 色 
黄色 


d 
图 5 Ki 的 着 色 图 6 Ks 的 着 色 


GG 了 图 C, 的 着 色 数 是 什么 (" 关 3)? (回忆 一 下 ，C, 是 带 有 nn 个 顶点 的 圈 图 。，) 

解 ” 首 先 ， 考虑 一 些 个 别 情形 。 设 n=6。 挑 选 一 个 顶点 并 且 把 它 着 色 成 红色 。 在 图 7 所 示 
的 Cs 的 平面 画 法 里 顺 时 针 前 进 。 必 须 给 到 达 的 
下 一 个 顶点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 
针 方向 继续 下 去 ， 可 以 令 第 三 个 顶点 为 红色 ， 第 
四 个 顶点 为 蓝 色 ， 第 五 个 顶点 为 红色 。 最 后 ， 令 
第 六 个 顶点 为 蓝 色 ， 它 与 第 一 个 顶点 是 相 邻 的 。 
因此 ，C, 的 着 色 数 为 2。 图 7 显示 了 这 样 构造 的 
着 色 。 

其 次 , 设 n=5 并 且 考 虑 C; 。 挑 选 一 个 顶点 Ce 6 
并 且 令 它 为 红色 。 顺 时 针 前 进 ， 必 须 给 到 达 的 下 图 7 Cs 和 Cs 的 着 色 
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历史 注解 1852 年 ， 德 . 摩根 从 前 的 一 个 学 生 弗 朗 西 斯 * 古 特 利 注意 到 ， 用 4 种 颜色 可 以 给 英格兰 
的 郡 着 色 ， 使 得 没有 相 邻 的 郡 颜色 相同 。 在 此 基础 上 ， 他 猜想 四 色 定 理 为 真 。 弗 朗 西 斯 把 这 个 问题 告诉 
他 的 弟弟 弗 雷 德里 克 ， 弗 雷 德里 克 当 时 是 德 。 摩根 的 学 生 。 弗 雷 德里 克 就 哥哥 的 猜想 询问 了 他 的 老师 德 
“ 摩根 。 德 。 摩根 对 这 个 问题 极其 感 兴趣 ， 并且 向 数学 界 公 布 了 它 。 事 实 上 ， 在 德 . 摩根 给 威廉 ， 罗 万 
* 哈密 顿 本 士 的 信 中 第 一 次 在 书面 上 提 到 这 个 猜想 。 虽 然 德 。 摩根 认为 哈密 顿 可 能 对 这 个 问题 也 感 兴趣 ， 
但 事实 完全 不 是 这 样 ， 因 为 它 与 四 元 数 毫 无 关系 。 











历史 注解 ”虽然 罗布 森 、 桑 得 尔 斯 、 西 摩尔 和 托马斯 在 1996 年 找到 了 四 色 定 理 的 简化 证 明 ， 把 证 明 
的 计算 部 分 减少 到 检查 633 种 格局 ， 但 是 仍然 没有 找到 不 依赖 于 大 量 计算 的 证 明 。 








一 个 项 点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 针 方向 继续 下 去 ， 可 以 令 第 三 个 顶点 为 红色 ， 第 
四 个 顶点 为 蓝 色 。 第 五 个 顶点 既 不 能 为 红色 也 不 能 为 蓝 色 ， 因 为 它 与 第 四 个 顶点 和 第 一 个 顶点 
都 相 邻 。 所 以 ， 对 这 个 顶点 就 需要 第 三 种 颜色 。 注 意 ， 假 如 以 逆 时 针 方 向 对 顶点 着 色 ， 同 样 需 
要 三 种 颜色 。 因 此 ，Cs 的 着 色 数 是 3。 用 3 种 颜色 对 C; 着 色 见 图 7。 

在 一 般 情形 下 ， 当 是 偶数 时 ， 对 C, 着 色 需 要 两 种 颜色 。 为 了 构造 这 样 的 着 色 ， 简 单 地 
挑选 一 个 顶点 并 且 令 它 为 红色 。 然 后 (利用 图 的 平面 表示 ) 以 顺 时 针 方 向 绕 图 前 进 , 令 第 二 个 项 
点 为 蓝 色 ， 第 三 个 顶点 为 红色 ， 以 此 类 推 。 可 以 令 第 nn 个 顶点 为 蓝 色 ， 因 为 与 它 相 邻 的 两 个 项 
点 ( 即 第 n 一 1 个 顶点 和 第 一 个 顶点 ) 都 是 红色 。 

当 ? 是 奇数 且 2>1 时 ，C, 的 着 色 数 为 3。 为 了 看 出 这 一 点 ， 挑 选 一 个 初始 顶点 。 为 了 只 
用 两 种 颜色 ， 当 以 顺 时 针 方向 遍历 这 个 图 时 ， 必 须 交 蔡 使 用 颜色 。 不 过 ， 所 到 达 的 第 2 个 顶点 
与 带 不 同 颜色 的 两 个 顶点 (第 一 个 顶点 和 第 n 一 1 个 顶点 ) 相 邻 。 因 此 ， 必 须 使 用 第 三 种 颜色 。 

我 们 已 经 证 明了 当 ? 为 正 偶数 且 n 宇 4 时 ，X(C,) 二 2， 当 nn 为 正 奇数 且 z>3 时 ，XCC) 一 3。 4 

已 知 最 好 的 求 图 的 着 色 数 的 算法 (对 图 的 项 点数 来 说 ) 具 有 指数 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 即 
使 求 图 的 着 色 数 的 近似 值 也 是 很 难 的 。 已 经 证 明 ， 假 如 存在 具有 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 
可 以 达到 2 倍 地 近似 图 的 着 色 数 的 算法 ( 即 构造 出 一 个 不 超过 图 的 着 色 数 的 两 倍 的 界限 )， 那 么 
也 存在 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 求 图 的 着 色 数 的 算法 。 


10. 8.2 图 着 色 的 应 用 

图 着 色 在 与 调度 和 分 配 有 关 的 问题 中 具有 多 种 应 用 。( 注 意 ， 由 于 不 知道 图 着 色 的 有 效 算 
法 ， 所 以 这 并 不 能 得 出 调度 和 分 配 的 有 效 算法 .) 这 里 将 给 出 这 样 应 用 的 例子 。 第 一 个 应 用 是 用 
来 安排 期 末 考 试 。 

@ 国 安排 期 未 考试 ”如 何 安排 一 所 大 学 里 的 期 末 考 试 ， 使 得 没有 学 生 同 时 要 考 两 门 ? 

解 “这样 的 安排 问题 可 以 用 图 模型 来 解决 ， 用 顶点 表示 1 
科目 ， 若 有 学 生 要 考 两 门 ， 则 在 表示 考试 科目 的 两 个 顶点 之 
间 有 边 。 用 不 同 颜色 来 表示 期 末 考 试 的 每 个 时 间 段 。 考 试 的 | 2 
安排 就 对 应 于 所 关联 的 图 的 着 色 。 

例如 ， 假 定 要 安排 七 门 期 末 考 试 。 假 定 科 目 从 1 到 ?7 编 
号 。 假 定 下 列 各 对 科目 的 考试 有 学 生 要 都 参加 : 1 和 2, 1 和 46 3 
35 了 利生 工 秋 72 和 3 2 和 东 怀 和 8 人 和 了 3 和 和 5 纪 
和 6，3 和 7，4 和 5,， 4 和 6,，5 和 6，5 和 7， 以 及 6 和 ?7。 
图 8 显示 这 组 科目 所 关联 的 图 。 一 种 安排 就 是 由 这 个 图 的 一 


5 4 
种 着 色 来 组 成 的 。 
因为 这 个 图 的 着 色 数 为 4( 读 者 应 当 验 证 这 一 点 )， 所 以 ” 图 8 表示 期 末 考 试 安排 的 图 
需要 4 个 时 间 段 。 图 9 显示 使 用 了 4 种 颜色 的 这 个 图 的 着 色 以 及 所 关联 的 调度 。 q 
1 红色 
棕色 7 2 蓝 色 
时 间 段 考试 科目 

I 1.6 

I 2 

焉 5 

红色 6 3 绿色 TV 六 7 

5 绿色 4 棕色 


图 9 用 着 色 来 安排 期 末 考 试 








现在 考虑 对 电视 频道 的 分 配 。 

@@ 惕 频率 分 配 把 频道 2 到 13 分 配给 在 北美 洲 的 电视 台 ， 要 避免 150 英里 之 内 的 两 家 电 
视 台 在 相同 频道 上 播 出 。 如 何 用 图 着 色 为 频道 分 配 建 模 ? 

解 ”这 样 构造 一 个 图 : 给 每 个 电视 台 指 定 一 个 顶点 。 若 两 个 电视 台 彼 此 位 于 150 英里 以 内 ， 则 
用 边 连 接 这 两 个 顶点 。 频 道 分 配 就 对 应 于 这 个 图 的 着 色 ， 其 中 每 种 颜色 表示 一 个 不 同 的 频道 。 < 

图 着 色 在 编译 器 中 的 应 用 如 例 7 所 示 。 

@ 汤 变 址 寄存 器 在 有 效 的 编译 器 中 ， 当 把 频繁 使 用 的 变量 暂时 保存 在 中 央 处 理 单元 的 
变 址 寄存 器 中 ， 而 不 是 保存 在 常规 内 存 中 时 ， 可 以 加 速 循环 的 执行 。 对 于 给 定 的 循环 来 说 ， 需 
要 多 少 个 变 址 寄存 器 ?可 以 用 图 着 色 模 型 来 表示 这 个 问题 。 为 了 建立 这 个 模型 ， 设 图 的 每 个 顶 
点 表示 循环 中 的 一 个 变量 。 若 在 循环 执行 期 间 两 个 顶点 所 表示 的 变量 必须 同时 保存 在 变 址 寄存 
器 中 ， 则 在 这 两 个 顶点 之 间 有 边 。 所 以 ， 这 个 图 的 着 色 数 就 给 出 了 所 需要 的 变 址 寄存 器 数 ， 因 
为 当 表 示 变 量 的 顶点 在 图 中 相 邻 时 ， 就 必须 给 这 些 变量 分 配 不 同 的 寄存 器 。 4 


练习 
在 练习 1 一 4 中 ， 构 造 所 示 地 图 的 对 偶 图 。 然 后 求 给 这 个 地 图 着 色 ， 使 得 相 邻 的 两 个 区 域 都 没有 相同 的 颜 
色 所 需要 的 颜色 数 。 


By 





在 练习 5 一 11 中 ， 求 给 定 图 的 着 色 数 。 
S.a b 6. b EC 也 sx 


b d 
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11. 





Fk € 

.对 练习 5 一 11 中 的 图 ， 判 定 是 否 可 能 通过 删除 单个 顶点 和 与 所 有 与 它 关 联 的 边 来 减少 着 色 数 。 

. 哪些 图 的 着 色 数 为 1? 

. 为 美国 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 是 什么 ? 不 要 考虑 只 在 一 个 尖 角 处 相 触 的 相 邻 州 。 假 定 密 吹 根 
是 一 个 区 域 。 把 表示 阿拉 斯 加 和 夏威夷 的 顶点 当 作 孤 立 点 。 

. W, 的 着 色 数 是 什么 ? 

. 证 明 : 具有 包含 奇数 个 顶点 的 回路 的 简单 图 不 能 用 两 种 颜色 来 着 色 。 

. 假定 除了 科目 Math 115 与 CS 473，Math 116 与 CS 473，Math 195 与 CS 101，Math 195 与 CS 102， 
Math 115 与 Math 116，Math 115 与 Math 185，Math 185 与 Math 195 以 外 ， 其 他 任意 两 种 科目 ， 都 
有 学 生 要 参加 这 两 种 科目 的 考试 ， 请 使 用 最 少 个 数 的 不 同时 间 段 来 为 Math 115、Math 116、Math 
185、Math 195、CS 101、CS 102、CS 273 和 CS 473 安排 期 末 考 试 日 程 表 。 

. 假定 当 两 家 电视 台 相 距 150 英里 以 内 时 ， 它 们 就 不 能 使 用 相同 的 频道 ， 那 么 对 相对 距离 如 下 表 所 示 
的 6 家 电视 台 来 说 ， 需 要 多 少 个 不 同 的 频道 ? 
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. 数学 系 有 6 个 委员 会 ， 都 是 每 月 开 一 次 会 。 假 定 委员 会 是 C, 二 { 阿 林 豪 斯 ， 布 兰 德 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }、 


Cz 王 { 布 兰 德 ， 李 ， 罗 森 }、C; 二 { 阿 林 豪 斯 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }、C, 二 { 李 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 
基 }、Cs 一 { 阿 林 豪 斯 ， 布 兰 德 } 和 Cs 二 ( 布 兰 德 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }， 那 么 怎样 安排 才能 确保 没有 
人 同时 参加 两 个 会 议 。 , 

. 动物 园 想 建 立 自 然 居住 地 ， 在 里 面 展 出 动物 。 然而， 有 些 动物 一 有 机 会 就 会 吃 掉 另 一 些 动物 。 如 何 
用 图 模型 和 着 色 来 确定 所 需要 的 不 同居 住地 的 数目 ， 以 及 在 这 些 居住 地 里 的 动物 安排 ? 

的 边 着 色 是 指 对 各 边 指定 颜色 ， 使 得 关联 到 相同 顶点 的 边 指定 不 同 的 颜色 。 图 的 边 着 色 数 是 在 该 图 的 
着 色 里 可 以 使 用 的 最 少 颜 色 数 。 图 G 的 边 着 色 数 记 作 X'(C) 

求 练习 5 一 11 中 每 个 图 的 边 色 数 。 

设 电路 板 上 有 ?个 器 件 ， 这 些 器 件 通过 有 色 电 线 相 连 。 要 求 连接 同一 器 件 的 电线 颜色 不 同 ， 用 表示 
电路 板 的 图 的 边 着 色 数 来 描述 所 需要 的 不 同 颜色 的 电线 数 。 解 释 你 的 答案 。 

求 边 着 色 数 

a)C,， 其 中 n 宇 3。 b)W,， 其 中 n 宇 3。 

证 明 : 一 个 图 的 边 着 色 数 至 少 与 该 图 的 顶点 的 最 大 度 一 样 。 

证 明 : 若 G 是 含有 7? 个 顶点 的 图 ， 在 对 G 的 边 着 色 中 ， 不 超过 n/2 的 边 可 以 着 相同 的 颜色 。 





* 26. 当 n 是正 整数 时 ， 求 K, 的 边 着 色 数 。 

27. 7 个 变量 出 现在 计算 机 程序 的 循环 中 。 这 些 变 量 以 及 必须 保存 它们 的 计算 步骤 是 : 1:， 步骤 1 一 6; x: 
步骤 2; v: 步骤 2 一 4; w: 步骤 1，3 和 5; z: 步骤 1 和 6; y: 步骤 3~6; 以 及 xz: 步骤 4 和 5。 在 
执行 期 间 需 要 多 少 个 不 同 的 变 址 寄存 器 来 保存 这 些 变 量 ? 

28. 关于 一 个 以 K, 作为 子 图 的 图 的 着 色 数 能 有 些 什么 结论 ? 

下 面 的 算法 可 以 用 来 为 简单 图 着 色 。 首 先 ， 以 度 递减 的 顺序 列 出 顶点 v1，vs，…，v,， 使 得 deg(vi) 宇 

deg(v ) 之 … 过 deg( 四 )。 把 颜色 1 指定 给 vw 和 在 表 中 不 与 ww 相 邻 的 下 一 个 顶点 ( 若 存 在 一 个 这 样 的 顶点 )， 

并 且 继 续 指定 给 每 一 个 在 表 中 不 与 已 经 指定 了 颜色 1 的 顶点 相 邻 的 顶点 。 然 后 把 颜色 2 指定 给 表 中 还 没有 

着 色 的 第 一 个 项 点。 继续 把 颜色 2 指定 给 那些 在 表 中 还 没有 着 色 且 不 与 指定 了 颜色 2 的 顶点 相 邻 的 顶点 。 

若 还 有 未 着 色 的 顶点 ， 则 指定 颜色 3 给 表 中 还 没有 着 色 的 第 一 个 项 点， 并 且 用 颜色 3 继续 对 还 没有 着 色 且 

不 与 指定 了 颜色 3 的 顶点 相 邻 的 那些 顶点 着 色 。 继 续 这 个 过 程 直到 所 有 顶点 都 着 色 为 止 。 

29. 用 这 个 算法 构造 下 图 的 着 色 。 \ 


a b e 


多 h i 3 
* 30. 用 伪 代 码 描述 这 个 着 色 算法 。 
* 31. 证 明 : 这 个 算法 所 产生 的 着 色 数 可 能 比 着 色 一 个 图 所 需 的 颜色 数 更 多 。 
如 果 一 个 连通 图 G 的 着 色 数 为 &， 但 是 对 于 G 的 任意 一 条 边 e， 从 G 中 删 掉 边 e 后 得 到 的 新 图 的 着 色 数 都 
是 & 一 1， 则 称 G 为 着 色 k 关键 的 。 
32. 证 明 : 只 要 是 正 的 奇数 上 且 ”过 3， 那 么 C, 就 是 着 色 3 关键 的 。 
33. 证 明 : 只 要 是正 的 奇数 且 n 三 3， 那 么 W, 就 是 着 色 4 关键 的 。 
34. 证 明 : W, 不 是 着 色 3 关键 的 。 
35. 证 明 : 如 果 图 G 为 着 色 背 关键 的 ， 那 么 G 中 的 各 个 顶点 的 度 至 少 是 一 1。 
图 G 的 kk 重 着 色 是 对 G 的 顶点 指定 含有 种 不 同 颜 色 的 集合 ， 使 得 相 邻 的 顶点 不 具有 相同 的 颜色 。 用 XX 
(G) 表 示 使 G 能 用 nn 种 颜色 进行 上 重 着 色 的 最 小 正 整 数 n。 例如 ，X,(C4) 二 4。 为 了 看 出 这 一 点 ， 注 意 ， 
如 下 图 所 示 ， 只 用 4 种 颜色 ， 就 可 以 对 C4 的 每 个 顶点 指定 两 种 颜色 ， 使 得 两 个 相 邻 顶点 不 具有 相同 的 颜 
色 。 另 外 ， 少 于 4 种 颜色 是 不 够 的 ， 因 为 顶点 wy 和 mm 每 个 都 必须 指定 两 种 颜色 ， 而 且 不 能 对 和 也 指 
定 相 同 颜色 。( 关 于 有 & 重 着 色 的 更 多 信息 ， 见 LMiRo91]。) 


{红色 ， 蓝 色 } vl v2 (绿色 ， 黄 色 } 
{绿色 ， 黄 色 } v4 v3 {红色 ， 蓝 色 } 
36. 求 下 列 这 些 值 : 
a)X CR DX Ke) OX, (Wi) 
DX, CCs) eX Ka) f)Xs(K;s) 
* g)Xs (Cs) h)X; (Ks) 
x*37. 设 C 和 互 是 如 图 3 所 示 的 图 。 求 
a)X,(G) b)X, CH) OX,(G) dD)X,(H) 


38. 若 G 是 二 分 图 上 且 & 是 正 整数 ， 则 Xi(G) 是 什么 ? 
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39. 移动 广播 (或 蜂窝 ) 电 话 的 频率 是 按 地 段 分 配 的 。 每 个 地 段 分 配 一 组 该 地 段 中 的 设备 所 使 用 的 频率 。 
在 产生 干扰 问题 的 地 段 中 不 能 使 用 相同 的 频率 。 解 释 如 何 用 & 重 着 色 来 对 一 个 区 域 里 的 每 个 移动 广 
播 地 段 分 配种 频率 。 
* 40. 证 明 : 每 个 平面 图 C 都 可 以 用 不 超过 6 种 颜色 来 着 色 。[ 提 示 : 对 图 的 顶点 数 用 数学 归纳 法 。 应 用 
10.7 节 推 论 2 来 求 出 满足 deg(v) 三 5 的 顶点 v。 考 虑 删除 v 和 与 其 关联 的 所 有 边 所 获得 的 G 的 子 图 。] 
xx 41. 证 明 : 每 个 平面 图 G 都 可 以 用 不 超过 5 种 颜色 来 着 色 。[ 提 示 : 利用 练习 40 的 提示 。] 
著名 的 艺术 馆 问 题 是 询问 需要 多 少 名 保安 才能 看 护 到 艺术 馆 的 所 有 部 分 ， 这 里 艺术 馆 是 一 个 双边 形 的 边 
界 及 它 所 围 的 内 部 。 为 了 更 精确 地 描述 这 个 问题 ， 需 要 一 些 术语 。 如 果 线 段 zy 上 所 有 的 点 都 在 PP 边界 
上 或 P 内 部 ， 则 称 简单 多 边 形 忆 边界 上 或 P 内 部 的 点 工 覆 盖 或 看 见 已 边界 上 或 尸 内 部 的 点 y。 如 果 对 于 
书 边 界 上 或 己 内 部 的 每 一 个 点 y， 都 能 够 在 一 个 点 的 集合 中 找到 一 个 看 见 y 的 点 工 ， 就 说 这 个 点 的 集合 
是 简单 多 边 形 的 看 守 集 。 把 看 守 简 单 多 边 形 已 所 需 的 最 少 点 数 的 看 守 集 记 为 G(P)。 艺 术 馆 问题 求 的 就 
是 一 个 函数 g(z) ， 它 是 所 有 半 个 顶点 的 简单 多 边 形 忆 的 看 守 集 G(P) 的 最 大 值 8。 也 就 是 说 ，g(72) 是 一 
个 最 小 的 正 整 数 ， 使 得 一 个 nn 个 顶点 的 简单 多 边 形 忆 保证 可 以 被 g(n) 个 或 更 少 的 保安 看 守 。 
42. 通过 证 明 所 有 的 三 角形 和 四 边 形 都 能 够 用 一 个 点 来 看 卫 ， 证 明 : g(3) 王 1 和 &(4) 王 1。 
* 43. 证 明 : g(5) 二 1]， 即 所 有 的 五 边 形 都 能 够 被 一 个 点 看 卫 。[ 提 示 : 先 分 出 有 0 个 、1 个 、 2 个 顶点 的 内 
角 大 于 180 度 ， 然 后 再 说 明 在 各 种 情况 下 一 个 保安 都 足够 了 .。] 
x 44. 首先 运用 练习 42 和 43 的 结果 ， 以 及 5.2 节 的 引 理 1 证明 g(6) 二 2， 然后 找 出 一 个 需要 两 名 保安 的 六 
边 形 。 最 后 证 明 g(6) 王 2。 
* 45. 证 明 : g(n) 宇 | n/3]。[ 提 示 : 考虑 具有 34 个 顶点 和 A 个 齿 尖 的 梳子 状 的 多 边 形 ， 如 下 图 所 示 的 15 
边 形 一 样 。] 


* 46. 通过 证 明 艺 术 馆 定理 ,解决 艺术 馆 问 题 。 该 定理 说 一 个 个 顶点 的 简单 多 边 形 最 多 需要 [Ln/3」 个 保安 
来 守卫 它 的 边界 和 内 部 。[ 提 示 : 运用 5.2 节 的 定理 1 把 这 个 简单 多 边 形 三 角 化 为 n 一 2 个 三 角形 。 然 
后 说 明 只 需要 3 种 颜色 就 能 够 将 三 角形 化 后 的 简单 多 边 形 的 顶点 进行 着 色 ， 使 得 相 邻 的 顶点 都 具有 
不 同 的 颜色 。 使 用 归纳 方法 和 5. 2 节 练 习 23， 最 后 在 所 有 红色 的 顶点 上 安置 保安 ， 这 里 红色 是 在 项 
点 染色 中 用 得 最 少 的 一 种 颜色 。 说 明 在 这 些 点 上 安置 保安 就 是 所 需要 的 全 部 保安 。] 


关键 术语 和 结论 
术语 


无 向 边 (undirected edge) : 与 集合 {u，v}) 关 联 的 边 ， 其 中 x 和 w 都 是 顶点 。 
有 向 边 (directed edge): 与 有 序 对 (wu，v) 关 联 的 边 ， 其 中 和 w 都 是 顶点 。 
多 重 边 (multiple edges) : 连接 同样 一 对 顶点 的 不 同 的 边 。 

环 (loop): 连接 一 个 顶点 与 它 自身 的 边 。 

无 向 图 (undirected graph) : 一 组 顶点 以 及 连接 这 些 顶 点 的 一 组 无 向 边 。 
简单 图 (simple graph) : 没有 多 重 边 和 环 的 无 向 图 。 

多 重 图 (multigraph) : 可 能 包含 多 重 边 但 不 包含 环 的 无 向 图 。 

伪 图 (pseudograph) : 可 能 包含 多 重 边 和 环 的 无 向 图 。 

有 向 图 (directed graph) : 一 组 顶点 以 及 连接 这 些 顶点 的 一 组 有 向 边 。 

有 向 多 重 图 (directed multigraph) : 可 能 包含 多 重 有 向 边 的 有 向 图 。 
简单 有 向 图 (simple directed graph) : 不 含 环 和 多 重 边 的 有 向 图 。 

相 邻 (adjacent) : 若 在 两 个 顶点 之 间 有 边 则 它们 是 相 邻 的 。 





加 考虑 nn 个 顶点 的 简单 多 边 形 P 的 各 种 形态 。 一 一 译 者 注 








关联 (incident) : 若 一 个 顶点 是 一 条 边 的 端点 则 那 条 边关 联 那 个 顶点 。 

deg(v)( 无 向 图 中 顶点 v 的 度 ，degree of the vertex v in an undirected graph): 与 v 关 联 的 边 的 数目 ， 环 贡 
献 2。 

deg (v)( 带 有 向 边 的 图 中 顶点 vv 的 入 度 ，the in-degree of the vertex v in a graph with directed edges):; 以 
v 作 为 终点 的 边 的 数目 。 

deg'(v)( 带 有 向 边 的 图 中 顶点 v 的 出 度 ，the out-degree of the vertex v in a graph with directed edges): 以 
v 作 为 起 点 的 边 的 数目 。 

带 有 向 边 的 图 的 基本 无 向 图 (underlying undirected graph of a graph with directed edges): 通过 忽略 有 向 边 
的 方向 所 获得 的 无 向 图 。 

K, (n 个 顶点 的 完全 图 ，complete graph on n vertices); 带 nn 个 顶点 的 无 向 图 ， 其 中 每 对 顶点 都 用 一 条 边 
连接 。 

二 分 图 (bipartite graph) : 顶点 集 划 分 成 两 个 子 集 合 Vi 和 WW; 的 图 ， 使 得 每 条 边 都 连接 w 中 的 顶点 和 Vs: 
中 的 顶点 。 序 对 (Vi ，V;) 成 为 V 的 二 部 划分 。 

Km.n( 完 全 二 分 图 ，complete bipartite graph) : 顶点 集 划 分 成 m 个 元 素 的 子 集 和 nn 个 元 素 的 子 集 ， 使 得 两 
个 顶点 被 一 条 边 所 连接 当 且 仅 当 一 个 项 点 属于 第 一 个 子 集 而 另外 一 个 顶点 属于 第 二 个 子 集 。 

Cu. (大 小 为 却 的 图 图 ，cycle of size n,n 宇 3); 带 有 和 7 个 顶点 wa， 冯 ，…， 功 和 边 人 fw， vo}，{vs，vs})， 
的 图 

Wr( 大 小 为 nn 的 轮 图 ，wheul of size 2，7? 之 3) : 通过 向 C 添加 一 个 顶点 以 及 从 这 个 顶点 到 C, 中 原来 每 个 
顶点 的 一 条 边 所 获得 的 图 。 

Qi, (nn 立方体 图 ，n-cube，n 宇 1); 用 2" 个 长 度 为 n 的 比特 串 作为 顶点 ， 边 连接 恰好 相差 一 位 的 每 对 比特 
串 的 图 。 

G 中 的 匹配 (matching in a graph G): 一 组 边 的 集合 且 任 意 两 边 都 没有 公共 端点 。 

从 Vi 到 VV 的 完全 匹配 M(complete matching M from Vi to V;) : Vi 中 的 每 个 顶点 都 是 M 中 的 边 的 端点 
的 匹配 。 

最 大 匹配 (maximum matching): 在 图 中 所 有 匹配 中 包含 边 数 最 多 的 匹配 。 

孤立 点 (isolated vertex) : 度 为 0 的 顶点 。 

悬挂 点 (pendant vertex) : 度 为 1 的 顶点 。 

正则 图 (regular graph): 所 有 顶点 都 有 相同 的 度 的 图 。 

图 C 王 (V， 五 ) 的 子 图 (subgraph of a graph G 二 (V,，E)): 图 ( 妈 ，F)， 其 中 克 是 的 子 集 而 和 是 瓦 的 
二 本 

GiUGi(Gi 与 G; 的 并 图 ) (Gi 了 UG:(union of CO and G:)): 图 (Vi UV;，E,UE,), 其 中 Gi 二 (Vi，E,) 和 
G,=(V,, E,). 

邻接 矩阵 (adjacency matrix) : 利用 顶点 的 相 邻 关系 来 表示 图 的 矩阵 。 

关联 矩阵 (incidence matrix) : 利用 边 与 顶点 的 关联 关系 来 表示 图 的 矩阵 。 

同 构 的 简单 图 (isomorphic simple graphs) : 对 简单 图 Gi = 二 (V, ，E ) 和 简单 图 G: = 二 (V, ，E,) 来 说 ， 若 存在 
从 Vi 到 Vs: 的 一 一 对 应 3 使 得 对 所 有 属于 人 W 的 mm 和 vw 来 说 ， {flv), fl(vw)}EE; 当 且 仅 当 {mm ， 
zjEE， 则 Gi 与 Gs 是 同 构 的 。 

同 构 不 变量 (invariant for graph isomorphism) : 同 构 的 图 都 有 或 都 没有 的 性 质 。 

无 向 图 里 从 w 到 v 的 通路 (path from wu to v in an undirected graph) : 一 条 或 多 条 边 的 序列 ee ，es ，…，e，,， 
其 中 对 i 一 0，1，…，7 来 说 ，ei 关联 着 {x;，zit1}， 其 中 zo 一 而 ze+li 一 ve 

有 向 图 中 从 xx 到 的 通路 (path from x to v in a graph with directed edges) : 一 条 或 多 条 边 的 序列 e ，e ，…， 
er， 其 中 对 i 二 0，1，…，n 来 说 ，e; 关联 着 (zx;，zit1)， 其 中 z 一 而 z+ 二 wv。 

简单 通路 (simple path) : 不 多 次 包含 一 条 边 的 通路 。 

回路 (circuit) : 在 相同 顶点 处 开始 与 结束 的 通路 ， 通 路 长 度 ”之 1。 

连通 图 (connected graph) : 在 图 中 每 对 顶点 之 间 都 有 通路 的 无 向 图 。 

G 的 割 点 (cut vertex of G) : 一 个 顶点 w， 使 得 G 一 v 是 不 连通 的 。 

图 G 的 割 边 (cut edge of G) : 一 条 边 e， 使 得 G 一 e 是 不 连通 的 。 

不 可 分 割 的 图 (nonseparable graph) : 不 含 割 点 的 图 。 
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G 的 点 割 集 (vertex cut of CO): 图 G 顶点 集 的 子 集 V'， 使 得 G 一 V' 是 不 连通 的 。 

K(G)( 图 G 的 点 连通 度 ，the vertex connectivity of G): 图 G 中 最 小 的 点 割 集 的 大 小 。 

k- 连 通 图 (k-connected graph): 有 一 个 点 连通 度 不 小 于 & 的 图 。 

图 G 的 边 害 集 (edge cut of G) : 图 G 边 的 集合 E'， 使 得 G 一 已 是 不 连通 的 。 

1(CG) (图 G 的 边 连通 度 ，the edge connectivity of G): 图 G 中 最 小 的 边 割 集 的 大 小 。 

图 G 的 连通 分 支 (connected component of a graph G): 图 G 的 最 大 连通 子 图 。 

强 连 通 有 向 图 (strongly connected directed graph) : 从 每 个 顶点 到 每 个 顶点 都 存在 有 向 通路 的 有 向 图 。 

有 向 图 G 的 强 连 通 分 支 (strongly connected component of a directed graph G): G 的 最 大 强 连 通 子 图 。 

欧 拉 通路 (Euler path) : 恰好 包含 图 的 每 条 边 一 次 的 通路 。 

欧 拉 回路 (Euler circuit) : 恰好 包含 图 的 每 条 边 一 次 的 回路 。 

哈密 顿 通路 (Hamilton path) : 恰好 通过 图 的 每 个 顶点 一 次 的 通路 。 

哈密 顿 回 路 (Hamilton circuit) : 恰好 通过 图 的 每 个 顶点 一 次 的 回路 。 

加 权 图 (weighted graph) : 为 各 边 指定 数字 的 图 。 

最 短 通路 问题 (shortest-path problem) : 确定 加 权 图 中 的 通路 以 使 得 这 条 通路 中 的 边 的 权 之 和 在 指定 的 顶 
点 之 间 的 所 有 通路 上 是 最 小 值 这 样 的 问题 。 

旅行 商 问 题 (traveling salesperson problem): 求 访 问 图 的 每 个 顶点 恰好 一 次 的 、 总 长 度 最 短 的 回路 的 
问题 。 

平面 图 (planar graph): 可 以 画 在 平面 上 而 没有 边 交 叉 的 图 。 

平面 图 的 平面 表示 的 面 (regions of a representation of a planar graph) : 该 图 的 平面 表示 把 平面 所 分 割 成 的 
区 域 。 

初等 细 分 (elementary subdivision) : 删除 无 向 图 的 边 {u， 必 而且 添加 新 顶点 包 以 及 边 {4u，w)} 和 边 {w，wv)。 

同 胚 (homeomorphic) : 若 两 个 无 向 图 是 从 同一 个 无 向 图 通过 一 系列 初等 细 分 来 获得 的 ， 则 它们 同 胚 。 

图 着 色 (graph coloring) : 给 图 的 顶点 指定 颜色 ， 使 得 相 邻 的 两 个 顶点 没有 相同 的 颜色 。 

着 色 数 (chromatic number) : 在 图 的 着 色 中 所 需要 的 最 少 颜色 数 。 


结论 
握手 定理 (The handshaking theorem) : 设 G=(V，E) 是 有 m 条 边 的 无 向 图 ， 则 2m = > deg(v) 
v€EV 


霍 尔 婚姻 定理 (Hall’s marriage theorem) : 带 有 二 部 划分 (Vi ，V;) 的 二 分 图 G 二 (V，E) 中 有 一 个 从 Vi 到 
V: 的 完全 匹配 当 且 仅 当 对 于 Vi 的 所 有 子 集 A, 有 |N(A)| 宇 |A|。 

在 连通 多 重 图 中 存在 欧 拉 回路 当 且 仅 当 每 个 顶点 的 度数 都 为 偶数 。 

在 连通 多 重 图 中 存在 欧 拉 通路 当 且 仅 当 至 多 有 两 个 度数 都 为 奇数 的 顶点 。 

迪克 斯 特 拉 算 法 (Dijkstra's algorithm) : 在 加 权 图 中 求 出 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 过 程 ( 见 10.6 节 ) 。 

欧 拉 公 式 (Euler”s formula): r 一 e 一 v 十 2， 其 中 r、e 和 w 分 别 是 平面 图 的 平面 表示 的 面 数 、 边 数 和 项 
点 数 。 

库 拉 图 斯 基 定 理 (Kuratowski’”s theorem): 图 是 非 平面 图 当 且 仅 当 它 包 含 同 胚 于 K;,; 或 Ki 的 子 图 。( 其 
证 明 超 出 本 书 范围 .) 

四 色 定 理 (The four color theorem) : 每 个 平面 图 都 可 以 用 不 超过 4 种 颜色 来 着 色 。( 其 证 明 远 远 超出 本 书 
范围 !) 


复习 题 
1. a) 定 义 : 简单 图 、 多 重 图 、 伪 图 、 有 向 图 、 有 向 多 重 图 。 
b) 用 例子 说 明 : 如 何 用 a 中 每 种 类 型 的 图 来 建 模 。 例 如 ， 解 释 如 何 为 计算 机 网 络 或 飞行 航线 的 不 同方 
面 来 建 模 。 
. 给 出 如 何 用 图 建 模 的 至 少 4 个 例子 。 
. 在 无 向 图 中 ， 顶 点 度数 之 和 与 该 图 中 边 数 之 间 的 关系 是 什么 ? 解释 这 个 关系 为 什么 成 立 。 
. 为 什么 在 无 向 图 中 一 定 有 偶数 个 度数 为 奇数 的 顶点 ? 
- 在 有 向 图 中 顶点 的 入 度 之 和 与 出 度 之 和 之 间 的 关系 是 什么 ? 解释 这 个 关系 为 什么 成 立 。 
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6. 描述 下 列 图 族 。 
a)K,， 在 nn 个 顶点 上 的 完全 图 。 b) Kn， 在 m 和 nn 个 顶点 上 的 完全 二 分 图 。 
CC,， 带 nn 个 顶点 的 圈 图 。 dW,， 大 小 为 n 的 轮 图 。 
e)Q,，n 立方 体 。 

7. 在 练习 6 的 图 族 中 ， 每 个 图 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 

8. a) 什 么 是 二 分 图 ? b) 图 K,、C, 和 W, 中 哪些 是 二 分 图 ? 


©) 你 如何 确定 无 向 图 是 否 为 二 分 图 ? 
9. a) 描 述 用 来 表示 图 的 3 种 不 同方 法 。 
b) 画 出 至 少 带 5 个 顶点 和 8 条 边 的 简单 图 。 说 明 如 何 用 你 在 a) 中 所 描述 的 方法 来 表示 它 。 
10. a) 两 个 简单 图 是 同 构 的 是 什么 意思 ? 
b) 对 于 简单 图 的 同 构 来 说 ， 不 变量 是 什么 意思 ? 给 出 至 少 5 个 这 样 的 不 变量 的 例子 。 
中 给 出 带 有 相同 的 顶点 数 、 边 数 和 顶点 度数 但 不 同 构 的 两 个 简单 图 的 例子 。 
d) 是 否 有 一 组 已 知 的 不 变量 可 以 用 来 有 效 地 确定 两 个 简单 图 是 否 同 构 ? 
11. a) 图 是 连通 的 是 什么 意思 ? 
b) 什 么 是 图 的 连通 分 支 ? 
12. a) 解 释 如 何 用 邻接 矩阵 来 表示 图 。 
b) 如 何 用 邻接 矩阵 来 确定 从 图 G 的 顶点 集 到 图 互 的 顶点 集 的 函数 是 否 是 同 构 的 ? 
c) 如 何 用 图 的 邻接 矩阵 来 确定 在 图 的 两 个 顶点 之 间 长 度 为 7 的 通路 数 ? 其 中 7 是 正 整 数 。 
13. a) 定 义 无 向 图 中 的 欧 拉 回 路 和 欧 拉 通路 。 
b) 描 述 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ， 并 且 解 释 如 何 利用 欧 拉 回 路 来 重新 叙述 它 。 
ce) 如何 确定 无 向 图 是 否 具有 欧 拉 通路 ? 
d) 如 何 确定 无 向 图 是 否 具 有 欧 拉 回路 ? 
14. a) 定 义 简单 图 中 的 哈密 顿 回路 。 
b) 给 出 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 蕴含 着 简单 图 没有 哈密 顿 回路 。 
15. 给 出 至 少 两 个 可 以 通过 求 出 加 权 图 中 最 短 通 路 来 解决 的 问题 的 例子 。 
16. a) 描 述 求 在 加 权 图 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 。 
b) 画 出 至 少 带 10 个 顶点 和 20 条 边 的 加 权 图 。 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 出 在 图 中 你 所 选择 的 两 个 顶点 之 
间 的 最 短 通 路 。 
17. a) 图 是 平面 图 是 什么 意思 ? 
b) 给 出 非 平面 图 简单 图 的 例子 。 
18. a) 连 通 平面 图 的 欧 拉 公式 是 什么 ? 
b) 如 何 用 平面 图 的 欧 拉 公式 来 证 明 一 个 简单 图 是 非 平面 图 ? 
19. 叙述 关于 图 的 平面 性 的 库 拉 图 斯 基 定 理 ， 并 且 解 释 它 如 何 刻画 了 哪些 图 是 平面 图 。 
20. a) 定 义 图 的 着 色 数 。 
b) 当 是 正 整数 时 ， 图 K, 的 着 色 数 是 什么 ? 
c) 当 nn 是 大 于 2 的 正 整数 时 ， 图 C, 的 着 色 数 是 什么 ? 
d) 当 m 和 nn 都 是 正 整数 时 ， 图 K,., 的 着 色 数 是 什么 ? 
21. 叙述 四 色 定理 。 有 没有 不 能 用 4 种 颜色 来 着 色 的 图 ? 
22. 解释 在 建 模 里 如 何 使 用 图 的 着 色 。 至 少 举 两 个 不 同 的 例子 。 


补充 练习 


1. 一 个 带 100 个 顶点 的 50- 正 则 图 有 多 少 条 边 ? 
2. K; 有 多 少 种 非 同 构 的 子 图 ? 
在 练习 3~5 中 ， 判 断 所 给 的 成 对 的 图 是 否 是 同 构 的 。 
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完全 m 部 图 开 。 的 顶点 划分 成 六 个 子 集 合 ， 各 有 nh，ns，…，n 个 元 素 ， 而 且 顶 点 相 邻 当 且 仅 


当 它 们 属于 这 个 划分 的 不 同 子 集合 。 
6. 画 出 下 列 图 。 
a) Ki,z,s b) K;,2, © Ki1,2,2,3 
7. 完全 mn 部 图 K,,。,…,。。 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 
8. 证 明 或 反 证 : 在 至 少 有 两 个 顶点 的 有 穷 多 重 图 中 ， 总 是 存在 两 个 度数 相同 的 顶点 。 
9. 设 G 二 (V，E) 是 无 向 图 ， 并 且 令 ASV 和 BCV, 证 明 : 
a) N(AUB)= N(A) UN(B), 
b)N(ANMNB)SCNC(A)N 站 NC(B),， 并 且 给 出 NC(AN 站 B) 关 NC(A) 败 NC(B) 的 例子 。 
10. 设 G==(V，E) 是 无 向 图 ， 证明: 
a) 对 于 所 有 的 vEV，| N(v) | 过 deg(v)。 
b) 对 于 所 有 的 vEV，| N(v) | 二 deg(v) 当 且 仅 当 G 是 一 个 简单 图 。 
设 刀 是 正 整 数 ，Si ，S: ，…S, 是 集合 S 的 子 集 构成 的 集合 旋 ， 这 个 族 的 不 同 代表 系统 (SDR) 是 一 个 有 序 
的 nn 元 组 (a1，as，…，as)， 其 中 ， 对 i 二 1]，2，…，n， 有 ai;ES; 且 对 于 所 有 的 i 了 关 j)， 有 ai 关 aj。 
11. 求 集合 S1 二 {a cy Hr; 2e}; Ss ={m; ancs ee Ss={as p, es Xx}, Si={rz es n, a}, $s={n; 
a，m,，e} 和 Ss 二 {te，ZXx，a， Mm} 的 SDR。 
12. 使 用 霍 尔 婚姻 定理 证 明 : 集合 S 的 有 穷 子 集 Si ，S: ，…，S, 有 SDR(a，a ，…，a,) 当 且 仅 当 对 于 


(1,， 2,，…, 双 的 所 有 于 集 1 有 | [js,| > 17|。 


13. a) 使 用 练习 12 证 明 : Si 二 {a, b, c}，S; 二 {6, c,d},，S; 二 {a, b,，d}，S, = 二 {6，c，d} 构 成 的 集合 
族 有 一 个 SDR， 不 允许 直接 求 出 一 个 。 
b) 求 出 a 中 集合 族 的 SDR。 

14. 使 用 练习 12 证 明 : SI 二 {a, 6b, c}, Ss; 二 {a, c}, Ss={c, d, e}, S:= 二 {4b, c}, Ss; 二 {d, e, f}， 
Ss 二 {a,，c，e} 和 Si 二 {a, 65) 构成 的 集合 族 没 有 SDR。 

设 u、v 和 ww 是 一 个 简单 图 的 3 个 顶点 ， 简 单 图 G 的 簇 系数 C(G) 是 当 w 和 vw 是 邻居 且 v 和 ww 是 邻居 时 ， 

wu 和 w 是 邻居 的 概率 。 

15. 设 w、v 和 w 是 一 个 简单 图 的 3 个 顶点 ， 当 这 些 顶 点 构成 的 所 有 3 对 顶点 之 间 都 有 边 相 连 时 ， 这 3 个 
顶点 构成 一 个 三 角形 。 求 用 图 中 三 角形 个 数 以 及 图 中 长 度 为 2 的 通路 的 条 数 表示 的 C(G) 的 公式 。 
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[提示 : 按照 形成 三 角形 的 顶点 的 顺序 计算 图 中 的 每 个 三 角形 一 次 。] 
16. 求 10. 2 节 练 习 20 中 每 个 图 的 艇 系数 。 
17. 解释 下 列 各 图 中 簇 系数 表示 什么 ? 

a) 好 莱 坞 图 b)“ 人 脸 ” 中 的 朋友 图 

c) 图 论 中 的 学 术 合作 图 d) 人 类 细胞 中 的 蛋白 质 作 用 图 

e) 表 示 构 成 万 维 网 的 路 由 器 和 通信 和 链 路 的 图 
18. 对 练习 17 中 的 每 一 个 图 ， 解释 是 否 可 以 期 望 其 簇 系数 接近 0. 01 或 0. 10， 并 且 解 释 为 什么 。 
简单 无 向 图 的 团 是 一 个 完全 子 图 ， 它 不 包含 在 任何 更 大 的 完全 子 图 中 。 在 练习 19 一 21 中 ， 求 所 给 图 的 所 unks》 
有 团 。 
19. a 








简单 图 中 顶点 的 支配 集 是 顶点 的 一 个 集合 ， 使 得 其 他 每 个 顶点 都 与 这 个 集合 中 至 少 一 个 顶点 是 相 邻 的 。 
带 最 少 顶 点 数 的 支配 集 称 为 最 小 支配 集 。 在 练习 22 一 24 中 ， 求 所 给 的 图 的 最 小 支配 集 。 
22. a b 235 2 


和 24. 
> < 
b f 


C d 
简单 图 可 用 来 确定 在 棋盘 上 控制 整个 棋盘 的 最 少 皇 后 数 。 一 个 nXn 的 棋盘 具有 n’ 个 格子 。 如 下 图 所 示 ， 
在 所 给 位 置 上 的 皇后 控制 着 同行 、 同 列 以 及 包含 这 个 格子 的 两 条 斜 线 上 的 所 有 格子 。 与 此 对 应 的 简单 图 
具有 和 个 顶点 ， 每 个 顶点 表示 一 个 格子 ,而且 若 一 个 顶点 所 表示 的 格子 上 的 皇后 控制 着 另外 一 个 顶点 所 
表示 的 格子 ， 则 这 两 个 顶点 是 相 邻 的 。 








25. 构造 表示 nXn 棋盘 的 简单 图 ， 用 边 表示 皇后 对 格子 的 控制 ， 其 中 
a)7? 一 3 b)n=4 
26. 解释 一 下 最 小 支配 集 的 概念 如 何 应 用 到 确定 控制 nXn 棋盘 的 最 少 皇后 数 的 问题 。 
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xx 27. 求 控制 nXn 棋盘 的 最 少 皇后 数 ， 其 中 

a)7 一 3 b)n=4 n=5 

28. 假定 C 和 Hi 是 同 构 的 ， 而且 Cs 和 日 ; 是 同 构 的 。 证 明 或 反 证 : G1 UG。 和 Hi UH; 是 同 构 的 。 

29. 证 明 : 下 列 性 质 是 同 构 的 简单 图 都 有 或 都 没有 的 不 变量 。 
a) 连 通 性 b) 哈 密 顿 回路 的 存在 性 ©) 欧 拉 回 路 的 存在 性 
d) 有 交叉 数 C e) 有 个 孤立 顶点 人 是 二 分 图 

30. 如 何 从 G 的 邻接 矩阵 求 G 的 邻接 矩阵 ? 其 中 G 是 简单 图 。 

31. 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 顶点 的 连通 简单 二 分 图 ? 

* 32, 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 简单 连通 图 ， 并 且 

a) 没 有 任何 顶点 的 度 超 过 2? b) 着 色 数 等 于 4? c) 非 平面 图 ? 

若 有 向 图 与 它 的 逆 同 构 ， 则 它 是 自 逆 的 。 

33. 确定 下 列 图 是 否 为 自 逆 的 。 
a) a b 





34. 证 明 : 着 有 向 图 G 是 自 逆 的 而 且 玉 是 同 构 于 G 的 有 向 图 ， 则 玉 也 是 自首 的 。 
无 向 简单 图 的 定向 就 是 指定 它 的 各 边 的 方向 ， 使 得 所 得 到 的 有 向 图 是 强 连通 的 。 当 无 向 图 有 定向 时 ， 这 
个 图 称 为 可 定向 的 。 在 练习 35 一 37 中 ， 确 定 给 定 的 图 是 否 是 可 定向 的 。 


35. a b C 36. 4 Bh b 
e d b ce d e d 


38. 因为 在 城市 中 心 区 交通 流量 正在 增长 ， 所 以 交通 工程 师 正在 计划 把 目前 所 有 双 行 街道 都 变 成 单行 街 
道 。 解释 如 何 为 这 个 问题 建 模 。 

x 39. 证 明 ; 若 一 个 图 具有 割 边 ， 则 它 不 是 可 定向 的 。 

竞赛 图 是 简单 有 向 图 ， 使 得 若 和 vw 是 图 中 不 同 的 顶点 ， 则 (wu，v) 和 (v， 志 中 恰好 有 一 个 是 图 中 的 边 。 

40. 有 多 少 种 不 同 的 带 个 顶点 的 竞赛 图 ? 

41. 在 竞赛 图 中 一 个 顶点 的 人 度 与 出 度 之 和 是 什么 ? 

* 42. 证 明 : 每 个 竞赛 图 都 有 哈密 顿 通路 。 

43. 给 定 鸡 群 里 的 两 只 鸡 ， 其 中 一 只 占 优势 。 这 样 就 定义 了 这 个 鸡 群 的 吸食 次 序 。 如 何 用 竞赛 图 来 为 叹 
食 次 序 建 模 ? 

44. 设 连通 图 G 有 n 个 顶点 且 点 连通 度 k(G) = 二。 证明: 图 G 至 少 含有 [kn/2] 条 边 。 

若 K(C) 一 人 MG) 一 mip degv—=2m/n, 则 称 含有 nn 个 顶点 和 m 条 边 的 连通 图 G 二 (V，EF) 具 有 最 优 连 通 度 。 

45. 证 明 : 具有 最 优 连通 度 的 连通 图 一 定 是 正则 图 。 

46. 证 明 下 列 各 图 具有 最 优 连 通 度 。 
a) CG 23 的 天 有 之 3 es 2 

* 47. 求 2 个 带 有 6 个 顶点 ，9 条 边 ， 具 有 最 优 连 通 度 的 非 同 构 的 简单 图 。 

48. 假定 G 是 带 2k 个 度 为 奇数 的 顶点 的 连通 多 重 图 。 证 明 : 存在 个 子 图 ， 它们 的 并 图 是 G， 其 中 每 个 
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子 图 都 有 欧 拉 通 路 并 且 任 何 两 个 子 图 都 没有 公共 边 。|[ 提示: 向 该 图 添加 条 连接 成 对 的 度 为 奇数 的 
项 点， 并 且 利 用 这 个 变 大 了 的 图 的 欧 拉 回路 .] 


在 练习 49 和 50 中 ,我 们 讨论 一 个 由 佩 特 科 维 奇 (petkovi 日 在 [Pe09] 中 提出 的 一 个 智力 题 (基于 [Avch80] 
中 的 问题 )。 设 亚瑟王 召集 2n 个 骑士 开 一 个 重要 的 圆桌 会 议 。 其 中 任意 两 个 人 要 么 是 朋友 ， 要 么 是 敌人 ， 
并 且 每 个 人 在 其 余 2n 一 1 个 人 中 最 多 有 不 超过 7 一 1 个 敌人 。 问 亚瑟王 是 否 可 以 安排 他 的 骑士 在 圆桌 就 


座 ， 
49. 


50. 


SL 


* S2. 


3 


* 54. 


55. 
56. 
57. 
58. 
*.S9, 


使 得 每 个 人 都 和 他 的 两 个 朋友 为 邻 座 。 

a) 证 明 : 用 顶点 表示 骑士 ， 若 两 个 骑士 是 朋友 ， 则 在 图 中 用 边 连 接 这 两 人 。 该 题 可 以 化 简 为 判断 图 
中 是 否 存在 哈密 顿 回路 。 

b) 解 答 在 上 面 智力 题 中 的 提出 的 问题 。[ 提 示 : 利用 狄 拉克 定理 。] 

假设 有 8 个 骑士 ，Alynore、Bedivere、De-gore、Gareth、Kay、Lancelot、Perceval 和 Tristan 用 每 个 

人 的 名 字 的 第 一 个 字母 表示 该 骑士 ， 并 在 该 字母 后 面 列 出 他 的 敌人 列表 。 他 们 的 敌人 列表 是 : A(D， 

人 

K)、T(CB，G，L)。 画 出 表示 这 8 个 骑士 和 他 们 的 朋友 的 图 ， 并且 求 出 安排 方式 使 得 每 一 个 骑士 都 

挨 着 他 的 两 个 朋友 坐 。 

设 G 是 带 有 nn 个 顶点 的 简单 图 。G 的 带宽 表示 成 B(G) ， 它 是 max{ |i 一 j| |a; 与 wj 是 相 邻 的 } 在 G 的 


顶点 au，a ，…，qan 的 所 有 排列 上 所 取 的 最 小 值 。 即 带宽 是 赋 给 相 邻 顶点 的 下 标的 最 大 差 值 在 顶点 
的 所 有 列表 上 所 取 的 最 小 值 。 求 下 列 图 的 带宽 。 

aK; b) Ki.; Cc) RK,,s d) 天 3.; 

e)Qs f) Cs 


连通 简单 图 的 两 个 不 同 顶 点 vw 和 vw 之 间 的 距离 是 在 v 和 vs 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ( 边 数 )。 图 的 半 
径 是 从 顶点 v 到 其 他 顶点 的 最 大 距离 在 所 有 顶点 v 上 所 取 的 最 小 值 。 图 的 直径 是 在 两 个 不 同 顶 点 之 
间 的 最 大 距离 。 求 下 列 图 的 半径 和 直径 。 

a) Ks b) 天 4,5 OQ; d)Cs 

a) 证 明 : 若 简单 图 G 的 直径 至 少 为 4， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 2。 

b) 证 明 : 若 简单 图 G 的 直径 至 少 为 3， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 3。 

假定 一 个 多 重 图 有 2m 个 度 为 奇数 的 顶点 。 证 明 : 任何 包含 该 图 中 每 条 边 的 回路 ， 必 然 至 少 包含 mn 
条 边 超过 一 次 。 

求 10. 6 节 图 3 中 在 顶点 a 与 z 之 间 的 次 最 短 通路 。 

设计 一 个 算法 ， 求 在 简单 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 次 最 短 通路 。 

求 10.6 节 练 习 3 的 加 权 图 中 ， 在 顶点 4 与 z 之 间 经 过 顶点 了 的 最 短 通路 。 

设计 一 个 算法 ， 求 在 简单 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 经 过 第 三 个 指定 顶点 的 最 短 通路 。 

证 明 : 若 G 是 至 少 带 11 个 顶点 的 简单 图 ， 则 G 或 G(G 的 补 图 ) 不 是 平面 图 。 


若 图 的 一 组 顶点 集合 中 的 任何 两 个 顶点 都 不 相 邻 ， 则 这 个 顶点 集合 称 为 独立 的 。 图 的 独立 数 是 该 图 的 独 
立 顶 点 集中 的 最 大 顶点 个 数 。 


x* 60. 


61. 
62. 
63. 


下 列 图 的 独立 数 是 什么 ? 

a) kK, b)C， c)Q， d) 天 ，， 

证 明 : 一 个 简单 图 中 的 顶点 数 小 于 或 等 于 这 个 图 的 独立 数 与 着 色 数 之 积 。 

证 明 : 一 个 图 的 着 色 数 小 于 或 等 于 n 一 i 十 1， 其 中 是 这 个 图 的 顶点 数 ，i 是 这 个 图 的 独立 数 。 
假定 为 了 生成 带 有 个 顶点 的 随机 简单 图 ， 首 先 选 择 满足 0 三 p 过 1 的 实数 p。 对 C(7n，2) 对 不 同 顶 点 
中 的 每 一 对 ， 都 生成 一 个 在 0 一 1 之 间 的 随机 数 zx。 若 0 二 x 三 p， 则 用 一 条 边 连 接 这 两 个 顶点 ; 否则 
就 不 连接 这 两 个 顶点 。 

a) 生 成 带 有 m 条 边 的 图 的 概率 是 什么 ? 其 中 0<mC(n，2)。 

b) 若 包含 每 一 条 边 的 概率 为 p， 则 在 随机 生成 的 带 有 个 顶点 的 图 中 ， 边 数 的 期 望 值 是 什么 ? 

c) 证 明 : 若 p= 二 1/2， 则 每 一 个 带 nn 个 顶点 的 简单 图 是 等 概率 生成 的 。 


当 向 简单 图 添加 更 多 的 边 ( 不 添加 顶点 ) 时 ， 都 还 保持 的 性 质 称 为 单调 递增 的 ， 当 从 简单 图 删除 边 ( 不 删除 
顶点 ) 时 ， 都 还 保持 的 性 质 称 为 单调 递减 的 。 


64. 


对 下 列 每 个 性 质 来 说 ， 判 断 它 是 否 为 单调 递增 的 ， 并 判断 它 是 否 为 单调 递减 的 。 


65. 
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a) 图 G 是 连通 的 b) 图 G 不 是 连通 的 ”外 图 G 有 了 欧 拉 回 路 ”) 图 G 有 哈密 顿 回 路 

e) 图 G 是 平面 图 f) 图 G 的 着 色 数 为 4 g) 图 G 的 半径 为 3 hb) 图 C 的 直径 为 3 

证 明 : 图 的 性 质 已 是 单调 递增 的 当 且 仅 当 图 的 性 质 Q 是 单调 递减 的 ， 其 中 Q 是 不 具有 性 质 己 的 
性 质 。 


x*x 66. 假定 PP 是 简单 图 的 单调 递增 的 性 质 。 证 明 : 带 n 个 顶点 的 随机 图 有 性 质 P 的 概率 是 p 的 单调 非 递减 


% 


关 关 


函数 ， 其 中 p 是 一 条 边 被 挑选 到 该 图 的 概率 。 


计算 机 课题 


按 给 定 的 输入 和 输出 写 出 程序 。 

. 给 定 无 向 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 确 定 每 个 项 点 的 度 。 

. 给 定 有 向 图 的 各 边 所 关联 的 有 序 顶 点 对 ,确定 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 。 
. 给 定 简单 图 的 边 列表 ， 确 定 这 个 图 是 否 为 二 分 图 。 


. 给 定 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 构 造 这 个 图 的 邻接 矩阵 。( 要 求 当 存在 环 、 多 重 边 或 有 向 边 时 仍 起 


一 


A a 


作用 。) 


. 给 定 图 的 邻接 矩阵 ， 列 出 这 个 图 的 各 边 ， 并 且 给 出 每 条 边 出 现 的 次 数 。 

. 给 定 无 向 图 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 以 及 每 条 边 出 现 的 次 数 ， 构 造 这 个 图 的 关联 矩阵 。 

. 给 定 无 向 图 的 关联 矩阵 ， 列 出 它 的 各 边 ， 并 且 给 出 每 条 边 出 现 的 次 数 。 

. 给 定 正 整 数 n， 通 过 产生 图 的 邻接 和 矩阵 来 生成 含有 个 顶点 的 无 向 图 ， 使 得 以 相等 的 概率 生成 所 有 含 





及 个 顶点 的 简单 图 。 


.给 定 正 整 数 n， 通 过 产生 图 的 邻接 矩阵 来 生成 含有 个 顶点 的 有 向 图 ， 使 得 以 相等 的 概率 生成 所 有 含 


有 个 顶点 的 有 向 图 。 


. 给 定 两 个 都 带 不 超过 6 个 顶点 的 简单 图 的 边 列表 ， 确 定 这 两 个 图 是 否 是 同 构 的 。 

. 给 定 图 的 邻接 矩阵 和 正 整 数 n， 求 两 个 顶点 之 间 长 度 为 n 的 通路 数 ( 产 生 对 有 向 图 和 无 向 图 来 说 都 能 
”起 作用 的 程序 )。 

. 给 定 简 单 图 的 边 列表 ， 确 定 它 是 否 连通 ， 若 它 不 连通 ， 则 求 连通 分 支 数 。 

. 给 定 多 重 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 确 定 它 是 否 有 欧 拉 回路 ， 若 没有 欧 拉 回 路 ， 则 确定 它 是 否 有 欧 


拉 通 路 。 若 存在 欧 拉 通 路 或 欧 拉 回路 ， 则 构造 这 样 的 通路 或 回路 。 


. 给 定 有 向 多 重 图 的 各 边 所 关联 的 有 序 顶 点 对 ， 若 存在 欧 拉 通 路 或 欧 拉 回路 ， 则 构造 这 样 的 通路 或 


回路 。 


. 给 定 简单 图 的 边 列 表 ， 产 生 一 条 哈密 顿 回路 ， 或 者 确定 该 图 没有 这 样 的 回路 。 
. 给 定 简单 图 的 边 列表 ， 产 生 一 条 哈密 顿 通路 ， 或 者 确定 该 图 没有 这 样 的 通路 。 
. 给 定 加 权 连 通 简单 图 的 边 及 其 权 的 列表 ， 以 及 该 图 中 的 两 个 顶点 ， 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 这 两 点 间 最 


短 通路 的 长 度 。 另 外 ， 求 出 这 条 通路 。 


. 给 定 无 向 图 的 边 的 表 ， 用 10. 8 节 练 习 所 给 的 算法 求 这 个 图 的 着 色 。 
. 给 定 学 生 及 其 注册 课程 的 表 ， 构 造 期 末 考 试 日 程 表 。 
. 给 定 各 对 电视 台 之 间 的 距离 以 及 它们 之 间 人 允许 的 最 短 距 离 ， 为 这 些 电 视 台 分 配 频率 。 


计算 和 探索 


用 
ls: 


-DD 


一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


显示 带 4 个 顶点 的 所 有 简单 图 。 


. 显示 带 6 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 简单 图 。 

. 显示 全 套 的 带 4 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 有 向 图 。 

. 随机 地 生成 10 个 不 同 的 简单 图 ， 每 个 带 20 个 顶点 ， 使 得 每 个 这 样 的 图 都 是 以 相等 的 概率 来 生成 的 。 
. 构造 一 种 格雷 码 ， 其 中 码 字 都 是 长 度 为 6 的 比特 串 。 

. 构造 马 在 不 同 大 小 的 棋盘 上 的 周游 路 线 。 

. 确定 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 生成 的 每 个 图 是 否 为 平面 图 。 若 你 可 以 做 到 ， 则 确定 每 个 非 平面 图 的 


厚度 。 


共 共 


x 





8. 


9. 


14. 


确定 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 生成 的 每 个 图 是 否 连通 。 若 有 一 个 图 不 连通 ， 则 确定 这 个 图 的 连通 分 
支 数 。 
随机 地 生成 带 10 个 顶点 的 简单 图 。 当 你 生成 了 一 个 带 欧 拉 回 路 的 图 时 停止 。 显 示 这 个 图 的 一 个 欧 拉 
回路 。 


. 随机 地 生成 带 10 个 顶点 的 简单 图 。 当 你 生成 了 一 个 带 哈密 顿 回路 的 图 时 停止 。 显 示 这 个 图 的 一 个 哈 


密 顿 回路 。 


. 求 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 所 生成 的 每 个 图 的 着 色 数 。 
. 求 旅行 推销 员 访 问 美国 50 个 州 的 每 个 首府 所 能 采取 的 最 短路 线 ， 在 各 城市 之 间 坐 直 飞 的 航班 。 
. 对 每 个 不 超过 10 的 正 整 数 ” 来 说 ， 估 计 随 机 生成 的 带 ” 个 项 点 的 简单 图 连通 的 概率 ， 方 法 是 生成 一 


组 随机 简单 图 并 且 确 定 每 个 图 是 否 连通 。 
研究 这 个 问题 : 确定 玉 , 的 交叉 数 是 否 为 77、79 或 81。 已 知 它 等 于 这 三 个 数 当中 的 一 个 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1 


nD 


a 


描述 在 1900 年 以 前 图 论 的 起 源 和 发 展 。 


. 讨论 图 论 在 生态 系统 研究 中 的 应 用 。 

. 讨论 图 论 在 社会 学 和 心理 学 中 的 应 用 。 

. 讨论 通过 研究 网 络 图 的 性 质 可 以 了 解 到 什么 ? 

. 解释 在 表示 网 络 的 图 中 ， 如 社交 网 络 、 计 算 机 网 络 、 信 息 网 络 或 生物 学 网 络 ， 社 团结 构 是 什么 ? 定义 


在 这 些 图 中 的 社团 是 什么 ? 并 且 解 释 在 表示 所 列 的 网 络 类 型 的 图 中 ， 社 团 表 示 了 什么 。 


. 描述 一 些 用 于 在 表示 第 5 题 中 所 列 网 络 类 型 的 图 中 ， 社 团 发 现 的 算法 。 


7. 描述 给 定 一 个 图 的 顶点 和 边 ， 在 纸 面 或 屏幕 上 画 出 这 个 图 的 算法 。 在 画图 中 需要 考虑 什么 ， 使 得 其 最 


8. 
9, 


10. 


好 地 显示 了 该 图 的 属性 。 

通过 学 习 相 关 的 社交 网 络 和 通信 网 络 ， 解 释 图 论 如 何 帮助 发 现 犯罪 或 慌 怖 网 络 。 

一 个 输入 、 显 示 和 操纵 各 种 图 的 软件 工具 应 当 具 有 什么 功能 ? 现 有 的 工具 都 具有 这 些 功 能 中 的 哪些 ? 
描述 确定 两 个 图 是 否 是 同 构 的 一 些 可 用 算法 和 这 些 算法 的 计算 复杂 度 。 目 前 已 知 最 有 效 的 算法 是 
什么 ? 


. 什么 是 子 图 同 构 问 题 及 其 在 化 学 、 生 态 学 、 电 子 电路 设计 和 计算 机 视图 等 方面 有 哪些 重要 应 用 ? 

. 解释 什么 是 图 挖掘 ( 它 是 数据 挖掘 的 重要 领域 )， 并 说 明 图 挖掘 中 的 一 些 基 本 技术 。 

. 描述 如 何 用 欧 拉 通路 来 帮助 确定 DNA 序列 。 

. 定义 德 布 鲁 因 序 列 并 且 讨 论 它们 如 何 出 现在 应 用 中 。 解 释 如 何 用 欧 拉 回路 来 构造 德 布 鲁 因 序列 。 

. 描述 中 国 邮递 员 问题 并 且 解 释 如 何 解决 这 个 问题 。 

. 描述 表明 图 具有 了 哈密 顿 回路 的 一 些 不 同 条 件 。 

. 描述 用 来 解决 旅行 推销 员 问 题 的 几 个 不 同 策略 和 算法 。 

. 描述 判定 一 个 图 是 否 是 平面 图 几 个 不 同 算法 。 每 个 算法 的 计算 复杂 度 是 什么 ? 

. 在 建 模 中 ， 有 时 把 超大 规模 集成 电路 (VLSD 图 舱 入 到 一 本 书 中 ， 让 顶点 都 在 书 状 上 而 边 都 在 不 同 的 


书页 上 。 定 义 图 的 书页 数 虽 并 对 n= 二 3，4，5 和 6 求 包括 K, 在 内 的 各 种 图 的 书页 数 。 


. 描述 四 色 定 理 的 历史 。 

. 描述 在 四 色 定 理 的 证 明 中 计算 机 所 扮演 的 角色 。 如 何 肯定 一 个 依赖 计算 机 的 证 明 是 正确 的 ? 
. 就 是 否 产 生 最 少 颜色 的 着 色 以 及 复杂 度 而 言 ， 描 述 并 比较 给 图 着 色 的 几 个 不 同 算法 。 

. 解释 在 各 种 不 同 模型 中 如 何 使 用 图 的 多 重 着 色 。 

.描述 边 着 色 的 应 用 。 

. 解释 如 何 将 随机 图 理论 应 用 在 带 特 定性 质 的 图 的 非 构 造 性 存在 性 证 明 中 。 


名” 即 上 述 做 法 所 需要 的 最 少 页 数 。 一 一 译 者 注 
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不 包含 简单 回路 的 连通 图 称 为 树 。 早 在 1857 年 ， 英 国 数学 家 亚 瑟 . 凯 莱 就 用 树 计 数 某 些 
类 型 的 化 合 物 。 本 章 中 的 例子 将 说 明 从 那 时 起 ， 树 已 经 被 用 来 解决 各 种 学 科 分 支 中 的 问题 。 

树 在 计算 机 科学 中 特别 有 用 ， 尤 其 是 在 算法 中 。 例 如 ， 用 树 构造 求 元 素 在 表 中 位 置 的 有 效 
算法 。 可 以 将 树 用 于 算法 ， 构 造 节省 数据 存储 和 传输 成 本 的 有 效 编码 ， 比 如 哈 夫 曼 编码 ;可 以 
用 树 来 研究 诸如 跳棋 和 象棋 这 样 的 博弈 ， 并 且 可 以 帮助 确定 进行 这 些 博弈 的 取胜 策略 ;可 以 用 
树 来 为 通过 一 系列 决策 而 完成 的 过 程 建 立 模型 。 构 造 这 些 模型 可 以 帮助 确定 排序 算法 等 基于 一 
系列 决策 的 算法 的 计算 复杂 度 

通过 深度 优先 搜索 或 宽度 优先 搜索 ， 可 以 系统 地 遍历 图 的 顶点 ,构造 出 一 棵 包括 每 个 顶点 
的 树 。 通 过 深度 优先 搜索 来 探索 图 的 项 点， 也 称 为 回 滴 ， 人 允许 系统 地 搜索 各 种 问题 的 解 ， 比 如 
确定 在 棋盘 上 如 何 放置 8 个 王后 使 得 这 些 王 后 不 能 互相 攻击 。 

可 以 给 树 的 边 赋 权 值 来 为 许多 问题 建立 模型 。 例 如 ， 用 加 权 树 可 以 开发 出 构造 网 络 的 算 
法 ， 使 得 这 些 网 络 含有 最 便宜 的 连接 不 同 网 络 节点 的 电话 线 集合 。 


11.1 树 的 概述 


第 10 章 说 明了 如 何 用 图 来 建立 模型 和 解决 许多 问题 。 本 章 将 集中 讨论 称 为 树 的 一 种 特殊 
类 型 的 图 ， 之 所 以 这 样 命 名 是 因为 这 样 的 图 就 像 是 树 。 例 如 ， 家 族 树 是 表示 族谱 图 的 图 。 家 族 
树 用 顶点 表示 家 族 成 员 并 且 用 边 表示 父子 关系 。 图 1 显示 了 瑞士 数学 世家 伯 努 利家 族 男性 成 员 
的 家 族 树 。 表 示 家 族 树 ( 限 制 成 员 为 一 种 性 别 ， 并 且 没 有 近亲 结婚 ) 的 无 向 图 是 树 的 一 个 例子 。 
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图 1 伯 努 利 数 学 世家 








定义 1 树 是 没有 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 


因为 树 没有 简单 回路 ， 所 以 树 不 含 多 重 边 或 环 。 因此 任何 树 都 必然 是 简单 图 。 

@ 时 在 图 2 所 示 的 图 中 ， 哪 些 图 是 树 ? 

解 G, 和 G, 是 树 ， 因 为 都 是 没有 简单 回路 的 连通 图 。G; 不 是 树 ， 因 为 e，0，a，qd，e 是 
这 个 图 中 的 简单 回路 。 最 后 ，G, 不 是 树 ， 因 为 它 不 连通 。 4 


奢 659 


a b a b 
- X d ce 
C d 
区 d © d 
e 六 e 天 


e e f 
GI G6, NO Ga 
图 2 树 和 不 是 树 的 图 的 例子 
任何 一 个 不 包含 简单 回路 的 连通 图 都 是 树 。 不 含 简单 回路 但 不 一 定 连通 的 图 是 什么 ? 这 些 


图 称 为 森林 ， 而 且 具 有 这 样 的 性 质 : 它们 的 每 个 连通 分 支 都 是 树 。 图 3 显示 了 一 个 森林 。 注 意 ， 
图 2 中 的 G, 也 是 森林 。 图 3 中 的 图 是 具有 3 棵 树 的 森林 ， 图 2 中 的 G, 是 具有 2 棵 树 的 森林 。 








这 是 具有 3 个 连通 分 支 的 图 


es 





图 3 森林 的 例子 


通常 把 树 定义 成 具有 在 每 对 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 性 质 的 无 向 图 。 定 理 1 说 明 这 个 变 
换 的 定义 与 原来 的 定义 是 等 价 的 。 











证 明 首先 假 是 树 。 则 工 是 没有 简单 回路 的 连通 图 。 设 + 和 y 是 T 的 两 个 项 点 。 因 
为 工 是 连通 的 ， 所 以 根据 10. 4 节 定 理 1,， 在 z 和 y 之 间 存 在 一 条 简单 通路 。 而 且 ， 这 条 通路 
必然 是 唯一 的 ， 因 为 假如 存在 第 二 条 这 样 的 通路 ， 那么 从 xz 到 y 的 第 一 条 通路 以 及 将 第 二 条 通 
路 逆转 后 所 得 到 的 从 > 到 z 的 通路 ,将 组 合 起 来 形成 回路 。 利 用 10. 4 节 练 习 59， 这 蕴含 着 在 
工 中 存在 简单 回路 。 因 此 ， 在 树 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 

现在 假定 在 图 了 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 则 工 是 连通 的 ， 因 为 在 它 的 任何 
两 个 顶点 之 间 存 在 通路 。 另 外 ,， 工 没有 简单 回路 。 为 了 看 出 这 是 真 命题 ， 假 定 工 有 包含 顶点 x 
和 y 的 简单 回路 。 则 在 x 和 y 之 间 就 有 两 条 简单 通路 ， 因 为 这 条 简单 回路 包含 一 条 从 x 到 y 的 简 
单 通路 和 一 条 从 y 到 z 的 简单 通路 。 因 此 ， 在 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 的 图 是 树 。 十 


11. 1.1 有 根 树 

在 树 的 许多 应 用 中 ， 指 定 树 的 一 个 特殊 顶点 作为 根 。 一 旦 规定 了 根 ， 就 可 以 给 每 条 边 指 定 
方向 。 因 为 从 根 到 图 中 每 个 顶点 存在 唯一 通路 (根据 定理 1)， 所 以 指定 每 条 边 是 离开 根 的 方 
向 。 因 此 ， 树 与 它 的 根 一 起 产生 一 个 有 向 图 ， 称 为 有 根 树 。 
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也 可 以 递归 地 定义 有 根 树 。 参 考 5. 3 节 来 了 解 如 何 这 样 做 。 通 过 选择 任何 一 个 顶点 来 作为 
根 ， 就 可 以 把 非 有 根 树 变 成 有 根 树 。 注 意 对 根 的 不 同 选 择 会 导致 产生 不 同 的 有 根 树 。 例 如 ， 
图 4 显示 通过 在 树 中 分 别 指定 a 和 * 作为 根 所 形成 的 有 根 树 。 通 常 在 画 有 根 树 时 把 根 画 在 图 
的 顶端 。 指 示 有 根 树 中 边 的 方向 的 箭头 可 以 省 略 ， 因 为 对 根 的 选择 确定 了 边 的 方向 。 

以 a 为 根 以 c 为 根 





图 4 一 棵 树 以 及 指定 两 个 根 所 形成 的 有 根 树 

树 这 个 术语 起 源 于 植物 学 和 族谱 学 。 假 定 工 是 有 根 树 。 若 "是 工 中 的 非 根 顶 点 ， 则 的 父 
母 是 从 x 到 存在 有 向 边 的 唯一 的 顶点 x( 读 者 应 当 证 明 这 样 的 顶点 x 是 唯一 的 )。 当 是 v 的 
父母 时 ，v 称 为 wu 的 孩子 。 具 有 相同 父母 的 顶点 称 为 兄弟 。 非 根 顶 点 的 祖先 是 从 根 到 该 顶点 通 
路 上 的 顶点 ， 不 包括 该 顶点 自身 但 包括 根 ( 即 该 顶点 的 父母 ， 该 顶点 的 父母 的 父母 等 ， 一 直到 
根 )。 顶 点 vv 的 后 代 是 以 v 作为 祖先 的 顶点 。 树 的 顶点 若 没有 孩子 则 称 为 树叶 。 有 孩子 的 顶点 
称 为 内 点 。 根 是 内 点 ， 除 非 它 是 图 中 唯一 的 顶点 ， 在 这 种 情况 下 ， 它 是 树叶 。 

若 a 是 树 中 的 顶点 ， 则 以 a 为 根 的 子 树 是 由 a 和 a 的 后 代 以 及 这 些 顶 点 所 关联 的 边 所 组 成 
的 该 树 的 子 图 。 

在 图 5 所 示 的 有 根 树 中 ( 根 为 a)， 求 c 的 父母 ，g 的 孩子 ,，h 的 兄弟 ,，e 的 所 有 祖先 ， 
b 的 所 有 后 代 ， 所 有 内 点 以 及 所 有 树叶 。 什 么 是 以 g 为 根 的 子 树 ? 

解 c 的 父母 是 6。g 的 孩子 是 h、i 和 j。h 的 兄弟 是 i 和 j。e 的 祖先 是 c、 和 a。2 的 后 代 是 
c、d 和 e。 内 点 是 a、5、c、g、 久 和 j。 树叶 是 d、e、f、i、k&、lL 和 mm。 以 g 为 根 的 子 树 如 图 6 所 示 。 

4 
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图 5 有 根 树 工 图 6 根 在 g 的 子 树 
在 许多 不 同 的 应 用 中 都 用 到 具有 下 面 性 质 的 有 根 树 : 它们 的 所 有 内 点 都 有 相同 个 数 的 孩 
子 。 在 本 章 后 面 将 用 这 样 的 树 去 研究 涉及 搜索 、 排 序 和 编码 的 问题 。 
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@ 国 在 图 ?7 中 的 有 根 树 ， 对 某 个 正 整数 m 来 说 是 否 为 满 m 又 树 ? 


图 7 4 个 有 根 树 

解 TT 是 满 二 又 树 ， 因 为 它 的 每 个 内 点 都 有 2 个 孩子 。T, 是 满 三 叉 树 ， 因 为 它 的 每 个 内 
点 都 有 3 个 孩子 。 在 T， 中 每 个 内 点 都 有 5 个 孩子 ， 所 以 它 是 满 五 又 树 。 对 任何 m 来 说 ，T, 都 
不 是 满 m 叉 树 ， 因 为 它 的 有 些 内 点 有 2 个 孩子 而 有 些 内 点 有 3 个 孩子 。 4 

有 序 根 树 ”有 序 根 树 是 把 每 个 内 点 的 孩子 都 排序 的 有 根 树 。 画 有 序 根 树 时 ， 以 从 左 向 右 的 
顺序 来 显示 每 个 内 点 的 孩子 。 注 意 在 常规 方式 下 有 根 树 的 表示 将 确定 它 的 边 的 一 种 顺序 。 我 们 
将 在 画图 时 使 用 边 的 这 种 顺序 ， 但 不 明确 地 指出 有 根 树 是 有 序 的 。 

在 有 序 二 叉 树 (通常 只 称 为 二 叉 树 ) 中 ， 若 一 个 内 点 有 2 个 孩子 ， 则 第 一 个 孩子 称 为 左 子 而 第 
二 个 孩子 称 为 右 子 。 以 一 个 顶点 的 左 子 为 根 的 树 称 为 该 顶点 的 左 子 树 ， 而 以 一 个 顶点 的 右 子 为 
根 的 树 称 为 该 顶点 的 右 子 树 。 读 者 应 当 注 意 ， 对 某 些 应 用 来 说 ， 二 又 树 的 每 个 非 根 顶点 都 指定 
为 其 父母 的 右 子 或 左 子 。 即 使 当 某 些 顶 点 仅 有 一 个 孩子 也 这 样 做。 具体 指定 方式 视 需 要 而 定 。 

可 以 递归 地 定义 有 序 根 树 。5. 3 节 以 这 种 方式 定义 了 二 又 树 ， 它 是 有 序 根 树 的 一 种 类 型 。 

@ 枚 在 图 8a 所 示 二 又 树 工 中 ，4 的 左 子 和 右 子 是 什么 (其 中 顺序 是 画 法 所 蕴含 的 )? ce 的 
左 子 树 和 右 子 树 是 什么 ? 


sa 
~ 





图 8 二 又 树 工 和 顶点 < 的 左 子 树 和 右 子 树 


解 4 的 左 子 是 f， 而 右 子 是 g。 在 图 8b 和 图 8c 中 分 别 显示 c 的 左 子 树 和 右 子 树 。 4 

与 图 的 情形 恰好 一 样 ， 不 存在 用 来 描述 树 、 有 根 树 、 有 序 根 树 和 二 又 树 等 的 标准 术语 。 出 
现 这 种 非 标 准 的 术语 是 因为 在 计算 机 科学 里 大 量 地 使 用 树 ， 而 计算 机 科学 还 是 相对 年 轻 的 领 
域 。 当 碰 到 关于 树 的 术语 时 ， 读 者 就 应 当 仔细 地 核对 这 些 术 语 所 表示 的 意思 。 





11.1.2 树 作为 模型 

以 树 为 模型 的 应 用 领域 非常 广泛 ， 比 如 计算 机 科学 、 化 学 、 地 理学 、 植 物 学 和 心理 学 等 。 
下 面 将 描述 基于 树 的 各 种 模型 。 

@@ 国 饱和 碳 氢 化 合 物 与 树 ”图 可 以 用 来 表示 分 子 ， 其 中 用 顶点 表示 原子 ， 用 边 表 示 原 子 
之 间 的 化 学 键 。 英 国 数学 家 亚 瑟 . 凯 莱 在 1857 年 发 现 了 树 ， 当 时 他 正在 试图 列举 形 如 C,H,,。 
的 化 合 物 的 同 分 异 构 体 ， 它 们 都 被 称 为 饱和 碳 和 毛 化 合 物 。( 同 分 异 构 体 代表 具有 相同 化 学 式 但 
不 同化 学 性 质 的 化 合 物 。) 

在 饱和 碳 氢 化 合 物 的 图 模型 中 ， 用 度 为 4 的 顶点 表示 每 个 碳 原子 ， 用 度 为 1 的 顶点 表示 每 
个 氢 原 子 。 在 形 如 C,H;,;; 的 化 合 物 的 表示 图 中 有 3n 十 2 个 顶点 。 在 这 个 图 中 ， 边 数 是 顶点 度 


数 之 和 的 一 半 。 因 此 ， 在 这 个 图 中 有 (4n 十 2n 十 2)/2 二 H 
3n 十 1 条 边 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 ,而且 边 数 比 项 点数 | ， 
少 1， 所 以 它 必然 是 树 ( 见 本 节 练习 15)。 | Wi 

带 有 个 度 为 4 的 顶点 和 27 十 2 个 度 为 1 的 顶点 的 H 一 C 一 HH 一 C 一 一 6 一 H 
非 同 构 的 树 表示 了 形 如 C,H 的 不 同 的 同 分 异 构 体 。 LH。 上 | 
例如 ， 当 二 4 时 ， 恰 好 存在 2 个 这 种 类 型 的 不 同 的 同 。 “| N= 


分 异 构 体 (读者 需要 验证 )。 所 以 恰好 有 2 个 C,H 的 同 “人 


分 异 构 体 。 它 们 的 结构 如 图 9 所 示 。 这 两 种 同 分 异 构 H 
体 称 为 丁 烧 和 异 丁 烧 。( 也 称 为 i- 丁 烷 或 甲 基 丙 烷 ) 4 丁 烷 异 丁 煤 
表示 组 织 机 构 ”大 的 组 织 机 构 的 结构 可 以 用 Sy 


有 根 树 来 建 模 。 在 这 个 树 中 每 个 顶点 表示 机 构 里 的 一 个 职务 。 从 一 个 顶点 到 另外 一 个 顶点 的 边 
的 起 点 所 表示 的 人 是 终点 所 表示 的 人 的 (直接 ) 上 司 。 图 10 就 是 这 样 的 树 。 在 这 个 树 所 表示 的 组 织 
机 构 里 ， 硬 件 开发 主任 直接 为 研发 副 总 经 理工 作 。 这 个 树 的 根 是 表示 这 个 组 织 的 总 经 理 的 顶点 。 


研发 部 副 总 经 理 市 场 部 副 总 经 理 服务 部 副 总 经 理 财务 部 副 总 经 理 
究 软件 开发 | | 硬件 开发 | | 销售 市 场 现场 运行 | | 材料 管理 会计 主 
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图 10 一 家 计算 机 公司 的 组 织 机 构图 





亚 瑟 凯 莱 (Arthur Cayley，1821 一 1895) 凯 莱 是 一 个 商人 的 儿子 。 他 在 年 纪 很 
小 时 就 在 数字 计算 方面 显示 出 他 的 数学 天 分 。 饥 莱 在 17 岁 时 来 到 剑桥 的 三 一 学 院 学 
习 。 上 学 期 间 ， 他 酷爱 阅读 小 说 ， 在 校 表现 也 极为 优秀 ， 被 选举 为 任期 3 年 的 三 一 学 
院 的 研究 员 和 助教 。 在 这 期 间 ， 凯 莱 开 始 了 对 nn 维 几何 学 的 研究 ， 对 几何 学 和 分 析 
学 做 出 了 巨大 贡献 。 学 习 之 余 ， 他 渐渐 喜欢 上 了 登山 ， 尤 其 是 在 瑞士 度假 时 登山 的 
愉快 经 历 让 他 难以 忘怀 。 由 于 在 剑桥 大 学 没有 合适 的 数学 家 职位 提供 给 他 ， 凯 莱 离 
Op Fomor se。 开 了 剑桥 ， 转 行 学 习 法 律 并 且 在 1849 年 获取 律师 资格 。 尽 管 凯 莱 在 从 事 法 律 工 作 的 
Piom 同时 还 继续 着 数学 研究 ， 但 他 依然 在 法 律 界 享有 盛誉 。 在 他 的 律师 生涯 中 ， 凯 莱 写 
出 了 三 百 多 篇 关于 数学 研究 的 论文 。1863 年 ， 剑 桥 大 学 专门 设立 了 一 个 新 的 数学 类 的 职位 并 把 它 给 了 凯 
莱 。 尽 管 薪酬 低 于 律师 的 收入 ， 凯 莱 还 是 欣然 接受 了 这 份 工作 ， 
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@ 加 计算 机 文件 系统 ”计算 机 存储 器 中 的 文件 可 以 组 织 成 目录 。 目 录 可 以 包含 文件 和 子 目 
录 。 根 目录 包含 整个 文件 系统 。 因 此 ， 文 件 系统 可 以 表示 成 有 根 树 ， 其 中 根 表 示 根 目录 ， 内 点 表示 
子 目 录 ， 树叶 表示 文件 或 空 目 录 。 在 图 11 中 显示 了 一 个 这 样 的 文件 系统 。 在 该 系统 中 ,文件 khr 属 
于 目录 rje。( 注 意 文 件 的 链接 ， 同 一 个 文件 有 多 个 路 径 名 ,会 导致 计算 机 文件 系统 中 有 回路 .) 4 

树 形 连接 并 行 处 理 系统 ”在 10.2 节 例 17 中 描述 了 多 种 并 行 处 理 的 互联 网 络 。 树 形 
连接 网 络 是 把 处 理 器 互相 连接 的 另外 一 种 重要 方式 。 表 示 这 样 的 网 络 的 图 是 完全 二 又 树 ， 即 一 
个 每 个 树叶 都 在 同一 层 上 的 满 二 又 树 。 这 样 的 网 络 把 n==2* 一 1 个 处 理 器 互 连 起 来 ， 其 中 是 
正 整 数 。 一 个 非 根 也 非 树 叶 的 顶点 wv 所 表示 的 处 理 器 具有 三 个 双向 连接 ， 一 个 连接 通 向 v 的 父 
母 所 表示 的 处 理 器 ， 两 个 连接 通 向 v 的 两 个 孩子 所 表示 的 处 理 器 。 根 所 表示 的 处 理 器 具有 两 个 
双向 连接 ， 分 别 通 向 v 的 两 个 孩子 所 表示 的 处 理 器 。 树 叶 所 表示 的 处 理 器 具有 一 个 双向 连接 ， 
通 向 的 父母 。 图 12 显示 了 一 个 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连接 网 络 。 





根 为 根 目录 / 

/ 内 点 为 目录 
ed 树叶 为 文件 
bin tmp 


pA 


bin rje spool ls mail who junk 


A 


ed nroff vikhr opr uucp 























Ph Pp, 
printer file Pp, Pa: bs Pp 
11 一 个 计算 机 文件 系统 图 12 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连接 网 络 


下 面 说 明 并 行 计算 是 如 何 使 用 树 形 连接 网 络 的 。 具 体 地 说 ,说 明 图 12 中 的 处 理 器 如 何 用 3 
步 来 完成 8 个 数 的 相 加 。 第 一 步 , 用 P, 将 xz, 和 zx, 相 加 、 用 P; 将 zs 和 zz 相 加 、 用 Ps 将 xz 和 
Te 相 加 、 用 PP 将 zx 和 zs 相 加 。 第 二 步 ， 用 已 将 十 x 和 ws tm 相 加 、 用 P 将 zs 十 zz 和 
Zz1 十 Zs 相 加 。 第 三 步 , 用书 将 zz 十 zz 十 zs 十 x 和 zs 十 zo 十 zi 十 zs 相 加 。 这 种 方法 要 优 于 串 行 地 
将 8 个 数 相 加 所 需要 的 7 步 ， 串 行 的 步骤 是 依次 把 一 个 数 与 表 中 前 面 各 数 之 和 相 加 。 4 


11.1.3 树 的 性 质 
我 们 常常 需要 知道 树 中 各 种 边 和 顶点 数目 之 间 的 联系 。 





Links > 





证 明 将 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 注 意 对 于 所 有 的 树 来 说 ， 这 里 可 以 选择 一 个 树 根 
并 且 认 为 这 个 树 是 有 根 树 。 

基础 步骤 : 当 ? 一 1 时 ， 有 ?一 1 个 顶点 的 树 没有 边 。 所 有 对 于 ”一 1 来 说 ， 定 理 为 真 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 有 个 顶点 的 每 棵 树 都 有 A 一 1 条 边 ， 其 中 上 是正 整数 。 假 设 树 工 有 
十 1 个 项 点 并 且 v 是 的 树叶 (wv 必定 存在 ， 因 为 树 是 有 穷 的 )， 设 也 是 的 父母 ， 从 工 中 删除 
顶点 v 以 及 连接 ww 和 w 的 边 ， 就 产生 有 个 顶点 的 树 T'， 因 为 所 得 出 的 图 还 是 连通 的 并 且 没 有 
简单 回路 。 根 据 归 纳 假设 ，T" 有 一 1 条 边 。 所 以 有 条 边 ， 因 为 比 T' 多 1 条 边 ， 即 连接 
v 和 w 的 边 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 4 

树 是 一 个 不 带 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 所 以 ， 当 G 是 一 个 含有 个 顶点 的 无 向 图 时 ， 由 定 
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理 2 可 知 ， 两 个 条 件 : 条 件 1，G 是 连通 的 ; 条 件 2，G 没有 简单 回路 。 这 两 个 条 件 蕴含 条 件 
3，G 有 7 一 1 条 边 。 同 时 ， 当 条 件 1 和 条 件 3 成 立时 ， 条 件 2 也 一 定 成 立 ; 当 条 件 2 和 条 件 3 
成 立时 ， 条件 1 也 一 定 成 立 。 也 就 是 说 ， 若 G 是 连通 的 ，G 有 nn 一 1 条 边 ， 则 G 没有 简单 回路 ， 
所 以 G 是 一 棵 树 ( 见 练习 15a)， 并 且 若 G 没有 简单 回路 ， 并 且 G 有 7? 一 1 条 边 ， 则 G 是 连通 的 ， 
所 以 G 是 一 棵 树 ( 见 练习 15b) 。 同 理 ， 当 条 件 1、2、3 中 的 两 个 成 立时 ， 第 三 个 也 一 定 成 立 ， 
而 且 G 一 定 是 一 棵 树 。 

计算 满 m 叉 树 中 的 项 点 数 ” 如 定理 3 所 示 ， 带 有 指定 内 点 数 的 满 m 又 树 的 顶点 数 是 确定 
的 。 与 定理 2 一 样 ， 用 nn 来 表示 树 中 的 顶点 数 。 







和 


证 明 除了 根 之 外 的 每 个 顶点 都 是 内 点 的 孩子 。 因 为 每 个 内 点 有 mm 个 孩子 ， 所 以 在 树 中 
除了 根 之 外 还 有 xz 个 顶点 。 因 此 ， 该 树 含有 z 一 xxz 十 1 个 顶点 。 4 

假定 荆 是 满 m 叉 树 。 设 i 是 该 树 的 内 点 数 ，/ 是 树叶 数 。 一 旦 n、i 和 / 中 的 一 个 已 知 ， 另 
外 的 两 个 量 就 随 之 确定 了 。 定 理 4 解释 了 如 何 从 已 知 的 一 个 量 求 出 其 他 两 个 量 。 





证 明 设 n 表 示 顶 点 数 ，i 表 示 内 点 数 ，/ 表示 树叶 数 。 利 用 定理 3 中 的 等 式 ， 即 2 一 zi 十 
1， 以 及 等 式 * 王 /十 i 这 个 等 式 为 真 ， 因 为 每 一 个 顶点 要 么 是 树叶 要 么 是 内 点 )， 就 可 以 证 明 本 
定理 的 所 有 三 个 部 分 。 这 里 证 明 (i) 。(ib 和 (iii) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 

在 ?一 zzai 十 1 中 求解 i 得 出 i 二 (n 一 1)/m。 然 后 把 i 的 这 个 表达 式 代 入 等 式 n 二 1 十 i， 就 证 明 

{=n—i=n—(n—1)/m=[(m—1)n+l1]/m。 | 

例 9 说 明 如 何 使 用 定理 4。 

假定 某 人 寄 出 一 封 连环 信 。 要 求 收 到 信 的 每 个 人 再 把 它 寄 给 另外 4 个 人 。 有 些 人 这 样 做 
了 ， 但 是 其 他 人 则 没有 寄 出 信 。 若 没有 人 收 到 超过 一 封 的 信 ， 而 且 若 读 过 信和 但 是 不 寄 出 它 的 人 数 超 
过 100 个 后 ， 连 环 信 就 终止 了 ， 那 么 包括 第 一 个 人 在 内 ， 有 多 少 人 看 过 信 ? 有 多 少 人 寄 出 过 信 ? 

解 ”可 以 用 4 又 树 表 示 连 环 信 。 内 点 对 应 于 寄 出 信 的 人 ， 而 树叶 对 应 于 不 寄 出 信 的 人 。 因 
为 有 100 个 人 不 寄 出 信 ， 所 以 在 这 个 有 根 树 中 ， 树 叶 数 是 "二 100。 因 此 ， 由 定理 4 的 (ii) 说 明 ， 
已 经 看 过 信 的 人 数 是 xz= 王 (4。100 一 1)/(4 一 1) 王 133。 另 外 ， 内 点 数 是 133 一 100 王 33， 所 以 33 





个 人 寄 出 过 信 。 4 
平衡 的 m 叉 树 经常 需要 使 用 这 样 的 有 根 树 ， 它 们 是 “平衡 的 ”， 所 以 在 每 个 顶点 的 子 树 
都 包含 大 约 相同 长 度 的 通路 。 下 面 的 一 些 定义 将 解释 这 个 概念 。 在 有 入 


根 树 中 顶点 的 层 是 从 根 到 这 个 顶点 的 唯一 通路 的 长 度 。 根 的 层 定义 
为 0。 有 根 树 的 高 度 就 是 顶点 层 数 的 最 大 值 。 换 句 话说 ， 有 根 树 的 层 
数 是 从 根 到 任意 顶点 的 最 长 通路 的 长 度 。 

求 图 13 所 示 的 有 根 树 中 每 个 顶点 的 层 数 。 这 棵 树 的 高 度 
是 多 少 ? 

解 根 a 在 0 层 上 。 顶点 6、j 和 都 在 1 层 上 。 顶点 c、e、f 和 1 
都 在 2 层 上 。 顶 点 4、g、i、m 和 nn 都 在 3 层 上 。 最 后 ， 顶 点 A 在 4 层 
上 。 因 为 任意 顶点 的 最 大 层 数 是 4， 所 以 这 棵 树 的 高 度 为 4。 Ee 

车 一 棵 高 度 为 的 m 叉 树 的 所 有 树叶 都 在 h 层 或 A 一 1 层 ， 则 这 棵 树 是 平衡 的 。 

人 在 图 14 所 示 的 一 些 有 根 树 中 ， 哪 些 有 根 树 是 平衡 的 ? 
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解 TT 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 层 和 4 层 上 。 然 而 ，T, 不 是 平衡 的 ， 因 为 它 
有 树叶 在 2 层 、3 层 和 4 层 上 。 最 后 ，T 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 层 上 。 4 


23 
图 14 一 些 有 根 树 


在 m 叉 树 中 树叶 数 的 界 常常 用 到 m 又 树 中 树叶 数 的 上 界 。 定 理 5 用 m 叉 树 的 高 度 给 出 
一 个 这 样 的 界 。 





中 至 多 有 mt / “个 树叶 


证 明 本 证 明 对 高 度 使 用 数学 归纳 法 。 首先 ， 考虑 高 度 为 1 的 由 叉 树 。 这 些 树 都 是 由 一 一 个 
根 和 不 超过 m 个 孩子 所 组 成 的 ， 每 个 孩子 都 是 树叶 。 因 此 在 高 度 为 1 的 m 又 树 中 有 不 超过 
m' 二 m 个 树叶 。 这 是 归纳 论证 的 基础 步骤 。 

现在 假定 对 高 度 小 于 hh 的 所 有 m 叉 树 来 说 ， 这 个 结果 都 为 真 。 这 是 归纳 假设 。 设 工 是 高 
度 为 h 的 m 叉 树 。 工 的 树叶 都 是 通过 删除 从 根 到 每 个 在 1 层 的 顶点 的 边 所 获得 的 工 的 子 树 的 树 
叶 ， 如 图 15 所 示 。 

这 些 子 树 的 高 度 都 小 于 或 等 于 hh 一 1。 所 以 根据 归纳 假设 ,每 个 这 样 的 有 根 树 都 至 多 有 
m" 个 树叶 。 因 为 最 多 有 m 棵 这 样 的 子 树 ， 每 个 子 树 最 多 有 m” 个 树叶 ， 所 以 在 这 个 有 根 树 
中 最 多 有 m，m”' 二 mw 个 树叶 。 这 样 就 完成 了 归纳 论证 。 4 








图 15 证 明 的 归纳 步骤 


推论 1 若 一 棵 高 度 为 及 的 m 又 树 带 有 /个 树叶 ， 则 h 宇 [log,l1|。 若 这 棵 mm 又 树 是 满 的 和 平 
衡 的 ， 则 h 二 [log,l1( 这 里 使 用 向 上 取 整 函数 。[zx | 是 大 于 或 等 于 工 的 最 小 整数 )。 

证 明 从 定理 5 知道 /<m*。 取 以 m 为 底 的 对 数 就 证 明 log,l 三 hh。 因为 h 是 整数 ， 所 以 有 
h 宇 [log,l1。 现 在 假定 这 棵 树 是 平衡 的 。 于 是 每 个 树叶 都 在 hh 层 或 A 一 1 层 上 ， 而 且 因 为 树 的 高 度 为 
hh， 所 以 在 hh 层 至 少 有 一 个 树叶 。 所 以 必然 有 超过 mm 个 树叶 ( 见 本 节 练 习 30)。 因 为 /mw ， 所 以 
mm! 过 lm 。 在 这 个 不 等 式 中 取 以 m 为 底 的 对 数 就 得 出 h 一 1 二 log,l 二 nh。 因此 hh 二 [log,l1]。 4 
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练习 
1. 下 面 哪些 图 是 树 ? 
a) 


了 


f 


x 


1 
2 


f 


_ 


区 


过， 
BA 





a) 哪 个 顶点 是 根 ? b) 哪 些 顶点 是 内 点 ? ©) 哪些 顶点 是 树叶 ? 
d) 哪 些 顶点 是 7 的 孩子 ? e@) 哪 些 顶点 是 六 的 父母 ? 人 哪些 顶点 是 o 的 兄弟 ? 
g) 哪 些 顶点 是 m 的 祖先 ? hh) 哪些 顶点 是 5 的 后 代 ? 


4. 对 于 下 图 所 示 的 有 根 树 ， 回 答 练 习 3 所 列 出 的 相同 问题 。 
a 





© ou 
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. 练习 3 中 的 有 根 树 对 某 个 正 整数 mx 来 说 ， 是 否 是 满 m 又 树 ? 
. 练习 4 中 的 有 根 树 对 某 个 正 整数 mm 来 说 ， 是 否 是 满 m 又 树 ? 
. 练习 3 中 的 有 根 树 的 每 个 顶点 的 层 数 是 什么 ? 

. 练习 4 中 的 有 根 树 的 每 个 顶点 的 层 数 是 什么 ? 

. 画 出 练习 3 中 的 树 以 下 列 顶 点 为 根 的 子 树 。 


a)a by)c Ce 


. 画 出 练习 4 中 的 树 以 下 列 顶 点 为 根 的 子 树 。 


a)a by)c Ce 


. a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 3 个 顶点 的 无 根 树 ? 


b) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 3 个 顶点 的 有 根 树 ( 使 用 有 向 图 的 同 构 )? 


. a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 顶点 的 无 根 树 ? 


b) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 项 点 的 有 根 树 (使 用 有 向 图 的 同 构 )? 


. a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 的 无 根 树 ? 


b) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 的 有 根 树 ( 使 用 有 向 图 的 同 构 )? 


. 证 明 : 简单 图 是 树 当 且 仅 当 它 是 连通 的 , 但 是 删除 它 的 任何 一 条 边 就 产生 不 连通 的 图 。 
[sx 15. 


设 G 是 带 有 nn 个 顶点 的 简单 图 。 证明: 

a)G 是 树 当 且 仅 当 G 是 连通 的 并 且 有 nn 一 1 条 边 。 

b)G 是 树 当 且 仅 当 G 没有 简单 回路 并 且 有 nn 一 1 条 边 。[ 提 示 : 为 了 证 明 当 G 没 有 简单 回路 并 且 有 一 
1 条 边 时 G 是 连通 的 , 证明 G 不 能 有 和 多 于 1 个 的 连通 分 部 。] 


. 哪些 完全 二 分 图 K;,, 是 树 ， 其 中 mr 和 nn 都 是 正 整 数 ? 

. 带 有 10 000 个 顶点 的 树 有 多 少 条 边 ? 

. 带 有 100 个 内 点 的 满 5 叉 树 有 和 多少 个 顶点 ? 

. 带 有 1000 个 内 点 的 满 二 叉 树 有 多 少 条 边 ? 

. 带 有 100 个 顶点 的 满 3 又 树 有 多 少 个 树叶 ? 

. 假定 1000 个 人 参加 象棋 巡回 赛 。 若 一 个 选手 输 掉 一 盘 就 遭 到 淘汰 ， 而 且 比赛 进行 到 只 有 一 位 参加 者 还 


没有 输 过 为 止 ， 则 利用 这 个 巡回 赛 的 有 根 树 模型 来 确定 为 了 决 出 冠军 必须 下 多 少 盘 棋 ( 假 定 没有 平局 ) 。 


. 一 封 连环 信 开 始 时 有 一 个 人 寄 出 一 封 信 给 其 他 5 个 人 。 收 到 此 信 的 每 个 人 要 么 寄 出 信 给 从 来 没有 收 


到 过 此 信 的 其 他 5 个 人 ， 要 么 不 把 它 寄 给 任何 人 。 假 定 在 这 个 连环 终止 以 前 有 10 000 个 人 寄 出 过 此 
言 ， 并 且 没 有 人 收 到 超过 一 封 信 。 有 多 少 人 收 到 过 信 ? 又 有 多 少 人 收 到 过 信 但 是 没有 寄 出 它 ? 

封 连环 信 开 始 时 一 个 人 寄 出 一 封 信 给 其 他 10 个 人 。 要 求 每 个 人 寄 出 此 信 给 其 他 10 个 人 ， 而 且 每 
封 信 都 包含 该 连环 中 前 面 6 个 人 的 列表 。 除 非 表 中 不 足 6 个 名 字 ， 和 否则 每 个 人 都 寄 一 美元 给 表 中 的 
第 一 个 人 ， 从 表 中 删除 这 个 人 的 名 字 ， 把 其 他 5 个 人 的 名 字 向 上 移动 一 位 ， 并 且 把 他 自己 的 名 字 插 
人 到 表 的 末尾 。 若 没有 人 中 断 这 个 连环 ， 并 且 每 人 至 多 收 到 一 封 信 ， 则 这 个 连环 中 的 一 个 人 最 终 将 
收 到 多 少 钱 ? 





.要么 画 出 带 有 76 个 树叶 且 高 度 为 3 的 满 m 又 树 ,其 中 m 是 正 整数 ， 要么 证 明 这 样 的 树 不 存在 。 
. 要 么 画 出 带 有 84 个 树叶 且 高 度 为 3 的 满 m 又 树 ，, 其 中 m 是 正 整 数 ， 要 么 证 明 这 样 的 树 不 存在 。 
. 一 棵 满 刀 又 树 工 有 81 个 树叶 并 且 高 度 为 4。 


a) 给 出 m 的 上 界 和 下 界 。 
b) 若 全 也 是 平衡 的 ， 则 m 是 多 少 ? 


一 棵 完全 m 叉 树 是 其 中 每 个 树叶 都 在 同一 层 上 的 满 m 叉 树 。 


27. 
28. 
29. 


[=s* 30. 
31. 
32. 
33. 


构造 高 度 为 4 的 完全 二 叉 树 和 高 度 为 3 的 完全 3 叉 树 。 

高 度 为 h 的 完全 m 叉 树 具有 多 少 个 顶点 和 多 少 个 树叶 ? 

证 明 : 

a) 定 理 4 的 ii b) 定 理 4 的 这 

证 明 : 高 度 为 h 的 满 r 叉 平衡 树 具有 超过 m” 个 树叶 。 

在 包含 总 共 nn 个 顶点 的 t 棵 树 的 森林 中 有 多 少 条 边 ? 

解释 如 何 用 树 来 表示 由 章 、 章 中 节 、 节 中 小 节 组 成 的 书 的 目录 表 。 
下 面 的 饱和 碳 氧 化 合 物 有 多 少 种 不 同 的 同 分 异 构 体 ? 





a) Cs Hs b)Cs Hi, OC Hi 

34. 在 组 织 机 构 树 中 下 述 对 象 分 别 表示 什么 内 容 ? 
a) 一 个 顶点 的 父母 b) 一 个 顶点 的 孩子 c) 一 个 顶点 的 兄弟 
中) 一 个 顶点 的 祖先 e) 一 个 顶点 的 后 代 人 一 个 项 点 的 层 数 
2) 一 棵 树 的 高 度 


35. 对 表示 计算 机 文件 系统 的 有 根 树 ， 回 答 与 练习 34 所 给 的 那些 相同 的 问题 。 
36. a) 画 出 表示 15 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 的 有 15 个 顶点 的 完全 二 叉 树 。 
b) 说 明 如 何 用 a 中 的 15 个 处 理 器 分 四 步 求 16 个 数 之 和 。 
37. 设 ” 是 2 的 寡 。 证 明 : 可 以 用 "一 1 个 处 理 器 的 树 形 连接 网 络 在 log n 步 中 求 出 n 个 数 之 和 。 
* 38. 标记 树 是 其 中 每 个 顶点 都 指定 了 标记 的 树 。 当 在 两 个 标记 树 之 间 存 在 保持 顶点 标记 的 同 构 时 ， 就 把 
这 两 个 标记 树 当 作 同 构 的 。 用 集合 {1，2，3} 中 3 个 不 同 的 数 来 标记 3 个 顶点 的 、 非 同 构 的 标记 树 有 
多 少 种 ?用 集合 {1，2，3，4}) 里 4 个 不 同 的 数 来 标记 四 个 顶点 的 、 非 同 构 的 标记 树 有 和 多少 种 ? 
无 根 树 中 顶点 的 离心 度 是 从 这 个 顶点 开始 的 最 长 的 简单 通路 的 长 度 。 若 在 树 中 没有 其 他 顶点 比 一 个 顶点 
的 离心 度 更 小 ， 则 这 个 顶点 就 称 为 中 心 。 在 练习 39 一 41 中 ， 求 每 一 个 所 给 树 的 中 心 。 
40. a d f 





42. 证 明 : 为 了 从 无 根 树 产生 高 度 最 小 的 有 根 树 ,就 应 当选 择 中 心 来 作为 根 。 
43. 证 明 : 树 有 一 个 中 心 或 两 个 相 邻 的 中 心 。 
44. 证 明 : 每 一 棵 树 都 可 以 用 两 种 颜色 来 着 色 。 
有 根 的 斐 波 那 契 树 T, 是 以 下 面 的 方式 递归 地 定义 的 。TI 和 T 都 是 包含 单个 顶点 的 有 根 树 ， 而 对 mx 一 3， 
4，… 来 说 ， 都 是 由 一 个 根 以 及 以 T,-1 作 为 其 左 子 树 并 且 以 T,-: 作 为 其 右 子 树 来 构造 出 的 有 根 树 Th 。 
45. 画 出 前 7 个 有 根 的 斐 波 那 契 树 。 
* 46. 有 根 的 斐 波 那 契 树 T, 有 多 少 个 顶点 、 树 叶 和 内 点 ?其 中 是正 整 数 。 它 的 高 度 是 多 少 ? 
47. 下 面 这 个 使 用 数学 归纳 法 的 “证 明 ” 错 在 什么 地 方 ? 命题 : 有 个 顶点 的 每 棵 树 都 有 长 度 为 n 一 1 的 
通路 。 基 础 步骤 : 有 1 个 顶点 的 每 棵 树 显然 有 长 度 为 0 的 通路 。 归 纳 步 骤 : 假设 有 nn 个 顶点 的 树 有 长 
度 为 n 一 1 的 通路 ， 且 这 个 通路 以 作为 终点 。 加 入 顶点 v 和 从 到 w 的 边 。 所 得 出 的 树 有 十 1 个 顶 
点 并 且 有 长 度 为 的 通路 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 
[5x 48. 证 明 : 有 ?个 顶点 的 二 叉 树 中 ， 树 叶 的 平均 深度 是 Q(logz) 。 
% 


11.2 树 的 应 用 
11.2.1 引言 

下 面 将 要 运用 树 来 讨论 三 个 问题 。 第 一 个 问题 是 : 应 当 如 何 对 列表 里 的 元 素 进 行 排序 ， 以 
便 可 以 容易 地 找到 元 素 的 位 置 ? 第 二 个 问题 是 : 为 了 在 某 种 类 型 的 一 组 对 象 里 找 出 带 有 某 种 性 
质 的 对 象 ， 应 当做 出 一 系列 什么 样 的 决策 ? 第 三 个 问题 是 :应当 如 何 用 比特 串 来 有 效 地 编码 一 
组 字符 ? 


11.2.2 二 又 搜索 树 

Un》 在 列表 里 搜索 一 些 元 素 ， 是 计算 机 科学 的 一 项 重要 任务 。 主 要 目标 是 实现 一 个 搜索 算法 ， 
当 元 素 都 完全 排序 时 ， 这 个 算法 能 有 效 地 找 出 元 素 。 这 个 任务 可 以 通过 使 用 二 叉 搜索 树 来 完 
成 ， 二 又 搜索 树 是 一 种 二 叉 树 ， 其 中 任何 顶点 的 每 个 孩子 都 指定 为 右 子 或 左 子 ， 没 有 顶点 有 超 
过 一 个 的 右 子 或 左 子 ， 而 且 每 个 顶点 都 用 一 个 关键 字 来 标记 ， 这 个 关键 字 是 各 元 素 中 的 一 个 。 


水 
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另外 ， 这 样 指定 顶点 的 关键 字 ， 使 得 顶点 的 关键 字 不 仅 大 于 它 的 左 子 树 里 的 所 有 项 点 的 关键 
字 ， 而 且 小 于 它 的 右 子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 字 。 

这 个 递归 过 程 用 来 形成 元 素 列表 的 二 又 搜索 树 。 从 只 包含 一 个 顶点 ( 即 根 ) 的 树 开 始 。 指 定 
列表 中 第 一 个 元 素 作为 这 个 根 的 关键 字 。 为 了 添加 新 的 元 素 ， 首 先 比 较 它 与 已 经 在 树 中 的 顶点 
的 关键 字 ， 从 根 开 始 ， 若 这 个 元 素 小 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 左 子 ， 则 向 左 移动 ， 
若 这 个 元 素 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 右 子 ， 则 向 右 移动 。 当 这 个 元 素 小 于 所 比 
较 顶 点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 没有 左 子 时 ， 就 插入 以 这 个 元 素 作为 关键 字 的 一 个 新 顶点 ， 并 把 
新 顶点 作为 这 个 顶点 的 左 子 。 同 理 ， 当 这 个 元 素 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 没有 右 
子 时 ， 就 插入 以 这 个 元 素 作 为 关键 字 的 一 个 新 顶点 ， 并 把 新 顶点 作为 这 个 顶点 的 右 子 。 用 例 1 来 
说 明 这 个 过 程 。 

构造 下 面 这 些 单词 的 二 叉 搜 索 树 (用 字母 硕 序 ): mathematics、physics、geography、 
zoology、meteorology、geology、psychology 和 chemistry。 

解 图 1 显示 了 构造 这 个 二 叉 搜 索 树 所 用 的 步骤 。 单 词 mathematics 是 根 的 关键 字 。 因 为 
physics 是 在 mathematics 之 后 (按照 字母 顺序 )， 所 以 给 根 添加 带 关键 字 physics 的 右 子 。 因 为 
geography 是 在 mathematics 之 前 ， 所 以 给 根 添 加 带 关键 字 geography 的 左 子 。 下 一 步 ， 给 带 关键 
字 physics 的 顶点 添加 右 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 zoology， 因 为 zoology 是 在 mathematics 之 后 且 
在 physics 之 后 。 同 理 ， 给 带 关键 字 physics 的 顶点 添加 左 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 meteorology。 
给 带 关键 字 geography 的 顶点 添加 右 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 geology。 给 带 关 键 字 zoology 的 顶 
点 添加 左 子 ,并且 给 其 指定 关键 字 psychology。 给 带 关键 字 geography 的 顶点 添加 左 子 ,并且 给 
其 指定 关键 字 chemistry( 读 者 应 当 完 成 在 每 步 上 所 需 的 所 有 比较 )。 4 


TI Mathematics Mathematics Mathematics 


Physics 
Physics Geography Physics Geography 


Zoology 


Zoology > Mathematics 
Physics > Mathematics Geography < Mathematics Zoology > Physics 


Mathematics Mathematics Mathematics Mathematics 
Geography 
Physics 2 Physics 
Geography 
Geology Zoology 
Meteorology Zoology Meteorology Meteorology 


Psychology Meteorology Psychology 
Psychology > Mathematics 


Meteorology > Mathematics Geology < Mathematics Psychology > Physics Chemistry < Mathematics 
Meteorology < Physics Geology > Geography Psychology < Zoology Chemistry < Geography 





图 1 构造 二 又 搜索 树 


一 旦 建立 了 二 叉 搜 索 树 ， 就 需要 一 种 在 二 叉 搜 索 树 中 查找 元 素 的 方法 ， 以 及 添加 新 元 素 的 
方法 。 算 法 1 是 插入 算法 ， 尽 管 看 上 去 它 只 是 在 二 又 搜索 树 上 添加 新 顶点 ， 但 实际 上 它 可 以 完 
成 上 面 提 到 的 两 个 任务 。 也 就 是 说 ， 如 果 元 素 x 存在 ,算法 1 可 以 在 二 又 搜索 树 中 查找 该 元 素 
Z; 如 果 元 素 x 不 存在 ， 也 可 以 添加 该 元 素 x。 在 下 面 的 伪 代 码 中 ,wv 是 当前 正在 查看 的 顶点 ， 
label(v) 是 该 顶点 的 关键 字 。 算 法 从 根 开始 查看 。 如 果 v 的 关键 字 等 于 z+， 那么 算法 就 找到 了 zz 
的 位 置 并 结束 ; 如 果 z 比 w 的 关键 字 小 ， 就 向 的 左 子 顶点 移动 并 重复 这 个 过 程 ; 如 果 工 比 
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的 关键 字 大 ， 就 向 vv 的 右 子 顶点 移动 并 重复 这 个 过 程 。 如 果 在 任何 一 步 ， 要 移动 到 的 子 项 点 并 
不 存在 ， 那 么 就 知道 在 这 棵 二 叉 搜 索 树 中 没有 x， 然后 就 添加 一 个 以 x 为 关键 字 的 顶点 作为 这 
个 子 顶点 。 








算法 1 在 二 又 搜索 树 中 查找 或 添加 一 个 元 素 
procedure insertion(T: 二 又 搜 索 树 ，x: 元 素 ) 
v :三 TT 的 根 
{ 一 个 不 在 工 中 具有 值 null 的 顶点 } 
while 天 null 并 且 label(v) 关 xz 
if zx<<label(v)then 
半 w 的 左 子 关 null then v :二 vw 的 左 子 
else 添加 新 顶点 作为 v 的 左 子 并 且 设 置 v :二 null 
else 
站 fw 的 右 子 天 null then v :二 v 的 右 子 
else 给 了 添加 新 顶点 作为 v 的 右 子 并 且 设 置 v :二 null 
让 醋 的 根 二 null then 给 树 添加 顶点 v 并 且 用 xz 标记 它 
else 这 wv 为 null 或 label(v) 关 x then 用 xz 标记 新 顶点 vw 
return v{v 二 xz 的 位 置 } 











例 2 说 明了 如 何 使 用 算法 1 在 二 又 搜索 树 中 插入 一 个 新 元 素 。 

@ 有 运用 算法 1 在 例 1 的 二 又 搜索 树 中 插入 oceanography 这 个 词 。 

解 ”算法 1 从 vv 开始 ,vv 等 于 工 的 根 顶 点 ， 是 当前 查看 的 顶点 。 因 此 label(v) 一 mathematics。 

因为 v 和 null， 且 label(v) = mathematics< oceanography， 所 以 接 下 来 就 查看 根 的 右 子 顶 
点 。 右 子 存 在 ， 因 此 置 当 前 查看 的 顶点 v 等 于 这 个 右 子 。 这 一 步 ， 有 v 关 null,， 且 label(v) = 
physics 之 oceanography， 所 以 要 查看 v 的 左 子 。 左 子 存 在 ， 因 此 置 当 前 查看 的 顶点 v 等 于 这 个 
左 子 。 在 这 一 步 ， 有 v 关 null， 有 目 label(v) 二 metereology 二 oceanography， 所 以 试图 查看 v 的 右 
子 。 但 是 ,这 个 右 子 并 不 存在 ， 所 以 添加 一 个 新 的 顶点 作为 v 的 右 子 ( 此 时 就 是 关键 字 为 
oceanography 的 顶点 )， 然 后 置 w:= 王 null. 因 为 vz 二 null， 所 以 现在 跳出 了 while 循环 。 因 为 工 的 根 不 是 
null 而 v 二 null， 所 以 使 用 算法 结束 处 的 else 站 语句 让 新 顶点 以 oceanography 为 关键 字 。 4 

现在 我 们 来 确定 这 个 过 程 的 计算 复杂 度 。 假 定 有 ?个 元 素 的 列表 的 二 叉 搜 索 树 工 。 可 以 从 
开 这 样 构造 一 个 满 二 叉 树 U: 在 必要 时 添加 无 标记 的 顶点 ， 使 得 每 个 带 关键 字 的 顶点 都 有 两 个 
孩子 。 这 个 做 法 在 图 2 里 说 明 。 一 旦 这 样 做 了 ， 就 容易 找 出 新 元 素 的 位 置 ， 或 者 添加 新 元 素 作 


为 关键 字 而 不 添加 顶点 。 \ 
U 


未 标记 的 项 点 加 了 圆圈 
图 2 添加 无 标记 顶点 以 得 到 一 个 满 二 叉 搜 索 树 
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添加 一 个 新 元 素 所 需要 的 最 多 比较 次 数 ， 等 于 在 U 中 从 根 到 树叶 的 最 长 通路 的 长 度 。U 的 
内 点 都 是 工 的 顶点 。 所 以 可 有 ?7 个 内 点 。 现 在 可 以 利用 11. 1 节 定 理 4 的 部 分 让 来 得 出 U 有 
n 十 1 个 树叶 。 利 用 11.1 节 的 推论 1， 可 以 看 出 U 的 高 度 大 于 或 等 于 hh 二 [log(n 十 1)1|。 所 以 ,为 
了 添加 某 个 元 素 ， 必 须 至 少 执行 [log(z 十 1)] 次 比较 。 注 意 若 U 是 平衡 的 ， 则 它 的 高 度 是 
[log(n 十 1)1( 根 据 11. 1 节 的 推论 1) 。 因 此 ， 若 二 又 搜索 树 是 平衡 的 ， 则 确定 一 个 元 素 的 位 置 
或 者 添加 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 不 超 过 [log(n 十 1) 1 次 。 当 给 二 又 搜索 树 添 加 一 些 元 素 时 ， 
该 树 可 能 变 得 不 平衡 。 因 为 平衡 的 二 又 搜索 树 给 出 二 又 搜索 的 最 优 的 最 坏 情 形 复杂 度 ， 所 以 添 
加 元 素 时 重新 平衡 二 又 搜索 树 的 算法 已 经 设计 出 来 。 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 关于 数据 结构 的 参 
考 文献 来 了 解 这 些 算法 。 


11.2.3 决策 树 

有 根 树 可 以 用 来 为 一 系列 决策 求解 问题 建立 模型 、 例 如 ， 二 又 搜索 树 可 以 用 来 基于 一 系列 
比较 来 找 出 元 素 的 位 置 ， 其 中 每 次 比较 都 说 明 是 否 已 经 找到 了 元 素 的 位 置 ， 或 者 是 否 应 当 向 右 
或 向 左 进入 子 树 。 其 中 每 个 内 点 都 对 应 着 一 次 决策 ， 这 些 顶 点 的 子 树 都 对 应 着 该 决策 的 每 种 可 
能 结果 ， 这 样 的 有 根 树 称 为 决策 树 。 问 题 的 可 能 解 对 应 着 这 个 有 根 树 中 通 向 树叶 的 通路 。 例 3 
说 明了 决策 树 的 一 个 应 用 。 

@ 国 假定 有 重量 相间 的 7 枚 硬币 和 重量 较 轻 的 一 枚 伪 币 。 为 了 用 一 架 天 平 确定 这 8 枚 硬 
币 中 哪个 是 伪 币 ， 需 要 多 少 次 称 重 ? 给 出 找 出 这 个 伪 币 的 算法 。 

解 ”在 天 平 上 每 次 称 重 结果 有 三 种 可 能 性 。 分 别 是 : 两 个 托盘 有 相同 的 重量 ， 第 一 个 托盘 
较 重 ， 或 第 二 个 托盘 较 重 。 所 以 ， 称 重 序列 的 决策 树 是 3 元 树 。 在 决策 树 中 至 少 有 8 个 树叶 ， 
因为 有 8 种 可 能 的 结果 (因为 每 枚 硬币 都 可 能 是 较 轻 的 伪 币 )， 而且 每 种 可 能 的 结果 必须 至 少 用 
一 个 树叶 来 表示 。 确 定 伪 币 所 需要 的 最 大 称 重 次 数 是 决策 树 的 高 度 。 从 11. 1 节 的 推论 1 得 出 
决策 树 的 高 度 至 少 是 [log;81= 二 2。 因 此 ， 至 少 需 要 两 次 称 重 。 

用 两 次 称 重 来 确定 伪 币 是 可 行 的 。 说 明 如 何 这 样 做 的 决策 树 如 图 3 所 示 。 4 

基于 比较 的 排序 算法 的 复杂 度 已 经 开发 了 许多 不 同 的 排序 算法 。 为 了 确定 一 个 具体 的 排 
序 算法 是 否 有 效 ， 就 要 确定 这 个 算法 的 复杂 度 。 用 决策 树 作为 模型 ， 可 以 求 出 基于 二 元 比较 的 
排序 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 的 下 界 。 

可 以 用 决策 树 为 排序 算法 建立 模型 并 且 确 定 对 这 些 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 的 估计 。 注 意 给 
定 nn 个 元 素 ， 这 些 元 素 有 nl! 种 可 能 的 排序 ， 因 为 这 些 元 素 的 ml 种 排列 中 的 每 一 个 都 可 以 是 正 
确 的 顺序 。 本 书 研 究 的 排序 算法 以 及 最 常用 的 排序 算法 都 基于 二 元 比较 ， 即 一 次 比较 两 个 元 素 。 
每 次 这 样 的 比较 都 缩小 了 可 能 的 顺序 集合 。 而 且 ， 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 可 以 表示 成 二 又 决 
策 树 ， 其 中 每 个 内 点 表示 两 个 元 素 的 一 次 比较 。 每 个 树叶 表示 个 元 素 的 n! 种 排列 中 的 一 种 。 

OO @O© 






较 轻 四 @G 平衡 ”@@@ 较 轻 








Ol © @ ©® 由 © 
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图 3 找 出 伪 币 位 置 的 决策 树 。 每 种 最 终结 果 的 下 面 一 行 是 伪 币 
CE 图 4 显示 了 给 列表 <、0、<c 里 的 元 素 排 序 的 决策 树 。 4 


672 第 1] 章 








图 4 对 3 个 不 同 元 素 进 行 排序 的 决策 树 


基于 二 元 比较 的 排序 的 复杂 度 是 用 二 元 比较 的 次 数 来 度量 的 。 排 序 有 个 元 素 的 列表 所 需 
要 的 最 多 比较 次 数 就 给 出 了 这 个 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 所 用 的 最 多 比较 次 数 等 于 表示 这 个 排 
序 过 程 的 决策 树 里 的 最 长 通路 长 度 。 换 句 话说 ， 所 需要 的 最 多 比较 次 数 等 于 这 个 决策 树 的 高 
度 。 因 为 带 nl! 个 树叶 的 二 又 树 的 高 度 至 少 是 [logn! 1( 利 用 11.1 节 推 论 1)， 所 以 如 定理 1 所 
说 ， 至 少 需 要 [logn! | 次 比较 。 








可 以 用 定理 1 给 出 基于 二 元 比较 的 排序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 〇 估计 。 只 需要 根据 3. 2 节 
练习 72 注意 到 [logn! | 是 6(n log n)， 这 是 算法 的 计算 复杂 度 经 常 使 用 的 一 个 参照 函数 。 推 论 1 
是 这 个 估计 的 结果 








推论 1 的 一 个 结论 是 ， 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 在 最 坏 情形 下 使 用 BC(n log n) 次 比较 来 排 
序 ”个 元 素 ， 其 他 这 类 算法 都 没有 更 好 的 最 坏 情 形 复杂 度 ， 在 这 个 意义 下 ， 基 于 二 元 比较 的 排 
序 算法 是 最 优 的 。 注 意 根据 5.4 节 定 理 1 可 以 看 出 ， 在 这 个 意义 下 归并 排序 算法 是 最 优 的 。 

对 于 排序 算法 的 平均 情形 复杂 度 也 可 以 证 明 类 似 的 结果 。 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 所 用 的 
平均 比较 次 数 是 表示 这 个 排序 算法 的 决策 树 中 的 平均 树叶 深度 。 根 据 11. 1 节 练 习 48 知道 ， 有 
和 个 顶点 的 二 叉 树 的 平均 树叶 深度 是 Q (log N)。 当 令 N= 二 nl 并 且 注 意 因 为 log n! 是 
Bln log n)， 所 以 是 Q(log n1) 的 函数 也 是 Qn log n) 时 ， 就 会 得 出 下 面 的 估计 。 





11.2.4 前 缀 码 

考虑 这 样 的 问题 : 用 比特 串 来 编码 英语 字母 表 里 的 字母 (其 中 不 区 分 小 写 和 大 写字 母 ) 。 可 
以 用 长 度 为 5 的 比特 串 来 表示 每 个 字母 ， 因 为 只 有 -26 个 字母 而 且 有 32 个 长 度 为 5 的 比特 串 。 
当 每 个 字母 都 用 5 位 来 编码 时 ， 用 来 编码 数据 的 总 位 数 是 5 乘 以 文本 中 的 字符 数 。 有 没有 可 能 
找 出 这 些 字母 的 编码 方案 ， 使 得 在 编码 数据 时 使 用 的 位 数 更 少 ? 若 可 能 ， 那 么 就 可 以 节省 存储 
空间 而 且 缩短 传输 时 间 。 

考虑 用 不 同 长 度 的 比特 串 来 编码 字母 。 较 短 的 比特 串 用 来 编码 出 现 较 频繁 的 字母 ， 较 长 的 
比特 串 用 来 编码 不 经 常 出 现 的 字母 。 当 用 可 变 长 的 位 数 来 给 字母 编码 时 ， 就 必须 用 某 种 方法 来 
确定 每 个 字母 的 在 何 处 开始 和 结束 。 例 如 ， 车 把 。 编码 成 0， 把 a 编码 成 1， 而 把 t 编 码 成 01， 
则 比特 串 0101 可 能 对 应 着 eat、tea、eaea 或 tt。 
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为 了 保证 没有 比特 串 对 应 着 多 个 字母 的 序列 ， 可 以 令 一 个 字母 的 比特 串 永 远 不 出 现在 另 一 
个 字母 的 比特 串 的 开头 部 分 。 具 有 这 个 性 质 的 编码 称 为 前 缀 码 。 例如， 把 。 编 码 成 0O、 把 a 编 
码 成 10、 而 把 t 编码 成 11 的 编码 就 是 前 缀 码 。 从 编码 一 个 单词 的 字母 的 唯一 比特 串 可 以 恢复 
这 个 单词 。 例 如 ， 串 10110 是 ate 的 编码 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 开 
始 的 1 不 表示 一 个 字符 ,但 是 10 表示 a( 并 且 它 不 可 能 是 另 一 个 字母 的 
比特 串 的 开始 部 分 )。 然 后 ;下 一 个 不 表示 一 个 字符 ,但 是 11 表示 
t。 最 后 一 位 0 表示 e。 

前 级 码 可 以 用 二 叉 树 来 表示 ， 其 中 字符 是 树 中 树叶 的 标记 。 树 的 
边 也 被 标记 ， 使 得 通 向 左 子 的 边 标 记 为 0 而 通 向 右 子 的 边 标 记 为 1。 用 
来 编码 一 个 字符 的 比特 串 是 在 从 根 到 以 这 个 字符 作为 标记 的 树叶 的 唯 
一 通路 上 标记 的 序列 。 例 如 ， 图 5 中 的 树 表示 把 e 编码 成 0， 把 a 编码 
成 10， 把 上 t 编 码 成 110， 把 6 编码 成 1110 和 把 s 编码 成 1111。 

表示 编码 的 树 可 以 用 来 解码 比特 串 。 例 如 ， 考 虑 一 个 用 图 5 中 的 
编码 编 成 11111011100 的 单词 。 这 个 比特 串 可 以 这 样 解码 : 从 根 开 始 ， 图 5 表示 前 绥 码 
用 比特 序列 来 形成 一 条 到 树叶 为 止 的 通路 。 每 个 0 都 使 得 通路 向 下 到 的 二 叉 树 
达 通 向 通路 中 最 后 一 个 顶点 的 左 子 的 边 ， 而 每 个 1 都 对 应 到 最 后 一 个 顶点 的 右 子 。 所 以 ， 开头 
的 1111 对 应 这 样 的 通路 : 从 根 开始 ， 向 右前 进 四 次 ， 到 达 以 s 作为 标记 的 树叶 ， 因 为 1111 是 
s 的 编码 。 从 第 五 位 继续 进行 ， 在 向 右 再 向 左 之 后 ， 就 到 达 下 一 个 树叶 ， 这 时 访问 到 以 a 作为 
标记 的 顶点 ， 它 的 编码 是 10。 从 第 七 位 开始 ， 在 向 右 三 次 然后 向 左 之 后 ,访问 到 了 标记 为 n， 
编码 为 1110 的 顶点 。 最 后 ， 末 位 0 指向 用 e 标 记 的 树叶 。 因 此 ， 原 来 的 单词 是 sane。 

可 以 从 任何 二 又 树 来 构造 一 个 前 缀 码 ， 其 中 每 个 内 点 的 左边 都 用 0 标记 ， 而 右边 都 用 1 标记， 
树叶 都 用 字符 标记 。 字 符 都 用 从 根 到 这 个 树叶 的 唯一 通路 中 的 边 的 标记 所 组 成 的 比特 串 来 编码 。 





哈 夫 曼 编 码 ”现在 介绍 一 种 算法 ， 这 种 算法 用 一 个 字符 串 中 符号 的 出 现 频率 ( 即 出 现 概率 ) :ne 


作为 输入 ， 并 产生 编码 这 个 字符 串 的 一 个 前 级 码 作 为 输出 ， 在 这 些 符号 的 所 有 可 能 的 二 又 前 级 
码 中 ， 这 个 编码 使 用 最 少 的 位 。 这 个 所 谓 哈 夫 曼 编 码 的 算法 是 大 卫 ， 哈 夫 曼 于 1951 年 做 麻 省 理 
工学 院 的 研究 生 时 发 表 在 一 篇 学 期 论文 中 的 。( 注 意 ， 这 个 算法 假定 已 知 字符 串 中 每 个 符号 出 现 
多 少 次 ， 所 以 可 以 计算 每 个 符号 的 出 现 频率 ， 方 法 是 用 这 个 符号 出 现 的 次 数 除 以 这 个 字符 串 的 
长 度 .) 哈 夫 曼 编码 是 数据 压缩 中 的 基本 算法 ， 数 据 压缩 的 目的 在 于 减少 表示 信息 所 需要 的 位 数 。 
哈 夫 曼 编码 广泛 用 于 压缩 表示 文本 的 比特 串 ， 并 且 在 压缩 视频 和 图 像 文件 方面 也 起 到 重要 作用 。 
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大 卫 ， 哈 夫 曼 (David A. Huffman，1925 一 1999) ” 哈 夫 曼 在 俄 辫 俄 州长 大 。 他 18 
岁 时 毕业 于 俄亥俄 州立 大 学 并 获得 电机 工程 学 士 学 位 。 此 后 ， 他 在 美国 海军 服役 ， 
| 在 一 般 驱 逐 舰 上 担任 雷达 维护 官 ， 该 驱逐 舰 在 第 二 次 世界 大 战 后 主要 负责 在 亚洲 水 
。 域 执行 扫雷 任务 。 后 来 ， 他 从 俄亥俄 州立 大 学 获得 硕士 学 位 并 从 麻 省 理工 学 院 获 得 
| 电机 工程 的 博士 学 位 。1953 年 ， 哈 夫 曼 成 为 麻 省 理工 学 院 的 一 名 教员 ， 并 在 那 任 教 
| 多 年 ， 直 到 1967 年 他 创建 了 加 州 大 学 桑 塔 。 克 鲁 茨 分 校 计算 机 科学 系 才 离开 。 他 在 
Courew caubmiasue ， 该 系 的 发 展 中 起 到 了 举足轻重 的 作用 ， 并 在 那里 度 过 了 最 后 的 职业 生涯 ， 直 到 1994 
University 年 才 退 休 和 

哈 夫 曼 在 信息 论 与 编码 、 雷 达 与 通信 的 信号 设计 、 异 步 逻 辑 电路 的 设计 过 程 等 方面 的 卓越 贡献 而 为 
世人 所 知 。 哈 夫 曼 在 零 曲率 表面 上 的 工作 使 得 他 开发 出 把 纸 和 乙烯 基 塑 料 折 春 成 非 同 寻常 的 形状 的 独创 
技术 。 这 些 形状 被 许多 人 当 作 艺 术 品 并 且 在 多 个 展览 中 公开 展 出 。 但 是 ， 让 哈 夫 曼 一 举 成 名 的 ， 还 是 他 
在 麻 省 理工 学 院 读 研 期 间 所 写 的 一 篇 学 期 论文 中 开发 出 的 哈 夫 曼 编码 。 

哈 夫 曼 喜 爱 户外 探险 ， 经 常 远足 和 旅游 。 当 他 年 近 60 岁 高 龄 时 ， 他 还 获得 了 水 肺 潜水 员 的 资格 。 他 
饲养 毒蛇 作为 宠物 。 
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算法 2 给 出 了 哈 夫 曼 编码 算法 。 给 定 符号 及 其 频率 ， 目 标 是 构造 一 个 有 根 的 二 又 树 ， 其 中 
符号 是 树叶 的 标记 。 算 法 从 只 含有 一 个 顶点 的 一 些 树 构 成 的 森林 开始 ， 其 中 每 个 顶点 有 一 个 符 
号 作为 标记 ， 并 且 这 个 顶点 的 权 就 等 于 所 标记 符号 的 频率 。 在 每 一 步 ， 都 把 具有 最 小 总 权 值 的 
两 个 树 组 合成 一 个 单独 的 树 ， 方 法 是 引入 一 个 新 的 根 ， 把 具有 较 大 的 权 的 树 作 为 左 子 树 ， 把 具 
有 较 小 的 权 的 树 作 为 右 子 树 。 另 外 ， 把 这 个 树 的 两 个 子 树 的 权 之 和 作为 这 个 树 的 总 权 值 。( 虽 
然 可 以 规定 在 具有 相同 的 权 的 树 之 间 进 行 选 择 以 打破 平局 的 过 程 ， 但 是 这 里 将 不 具体 指定 这 样 
的 过 程 。.) 当 构造 出 了 一 个 树 ， 即 森林 缩小 为 单个 树 时 ， 算 法 就 停止 。 





算法 2 哈 夫 曼 编 码 


procedure Huffman(C: 具有 频率 w 的 符号 ai ，i 一 1，2，…，7) 
下 :二 n 个 有 根 树 的 森林 ， 每 个 有 根 树 由 单个 顶点 a; 组 成 并 且 赋 权 ww， 
while 下 不 是 树 


把 下 中 满足 w(T) 宇 w(T') 的 权 最 小 的 有 根 树 工 和 了 换 成 具有 新 树 根 的 一 个 树 ， 
这 个 树 根 以 工作 为 左 子 树 并 且 以 工作 为 右 子 树 。 
用 0 标记 树 根 到 工 的 新 边 ， 并 且 用 1 标记 树 根 到 并 的 新 边 。 
把 w( 了 T) 十 w(T') 作 为 新 树 的 权 。 
{符号 ai 的 哈 夫 曼 编码 是 从 树 根 到 a; 的 唯一 通路 上 的 边 的 标记 的 连接 } 














例 5 说 明 如 何 用 算法 2 来 对 6 个 符号 进行 编码 。 

@ 国 用 哈 夫 曼 编码 来 编码 下 列 符号 ， 这 些 符 号 具有 下 列 频率 : A : 0.08, B:0.10, C: 
0.12，D : 0.15, 下 :0.20,EF:0.35。 编 码 一 个 字符 串 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 

解 图 6 表示 了 编码 这 些 符 号 所 用 的 步骤 。 所 产生 的 编码 为 : A 是 111，B 是 110，C 是 
011, DD 是 010, 下 是 10, F 是 00。 使 用 这 种 编码 来 编码 一 个 符号 所 用 的 平均 位 数 是 

3。0. 08 十 3。0. 10 十 3。0. 12 十 3。0.15 十 2。0. 20 十 2 。 0. 35 一 2. 45 4 

注意 哈 夫 曼 编码 是 贪心 算法 。 在 每 一 步 蔡 换 具有 最 小 权 值 的 两 棵 树 ， 在 没有 任何 二 又 前 绥 
码 能 使 用 更 少 的 比特 来 编码 这 些 符号 的 情况 下 ， 这 样 做 就 导出 了 最 优 编码 。 在 本 节 末 把 哈 夫 曼 
编码 是 最 优 的 证 明 留 作 练习 32。 

哈 夫 曼 编码 有 许多 变种 。 例 如 ， 不 编码 单个 符号 ， 可 以 编码 指定 长 度 的 符号 块 ， 比 如 两 个 
符号 的 块 。 这 样 做 有 可 能 减 少 编 码 这 个 字符 串 所 需要 的 位 数 ( 参 看 本 节 练 习 30) 。 也 可 以 用 两 
个 以 上 的 符号 来 编码 这 个 符号 串 中 的 原始 符号 (参看 本 节 练 习 28 的 前 导 文 )。 另 外 ， 当 事先 不 
知道 一 个 字符 串 中 每 个 符号 的 频率 时 ， 可 以 使 用 一 种 变种 ， 即 所 谓 的 自 适应 哈 夫 曼 编码 (参见 
[Sa00]) ， 使 得 在 读 这 个 字符 串 的 同时 来 进行 编码 。 


11.2.5 博弈 树 

可 以 用 树 来 分 析 某 些 类 型 的 游戏 ， 比 如 井 字 游戏 、 取 石子 游戏 、 跳 棋 和 和 象棋。 在 每 一 种 游 
戏 中 ， 两 个 选手 轮流 进行 移动 。 每 个 选手 知道 男 一 个 选手 的 移动 并 且 游 戏 不 存在 偶然 因素 。 使 
用 博弈 树 为 这 样 的 游戏 建立 模型 ， 这 些 树 的 顶点 表示 当 游 戏 进行 时 游戏 所 处 的 局 面 ， 边 表示 在 
这 些 局面 之 间 合 乎 规则 的 移动 。 由 于 博弈 树 常常 很 大 ， 所 以 通过 用 同一 个 顶点 表示 所 有 对 称 的 局 
面 来 简化 博弈 树 。 但 是 ， 如 果 一 个 游戏 的 不 同 移动 序列 导致 同一 个 局 面 ， 则 可 以 用 不 同 的 顶点 来 表 
示 这 个 局 面 。 根 表示 起 始 的 局 面 。 通 常 的 约定 是 用 方 框 表 示 偶 数 层 的 顶点 并 且 用 圆圈 表示 奇数 层 的 
顶点 。 当 游戏 处 在 偶数 层 顶点 所 表示 的 局 面 时 ， 就 轮 到 第 一 个 选手 移动 。 当 游戏 处 在 奇数 层 顶 点 所 
表示 的 局 面 时 ， 就 轮 到 第 二 个 选手 移动 。 博 穿 树 所 表示 的 游戏 可 以 永远 不 结束 ， 比 如 进入 了 无 穷 循 
环 ， 因 此 博 讲 树 可 以 是 无 穷 的 , 但 是 对 于 大 多 数 游 戏 来 说 ， 都 存在 一 些 规 则 导致 有 穷 的 博弈 树 。 

博弈 树 的 树叶 表示 游戏 的 终局 。 给 每 个 树叶 指定 一 个 值 ， 表 示 游 戏 在 这 个 树叶 所 代表 的 局 
面 终止 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 对 于 非 胜 即 负 的 游戏 ， 用 1 来 标记 圆圈 所 表示 的 终结 顶点 以 表示 
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第 一 个 选手 获胜 ， 用 一 1 来 标记 方 框 所 表示 的 终结 顶点 以 表示 第 二 个 选手 获胜 。 对 于 允许 平局 
的 游戏 ， 用 0 来 标记 平局 所 对 应 的 终结 顶点 。 注 意 ， 对 于 非 胜 即 负 的 游戏 ， 为 终结 顶点 指定 
值 ， 这 个 值 越 高 ， 第 一 个 选手 的 结局 就 越 好 。 

0.08 0.10 0.12 0.15 0.20 0.35 最 初 
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图 6 例 5 中 符号 的 哈 夫 曼 编码 

例 6 展示 了 一 个 非常 著名 的 和 经 过 深入 研究 的 游戏 的 博弈 树 。 

取石 子 游戏 ”取石 子 游戏 是 这 样 的 ， 在 游戏 的 开始 ， 有 几 堆 石子 。 两 个 选手 轮流 移 
动 石 子 ， 合 法 的 移动 包括 从 其 中 一 堆 取 走 一 块 或 多 块 石 子 ， 而 不 去 移动 其 余 的 所 有 石子 。 不 能 
进行 合法 移动 的 选手 告 负 。 (也 可 以 规定 取 走 最 后 一 块 石子 的 选手 告 负 ， 因 为 不 允许 没有 石子 
堆 的 局 面 。) 图 7 所 示 的 博弈 树 表示 了 这 种 形式 的 给 定 开局 的 取石 子 游戏 ， 其 中 有 3 堆 石 子 ， 分 
别 包 含 2 块 、2 块 和 1 块 石子 。 用 不 同 堆 中 石子 数 的 无 序 表 来 表示 每 个 局 面 ( 堆 的 顺序 无 关 紧 
要 )。 第 一 个 选手 的 初始 移动 可 以 导致 3 种 可 能 的 局 面 ， 因 为 这 个 选手 可 以 从 有 2 块 石子 的 堆 
中 取 走 1 块 石 子 ( 留 下 包含 1 块 、1 块 和 2 块 石子 的 3 堆 )， 可 以 从 包含 2 块 石子 的 堆 中 取 走 2 
块 石子 ( 留 下 包含 2 块 和 1 块 石子 的 2 堆 )， 或 者 从 包含 1 块 石子 的 堆 中 取 走 1 块 石 子 ( 留 下 包含 
2 块 石子 的 2 堆 )。 当 只 剩 下 包含 1 块 石子 的 1 堆 时 ， 就 不 可 能 进行 合法 移动 了 ， 所 以 这 样 的 局 
面 就 是 终局 。 由 于 取石 子 游戏 是 非 胜 即 负 的 游戏 ， 所 以 用 十 1 标记 表示 第 一 个 选手 获胜 的 终结 
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顶点 ， 用 一 1 标记 表示 第 二 个 选手 获胜 的 终结 顶点 。 4 


221 


El Tal Tl 
十 1 +1 +1 十 ] 


如 果 第 一 个 选手 获胜 ， 

四 | | 一 出 终结 顶点 标记 为 +1; 

如 果 第 二 个 选手 获胜 ， 

要 二 -1 -1 终结 项 点 标记 为 -1 
图 7 取石 子 游戏 的 博弈 树 


@ 加 井 字 游戏 井 字 游 戏 的 博弈 树 非常 大 ， 这 里 不 能 画 出 ， 尽 管 计 算 机 能 轻而易举 地 构 
造 出 这 样 的 树 。 图 8a 显示 了 井 字 游戏 的 博弈 树 的 一 部 分 。 注 意 ， 由 于 对 称 的 局 面 是 等 价 的 ， 
所 以 只 需要 考虑 图 8a 所 示 的 3 种 可 能 的 初始 移动 。 在 图 8b 中 ,还 显示 了 这 个 博弈 树 的 一 个 导 
致 终局 的 子 树 ， 其 中 一 个 能 够 获胜 的 选手 进行 了 制胜 的 移动 。 4 
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图 8 井 字 游戏 的 部 分 博弈 树 
可 以 用 某 种 方式 递归 地 定义 博弈 树 中 所 有 项 点 的 值 ， 使 得 可 以 确定 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 
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策略 时 这 个 游戏 的 结果 。 所 谓 策略 ， 就 意味 着 一 组 规则 ， 这 些 规则 说 明 一 个 选手 如 何 移动 来 赢 
得 游戏 。 第 一 个 选手 的 最 优 策略 就 是 把 这 个 选手 的 得 分 最 大 化 的 策略 ， 第 二 个 选手 的 最 优 策略 
就 是 把 这 个 得 分 最 小 化 的 策略 。 现 在 递归 地 定义 顶点 的 值 。 





使 第 一 个 选手 移动 到 具有 最 大 值 的 孩子 所 表示 的 局 面 并 且 第 二 个 选手 移动 到 具有 最 小 值 的 
孩子 所 表示 的 局 面 的 策略 称 为 最 小 最 大 策略 。 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 ， 通 过 计算 树 
根 的 值 就 可 以 确定 谁 将 赢得 游戏 ， 这 个 值 称 为 树 的 值 。 这 是 定理 3 的 结论 。 





证 明 将 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 

基础 步骤 : 如 果 这 个 顶点 是 树叶 ， 则 通过 定义 指定 给 这 个 顶点 的 值 就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 

归纳 步骤 归纳 假设 一 个 顶点 的 孩子 的 值 就 是 第 一 个 选手 的 得 分 ， 假定 从 这 些 顶 点 所 表示 的 每 
一 个 局 面 中 开始 进行 游戏 。 需 要 考虑 两 种 情形 ， 即 当 轮 到 第 一 个 选手 时 和 当 轮 到 第 二 个 选手 时 。 

当 轮 到 第 一 个 选手 时 ， 这 个 选手 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 移 动 到 具有 最 大 值 的 孩子 所 表示 的 
局 面 。 根 据 归纳 假设 ， 当 从 这 个 孩子 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 并 且 遵 循 最 小 最 大 策略 时 ， 这 个 值 
就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 根据 偶数 层 内 点 的 值 的 定义 的 递归 步骤 (作为 其 孩子 的 最 大 值 )， 当 从 
这 个 顶点 所 表示 的 局 面 开始 游戏 时 ， 这 个 顶点 的 值 就 是 这 个 得 分 。 

当 轮 到 第 二 个 选手 时 ， 这 个 选手 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 移 动 到 具有 最 小 值 的 孩子 所 表示 的 
局 面 。 根 据 归 纳 假设 ， 当 从 这 个 孩子 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 并 且 遵 循 最 小 最 大 策略 时 ， 这 个 值 
就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 根 据 把 奇数 层 内 点 的 值 作为 其 孩子 的 最 小 值 的 递归 定义 ， 当 从 这 个 顶 
点 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 时 ， 这 个 顶点 的 值 就 是 这 个 得 分 。 4 

评注 ”通过 扩展 定理 3 的 证 明 ， 可 以 证 明 对 于 两 个 选手 来 说 最 小 最 大 策略 都 是 最 优 策略 。 

例 8 解释 最 小 最 大 过 程 如 何 工 作 。 它 显示 了 为 例 6 的 博弈 树 中 的 内 点 所 指定 的 值 。 注 意 可 
以 缩短 所 需要 的 计算 ,注意 对 于 非 胜 即 负 游 戏 来 说 ,一 旦 找到 方 框 项 点 具有 十 1 值 的 一 个 孩 
子 ， 则 方 框 顶点 的 值 也 是 十 1， 因 为 十 1 是 最 大 可 能 的 得 分 。 同 样 ,一 旦 找到 圆圈 项 点 具有 一 1 
值 的 一 个 孩子 ， 则 这 个 值 也 是 这 个 圆圈 项 点 的 值 。 

例 6 构造 了 具有 包含 2 块 、2 块 和 1 块 的 3 堆 石 子 的 开局 的 取石 子 游戏 的 博弈 树 。 图 
9 说 明了 这 个 博弈 树 的 顶点 的 值 。 这 些 项 点 的 值 是 这 样 计算 的 : 使 用 树叶 的 值 并 且 每 次 向 上 计 
算 1 层 。 这 个 图 的 右边 空白 处 说 明 究 竟 使 用 孩子 的 最 大 值 还 是 最 小 值 来 求 出 每 层 内 点 的 值 。 例 
如 ， 一旦 求 出 了 树 根 的 3 个 孩子 的 值 ，1、 一 1 和 一 1， 则 这 样 求 出 树 根 的 值 : 计算 max(1， 一 1， 
一 1) 二 1。 由 于 根 的 值 是 1， 所 以 得 出 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 第 一 个 选手 获胜 。 4 

有 些 著 名 游戏 的 博弈 树 可 能 非 同 寻常 地 大 ， 因 为 这 些 游 戏 有 多 种 移动 选择 。 例 如 ， 据 估计 
象棋 的 博弈 树 有 多 达 10 ”个 项 点 ! 由 于 博弈 树 规模 的 原因 ， 也 许 不 可 能 直接 使 用 定理 3 来 研究 
这 样 的 游戏 ， 所 以 设计 了 各 种 方法 来 帮助 确定 好 的 策略 以 及 确定 游戏 的 结果 。 一 种 被 称 为 a-B 
剪 核 的 有 用 技巧 减少 了 许多 计算 ， 它 剪 掉 不 能 影响 祖先 顶点 的 值 的 那 部 分 博弈 树 (关于 -8 剪 枝 
的 信息 ， 参 考 LGr90])。 另 一 种 有 用 的 方法 是 使 用 求 值 函数 ， 当 精确 地 计算 博弈 树 中 内 点 值 不 
可 行 时 ， 它 就 估计 这 些 值 。 例 如 ， 在 井 字 游戏 中 ， 可 以 使 用 不 含 圈 O(O 用 来 表示 第 二 个 选手 
的 移动 ) 的 直行 ( 行 、 列 、 对 角 线 ) 数 减 去 不 含 又 X(X 用 来 表示 第 一 个 选手 的 移动 ) 的 直行 数 来 
作为 一 个 局 面 的 求 值 函数 。 这 个 求 值 函数 给 出 了 关于 哪个 选手 在 游戏 中 占 优 的 一 些 倾 向 。 一 
插 和 人 求 值 函数 的 值 ， 遵 循 最 小 最 大 策略 使 用 规则 就 可 以 计算 出 游戏 的 值 。 计 算 机 科学 家 已 经 设 
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计 出 一 些 基于 复杂 的 求 值 函 数 的 下 棋 程 序 ， 比 如 IBM 的 “深蓝 ”， 在 正常 规则 下 ， 深 蓝 成 为 第 
一 个 战胜 当时 的 世界 冠军 的 计算 机 程序 。 关 于 计算 机 如 何 下 棋 的 更 多 信息 请 参看 [Le91] 。 


我 们 所 研究 的 资料 来 自 组合 博 弈 论 ， 它 用 于 这 样 的 游戏 : 玩家 知道 所 有 之 前 的 移动 ， 并 在 


其 他 玩家 选择 移动 方法 之 前 选择 一 个 动作 。 有 关 组 合 博弈 论 的 更 多 信息 ， 请 参看 LAlnowo07]、 
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图 9 说 明 取 石子 游戏 中 顶点 的 值 


FE 82bj] 或 LBe04] 以 及 关于 此 主题 的 Web 链接 。 
练习 


1. 
2. 


交 


用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单词 的 二 又 搜索 树 : banana、peach、apple、pear、coconut、mango 和 papaya。 
用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单词 的 二 又 搜索 树 : oenology、phrenology、campanology、ornithology、 
ichthyology、limnology、alchemy 和 astrology。 


. 为 了 在 练习 1 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而且 每 次 都 重新 开始 ， 分 别 需 要 多 


少 次 比较 ? 


a) pear b) banana c)kumquat d)orange 


. 为 了 在 练习 2 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而 且 每 次 都 重新 开始 ， 分 别 需要 多 


少 次 比较 ? 
a)palmistry b)etymology S c)paleontology d) glaciology 


。 用 字母 顺序 构造 下 面 句子 里 的 单词 的 二 又 搜 索 树 :“The quick brown fox jumps over the lazy dog”。 
. 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 一 枚 较 轻 的 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ? 描述 用 这 些 次 数 的 称 重 来 找 出 较 轻 的 


伪 币 的 算法 。 


. 若 一 枚 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 那 么 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ? 描述 


用 同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 


. 车 一 枚 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 或 者 轻 或 者 重 ， 那 么 为 了 在 8 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ,需要 用 天 平 


称 多 少 次 ?描述 用 同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 
若 一 枚 伪 币 比 其 他 硬币 轻 ， 那 么 为 了 在 12 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ? 描述 用 同 
样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 


* 10. 4 枚 硬币 中 一 枚 可 能 是 伪 币 。 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 或 者 轻 或 者 重 。 那 么 为 了 确定 是 否 有 一 个 伪 


币 ， 若 有 伪 币 ， 确 定 它 是 比 其 他 硬币 较 重 还 是 较 轻 ， 使 用 一 台 天 平 称 ， 需 要 称 多 少 次 ?描述 用 同样 
的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 并 且 确 定 它 是 较 轻 还 是 较 重 的 算法 。 


11. 求 排序 4 个 元 素 所 需要 的 最 少 比较 次 数 并 且 设计 一 个 能 够 依 此 次 数 实 现 的 算法 。 
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* 12. 求 排序 5 个 元 素 所 需要 的 最 少 比较 次 数 并 且 设 计 一 个 能 够 依 此 次 数 实 现 的 算法 。 

竞赛 图 排序 是 通过 构造 有 序 二 叉 树 来 进行 排序 的 排序 算法 。 用 将 成 为 树叶 的 顶点 来 表示 待 排 序 的 元 素 。 
就 像 构造 表示 循环 赛 比 赛 胜 者 的 树 那 样 ， 一 次 构造 这 个 树 的 一 层 。 从 左 向 右 ， 比 较 成 对 的 相 邻 元 素 ， 加 
入 用 所 比较 的 两 个 元 素 中 较 大 的 那个 来 标记 的 一 个 父母 顶点 。 在 每 一 层 顶 点 的 标记 之 间 进 行 类 似 的 比较 ， 
直到 到 达 了 用 最 大 元 素 标记 的 树 根 为 止 。22、8、14、17、3、9、27、11 的 竞赛 图 排序 所 构造 的 树 如 下 
图 a 所 示 。 一 旦 确定 了 最 大 元 素 ， 具 有 这 个 标记 的 树叶 就 重新 标记 为 一 eo， 定义 为 比 每 个 元 素 都 小 。 从 
这 个 顶点 直到 树 根 的 通路 上 所 有 顶点 的 标记 都 重新 计算 ， 如 下 图 b 所 示 。 这 样 就 产生 了 第 二 大 元 素 。 这 
个 过 程 继续 进行 下 去 ， 直 到 整个 表 都 已 经 排序 为 止 。 


27 是 最 大 元 素 22 是 第 二 大 元 素 





a) b) 
13. 完成 列表 22、8、14、17、3、9、27、11 的 竞赛 图 排序 。 说 明 在 每 个 步骤 上 顶点 的 标记 。 
14. 用 竞赛 图 排序 来 排序 列表 17、4、1、5、13、10、14、6。 
15. 用 伪 码 描述 竞赛 图 排序 。 


16. 假设 对 于 某 个 正 整数 来 说 ， 待 排序 元 素 的 个 数 n 等 于 2 ， 若 使 用 竞赛 图 排序 来 求 这 个 列表 的 最 大 
元 素 ， 确 定 竞 赛 图 排序 所 用 的 比较 次 数 。 
17. 用 竞赛 图 排序 求 第 二 大 元 素 、 第 三 大 元 素 …… ， 直 到 第 (n 一 1) 大 (或 第 二 小 ) 元 素 所 使 用 的 比较 次 数 
是 多 少 ? 
18. 证 明 : 竞赛 图 排序 需要 B(n log n) 次 比较 来 排序 含有 个 元 素 的 列表 。[ 提 示 : 假设 对 于 某 个 正 整 数 
来 说 ,n= 二 2 ， 插 人 适当 数目 的 哑 元 ， 比 如 一 <， 定义 为 比 所 有 整数 都 小 。] 
19. 下 面 哪些 编码 是 前 级 码 ? 
a)a* li, e: 00, t: 10, s :01 
b)a:0, e:1, t:01, s: 001 
coa2l0l e* ll tO001l, s: 0l1l; n* 010 
dyat O00 es ll, FO S10lls ns 1001: i10101 
20. 构造 表示 下 面 编 码 方案 的 前 级 码 的 二 又 树 。 
a)a: 1l, e:0, t: 101, s: 100 
b)a: 1, e: 01, t: 001, s: 0001, n: 00001 
人 at 10l0%s 05 ts ll es 10ll mn* 100ls L10001 
21. 若 编码 方案 是 用 下 面 的 树 来 表示 ， 那 么 什么 是 a、e、i、k、o、P 和 的 编码 ? 





22. 给 定编 码 方案 a: 001，b : 0001, e:1,r:0000,，s :0100, t: 011，x: 01010, 找 出 用 下 面 的 比特 
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23. 


24. 


25, 
26. 


27. 


串 来 表示 的 单词 。 

a)01110100011 b)0001110000 c)0100101010 d)01100101010 

用 哈 夫 曼 编 码 来 编码 具有 给 定 频 率 的 如 下 符号 :; a : 0.20, b:0.10, c:0.15, d:0.25, e:0.30。 
编码 一 个 符号 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 


























用 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 给 定 频 率 的 如 下 符号 : 

A:0.10, B:0.25, C:0.05, D:0.15, EE:0.30, 下 : 0.07，G :0.08。 编码 一 个 符号 所 需要 的 平 

均 位 数 是 多 少 ? 

为 如 下 符号 和 频率 构造 两 个 不 同 的 哈 夫 曼 编 码 : t: 0.2, u:0.3, v:0.2, w:0.3。 

a) 以 两 种 不 同 的 方式 用 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 这 些 频 率 的 符号 : a: 0.4，b:0.2，c:0.2，d:0.1， 
e: 0. 1， 在 算法 中 用 不 同 的 方式 打破 平局 。 第 一 种 ， 在 算法 的 每 个 阶段 从 权 最 小 的 树 中 选择 顶点 
数 最 多 的 两 个 树 来 组 合 。 第 二 种 ， 在 每 个 阶段 从 权 最 小 的 树 中 选择 顶点 数 最 少 的 两 个 树 来 组 合 。 

b) 计 算 用 每 种 编码 来 编码 一 个 符号 所 需要 的 平均 位 数 并 且 对 每 种 编码 计算 这 个 位 数 的 方差 。 对 于 编 
码 一 个 符号 所 需要 的 位 数 的 方差 ， 哪 种 打破 平局 的 过 程 所 产生 的 会 小 一 些 ? 

为 英文 字母 表 的 字母 构造 哈 夫 曼 编 码 ， 其 中 典型 英文 文本 中 字母 的 频率 如 下 表 所 示 。 

字母 频率 字母 频率 

A 0.0817 N 0. 0662 

B 0. 0145 O 0. 0781 

G 0. 0248 P 0. 0156 

D 0. 0431 Q 0. 0009 

E 0. 1232 R 0. 0572 

F 0. 0209 S 0. 0628 

G 0. 0182 T 0. 0905 

H 0. 0668 U 0. 0304 

I 0. 0689 V 0. 0102 

J 0. 0010 W 0. 0264 

K 0. 0080 次 0. 0015 

上 0. 0397 Y 0. 0211 

M 0. 0277 Z 0. 0005 
假设 m 是 正 整 数 且 m 宇 2。 对 于 NN 个 符号 的 集合 米 说 ， 类 似 于 二 又 哈 夫 曼 编 码 的 构造 ， 可 以 构造 m 又 哈 
夫 曼 编码 。 在 初始 步骤 ， 把 由 ((N 一 1)mod(m 一 1)) 十 1 个 权 最 小 的 单个 顶点 所 组 成 的 树 组 合成 以 这 些 顶 





点 作为 树叶 的 一 棵 树 。 在 每 个 后 续 步 骤 ， 把 权 最 小 的 m 棵 树 组 合成 一 棵 m 又 树 。 


28. 
29. 


30. 


S31 


32, 
33， 


34. 


用 伪 码 描述 m 又 哈 夫 曼 编码 算法 。 

使 用 符号 0、1 和 2， 用 三 又 (mm 一 3) 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 给 定 频率 的 这 些 字母 : A : 0.25, EE: 

0.30, 0 

考虑 具有 频率 A : 0.80，B : 0.19，C :0.01 的 三 个 符号 A、B 和 C。 

a) 为 这 三 个 符号 构造 哈 夫 曼 编 码 。 \ 

b) 通 过 把 两 个 符号 的 块 AA、AB、AC、BA、BB、BC、CA、CB 和 CC 分 组 ， 形 成 9 个 符号 的 一 个 新 
的 集合 。 为 这 9 个 符号 构造 哈 夫 曼 编码 ， 假 设 在 原始 文本 中 符号 的 出 现 是 独立 的 。 

中 比较 a 中 三 个 符号 的 哈 夫 曼 编 码 与 b) 构 造 的 9 个 双 符 号 块 的 哈 夫 曼 编 码 来 编码 文本 所 需要 的 平均 
位 数 。 哪 一 种 编码 方式 更 有 效 ? 

给 定 而 古人 小 符 二 2; T2s 9 Zn n+l， 它们 在 一 个 符号 串 中 分 别 出 现 1， fis f:， fr 次 ， 其 

中 f; 是 第 ; 个 斐 波 那 契 数 。 当 在 哈 夫 曼 编码 算法 的 每 个 阶段 考虑 所 有 可 能 的 打破 平局 的 选择 时 ， 用 

来 编码 一 个 符号 的 最 大 位 数 是 多 少 ? 

证 明 : 对 于 所 有 的 二 叉 前 组 码 来 说 ， 如 果 使 用 最 少 的 位 来 表示 一 个 符号 串 ， 哈 夫 曼 编码 是 最 优 的 。 

画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 开 局 包括 分 别 有 2 块 和 3 块 石子 的 两 堆 石 子 。 在 画 这 棵 树 的 时 候 ， 

用 同一 个 顶点 表示 相同 移动 所 导致 的 对 称 局 面 。 求 出 这 个 博弈 树 每 个 顶点 的 值 。 如 果 两 个 选手 都 遵 

循 最 优 策略 ， 则 哪个 选手 获胜 ? 

画 出 取石 子 游 戏 的 博弈 树 ， 假 设 开 局 包括 分 别 有 1 块 、2 块 和 3 块 石子 的 三 堆 石 子 。 在 画 这 棵 树 的 时 

候 ， 用 同一 个 顶点 表示 相同 移动 所 导致 的 对 称 局 面 。 求 出 这 棵 博弈 树 每 个 顶点 的 值 。 如 果 两 个 选手 
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都 遵循 最 优 策略 ， 则 哪个 选手 获胜 ? 

35. 假设 在 取石 子 游戏 中 修改 获胜 选手 的 得 分 ， 使 得 当 n 是 到 达 终 局 前 所 做 合法 移动 的 步 数 时 得 分 就 是 
美元 。 求 第 一 个 选手 的 得 分 ， 假 设 开局 包括 : 
a) 分 别 有 1 块 和 3 块 石 头 的 两 堆 石子 
b) 分 别 有 2 块 和 4 块 石头 的 两 堆 石子 
c) 分 别 有 1 块 、2 块 和 3 块 石头 的 三 堆 石 子 

36. 假设 在 取石 子 游戏 的 一 个 变种 中 ， 人 允许 一 个 选手 要 么 从 一 堆 取 走 1 块 以 上 的 石子 ， 要 么 把 两 堆 石子 
合并 成 一 堆 ， 只 要 至 少 还 剩 下 一 个 石子 。 画 出 这 个 游戏 变种 的 博弈 树 ， 假 设 开局 由 分 别 含有 2 块 、2 
块 和 1 块 石子 的 3 堆 石 子 组 成 。 求 出 这 棵 博弈 树 中 每 个 顶点 的 值 ， 并 且 确 定 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 
策略 时 哪个 选手 获胜 。 

37. 画 出 井 字 游 戏 博弈 树 从 下 列 每 个 局 面 开 始 的 子 树 。 确 定 每 个 子 树 的 值 。 


xj|o|o DO | X|X O | x|o 
X O x| |x x|o 


38. 假设 井 字 游戏 的 前 4 步 移动 如 下 图 所 示 。 第 一 个 选手 (用 X 标 记 其 移动 ) 是 否 总 能 获胜 ? 


x | ee 4 
x 
O O O 


39. 证 明 ， 如 果 取 石子 游戏 从 包含 相同 数目 的 两 堆 石子 开始 ， 而 且 这 个 数目 至 少 是 2， 则 当 两 个 选手 都 遵 
循 最 优 策略 时 第 二 个 选手 获胜 。 
40. 证 明 : 如 果 取石 子 游戏 从 包含 不 同 数目 的 两 堆 石 子 开始 ， 则 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 策略 时 第 一 个 选 

手 获胜 。 
41. 跳棋 博弈 树 的 根 有 多 少 个 孩子 ?有 和 多少 个 孙子 ? 
42. 取石 子 游 戏 博弈 树 的 根 有 多 少 个 孩子 ? 有 多 少 个 孙子 ? 假设 开局 是 : 
a) 分 别 有 4 块 和 5 块 石子 的 堆 
b) 分 别 有 2 块 、3 块 和 4 块 石子 的 堆 
分 别 有 1 块 、2 块 、3 块 和 4 块 石子 的 堆 
是 分 别 有 2 块 、2 块 、3 块 、3 块 和 5 块 石子 的 扒 
43. 画 出 井 字 游 戏 博弈 树 前 两 步 移动 所 对 应 的 层 。 指 明正 文中 所 提 到 的 求 值 函 数 的 值 ， 这 个 函数 给 局 面 
指定 不 含 O 〇 的 直行 数 减 去 不 含 X 的 直行 数 来 作为 这 一 层 每 个 顶点 的 值 ， 并 且 在 求 值 函 数 给 出 这 些 项 
点 的 正确 值 的 假设 下 ， 对 这 些 顶点 计算 树 的 值 。 
44. 用 伪 码 描述 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 确定 博弈 树 的 值 的 算法 。 


11.3 树 的 遍历 
11.3.1 引言 

有 序 根 树 常 常用 来 保存 信息 。 掌 握 一 些 访问 有 序 根 树 的 每 个 顶点 以 存 取 数据 的 算法 是 非常 
必要 的 。 下 面 将 介绍 几 个 重要 的 访问 有 序 根 树 中 所 有 顶点 的 算法 。 有 序 根 树 也 可 以 用 来 表示 各 
种 类 型 的 表达 式 ， 比 如 由 数字 、 变 量 和 运算 所 组 成 的 算术 表达 式 。 对 用 来 表示 这 些 表达 式 的 有 
序 根 树 来 说 ， 它 的 顶点 的 一 些 不 同 的 列表 在 这 些 表 达 式 的 求 值 中 很 有 用 。 


11. 3.2 通用 地 址 系统 

遍历 有 序 根 树 所 有 顶点 的 过 程 ， 都 依赖 于 孩子 的 顺序 。 在 有 序 根 树 中 ， 一 个 内 点 的 孩子 从 
左 向 右 地 显示 在 表示 这 些 有 向 图 的 图 形 中 。 

下 面 将 描述 一 种 完全 地 排序 有 序 根 树 顶点 的 方法 。 为 了 产生 这 个 顺序 ， 必 须 首先 标记 所 有 
的 顶点 。 如 下 递归 地 完成 这 件 事 : 


tinks > 
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1) 用 整数 0 标记 根 。 然 后 用 1，2，3，…,， & 从 左 向 右 标记 它 的 个 孩子 (在 1 层 上 )。 

2) 对 在 对 层 上 带 标记 A 的 每 个 顶点 v， 按 照 从 左 向 右 画 出 它 的 个 孩子 的 顺序 ， 用 A. 1， 
4.2，…，A.& 标 记 它 的 &, 个 孩子 。 

遵循 这 个 过 程 ， 对 n 宇 1 来 说 ,在 n 层 上 的 顶点 v 标记 成 zi. x;.…. zx,， 其 中 从 根 到 wv 的 唯 
一 通路 经 过 1 层 的 第 zi 个 顶点 ， 以 及 2 层 的 第 zx; 个 顶点 ， 以 此 类 推 。 这 样 的 标记 称 为 有 根 树 
的 通用 地 址 系统 。 

可 以 利用 顶点 在 通用 地 址 系统 里 标记 的 字典 顺序 将 这 些 顶 点 完全 排序 。 若 存在 ;0 过 ij 委 站 
满足 TW Xo Ys "Til Yl? 并 且 xz, 二 y;; 或 者 若 n 二 m 并 且 对 ;一 1， Dy n 来 说 
Zz 二 y;， 那 么 标记 Zi. xo.…. ZX, 的 顶点 就 小 于 标记 yi yp.…. y 的 顶点 。 

@ 在 如 图 1 所 示 的 有 序 根 树 的 顶点 的 旁边 ， 显 示 了 通用 地 址 系统 的 标记 。 这 些 标记 的 
字典 顺序 是 

(0 < 0 ER UE -00 WE es 0 0 0 yl Wi We 0 Ne te 0 ai 

ES 

0 





3.12.1 / 3.1.2.3 | 
3.122:2 3.1.2.4 


图 1 有 序 根 树 的 通用 地 址 系统 


11. 3.3 遍历 算法 
系统 地 访问 有 序 根 树 每 个 顶点 的 过 程 称 为 遍历 算法 。 下 面 描述 三 个 最 常用 的 算法 前 序 遍 
历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历 。 这 些 算 法 都 可 以 递归 地 定义 。 首 先 定义 前 序 遍 历 。 






读者 应 当 验 证 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 给 出 了 与 利用 通用 地 址 系统 所 得 出 的 顺序 相同 的 顶点 
顺序 。 图 2 说 明 如 何 执行 前 序 遍 历 。 
例 2 说明 前 序 遍 历 。 
Bromples? 前 序 遍历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 中 的 顶点 ? 
解 工 的 前 序 遍历 的 步骤 如 图 4 所 示 。 这 样 以 前 序 来 遍历 T， 首 先 列 出 根 a， 接 着 依次 是 带 








根 6 的 子 树 的 前 序列 表 ， 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 前 序列 表 和 带 根 a 的 子 树 的 前 序列 表 。 


步骤 1: 访问 r 






前 序 毅 历 


步骤 2: 步骤 3: 步骤 n+1: 
前 序 访 问 T， ”前 序 访问 前 序 访问 7 
图 2 前 序 遍 历 


硅 
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图 3 有 序 根 树 了 


前 序 遍 历 : 访问 根 ， 从 左 
至 右 访问 子 树 
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工 的 前 序 遍 历 


图 4 
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带 根 4 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 上， 然后 以 前 序列 出 带 根 e 的 子 树 的 顶点 ， 然 后 以 前 序 
列 出 带 根 f 的 子 树 ( 它 只 有 廊 的 顶点 。 带 根 4 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 &， 接 着 是 带 根 8 的 
子 树 的 前 序列 表 ， 接 着 是 带 根 h 的 子 树 ( 它 只 有 Ah)， 接 着 是 带 根 i 的 子 树 ( 它 只 有 间 。 

带 根 e 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 。， 接 着 是 带 根 7 的 子 树 ( 它 只 有 由 的 前 序列 表 ， 接 着 是 带 根 
k 的 子 树 的 前 序列 表 。 带 根 g 的 子 树 的 前 序列 表 是 g 接着 /， 接 着 是 mx。 带 根 的 子 树 的 前 序列 表 是 
k，n，o， 力 。 所 以 。 工 的 前 序 遍 历 是 a, b, e, j,k, ny, 0， 力 ，j cy d, g; l, m, h, i 本 

现在 将 定义 中 序 遍 历 。 








图 5 说 明 如 何 执行 中 序 遍 历 。 例 3 说 明 对 一 棵 特定 的 树 ， 如 何 执行 中 序 遍 历 。 
步骤 2: 访问 7 
中 序 遍 历 






步骤 1: 步骤 3: 步骤 n+1: 
中 序 访问 妃 中 序 访问 了 中 序 访问 7 
图 5 中 序 遍 历 


20s>》 ”有 导 中 序 遍历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 工 中 的 顶点 ? 
解 工 的 中 序 遍 历 的 步骤 显示 在 图 6 中 。 中 序 遍 历 首先 是 带 根 4 的 子 树 的 中 序 遍 历 ， 然 后 是 
根 <、 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 中 序列 表 和 带 根 a 的 子 树 的 中 序列 表 。 
带 根 2 的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 ， 然 后 是 根 2， 以 及 根 f。 带 根 da 
的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 g 的 子 树 的 中 序列 表 ， 接 着 是 根 4， 接 着 是 根 h， 接 着 是 根 i。 
带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 是 7， 接着 是 根 e。， 接 着 是 带 根 六 的 子 树 的 中 序列 表 。 带 根 g 的 子 
树 的 中 序列 表 是 /，g，m。 带 根 & 的 子 树 的 中 序列 表 是 nw, &，o，p。 所 以 ,这 个 有 根 树 的 中 序 
遍历 是 了 全 ny Ky 0% py Bb, FF; a cy Ly gy ms ds hy Ts | 
现在 定义 后 序 遍 历 。 









说 明 后 序 遍 历 是 如 何 执行 的 。 例 4 说 明 后 序 遍 历 如 何 工 作 。 
Bampies > GB 后 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 工 中 的 顶点 ? 
解 工 的 后 序 遍历 的 步骤 显示 在 图 8 里 。 后 序 遍 历 首先 是 带 根 6 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 然 后 
是 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 后 序 遍 历 ， 带 根 a 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 a。 
带 根 5 的 子 树 的 后 序 遍 历 首 先是 带 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 /， 接 着 是 根 5。 带 根 
d 的 子 树 的 后 序 遍 历 首先 是 带 根 g 的 子 树 的 后 序 遍历 ， 接 着 是 根 ， 接 着 是 根 i， 接 着 是 根 d。 
带 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 根 j ， 接 着 是 带 根 大 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 e。 带 根 g 的 
子 树 的 后 序 遍 历 是 1/，m，g。 带 根 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 x，o，p，k。 因 此 ， 有 根 树 工 的 后 序 
闻 闭 起 wo Oy py By ey fF», Dy es bs ma Bs by ty Us Ws 本 
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中 序 遍 历 : 访问 最 左 子 树 ， 
访问 根 ， 从 左 至 右 访问 其 
他 子 树 











1 0 1 A 
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图 6 工 的 中 序 遍 历 
”步骤 n+1: 访问 7 







后 序 遍 历 


步骤 1: 步骤 2: 步骤 六 
后 序 访问 T|， 后 序 访问 了 后 序 访 问 7， 
图 7 后 序 遍 历 


有 些 简易 的 方法 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 列 出 有 序 根 树 的 项 点。 首先 从 根 开始 ， 沿 着 边 移动 ， 
围绕 有 序 根 树 画 一 条 曲线 ， 如 图 9 所 示 。 可 以 按照 前 序列 出 顶点 : 当 曲 线 第 一 次 经 过 一 个 顶点 
时 ， 就 列 出 这 个 顶点 。 可 以 按照 中 序列 出 顶点 : 当 曲 线 第 一 次 经 过 一 个 树叶 时 ， 就 列 出 这 个 树 
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叶 ， 当 曲线 第 二 次 经 过 一 个 内 点 时 就 列 出 这 个 内 点 。 可 以 按照 后 序列 出 顶点 : 当 曲 线 最 后 一 次 
经 过 一 个 顶点 而 返回 这 个 顶点 的 父母 时 ， 就 列 出 这 个 顶点 。 当 在 图 9 中 的 有 根 树 这 样 做 时 ， 结 果 
是 前 序 遍 历 给 出 a, b, d, h, e, i， 2 3 fs Ry 中 序 遍 历 给 出 bs ds bs Vy By jy Uy fy Cs 
k，g; 后 序 遍 历 给 出 h, d, i, j, e, b, f, k, g, c, a。 

这 些 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 遍历 有 序 根 树 的 算法 ， 最 容易 用 递归 来 表示 。 


后 序 遍历 从 左 至 右 
访问 子 树 ， 访 问 根 
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图 8 工 的 后 序 遍 历 








算法 1 前 序 遍历 

procedure preorder(T: 有 序 根 树 ) 

六 :一 工 的 根 

列 出 > 

for 从 左 到 右 的 7 的 每 个 孩子 c 
T(c) := 以 c 为 根 的 子 树 
preorder( T(c)) 
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图 9 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 遍历 有 序 根 树 的 快捷 方法 





一 一 一 一 
算法 2 中 序 遍 历 
procedure inorder( 工 ， 有 序 根 树 ) 
六 :一 人 下 的 根 
证 ~ 是 树叶 then 列 出 > 
else 
! :一 从 左 到 右 的 -~ 的 第 一 个 孩子 
T() :一 以 2 为 根 的 子 树 
inorder( T(7)) 
列 出 
for 除 ! 外 从 左 到 右 的 > 的 每 个 孩子 < 
T(c) : 王 以 <c 为 根 的 子 树 
inorder( T(c)) 














算法 3 后 序 遍 历 

procedure postorder(T: 有 序 根 树 ) 

r :一 下 的 根 

for 从 左 到 右 的 -~ 的 每 个 孩子 c 
T(c) :一 以 c 为 根 的 子 树 
postorder( T(c)) 

列 出 














注意 ， 当 规定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 编码 了 有 序 根 数 
的 结构 。 也 就 是 说 ， 当 指定 树 的 前 序 遍 历 或 者 后 序 遍 历 所 生成 的 顶点 列表 和 每 个 顶点 的 孩子 数 
目 时 ， 有 序 根 树 是 唯一 确定 的 ( 见 练习 26 和 27)。 特 别 地 ， 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 编码 了 有 序 
m 叉 树 的 结构 。 然 而 ， 当 不 规定 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ,前 序 遍历 和 后 序 遍 历 都 没有 编码 有 序 根 
树 的 结构 ( 见 练习 28 和 29) 。 

中 序 、 前 序 和 后 序 遍 历 的 应 用 树 的 遍历 有 许多 应 用 ， 并 且 在 许多 算法 的 实现 中 起 着 关键 
作用 。 二 元 有 序 树 可 用 于 表示 由 对 象 和 运算 组 成 的 格式 良好 的 表达 式 。 前 序 、 后 序 和 中 序 遍 历 
这 些 树 将 产生 表达 式 的 前 级 、 后 缀 和 中 缀 表示 ， 可 以 在 各 类 应 用 中 使 用 。 在 将 注意 力 转向 使 用 
树 的 遍历 之 前 ， 我 们 先 为 如 何 使 用 树 的 遍历 提供 一 些 有 用 的 建议 。 

如 果 效 率 不 是 问题 ， 则 可 以 按 任意 顺序 访问 树 的 顶点 ， 只 要 每 个 顶点 只 访问 一 次 。 但 是 ， 
对 于 其 他 应 用 ， 有 可 能 需要 按 某 种 顺序 访问 顶点 ， 以 保持 特定 的 关系 。 此 外 ， 若 效率 很 重要 ， 
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则 应 该 使 用 对 该 应 用 最 高 效 的 遍历 方法 。 决 定 要 使 用 的 遍历 的 一 般 原 则 是 尽 可 能 快 地 找到 感 兴 
趣 的 顶点 。 前 序 遍 历 对 于 内 部 顶点 必须 在 叶子 顶点 前 访问 的 应 用 来 说 是 最 佳 选择 ， 此 外 ， 前 序 
遍历 还 用 于 复制 二 又 搜索 树 。 

有 趣 的 是 ， 前 序 遍历 起 源 于 古代 。 根 据 KnuthLKn98]j， 当 国王 、 公 细 或 伯 事 去 世 时 ， 他 的 
头衔 传 给 第 一 个 儿子 ， 然 后 传 给 这 个 儿子 的 子孙 ; 若 他 们 中 没有 一 个 还 活着 ， 就 传 给 第 二 个 儿 
子 ， 以 及 他 的 后 代 ， 以 此 类 推 。( 在 更 现代 的 时 期 ， 女 儿 也 被 包括 在 这 个 顺序 中 .) 因 此 ， 一 且 
已 故 成 员 被 移 除 ， 对 相关 家 族 树 顶点 的 前 序 遍 历 就 产生 了 王位 继承 顺序 。 

后 序 遍 历 对 于 叶子 顶点 需要 在 内 部 顶点 之 前 访问 的 应 用 来 说 是 最 佳 选 择 。 后 序 遍 历 在 访问 内 部 
顶点 之 前 访问 叶子 顶点 ， 所 以 ， 它 对 于 删除 树 是 最 佳 选择 ， 因 为 子 树 根 项 点 下 面 的 项 点 可 以 在 子 树 
的 根 顶 点 之 前 删除 。 拓 扑 排 序 是 一 种 使 用 后 序 遍 历 实现 的 高 效 算法 。 在 11. 2 节 中 ， 我 们 将 讨论 对 
二 又 搜索 树 的 中 序 遍 历 ， 按 关键 值 的 升序 访问 顶点 。 这 种 遍历 对 二 叉 树 中 的 数据 创建 了 排序 列表 。 


11.3.4 中 缀 、 前 级 和 后 缀 记 法 

可 以 用 有 序 树 来 表示 复杂 的 表达 式 ， 比 如 复合 命题 、 集 合 的 组 合 ， 以 及 算术 表达 式 。 例 
如 ， 考 虑 由 运算 十 (加 )、 一 ( 减 )、x( 乘 )、/( 除 )、 个 ( 智 ) 所 组 成 的 算术 表达 式 的 表示 。 我 们 
将 用 括号 来 说 明 运 算 次 序 。 有 序 根 树 可 以 用 来 表示 这 样 的 表达 式 ， 其 中 内 点 表示 运算 ,树叶 表 
示 变 量 或 数字 。 每 个 运算 都 作用 在 它 的 左 子 树 和 右 子 树 上 (以 此 顺序 ) 。 

表示 表达 式 ((z 十 y) 个 2) 十 ((z 一 4)/3) 的 有 序 根 树 是 什么 ? 

解 ” 这 个 表达 式 的 二 又 树 可 以 自 底 向 上 来 构造 。 首 先 ， 构造 表 达 式 z 十 y 的 子 树 ， 然 后 ， 
加 入 这 个 子 树 作 为 表示 (zx 十 y)^ 2 的 更 大 子 树 的 一 部 分 。 同 样 ， 构 造 表 达 式 x 一 4 的 子 树 ， 然 
后 ， 加 入 这 个 子 树 到 表示 (zx 一 4)/3 的 子 树 中 。 最 后 ， 组 合 表 示 (z 十 y) 个 2 与 (z 一 4)/3 的 子 树 
来 形成 表示 ((Cz 十 y) 人 2) 十 ((z 一 4)/3) 的 有 序 根 树 。 这 些 步骤 显示 在 图 10 中 。 q 











图 10 表示 ((zx 十 wg) 和 2) 十 ((x 一 4)/3) 的 二 又 树 
对 表示 一 个 表达 式 的 二 叉 树 进行 中 序 人 遍历， 产生 原来 的 表达 式 ， 其 中 元 素 和 运算 都 是 按 原 
有 的 次 序 出 现 ， 例 外 的 是 一 元 运算 ， 它 们 紧 随 运算 对 象 。 例 如 ， 图 11 中 的 二 叉 树 分 别 表示 表 
达 式 (z 十 y)/(Cz 十 3) 、(Cz 十 (yz)) 十 3 和 zz 十 (y/ 《zx 十 3))， 对 它们 的 中 序 遍 历 都 得 出 中 缀 表达 


| ee 
> > 
70 这 


图 11 表示 (z 十 y)/(Cz 十 3) 、(z 十 (y/z)) 十 3 和 xz 十 (y/ (zx 十 3)) 的 有 根 树 
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式 zx 十 y/z 十 3。 为 了 让 这 样 的 表达 式 无 二 义 性 ， 当 遇 到 运算 时 ， 就 有 必要 在 中 序 遍 历 里 包含 括 
号 。 以 这 种 方式 获得 的 带 完整 括号 的 表达 式 称 为 中 缀 形式 

当 以 前 序 遍 历 表达 式 的 有 根 树 时 ， 就 获得 它 的 前 缀 形式。 写成 前 缀 形式 的 表达 式 称 为 波兰 
记 法 ， 它 的 名 字 来 源 于 逻辑 学 家 扬 . 武 卡 谢 维 奇 。 用 前 级 记 法 表示 的 表达 式 ( 其 中 每 个 运算 都 
hcp 义 性 的 ， 所 以 在 这 样 的 表达 式 中 不 需要 括号 。 对 这 个 事实 的 验 

给 读者 作为 练习 。 

((z 十 y) 和 2) 十 ((x 一 4)/3) 的 前 级 形式 是 什么 ? 

解 ”通过 遍历 图 10 所 示 的 表示 这 个 表达 式 的 二 叉 树 ， 就 可 以 获得 它 的 前 缀 形式 。 这 样 就 
产生 填 作 二 522 二 和 和。 4 

在 表达 式 的 前 级 形式 里 ， 二 元 运算 符 ( 比 如 十 ) 在 它 的 两 个 运算 对 象 之 前 。 因 此 ， 可 以 从 右 
向 左 地 求 前 缀 形式 的 表达 式 的 值 。 当 遇 到 一 个 运算 符 时 ， 就 对 在 这 个 运算 对 象 右边 紧 接 着 的 两 
A i el ten St Wot bs 

前缀 表达 式 十 一 * 2 3 5 /2 3 4 的 值 是 什么 ? 

如 图 12 所 示 ， 用 从 右 向 左 的 步骤 求 这 个 表达 式 的 值 ， 并 用 右边 的 运算 对 象 来 执行 运 
算 。 这 个 表达 式 的 值 是 3。 4 

通过 以 后 序 遍 历 表 达 式 的 二 又 树 ， 就 可 以 获得 它 的 后 缀 形式 。 写 成 后 级 形式 的 表达 式 称 为 une》 
逆 波 兰 记 法 。 用 逆 波 兰 记 法 表示 的 表达 式 都 是 无 二 义 性 的 ， 所 以 不 需要 括号 。 对 这 个 事实 的 验 
证 留 给 读者 。 在 20 世纪 70 年 代 和 80 年 代 ， 逆 波兰 记 法 在 电子 计算 器 中 广泛 使 用 。 

((z 十 y) 个 2) 十 ((Cz 一 4)/3) 的 后 缀 形式 是 什么 ? 

解 ”这 个 表达 式 的 后 缀 形式 是 这 样 获得 的 : 执行 图 10 所 示 的 表示 二 叉 树 的 后 序 遍 历 ， 这 
样 就 产生 后 缀 表达 式 zy 十 2 个 x 4 一 3 /十 。 > 

在 表达 式 的 后 缀 形式 里 ， 二 元 运算 都 是 在 它 的 两 个 运算 对 象 之 后 。 所 以 ,为 了 从 一 个 表达 
式 的 后 缀 形式 求 它 的 值 ， 就 从 左 向 右 地 进行 ， 当 一 个 运算 符 后 面 跟着 两 个 运算 对 和 象 时 ， 就 执行 
这 个 运算 。 在 一 个 运算 执行 之 后 ， 这 个 运算 的 结果 就 成 为 一 个 新 的 运算 对 象 。 

后 缀 表达 式 7 2 3 * 一 4 个 9 3 /十 的 值 是 什么 ? 

解 ” 如 图 13 所 示 ， 求 这 个 表达 式 的 值 所 用 的 步骤 是 这 样 的 : 从 左边 开始 ， 当 两 个 运算 对 





象 后 面 接着 一 个 运算 符 时 ， 就 执行 这 个 运算 。 这 个 表达 式 的 值 是 4。 4 
二 人 
了 rd 
i 2*3=6 

0 - 
全 4 9 
8/4=2 7-6=1 
人 
让 
2*3=6 ji 
pe a 
Ee A 
G5 9/3=3 
和 1 3 二 
at ER 
1]+2=3 | .| 
表达 式 的 值 : 3 表达 式 的 值 ; 4 
图 12 求 一 个 前 级 表达 式 的 值 图 13 求 一 个 后 级 表达 式 的 值 ee 


有 根 树 可 以 用 来 表示 其 他 类 型 的 表达 式 ， 比 如 表示 复合 命题 、 集 合 组 合 的 表达 式 。 在 这 





例子 里 会 出 现 如 命题 否定 这 样 的 一 元 运算 符 。 为 了 表示 这 样 的 运算 符 及 其 运算 对 象 ， 就 用 顶点 
表示 运算 符 并 且 用 这 个 顶点 的 孩子 表示 运算 对 象 。 
名 求 表示 复合 命题 (CA9))*>(Cnzpvnmoq) 的 有 序 根 树 。 然 后 用 这 个 有 根 树 求 这 个 表 
达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 缀 形式 。 
解 ” 这 个 复合 命题 的 有 序 根 树 是 自 底 向 上 地 构造 的 。 首先， 构造 ap 和 -9 的 子 树 ( 其 中 把 
了] 当 作 一 元 运算 符 )。 男 外 ,构造 pg 的 子 树 。 然 后 构造 aC(pA gq) 和 (Hp)V (9) 的 子 树 。 最 
后 ， 用 这 两 个 子 树 来 构造 最 终 的 有 根 树 。 这 个 过 程 的 步 又 显示 在 图 14 中 。 











图 14 构造 一 个 复合 命题 的 有 根 树 


求 表 达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 缀 形式 时 ， 可 以 分 别 以 前 序 、 后 序 和 中 序 来 遍历 这 个 有 根 树 
(包含 括号 )。 这 些 遍历 分 别 给 出 全 7A pqV -p19、pPa9A4p7197V 守 和 (pAg)) 呈 (pV 
CO)。 4 

因为 前 缀 表达 式 和 后 缀 表达 式 都 是 无 二 义 性 的 ， 而 且 不 用 来 回 扫描 就 容易 求 出 它们 的 值 ， 
所 以 它们 在 计算 机 科学 里 大 量 使 用 。 这 样 的 表达 式 对 编译 器 的 构造 是 特别 有 用 的 。 
练习 


在 练习 1 一 3 中 ， 对 给 定 的 有 序 根 树 构 造 通用 地 址 系统 。 然 后 利用 这 个 通用 地 址 系统 用 顶点 的 标记 的 字典 
顺序 来 排序 顶点 。 


Links > 





扬 . 武 卡 谢 维 奇 (Jan Lnkasiewicz，1878 一 1956) 武 卡 谢 维 奇 出 生 在 勒 沃 的 一 个 
说 波兰 语 的 家 庭 。 在 他 出 生 时 ， 勒 沃 还 是 奥地利 的 一 部 分 ， 现 在 则 属于 乌克兰 。 他 
的 父亲 是 奥地利 军队 的 上 尉 。 武 卡 谢 维 奇 上 高 中 时 开始 对 数学 感 兴趣 。 他 在 勤 沃 大 
学 的 本 科 和 研究 生 阶 段 兼 修 数学 和 哲学 。 在 读 完 博士 后 ， 武 卡 谢 维 奇 留 校 当 了 讲师 ， 
”并 在 1911 年 被 提拔 为 教授 。1915 年 当 华沙 大 学 作为 波兰 的 大 学 重新 开办 时 ， 武 卡 谢 
维 奇 应 邀 加 入 。1919 年 他 担任 波兰 教育 大 臣 。 从 1920 年 到 1939 年 ， 他 重 返 华沙 大 
UCon Collection Alamy 学 担任 教授 ， 并 曾 两 度 任 这 所 大 学 的 校长 。 
Sec 名 武 卡 谢 维 奇 是 著名 的 逻辑 学 华沙 学 派 的 共同 发 起 人 之 一 。1928 年 ， 他 出 版 了 著 
名 的 教材 《数理 逻辑 基础 》(Elements of Mathematical Logic) 。 在 他 的 影响 下 ， 数 理 逻 辑 在 波兰 成 为 数学 和 
科学 专业 本 科 生 的 必修 课程 。 他 的 讲座 独 具 个 人 魅力 ， 甚 至 吸引 了 人 文学 科 的 学 生 。 
武 卡 谢 维 奇 和 他 的 妻子 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 遭 受 了 极 大 的 迫害 ， 这 些 都 在 他 死 后 出 版 的 自传 中 有 
所 记载 。 战 后 ， 他 们 在 比利时 过 着 流放 生活 。 幸 运 的 是 ，1949 年 他 获得 在 都 柏林 的 爱尔兰 皇家 科学 院 的 
职务 。 
武 卡 谢 维 奇 一 生 都 致力 于 数理 逻辑 的 研究 。 他 关于 三 值 逻 辑 的 研究 是 对 这 个 领域 的 重要 贡献 。 不 过 ， 
在 数学 和 计算 机 科学 界 他 最 为 著名 的 ， 是 他 引入 了 无 括号 记 法 ， 现 今 称 为 波兰 记 法 。 








1. 2. 3 


4. 假定 在 有 序 根 树 工 中 顶点 v 的 地 址 是 3.4.5.2.4。 、、 
a) 是 在 哪 一 层 ? 
b)v 的 父母 的 地 址 是 什么 ? 
ou 的 兄弟 最 少 有 多 少 ? 
d) 若 局 具有 这 个 地 址 ， 那 么 在 工 里 最 少 可 能 有 多 少 个 顶点 ? 
四 求 其 他 必然 出 现 的 地 址 。 
5. 假定 在 有 序 根 树 工 中 ， 地 址 最 大 的 顶点 的 地 址 是 2. 3. 4. 3. 1。 是 否 有 可 能 确定 工 中 的 顶点 数 ? 
6. 有 序 根 树 的 树叶 能 否 具有 下 面 的 通用 地 址 表 ? 若 能 ， 则 构造 出 这 样 的 有 序 根 树 。 
a ld: de Ly di li ld dy Bl By 
bls ly Ia ly L111 
CO ls daZ ls .DD 2 2 ly 
在 练习 7 一 9 中 ， 确 定 前 序 遍 历 访问 所 给 的 有 序 根 树 的 顶点 的 顺序 。 





10. 使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
11. 使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 8 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
12. 使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
13. 使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
14. 使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 8 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
15. 使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
16. 用 二 又 树 来 表示 表达 式 ((z 十 2) 个 3) x (y 一 (3 十 z)) 一 5。 表 示 方 式 应 采用 : 


a) 前 级 记 法 b) 后 缀 记 法 c) 中 级 记 法 

17. 用 二 义 树 来 表示 表达 式 (zx 十 xy) 十 (x/y) 和 x 十 ((xy 十 X)/y)。 表 示 方 式 应 采用 : 
a) 前 级 记 法 b) 后 缀 记 法 0) 中 缀 记 法 

18. 用 有 序 根 树 来 表示 复合 命题 -a (pAg) 呈 (HpPV-49) 和 (pA (gp))V 49。 表 示 方 式 应 采用 : 
a) 前 级 记 法 b) 后 缀 记 法 c) 中 绥 记 法 


19. 用 有 序 根 树 来 表示 (A 门 B) 一 (AU(B 一 A))。 表 示 方 式 应 采用 : 
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* 20. 
* 2 
22. 


23. 


24. 


25. 


x 26. 


#27 


28. 


29. 


a) 前 级 记 法 b) 后 级 记 法 ©) 中 级 记 法 

有 多 少 种 方式 给 字符 串 -pPAgqepV -9 完全 加 上 括号 以 便 产生 中 缀 表达 式 ? 

有 多 少 种 方式 给 字符 串 A 门 B 一 AUB 一 A 完全 加 上 括号 以 便 产生 中 缀 表达 式 ? 

画 出 下 面 用 前 级 记 法 写 出 的 每 个 算术 表达 式 所 对 应 的 有 序 根 树 。 然 后 用 中 缀 记 法 写 每 个 表达 式 。 


动 寺 三 于 一 和 21 天 本 不 2 一 5 1 Ox /93T% 2 一 7 6 
下 面 每 个 前 缀 表达 式 的 值 是 什么 ? 
一 凌 - 包 /入 轩 名 四 让 一 区 二 六 村 省 受 竹 
中 d) xz 十 3 十 3 个 3 十 333 
下 面 每 个 后 缀 表达 式 的 值 是 什么 ? 


DI pe 2 三 
构造 前 序 遍 历 为 a, 5，，f，c，g，h，i,，d，e，j，k，l 的 有 序 根 树 ， 其 中 4a 有 4 个 孩子 ,，c 有 3 个 孩 
子 , 7 有 2 个 孩子 , 5 和 e 都 有 1 个 孩子 ， 所 有 其 他 顶点 都 是 树叶 。 
证 明 : 当 指 定 了 有 序 根 树 的 前 序 遍历 所 生成 的 顶点 列表 ， 并 且 指 定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 这 个 有 
序 根 树 是 唯一 确定 的 。 
证 明 : 当 指 定 了 有 序 根 树 的 后 序 遍 历 所 生成 的 顶点 列表 ， 并 且 指 定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 这 个 有 
序 根 树 是 唯一 确定 的 。 
证 明 : 下 图 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 产生 相同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练习 26 的 命题 
相 矛 盾 ， 因 为 在 这 两 个 有 序 根 树 中 内 点 的 孩子 数 是 不 同 的 。 

a a 





8 h 
证 明 : 下 图 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 后 序 遍 历 产 生 相 同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练习 27 里 的 命 
题 相 矛盾 ， 因 为 在 这 两 个 有 序 根 树 中 内 点 的 孩子 数 是 不 同 的 。 


a 





ks: 区 0 7 h 


在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 前 缓 记 法 表示 的 合式 公式 是 用 下 面 的 规则 来 递归 地 定义 的 : 
让 若 工 是 符号 ， 则 工 是 用 前 级 记 法 表示 的 合式 公式 ; 
ii) 若 钱 和 YY 都 是 合式 公式 且 x* 是 运算 符 ， 则 x%x XY 是 合式 公式 。 


30. 


2 


32. 
33. 


34. 


下 列 哪些 公 式 是 在 符号 {x，y，z} 和 二 元 运算 符 集 {X， 十， 0} 上 的 合式 公式 ? 

2% 十 十 灾 计 弥 boy 当 过 有 关中 类 0 全 从 这 六 光 

证 明 : 在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 前 级 记 法 表示 的 任何 合式 公式 所 包含 的 符号 数 都 比 运算 符 
数 恰 好 多 一 个 。 

给 出 在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 后 级 记 法 表示 的 合式 公式 的 定义 。 

给 出 在 符号 {z+，y，z} 和 二 元 运算 符 集 {十 ，X ，o} 上 带 3 个 以 上 运算 的 、 用 后 级 记 法 表示 的 合式 公 
式 的 6 不 例子 ， 

把 用 前 级 记 法 表示 的 合式 公式 的 定义 推广 到 这 样 的 符号 和 运算 符 集合 上 ， 其 中 运算 符 可 能 不 是 二 元 的 。 





11.4 生成 树 


11.4.1 引言 
考虑 图 1a 所 示 的 简单 图 所 表示 的 缅 因 州 的 道路 系统 。 在 冬天 保持 道路 通畅 的 唯一 方式 就 
是 经 常 扫 雪 。 高 速 公 路 部 门 希望 只 扫 尽 可 能 少 的 道路 上 的 雪 ， 而 确保 总 是 存在 连接 任何 两 个 乡 
镇 的 干净 道路 。 如 何 才 能 做 到 这 一 点 ? 
至 少 扫除 5 条 道路 上 的 雪 才 能 保证 在 任何 两 个 乡镇 之 间 有 一 条 通路 。 图 1b 显示 了 一 些 这 
样 的 道路 集合 。 注 意 表示 这 些 道路 的 子 图 是 树 ， 因 为 它 是 连通 的 并 且 包 含 6 个 顶点 和 5 条 边 。 
这 个 问题 是 用 包含 原来 简单 图 的 所 有 顶点 、 边 数 最 小 的 连通 子 图 来 解决 的 。 这 样 的 图 必然 
是 树 。 






5 间 国 ， 6 的 生成 衬 是 包含 的 半 个 顶点 的 G 的 子 图 。 : - 
有 生成 树 的 简单 图 必然 是 连通 的 ， 因 为 在 生成 树 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 。 反 过 来 
也 是 对 的 ， 即 每 个 连通 图 都 有 生成 树 。 在 证 明 这 个 结果 之 前 将 给 出 一 个 例子 。 
@ 找 出 图 2 所 示 的 简单 图 的 生成 树 。 


Etna -Old Towa Etna Old Town 
a b & d 
Orono Orono 
Herman Bangor Herman| Bangor 
Hampden Hampden e 8 
a) 一 个 道路 系统 b) 需要 除雪 的 道路 集 
图 1 图 2 简单 图 G 


解 ” 图 G 是 连通 的 ,但 它 不 是 树 ， 因 为 它 包 含 简单 回路 。 删 除 边 {a，e)} 。 这 样 就 消除 了 一 个 
简单 回路 ， 而 且 所 得 出 的 子 图 仍然 是 连通 的 并 且 仍 然 包 含 G 的 每 个 顶点 。 其 次 删除 边 {e， 放 以 
便 消除 第 二 个 简单 回路 。 最 后 ， 删 除 边 {c，g} 以便 产生 一 个 没有 简单 回路 的 简单 图 。 这 个 子 图 是 
生成 树 ， es phe nie 


二 


删除 边 : {a.e} {e, 有 } {c, g} 
a) b) c) 
图 3 通过 删除 形成 简单 回路 的 边 来 产生 G 的 一 个 生成 树 


图 3 所 示 的 生成 村 不 是 唯一 的 G 的 生成 树 。 例 如 ， 图 4 所 示 的 每 个 树 都 是 G 的 生成 桂 。 4 
- 图 是 连通 的 当 且 仅 当 它 有 生成 柑 。 SE 


证 明 首先 ， 假定 简单 图 G 有 生成 树 T。 了 包含 G 的 每 个 顶点 。 另外 ， 在 工 的 任何 两 个 顶 
点 之 间 都 有 在 工 中 的 通路 。 因 为 工 是 G 的 子 图 ， 所 以 在 G 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 。 因 
此 ，G 是 连通 的 。 

现在 假定 G 是 连通 的 。 独 G 不 是 树 ， 则 它 必然 包含 简单 回路 。 从 这 些 简单 回路 中 的 一 
里 删除 一 条 边 。 所 得 出 的 子 图 少 了 一 条 边 ， 但 是 仍然 包含 G 的 所 有 顶点 并 且 是 连通 的 。 这 个 子 
图 仍然 是 连通 的 ， 因 为 当 两 个 顶点 由 包含 这 条 被 删除 边 的 通路 相连 接 时 ， 它 们 被 一 条 不 包含 这 
条 边 的 通路 相连 接 。 我 们 可 以 通过 在 原来 的 通路 中 ， 在 被 删除 的 边 的 位 置 ， 插 入 一 条 带 有 被 删 
除 边 的 简单 的 回路 构造 这 样 的 通路 。 若 这 个 子 图 不 是 树 ， 则 它 有 简单 回路 ， 所 以 像 前 面 那样 ， 
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图 4 G 的 一 些 生 成 树 
删除 一 个 简单 回路 里 的 一 条 边 。 重 复 这 个 过 程 直 到 没有 简单 回路 为 止 。 这 是 可 能 的 ， 因 为 在 图 
里 只 有 有 穷 的 边 数 。 当 没有 简单 回路 剩 下 时 ， 这 个 过 程 终 止 。 产 生 一 棵 树 ， 因 为 在 删除 边 时 这 
个 图 保持 连通 。 这 棵 树 是 生成 树 ， 因 为 它 包含 G 的 每 个 顶点 。 ‘| 
例 2 说明， 在 数据 网 络 里 生成 树 是 重要 的 。 
rnks》 《 鸭 下 组 播 在 网 络 互 连 协议 (IP) 网 络 上 的 组 播 里 ， 生 成 树 起 到 重要 的 作用 。 为 了 从 源 计算 
机 发 送 数据 到 多 个 接收 计算 机 (每 个 接收 计算 机 是 一 个 子 网 ) ， 可 以 分 别 发 送 数据 到 每 个 计算 机 。 这 
种 类 型 的 网 络 称 为 单 点 广播 ， 效 率 很 低 ， 因 为 在 网 络 上 发 送 了 存 有 相同 数据 的 多 个 副本 。 为 了 更 有 
效 地 传送 数据 到 多 个 接收 计算 机 ， 就 使 用 他 组 播 。 在 全 组 播 里 ,一 个 计算 机 在 网 络 上 发 送 数据 的 
单一 副本 ， 当 数据 到 达 中 间 路 由 器 时 ， 就 把 数据 分 发 到 一 个 或 更 多 的 其 他 路 由 器 ， 以 便 接收 计算 机 
都 在 它们 不 同 的 子 网 里 最 终 接 收 到 这 些 数据 。( 路 由 器 是 专门 在 网 络 子 网 之 间 分 发 IP 数据 报 的 计算 机 。 
在 组 播 时 ， 路 由 器 使 用 D 类 地 址 ， 每 个 都 表示 接收 计算 机 可 以 加 入 的 一 个 会 话 ， 见 6.1 节 例 17。) 
为 了 让 数据 尽 可 能 快 地 到 达 接 收 计 算 机 ， 在 数据 穿 过 网 络 的 通路 里 就 不 应 当 存 在 环 路 (在 
图 论 术 语 中 它们 是 回路 ) 。 即 ， 一 旦 数据 已 经 到 达 一 个 具体 的 路 由 器 ， 数 据 就 再 也 不 应 当 返 回 
这 个 路 由 器 。 为 了 避免 环 路 ， 组 播 路 由 器 用 网 络 算法 来 构造 图 中 的 生成 树 ， 这 个 图 以 组 播 源 、 
路 由 器 和 包含 接收 计算 机 的 子 网 来 作为 顶点 ， 以 边 表示 计算 机 和 路 中 器 之 间 的 连接 。 这 个 生成 
树 的 根 就 是 组 播 源 。 包 含 接收 计算 机 的 子 网 就 是 这 个 树 的 树叶 (注意 不 包含 接收 计算 机 的 子 网 
都 不 包含 在 这 个 图 里 ) 。 图 5 说 明 这 些 内 容 。 4 
IP 网 络 组 播 生 成 树 


® 了 于 网 
@ 带 接收 站 的 子 网 





a) b) 
图 5 一 个 组 播 生 成 树 


11. 4.2 深度 优先 搜索 
bnks》 定理 1 的 证 明 给 出 了 通过 从 简单 回路 删除 边 来 找 出 生成 树 的 算法 。 这 个 算法 是 低 效 的 ， 因 


桂 695 





为 它 要 求 找 出 简单 回路 。 另 一 种 不 采用 删除 边 来 构造 生成 树 的 方法 是 ， 通 过 依次 添加 边 来 建立 


生成 树 。 这 里 将 给 出 基于 这 个 原理 的 两 个 算法 。 


可 以 用 深度 优先 搜索 来 建立 连通 简单 图 的 生成 树 。 我 们 将 形成 一 个 有 根 树 ， 而 这 个 生成 树 
将 是 这 个 有 根 树 的 基本 无 向 图 。 任 意 选择 图 中 一 个 顶点 作为 根 。 通 过 依次 添加 边 来 形成 从 这 个 
顶点 开始 的 通路 ， 其 中 每 条 新 边 都 与 通路 上 的 最 后 一 个 顶点 以 及 还 不 在 通路 上 的 一 个 顶点 相关 
联 。 继 续 尽 可 能 地 添加 边 到 这 条 通路 。 若 这 条 通路 经 过 图 的 所 有 项 点 ， 则 由 这 条 通路 组 成 的 树 
就 是 生成 树 。 不 过 ， 若 这 条 通路 没有 经 过 图 中 的 所 有 顶点 ， 则 必须 添加 其 他 的 顶点 和 边 。 退 到 
通路 中 的 倒数 第 二 个 顶点 ， 若 有 可 能 ， 则 形成 从 这 个 顶点 开始 的 经 过 还 没有 访问 过 的 顶点 的 通 


路 。 若 不 能 这 样 做 ， 则 后 退 到 通路 中 的 另 一 个 顶点 ， 即 在 通路 里 后 退 两 个 顶点 ， 然 后 再 试 。 


重复 这 个 过 程 ， 从 所 访问 过 的 最 后 一 个 顶点 开始 ， 在 通路 上 一 次 后 退 一 个 顶点 ， 只 要 有 可 
能 就 形成 新 的 通路 ， 直 到 不 能 添加 更 多 的 边 为 止 。 因 为 这 个 图 有 有 穷 的 边 数 并 且 是 连通 的 ， 所 
以 这 个 过 程 以 产生 生成 树 而 告终 。 在 这 个 算法 的 一 个 阶段 上 通路 末端 的 顶点 将 是 有 根 树 中 的 树 


叶 ， 而 在 其 上 开始 构造 一 条 通路 的 顶点 将 是 内 点 。 


读者 应 当 注 意 这 个 过 程 的 递归 本 质 。 另 外 ， 注 意 若 图 中 的 顶点 是 排序 的 ， 则 当 总 是 选择 在 
该 顺序 里 可 用 的 第 一 个 顶点 时 ， 在 这 个 过 程 的 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 就 全 都 是 确定 的 。 不 过 ， 


将 不 总 是 明显 地 对 图 的 顶点 排序 。 


深度 优先 搜索 也 称 为 回溯， 因为 这 个 算法 返回 以 前 访问 过 的 顶点 以 便 添加 边 。 例 3 说 明了 


回溯 。 

用 深度 优先 搜索 来 找 出 图 6 所 示 图 G 
的 生成 树 。 

解 图 7 显示 了 用 深度 优先 搜索 产生 G 的 生 
成 树 的 步 又。 任意 地 从 顶点 f 开始 。 一 条 通路 是 
这 样 建立 的 : 依次 添加 与 还 不 在 通路 上 的 顶点 相 
关联 的 边 ， 只 要 有 可 能 就 这 样 做 。 这 样 就 产生 通 
路 f，g，h，k，j( 注 意 也 可 能 建立 其 他 的 通路 )。 
下 一 步 ， 回 溯 到 有。 不 存在 从 kk 开始， 包含 还 没 


有 访问 过 的 顶点 的 通路 。 所 以 回溯 到 及 。 形 成 通路 h，i。 然 后 回溯 到 g， 然 后 再 回溯 到 f。 从 了 


a 





图 6 图 G 


建立 通路 六 ，d，e，c<，a。 然 后 再 回溯 到 c 并 且 形 成 通路 <，2。 这 样 就 产生 了 生成 树 。 


Ff 六 
® 





a) b) C) 


d) 





e) 


图 7 G 的 深度 优先 搜索 


一 个 图 的 深度 优先 搜索 所 选择 的 边 称 为 树 
边 。 这 个 图 所 有 其 他 的 边 都 必然 连接 一 个 顶点 与 
这 个 顶点 在 树 中 的 祖先 或 后 代 。 这 些 边 都 称 为 背 
边 ( 练 习 43 要 求证 明 这 个 事实 ) 。 

图 3 中 突出 了 从 顶点 开始 的 深度 优 
先 搜索 所 找到 的 树 边 ， 用 粗 线 显 示 这 些 树 边 。 用 
细 黑 线 显 示 背 边 (e， 有 和 (ff,，h)。 本 





b 


图 8 例 4 中 深度 优先 搜索 的 树 边 和 背 边 
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我 们 已 经 解释 了 如 何 用 深度 优先 搜索 来 求 图 的 生成 树 。 但 是 ， 迄 今 为 止 的 讨论 还 没有 指出 
深度 优先 搜索 的 递归 本 质 。 为 了 和 弄 清 楚 深度 优先 搜索 的 递归 本 质 ， 需 要 几 个 术语 。 当 执行 深度 
优先 搜索 的 步骤 时 ， 当 把 顶点 v 加 入 树 时 说 从 顶点 v 开始 探索 ， 当 最 后 一 次 回溯 回 到 立时 说 从 
顶点 v 结束 探索 。 理 解 算法 的 递归 本 质 所 需要 的 关键 事实 是 ， 当 加 入 连接 顶点 v 到 顶点 w 的 边 
时 ， 在 回 到 "完成 从 v 的 探索 之 前 就 结束 了 从 w 的 探索 。 

算法 1 构造 了 带 顶 点 wv ，…，vw, 的 图 G 的 生成 树 ， 首 先 选择 顶点 vw 作为 树 根 。 开 始 时 令 
工 是 只 有 这 一 个 顶点 的 树 。 在 每 个 步骤， 加 入 一 个 新 顶点 到 工 以 及 从 已 在 工 中 的 一 个 顶点 到 
这 个 新 顶点 的 一 条 边 ， 并 且 从 这 个 新 顶点 开始 探索 。 注 意 当 算法 完成 时 ， 工 没有 简单 回路 ， 因 
为 没有 加 入 连接 两 个 已 在 树 中 的 顶点 的 边 。 另 外 ， 工 在 构造 时 保持 连通 (用 数学 归纳 法 可 以 轻 
而 易 举 地 证 明 最 后 这 两 个 事实 )。 由 于 G 是 连通 的 ， 所 以 G 的 每 个 顶点 都 被 算法 访问 到 并 加 入 
到 树 中 (读者 可 以 验证 )。 因 此 是 G 的 生成 树 。 





算法 1 深度 优先 搜索 
procedure DFS(G: 带 顶 点 ww ，…，w 的 连通 图 ) 
工 : 一 只 包含 顶点 u 的 树 


Visit(wi ) 

procedure visit(v: G 的 顶点 ) 

for 与 立 相 邻 并 且 还 不 在 工 中 的 每 个 顶点 记 
加 入 顶点 多 和 边 {v，w} 到 了 


Visit(tw) 














现在 分 析 深 度 优 先 搜索 算法 的 计算 复杂 度 。 关 键 事 实 是 对 于 每 个 顶点 v 来 说 ， 当 在 搜索 中 
首次 遇 到 顶点 v 时 ， 就 调用 过 程 visit(v) 并 且 以 后 不 再 调用 这 个 过 程 。 假 设 G 的 邻接 表 是 可 用 
的 (参见 10. 3 节 )， 那么 求 出 与 v 相 邻 的 顶点 不 需要 任何 计算 。 当 遵循 算法 的 步骤 时 ， 至 多 检 
查 每 条 边 两 次 以 确定 是 否 加 入 这 条 边 及 其 一 个 端点 到 树 中 。 因 此 ， 过 程 DFS 用 OC(e) 或 O(n) 
个 步骤 来 构造 一 个 生成 树 ， 其 中 e 和 ?7 分别 是 G 的 边 数 和 顶点 数 。( 注 意 一 个 步骤 包括 : 检查 
一 个 顶点 是 否 已 在 正在 构造 的 树 中 ， 如 果 这 个 顶点 还 不 在 树 中 ， 则 加 入 这 个 顶点 和 对 应 的 边 。 
还 利用 了 不 等 式 e<n(n 一 1)/2， 对 于 任意 简单 图 来 说 这 个 不 等 式 都 成 立 。) 

深度 优先 搜索 可 以 作为 解决 许多 不 同 问题 的 算法 的 基础 。 例 如 ， 可 以 用 来 求 图 中 的 通路 和 
回路 、 求 图 的 连通 分 支 ， 并 且 可 以 用 来 求 连通 图 的 割 点 。 将 要 看 到 ， 深 度 优 先 搜索 是 用 来 搜索 
计算 困难 问题 的 解 的 回溯 技术 的 基础 (参见 LGrYe05]、[LMa89] 和 [CoLeRiSt09] 对 基于 深度 优先 
搜索 算法 的 讨论 )。 


11. 4.3 ”宽度 优先 搜索 \ 

也 可 以 通过 使 用 宽度 优先 搜索 来 产生 简单 图 的 生成 树 。 同 样 ， 将 构造 一 个 有 根 树 ， 而 这 个 
有 根 树 的 基本 无 向 图 就 形成 了 生成 树 。 从 图 的 顶点 中 任意 地 选择 一 个 根 。 然 后 添加 与 这 个 顶点 
相关 联 的 所 有 边 。 在 这 个 阶段 所 添加 的 新 顶点 成 为 生成 树 在 第 1 层 
上 的 顶点 。 将 新 顶点 任意 排序 。 下 一 步 ， 按 顺序 访问 第 1 层 上 的 每 
个 顶点 ， 只 要 不 产生 简单 回路 ， 就 将 与 这 个 顶点 相关 联 的 每 条 边 添 
加 到 树 中 。 任 意 排序 第 一 层 的 每 个 顶点 的 孩子 。 这 样 就 产生 了 树 在 
第 2 层 上 的 顶点 。 遵 循 相同 的 过 程 ， 直 到 已 经 添加 了 树 中 的 所 有 项 
点 。 因 为 在 图 中 的 边 数 是 有 限 的 ， 所 以 这 个 过 程 会 终止 。 在 产生 了 
包含 图 中 每 一 个 顶点 的 树 之 后 ， 生 成 树 也 就 产生 了 。 例 5 给 出 了 宽 
度 优先 搜索 的 一 个 例子 。 


CG 用 宽度 优先 搜索 来 找 出 图 9 所 示 的 图 的 生成 树 。 








解 图 10 显 示 了 宽度 优先 搜索 过 程 的 各 步骤 。 选 择 顶 点 e 作为 根 。 然 后 添加 与 e 相关 联 的 
所 有 边 ， 所 以 添加 了 从 e 到 5、d、f 和 7 的 边 。 这 4 个 顶点 都 是 在 树 的 第 1 层 上 。 下 一 步 ， 添 
加 从 第 1 层 上 的 顶点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 顶点 的 边 。 因 此 ， 添 加 从 5 到 a 和 < 的 边 ， 从 da 到 h， 
从 到) 和 g， 以 及 从 i 到 k 的 边 。 新 顶点 a、c、h、7、g 和 k 都 是 在 第 2 层 上 。 下 一 步 ， 添加 


从 这 些 顶 点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 顶点 的 边 。 这 样 就 添加 从 g 到 氏 以 及 从 k 到 m 的 边 。 4 
ee € 
eg b d , i 





图 10 G 的 宽度 优先 搜索 


算法 2 的 伪 码 描述 了 宽度 优先 搜索 。 在 这 个 算法 中 ,假设 连通 图 G 的 顶点 排序 为 v;，…， 
ww。 在 算法 中 ， 我 们 用 “处 理 ” 来 描述 这 个 过 程 : 只 要 还 没有 产生 简单 回路 ， 就 加 入 与 正在 处 
理 的 当前 顶点 相 邻 的 新 顶点 和 对 应 的 边 到 树 中 。 








算法 2 宽度 优先 搜索 
procedure BFS(G: 带 顶 点 ww ，…，w, 的 连通 图 ) 
T : 王 只 包含 顶点 mm 的 树 
L :二 空 表 
把 wv 放 入 尚未 处 理 顶 点 的 表 工 中 
while 工 非 空 
删除 工 中 第 一 个 顶点 vw 
for v 的 每 个 邻居 ww 
if w 既 不 在 工 中 也 不 在 工 中 then 
加 入 w 到 表 L 的 末尾 
加 入 w 和 边 {v，w} 到 本 











现在 分 析 宽 度 优先 搜索 的 计算 复杂 度 。 对 于 图 中 的 每 个 顶点 v 来 说 ,检查 所 有 与 v 相 邻 的 顶 
点 并 加 入 每 个 尚未 访问 过 的 顶点 到 树 中。 假设 图 的 邻接 表 是 可 用 的 ,确定 哪 些 顶点 与 给 定 顶 
点 相 邻 就 不 需要 任何 计算 。 如 同 在 深度 优先 搜索 算法 的 分 析 中 那样 ， 我 们 检查 每 条 边 至 多 两 次 来 确 
定 是 否 应 当 加 入 这 条 边 及 其 尚未 在 树 中 的 端点 。 所 以 宽度 优先 搜索 算法 使 用 OCe) 或 O(0z ) 个 步骤 。 

宽度 优先 搜索 是 图 论 中 最 有 用 的 算法 之 一 。 特 别 是 ， 它 可 以 作为 求解 各 种 问题 的 算法 的 基 
础 。 例 如 : 求 图 的 连通 分 支 的 算法 、 判 断 图 是 否 是 二 分 图 的 算法 以 及 求 图 中 两 个 顶点 之 间 具 有 
最 少 边 数 的 通路 的 算法 ,这 些 算法 都 可 以 使 用 宽度 优先 搜索 进行 构造 。 

宽度 优先 搜索 与 深度 优先 搜索 的 比较 ”我 们 介绍 了 两 种 广泛 使 用 的 用 于 构建 图 的 生成 树 算 
法 一 一 宽度 优先 搜索 (BFS) 和 深度 优先 搜索 (DFS) 搜 索 。 当 给 定 一 个 连通 图 时 ， 两 种 算法 都 可 
用 于 构建 生成 树 。 但 为 什么 有 可 能 用 一 个 比 男 一 个 更 好 呢 ? 

虽然 BFS 和 DFS 都 可 以 用 来 解决 相同 的 问题 ,但 考虑 到 理论 原因 和 实际 原因 ， 我 们 需要 
在 两 者 之 间 做 出 选择 。 解 决 特定 类 型 的 问题 时 ， 这 些 搜 索 算法 中 的 一 种 可 能 比 其 他 算法 更 容易 
应 用 ， 或 者 能 提供 更 多 的 洞察 力 。 对 于 有 些 问题 ，BFS 比 DFS 更 容易 使 用 ， 因 为 BFS 对 图 中 
的 顶点 进行 了 分 层 ， 这 告知 我 们 顶点 离 根 有 多 远 。 此 外 ， 边 连接 了 同一 层 或 相 邻 层 的 顶点 ( 参 
见 练习 34) 。 另 一 方面 ， 有 许多 类 型 的 问题 使 用 DFS 解决 更 自然 ， 例 如 在 例 6 一 8 中 讨论 的 问 
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题 。 一 般 来 说 ， 当 我 们 需要 更 深层 地 搜索 图 ， 而 不 是 系统 地 逐 层 搜索 时 ，DFS 是 一 个 更 好 的 选 
择 。 使 用 DFS 时 获得 的 结构 (参见 练习 51)， 也 可 以 在 解决 问题 时 使 用 。 

BFS 和 DFS 在 实践 中 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 选 择 哪 一 个 经 常 取决 于 实现 细节 ， 例 如 使 用 的 
数据 结构 。 时 间 和 空间 的 考虑 是 最 重要 的 ， 尤 其 是 当 正 在 解决 的 问题 涉及 巨大 的 图 时 。 同 时 也 
要 记 住 ， 在 使 用 图 的 搜索 解决 问题 时 ， 我 们 经 常 不 必 完 成 找到 一 棵 生成 树 的 任务 。 当 我 们 在 稠 
密 的 图 上 使 用 BFS 时 ， 在 逐 层 搜索 图 的 过 程 中 ,会 花费 很 多 时 间 并 使 用 大 量 的 空间 。 在 这 种 情 
况 下 ， 最 好 是 使 用 DFS 以 快速 到 达 远 离 根 的 顶点 。 然 而 ， 对 于 稀疏 图 ， 逐 层 搜索 图 可 能 更 有 效 。 


11.4.4 ”回溯 的 应 用 

有 些 问题 只 能 通过 执行 对 所 有 可 行 解 的 穷 举 搜索 来 解决 。 系 统 地 搜索 出 一 个 解 的 一 种 方式 
是 使 用 决策 树 ， 其 中 每 个 内 点 都 表示 一 次 决策 ， 而 每 个 树叶 都 表示 一 个 可 行 解 。 为 了 通过 回潮 
来 求 出 一 个 解 ， 首 先 尽 可 能 地 做 出 一 系列 决策 来 尝试 得 出 一 个 解 。 可 以 用 决策 树 里 的 通路 来 表 
示 决 策 序列 。 一 旦 知道 了 决策 序列 的 任何 扩展 都 不 能 得 出 解 ， 就 回溯 到 父母 顶点 并 且 若 有 可 
能 ， 则 用 另 一 个 决策 序列 来 尝试 得 出 一 个 解 。 继 续 这 个 过 程 ， 直 到 找到 一 个 解 ， 或 者 证 明 没有 
解 存在 为 止 。 例 6 到 例 8 说 明了 回溯 的 用 处 。 

人 @ 国 图 着 色 如何 用 回溯 来 判定 是 否 可 以 用 种 颜色 给 一 个 图 着 色 ? 

解 ” 以 下 面 的 方式 用 回溯 来 解决 这 个 问题 。 首 先 选择 某 个 顶点 a 并 且 指 定 它 的 颜色 为 1。 
然后 挑选 第 二 个 顶点 64， 而 且 若 5 不 与 a 相 邻 ， 则 指定 它 的 颜色 为 1。 否 则 ， 指 定 5 的 颜色 为 2。 
然后 来 到 第 三 个 顶点 c。 若 有 可 能 ， 则 对 “用 颜色 1。 否 则 车 有 可 能 ， 则 用 颜色 2。 只 有 当 颜 色 
1 和 颜色 2 都 不 能 用 时 才 使 用 颜色 3。 继 续 这 个 过 程 ， 只 要 有 可 能 就 为 每 个 新 顶点 指定 n 种 颜 
色 中 的 一 种 ,而且 总 是 使 用 表 中 第 一 种 允许 的 颜色 。 若 遇 到 不 能 用 nn 种 颜色 中 任何 一 种 来 着 色 
的 顶点 时 ， 则 回溯 到 最 后 一 次 所 指定 的 项 点 ， 并 且 车 有 可 能 就 用 表 中 下 一 种 允许 的 颜色 改变 最 
后 着 色 的 顶点 的 颜色 。 若 不 可 能 改变 这 个 颜色 ， 则 再 回溯 到 更 前 面 指定 的 顶点 ， 一 次 后 退 一 
步 ， 直 到 有 可 能 改变 一 个 顶点 的 颜色 为 止 。 然 后 只 要 有 可 能 就 继续 指定 新 顶点 的 颜色 。 若 使 用 
nn 种 颜色 的 着 色 存 在 ， 则 可 以 通过 回溯 来 产生 (但 是 这 个 过 程 是 极其 低 效 的 )。 

具体 地 说 ， 考 虑 用 3 种 颜色 来 着 色 图 11 所 示 的 图 。 图 11 所 示 的 树 说 明了 如 何 用 回溯 来 构 
造 3 着色。 在 这 个 过 程 中 ， 首 先 用 红色 ， 其 次 用 蓝 色 ， 最 后 用 绿色 。 显 然 不 用 回溯 也 可 以 求解 
这 个 简单 的 例子 ， 这 里 只 是 为 了 能 够 比较 好 地 说 明 这 项 技术 。 

a 红 





a 红 , b 蓝 , c 红 , d 绿 a 红 ,b 蓝 ,c 绿 ,d 红 


a 红 ,b 蓝 ,c 绿 , d 红 ,e 绿 
图 11 用 回溯 给 图 着 色 


在 这 棵 树 中 ， 从 根 开始 的 表示 指定 红色 给 a 的 最 初 的 通路 ， 导 致 a 红色 、b 蓝 色 、c 红 色 而 d 
绿色 的 着 色 。 当 以 这 种 方式 来 着 色 a、b、c 和 d 时， 就 不 可 能 用 三 种 颜色 中 的 任何 一 种 来 着 色 e。 
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所 以 ， 回 溯 到 表示 这 个 着 色 的 顶点 的 父母 。 因 为 没有 其 他 颜色 可 以 用 在 & 上 ， 所 以 再 回溯 一 层 。 
然后 改变 c 的 颜色 为 绿色 。 通 过 接着 指定 红色 给 d 和 绿色 给 e， 就 获得 这 个 图 的 着 色 。 本 

@ 时 皇后 问题 皇后 问题 问 : 在 nXn 棋盘 上 如 何 放 置 n 个 皇后 ， 使 得 没有 两 个 皇后 
可 以 互相 攻击 。 如 何 用 回溯 来 解决 n 皇后 问题 ? 

解 ”为 了 解决 这 个 问题 ， 必 须 在 nXn 棋盘 上 找 出 nn 个 位 置 ， 使 得 这 些 位置 中 没有 两 个 皇 
后 是 在 同一 行 上 、 同 一 列 上 或 在 同一 斜 线 上 (和 斜 线 是 由 对 某 个 m 来 说 满足 i 十 j= 二 =m 或 对 某 个 m 
来 说 满足 i 一 j= 二 m 的 所 有 位 置 的 (i, 站 组 成 的 )。 将 用 回溯 来 解决 n 皇后 问题 。 从 空 棋盘 开始 。 
在 & 十 1 阶段 ， 尝 试 在 棋盘 上 第 十 1 列 里 放置 一 个 新 皇后 ， 其 中 在 前 & 列 里 已 经 有 了 皇后 。 检 
查 第 & 十 1 列 里 的 格子 ， 从 第 一 行 的 格子 开始 ， 寻 找 放 置 这 个 皇后 的 位 置 ， 使 得 它 不 与 已 经 在 
棋盘 上 的 皇后 在 同一 行 或 在 同一 斜 线 上 (已 经 知道 它 不 在 同一 列 里 )。 若 不 可 能 在 第 & 十 1 列 里 
找到 放置 皇后 的 位 置 ， 则 回溯 到 第 & 列 里 皇后 放置 的 位 置 。 在 这 一 列 里 下 一 个 允许 的 行 里 放置 
皇后 ， 若 这 样 的 行 存在 。 若 没有 这 样 的 行 存在 ， 则 继续 回 淹 。 

具体 地 说 ,图 12 显示 了 四 皇后 问题 的 回溯 解法 。 在 这 种 解法 里 ， 在 第 一 行 第 一 列 里 放置 一 个 
皇后 。 然 后 在 第 二 列 的 第 三 行 里 放置 一 个 皇后 。 不 过 ， 这 样 就 使 得 不 可 能 在 第 三 列 里 放置 一 个 皇 
后 。 所 以 就 回溯 并 且 在 第 二 列 的 第 四 行 里 放置 一 个 皇后 。 当 这 样 做 时 ， 就 可 以 在 第 三 列 的 第 二 行 里 
放置 一 个 皇后 。 但 是 没有 办 法 在 第 四 列 里 添加 一 个 皇后 。 这 说 明 当 在 第 一 行 第 一 列 里 放置 一 个 皇后 
时 就 得 不 出 解 。 回 溯 到 空 棋盘 ， 在 第 一 列 第 二 行 里 放置 一 个 皇后 。 这 样 就 得 出 图 12 所 示 的 解 。 二 

G1 子 集 之 和 考虑 下 面 的 问题 。 给 定 一 组 正 整 数 mm ，zx,，…，z, 的 集合 ， 求 这 组 整数 
的 集合 的 一 个 子 集 ， 使 其 和 为 M。 如 何 用 回溯 来 解决 这 个 问题 ? 

解 ” 从 空 无 一 个 元 素 的 和 来 开始 。 通 过 依次 添加 元 素来 构造 这 个 和 。 若 当 添 加 这 个 序列 里 
的 一 个 整数 到 和 里 而 这 个 和 仍然 小 于 M 时 ， 则 子 集中 包含 这 个 整数 。 车 得 出 使 得 添加 任何 一 
个 元 素 就 大 于 M 的 一 个 和 ， 则 通过 去 掉 这 个 和 的 最 后 一 个 元 素来 回溯 。 






























































图 13 显示 了 下 面 这 个 问题 的 回溯 解法 ， 求 4131，27，15，11，7，5) 的 一 个 和 等 于 39 的 子 集 。 | 
[xX] 殉 画 图 男 
国 Xl 
[Se 
人 
X X 和 =0 
各 和 症 国 看 加 
et a 
Xx i (31} {27} 
a Es 和 =31 和 =27 
x x 
X 到 国 曙 而 
{31,7} {31, 5} 127, 11) 从 7. 绚 
和 =38 和 =36 和 =38 和 =34 
{27, 7, 5} 
X 代 表 皇 后 和 =39 














图 12 四 皇后 问题 的 回溯 解法 图 13 用 回溯 求 等 于 39 的 和 





11.4.5 有 向 图 中 的 深度 优先 搜索 

可 以 轻而易举 地 修改 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 ， 使 得 以 有 向 图 作为 输入 时 它们 也 能 运 
行 。 但 是 ,输出 不 一 定 是 生成 树 ， 而 可 能 是 森林 。 在 这 两 个 算法 中 ， 只 有 当 一 条 边 从 正在 访问 
的 顶点 出 发 并 且 到 一 个 尚未 加 入 的 顶点 时 才 加 入 这 条 边 。 如 果 在 其 中 任何 一 个 算法 的 某 个 阶段 
找 不 到 从 已 经 加 入 的 顶点 到 尚未 加 入 的 顶点 的 边 ， 则 算法 加 入 的 下 一 个 顶点 成 为 生成 森林 中 一 
gp 


3 深度 优先 搜索 的 输出 是 什么 ? 


[| | 


a) b) 
图 14 有 向 图 的 深度 优先 搜索 


解 ” 从 顶点 a 开始 深度 优先 搜索 并 且 加 入 顶点 6、c 和 g 以 及 相对 应 的 边 ， 直 到 无 路 可 走 。 回 
淹 到 <， 但 是 仍然 无 路 可 走 ， 于 是 回溯 到 0， 这 里 加 入 顶点 上 和 e 以 及 对 应 的 边 。 回 溯 最 终 又 回 到 a。 
然后 在 4& 开始 一 个 新 的 树 并 且 加 入 顶点 刀 人 、 和 了 以 及 对 应 的 边 。 回 溯 到 &， 然 后 到 2， 然后 到 ) 
并 且 回 到 4。 最后， 在 i 开始 一 个 新 的 树 ， 完 成 深度 优先 搜索 。 输 出 如 图 14b 所 示 。 q 

有 向 图 中 的 深度 优先 搜索 是 许多 算法 的 基础 (参见 [GrYe05]、[ Ma89] 和 [CoLeRiSt09])。 
它 可 以 用 来 确定 有 向 图 是 否 具有 回路 ， 可 以 用 来 完成 图 的 拓扑 排序 ， 也 可 以 用 来 求 有 向 图 的 强 
连通 分 支 。 

chee Rein eR 用 来 结束 本 节 。 

网 络 蜘蛛 ”为 了 给 网 站 建立 索引 ，Google 和 Yahoo 等 著名 的 搜索 引擎 从 已 知 的 网 


站 开始 系统 地 搜索 网 络 。 这 些 搜索 引擎 使 用 所 谓 的 网 络 蜂 蛛 (或 网 络 候 虫 、 网 络 机 器 人 ) 的 程序 
来 访问 网 站 并 且 分 析 其 内 容 。 网 络 蜂 蛛 同时 使 用 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 来 创建 索引 。 如 
10.1 节 例 5 所 述 ， 可 以 用 所 谓 的 网 络 图 的 有 向 图 来 为 网 页 和 网 页 之 间 的 链接 建立 模型 。 用 项 
点 表示 网 页 ， 用 有 向 边 表示 链 接 。 利 用 深度 优先 搜索 ， 选 择 一 个 初始 的 网 页 ， 沿 着 一 个 链接 
《如 果 存 在 这 样 的 链接 的 话 ) 到 达 第 二 个 网 页 ， 沿 着 第 二 个 网 页 的 一 个 链接 (如 果 存 在 这 样 的 链 
接 ) 到 达 第 三 个 网 页 ， 等 等 ， 直 到 找到 一 个 没有 新 的 链接 的 网 页 为 止 。 然 后 使 用 回溯 来 检查 前 
面 阶段 的 链接 去 寻找 新 的 链接 ， 等 等 。( 由 于 实际 限制 ， 网 络 蜘蛛 在 深度 优先 搜索 中 的 搜索 深 
度 是 有 限 的 。) 利 用 宽度 优先 搜索 ， 选 择 一 个 初始 的 网 页 并 且 沿 着 这 个 网 页 上 的 一 个 链接 到 达 第 
二 个 网 页 ， 然后 沿 着 初始 网 页 上 的 第 二 个 链接 (如 果 存 在 )， 以 此 类 推 , 直到 已 经 走 过 了 初始 网 
页 上 的 所 有 链接 为 止 。 然 后 逐 页 地 沿 着 下 一 层 网 页 上 的 链接 ， 以 此 类 推 。 4 

搜索 引擎 已 经 为 利用 BFS 和 DFS 的 网 络 疏 虫 开 发 出 了 复杂 的 策略 。( 谷 歌 的 网 络 爬 虫 被 称 
为 谷歌 机 器 人 。) 它 们 使 用 BFS， 从 被 称 为 种 子 的 高 质量 的 网 页 开始 ， 并 搜索 这 些 网 页 上 的 所 有 
链接 。 随 着 网 络 候 虫 的 继续 ， 它 会 将 访问 的 新 页 面 上 所 有 和 链接 的 URL 添加 到 疏 行 边界 。 这 些 
URL 根据 特定 策略 进行 排序 ， 以 决定 搜索 这 些 网 页 的 顺序 。 

选择 好 种 子 后 ， 利 用 谷歌 的 方法 可 以 很 快 到 达 有 许多 指向 它们 的 链接 的 高 质量 页 面 。 但 
是 ， 到 达 的 页 面 质量 随 着 Web 爬 网 的 继续 而 减少 。 这 种 方法 能 很 好 地 到 达 流 行 的 网 页 ， 但 却 


d .i 
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不 能 到 达 那 些 有 用 的 但 不 太 流 行 的 网 页 。 如 果 种 子 网 页 无 法 产生 好 的 结果 ， 则 可 从 其 他 种 子 或 
网 页 开始 ， 使 用 DFS 查找 高 质量 的 候选 页 面 。 此 外 ， 当 BFS 被 限制 特定 层 数 时 ， 可 使 用 DFS 
到 达 BFS 不 能 到 达 的 部 分 网 页 。 4 
练习 

1. 为 了 产生 生成 树 ， 必 须 从 带 有 nn 个 顶点 和 m 条 边 的 连通 图 里 删除 多 少 条 边 ? 

在 练习 2~6 中， 通过 删除 简单 回路 里 的 边 来 求 所 示 图 的 生成 树 。 

2 各 b 





7. 求 下 面 每 个 图 的 生成 树 。 





a)Ks b) Ks cc) Ki,e 
d)Qi e) Cs f) Ws 
在 练习 8 一 10 中 ， 画 出 所 给 的 简单 图 的 所 有 生成 树 。 
8. a 9 a b 六 g 10. 和 
b C 
C d © h 
* 11. 下 面 的 每 个 简单 图 各 有 多 少 棵 不 同 的 生成 树 ? 
a) K; b) 天 ， CK, d)C; 
* 12. 下 面 的 每 个 简单 图 各 有 和 多少 棵 不 同 构 的 生成 树 ? 
a) K; b)K, G) 开 5 


在 练习 13 一 15 中 ， 用 深度 优先 搜索 来 构造 所 给 的 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 这 棵 生成 树 的 根 并 且 假 定 
顶点 都 以 字母 顺序 来 排序 。 
13. 4 e h i 














16. 
7: 


18. 
19. 


20. 


21 


22. 
23. 


24. 
25. 


26. 
27. 


28. 


29. 
30. 


用 宽度 优先 搜索 来 构造 练习 13 一 15 中 每 个 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 每 棵 生成 树 的 根 。 

用 深度 优先 搜索 求 下 列 这 些 图 的 生成 树 。 

a)Wse (参见 10. 2 节 例 7)， 从 度数 为 6 的 顶点 开始 b)K; 

c)K;,, ， 从 度数 为 3 的 顶点 开始 d)Q， 

用 宽度 优先 搜索 求 练 习 17 中 的 每 个 图 的 生成 树 。 

描述 轮 图 W, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 n 的 顶点 开始 ， 其 中 是 整数 满 
足 n 宇 3( 参 见 10. 2 节 例 7) 。 说 明 答 案 的 合理 性 。 

描述 完全 图 K, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 m 的 顶点 开始 ， 其 中 是 正 整 
数 。 说 明 答 案 的 合理 性 。 


. 描述 完全 二 分 图 K,., 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 m 的 顶点 开始 ， 其 中 冯 


和 nn 都 是 正 整数 。 说 明 答案 的 合理 性 。 
描述 立方 体 图 Q, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 其 中 是正 整数 。 
假定 一 家 航空 公司 必须 压缩 它 的 航班 以 节省 资金 。 若 它 原 来 的 航线 如 下 图 所 示 ， 则 可 以 中 断 哪些 飞 
行 以 保持 在 所 有 城市 对 之 间 的 服务 (其 中 从 一 个 城市 飞 往 另 一 个 城市 可 能 需要 换 乘 飞机 )? 
班 戈 





达拉斯 
解释 如 何 用 宽度 优先 搜索 或 深度 优先 搜索 来 排序 连通 图 的 顶点 。 
证 明 : 在 连通 简单 图 里 顶点 v 和 w 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ， 等 于 在 以 wv 为 根 的 G 的 宽度 优先 生成 树 


里 x 的 层 数 。 

用 回溯 来 试验 使 用 3 种 颜色 对 10.8 节 练习 7 一 9 中 每 个 图 的 着 色 。 

用 回溯 来 对 下 面 的 n 值 解决 n 皇后 问题 。 

a)n=3 bn=5  、 On=6 

用 回溯 来 求 集合 (27，24，19，14，11，8} 的 和 为 下 列 值 的 子 集 ， 若 存在 的 话 。 

a)20 b)41 c)60 

解释 如 何 用 回溯 来 找 出 图 中 的 哈密 顿 通路 或 哈密 顿 回路 。 

a) 解 释 如 何 用 回溯 来 找 出 迷 富 的 出 路 ， 给 定 出 发 位 置 和 出 口 位 置 。 考 虑 把 迷 富 划分 成 位 置 ， 其 中 在 
每 个 位 置 上 的 移动 包括 四 种 可 能 性 之 一 (上 、 下 、 右 、 左 )。 

b) 找 出 在 下 面 的 迷宫 里 从 标记 为 X 的 出 发 位 置 到 出 口 的 通路 。 


X 
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G 的 生成 森林 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 森林 ， 使 得 当 两 个 顶点 在 G 里 有 通路 时 ， 这 两 个 顶点 就 在 同一 个 

里 。 

证 明 : 每 个 有 穷 简单 图 都 有 生成 森林 。 

在 图 的 生成 森林 里 有 和 多少 棵 树 ? 

对 带 有 个 顶点 、m 条 边 和 c 个 连通 分 支 的 图 来 说 ， 必 须 删 除 多 少 条 边 才 能 产生 它 的 生成 森林 ? 

设 G 是 连通 图 。 证明 : 如 果 工 是 骨 宽 度 优先 搜索 构造 的 G 的 生成 树 ， 则 G 的 不 在 工 中 的 边 必定 连接 

这 个 生成 树 中 在 同一 层 上 或 相差 一 层 的 顶点 。 

解释 如 何 使 用 宽度 优先 搜索 求 无 向 图 中 两 个 项 点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

设计 一 个 基于 宽度 优先 搜索 的 算法 ， 判 断 一 个 图 是 否 有 简单 回路 ， 如 果 有 ， 找 出 该 回路 。 

设计 一 个 基于 宽度 优先 搜索 的 算法 ， 求 一 个 图 的 连通 分 支 。 

解释 如 何 使 用 宽度 优先 搜索 和 如 何 使 用 深度 优先 搜索 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

哪 种 连通 的 简单 图 恰好 只 有 一 棵 生成 树 ? - 

设计 基于 删除 形成 简单 回路 的 边 来 构造 图 的 生成 树 的 算法 。 

设计 基于 深度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 

设计 基于 宽度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 

设 G 是 连通 图 。 证明: 如 果 工 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 G 的 生成 树 ， 则 G 的 不 在 工 中 的 边 必 定 是 背 

边 ， 换 名 话说， 这 条 边 必 定 连 接 一 个 项 点 到 这 个 顶点 在 工 中 的 祖先 或 后 代 。 

什么 情况 下 ， 连 通 简单 图 的 一 条 边 一 定 在 该 图 的 每 棵 生成 树 中 ? 

对 于 哪些 图 来 说 ， 无 论 选择 哪个 顶点 作为 树 根 ， 深 度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 都 产生 同样 的 生成 树 ? 

说 明 答案 的 合理 性 。 

用 练习 43 证 明 : 如 果 G 是 含有 n 个 顶点 的 连通 简单 图 并 且 G 不 含 长 度 为 k 的 简单 通路 ， 则 G 至 多 含 

有 (一 1)n 条 边 。 | 

用 数学 归纳 法 证 明 : 宽度 优先 搜索 按照 顶点 在 所 得 出 的 生成 树 中 的 层 数 的 顺序 来 访问 这 些 顶点 。 

用 伪 码 来 描述 深度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 它 把 整数 对 指定 给 在 搜索 中 访问 的 第 ”个 项 点。 证 明 : 这 

个 编号 对 应 着 生成 树 的 前 序 遍 历 所 建立 的 顶点 的 编号 。 

用 伪 码 来 描述 宽度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 它 把 整数 m 指定 给 在 搜索 中 访问 的 第 mx 个 顶点 。 

假设 C 是 有 向 图 并 且 T 是 用 宽度 优先 搜索 构造 的 生成 树 。 证 明 : G 的 每 条 边 都 连接 同一 层 的 两 个 顶 

点 、 连 接 一 个 顶点 到 低 一 层 的 一 个 顶点 或 者 连接 一 个 顶点 到 更 高 层 的 一 个 顶点 。 

证 明 : 如 果 G 是 有 向 图 并 且 了 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 生成 树 ， 则 不 在 这 个 生成 树 上 的 每 条 边 都 是 

连接 祖先 到 后 代 的 前 进 边 、 连 接 后 代 到 祖先 的 后 退 边 ， 或 者 连接 一 个 顶点 到 从 前 访问 过 的 子 树 的 一 

个 顶点 的 交叉 边 。 

. 描述 深度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 当 算法 完全 处 理 完 一 个 顶点 时 ， 它 把 最 小 可 用 的 正 整数 指定 给 这 个 
顶点 。 证 明 : 在 这 个 编号 中 ， 每 个 顶点 的 编号 大 于 其 孩子 的 编号 并 且 和 孩子 的 编号 从 左 到 右 递增 。 

T, 和 Ts 都 是 一 个 图 的 生成 树 。T 和 Ts 之 间 的 距离 是 Ti 和 Ts。 中 非 TI 和 T, 所 共有 的 边 的 数目 。 

. 求 图 2 所 示 图 G 的 在 图 3c 和 图 4 里 所 示 的 每 对 生成 树 之 间 的 距离 。 

. 假定 五 、 记 和 TT 都 是 简单 图 G 的 生成 树 。 证 明 : 在 TI 和 TT 之 间 的 距离 不 超过 人 和 7T, 之 间 的 距 
离 与 T, 和 T 之 间 的 距离 的 和 。 

. 假定 和 T, 都 是 简单 图 G 的 生成 树 。 另 外 ， 假 定 e: 是 在 五 里 但 不 在 T, 里 的 一 条 边 。 证 明 : 存在 
在 T 里 但 不 在 石 里 的 一 条 边 ez:， 使 得 车 从 五 里 删除 e 而 添加 ez 到 T 里 ， 则 五 仍然 是 生成 树 ， 
并 且 若 从 Ts 里 删除 es 而 添加 el 到 T; 里 ， 则 T 仍然 是 生成 树 。 

. 证 明 : 通过 依次 删除 一 条 边 而 添加 另外 一 条 边 ， 就 有 可 能 从 任何 一 个 生成 树 得 出 一 个 生成 树 的 序列 。 

向 图 的 有 根 生 成 树 是 由 这 个 图 的 边 组 成 的 有 根 树 ， 使 得 这 个 图 的 每 个 顶点 都 是 树 中 一 条 边 的 终点 。 

对 10.5 节 练 习 18 一 23 中 的 每 个 有 向 图 来 说 ， 求 这 个 图 的 有 根 生成 树 ， 或 者 确定 不 存在 这 样 的 树 。 

证 明 : 每 个 顶点 的 和 人 度 和 出 度 都 相等 的 连通 有 向 图 具有 有 根 生成 树 。[ 提 示 : 使 用 欧 拉 回 路 。] 

给 出 构造 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 都 相等 的 连通 有 向 图 的 有 根 生成 树 的 算法 。 

证 明 : 如 果 G 是 有 向 图 并 且 了 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 生成 树 ， 则 G 含有 回路 当 且 仅 当 G 含有 相对 

于 生成 树 T 的 背 边 (参见 练习 51) 。 

用 练习 60 来 构造 一 个 确定 有 向 图 是 和 否 含 有 回路 的 算法 。 


tinks» 
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11.5 最 小 生成 树 
1 全 51 引言 

一 家 公司 计划 建立 一 个 通信 网 络 来 连接 它 的 5 个 计算 机 中 心 。 可 以 用 租用 的 电话 线 连接 这 
些 中 心 的 任何 一 对 。 应 当 建 立 哪些 连接 ， 以 便 保 证 在 任何 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 有 通路 ， 且 网 
络 的 总 成 本 最 小 ? 可 以 用 图 1 所 示 的 带 权 图 为 这 个 问题 建 模 ， 其 中 顶点 表示 计算 机 中 心 ， 边 表 
示 可 能 租用 的 电话 线 ， 边 上 的 权 是 边 所 表示 的 电话 线 的 月 租 费 。 通 过 找 出 一 棵 使 各 边 的 权 之 和 
为 最 小 的 生成 树 ， 就 可 以 解决 这 个 问题 。 这 样 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 。 


$2000 








图 1 说 明 计算 机 网 络 中 的 线路 的 月 租 费 的 加 权 图 


11.5.2 最 小 生成 树 算法 
有 大 量 的 问题 可 以 这 样 解决 : 求 加 权 图 里 的 一 棵 生成 树 ， 使 得 这 棵 树 的 各 边 的 权 之 和 为 
最 小 








下 面 将 给 出 构造 最 小 生成 树 的 两 个 算法 。 这 两 个 算法 都 是 通过 添加 还 没有 使 用 过 的 、 具 有 
特定 性 质 的 、 权 最 小 的 边 来 进行 的 。 这 些 算 法 都 是 贪心 算法 。 回 顾 3.1 节 ， 贪 心算 法 是 在 每 个 
步骤 上 都 做 最 优选 择 的 算法 。 在 算法 的 每 个 步骤 上 都 最 优化 ， 并 不 能 保证 产生 全 局 最 优 解 。 不 
过 ， 本 节 里 给 出 的 构造 最 小 生成 树 的 这 两 个 算法 都 是 产生 最 优 解 的 贪心 算法 。 

要 讨论 的 第 一 个 算法 最 早 由 捷克 的 数学 家 Vojtéch Jarnik 在 1930 年 发 现 , 并 把 它 发 表 于 捷 
克 的 一 个 期 刊 上 。 当 罗伯特 ， 普 林 在 1957 年 重新 给 出 这 个 算法 时 ， 该 算法 就 变 得 很 著名 了 。 
因此 ， 该 算法 称 为 普 林 (Prim) 算 法 (有 时 也 称 为 prim-Jarnik 算法 )。 为 了 执行 普 林 算 法 ， 首 先 
选择 带 最 小 权 的 边 ， 把 它 放 进 生 成 树 里 。 依 次 向 树 里 添加 与 已 在 树 里 的 顶点 关联 的 且 不 与 已 在 
树 里 的 边 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 。 当 已 经 添加 了 ”一 1 条 边 时 就 停止 。 

本 节 稍 后 将 证 明 这 个 算法 产生 任何 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 算 法 1 给 出 普 林 算 法 的 伪 码 
描述 。 
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罗伯特 ， 克 雷 。 普 林 (Robert Clay Prim，1921 一 ) 普 林 1921 年 出 生 在 得 克 萨 斯 
的 斯 威 特 沃 特 。1941 年 ， 普 林 获 得 普林斯顿 大 学 电机 工程 学 士 学 位 ，1949 年 获得 数 
学 博士 学 位 。1941 年 到 1944 年 ， 普 林 在 通用 电气 公司 担任 工程 师 。1944 年 到 1949 
年 ， 他 担任 美国 海军 军械 实验 室 的 工程 师 和 数学 家 。1948 年 到 1949 年 担任 普林斯顿 
大 学 的 助理 研究 员 。 除 此 之 外 ， 他 担任 过 的 其 他 职务 还 包括 1958 年 到 1961 年 间 担任 
贝尔 电话 实验 室 的 数学 与 力学 研究 主任 ， 以 及 桑 地 亚 公 司 的 研究 副 总 裁 。 目 前 ， 他 
”已 经 退休 。 
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算法 1 普 林 算 法 

procedure Prim(G: 带 nn 个 顶点 的 连通 加 权 无 向 图 》 

T :三 权 最 小 的 边 

for i :=1 ton—2 
e :一 与 工 里 顶点 关联 且 若 添加 到 了 里 则 不 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 
TT: 二 添加 e 之 后 的 T 

return T{(T 是 G 的 最 小 生成 树 ) 











注意 ， 当 有 超过 一 条 满足 相应 条 件 的 带 相 同 权 的 边 时 ， 在 算法 的 这 个 阶段 里 对 所 添加 的 边 
的 选择 就 不 是 确定 的 。 需 要 排序 这 些 边 以 便 让 选择 是 确定 的 。 在 本 节 剩 下 的 部 分 将 不 再 考虑 这 
个 问题 。 另 外 注意 ， 所 给 的 连通 加 权 简 单 图 可 能 有 多 于 一 个 的 最 小 生成 树 ( 见 练习 9) 。 

例 1 和 例 2 说 明 如 何 使 用 普 林 算 法 。 

@ 时 用 普 林 算 法 设计 连接 图 1 所 表示 的 所 有 计算 机 的 具有 最 小 成 本 的 通信 网 络 。 

解 ”办 法 是 求 图 1 的 最 小 生成 树 。 普 林 算法 是 这 样 执行 的 : 选择 权 最 小 的 初始 边 ， 并 且 依 
次 添加 与 树 里 顶点 关联 的 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 在 图 2 中 ， 加 颜色 的 边 表示 普 林 算 法 所 产 
生 的 最 小 生成 树 ， 并 且 显 示 在 每 个 步骤 上 所 做 的 选择 。 4 


旧金山 





1 {芝加哥 亚特兰大} $ 700 
2 {亚特兰大 ， 纽 约 } $ 800 
3 {芝加哥 ,旧金山 } $1200 
4 {旧金山 ， 丹佛} $ 900 

总 计 : $3600 


图 2 图 1 加权 图 的 最 小 生成 树 





. 约瑟夫 . 伯 纳 德 .。 克 和 鲁 斯 卡尔 (Joseph Bernard Kruskal，1928 一 2010) ” 克 和 鲁 斯 卡 
| 尔 于 1928 年 出 生 在 纽约 。 他 的 父亲 经 营 皮毛 生意 ， 母 亲 在 电视 上 教授 手工 折纸 。 克 和 鲁 
斯 卡尔 来 到 芝加哥 大 学 学 习 ，1954 年 他 从 普林斯顿 大 学 获得 博士 学 位 。 他 是 普林斯顿 
和 威斯康星 大 学 的 数学 教师 ， 随 后 他 在 密歇根 大 学 任 助理 教授 。1959 年 ， 他 成 为 贝尔 
实验 室 的 技术 委员 会 成 员 ， 并 一 直 担 任 这 个 职务 到 20 世纪 90 年 代 末 期 退休 为 止 。 当 
克 鲁 斯 卡尔 还 在 读 研究 生 二 年 级 的 时 候 ， 他 发 现 了 最 小 生成 树 算法 。 当 时 他 还 不 能 肯定 
关于 这 个 题目 所 写 的 两 页 半 的 论文 是 否 值得 发 表 ， 后 来 经 其 他 人 说 服 之 后 才 递 交 上 去 。 他 
的 研究 兴趣 包括 统计 语言 学 和 心理 测量 学 。 除 了 最 小 生成 树 的 成 果 之 外 ， 克 和 鲁 斯 卡尔 还 因 
为 对 多 维 分 级 的 贡献 而 著名 。 另 外 ， 值 得 一 提 的 是 克 鲁 斯 卡尔 的 两 个 兄弟 马丁 和 威廉 也 是 著名 的 数学 家 。 





Courtesy of Joseph Kruskal 





历史 注解 约瑟夫 ， 克 和 鲁 斯 卡尔 和 罗伯特 。 普 林 在 20 世纪 50 年 代 中 期 提出 了 构建 最 小 生成 树 的 算 
法 。 不 过 ， 他 们 不 是 首先 发 现 这 个 算法 的 人 。 例 如 ， 人 类 学 家 扬 ， 切 卡 诺 夫 斯 基 (Jan Czekanowski) 在 
1909 年 的 研究 中 就 涵盖 了 求 最 小 生成 树 所 需要 的 许多 想法 。1926 年 ， 奥 塔 卡 。 勃 鲁 乌 卡 (Otakar 
Boruvka) 在 与 构造 电力 网 有 关 的 工作 中 描述 了 构造 最 小 生成 树 的 方法 。 正 如 书 中 提 到 的 ， 现今 的 普 林 算 
法 实际 上 是 由 沃 伊 切 克 。 亚 尔 尼 克 (Vojtech Jarnik) 在 1930 年 发 现 的 。 


Links》> 





@ 用 普 林 算 法 求 图 3 所 示 的 图 的 最 小 生成 树 。 

解 ”用 普 林 算 法 构造 的 最 小 生成 树 显示 在 图 4 中 。 依 
次 选择 的 边 都 显示 在 图 中 。 4 

将 要 讨论 的 第 二 个 算法 是 约瑟夫 。 克 和 鲁 斯 卡尔 在 1956 
年 发 现 的 ， 尽 管 在 此 之 前 已 经 有 人 阐述 过 这 一 算法 的 基本 
思路 。 为 了 执行 克 鲁 斯 卡尔 算法 ， 要 选择 图 中 权 最 小 的 一 
条 边 。 

依次 添加 不 与 已 经 选择 的 边 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 
边 。 在 已 经 挑选 了 "一 1 条 边 之 后 就 停止。 





把 克 鲁 斯 卡尔 算法 对 每 个 连通 加 权 图 都 产生 最 小 生成 图 3 一 个 带 权 图 
树 的 证 明 留 作 练 习 。 算 法 2 给 出 了 克 重 斯 卡尔 算法 的 伪 
代码 。 
选择 边 权 
1 {5b, f} 1 
名 {a, b} 2 
3 人 2 
4 {a, e} 3 
3 {7 3 
6 {f 8} 3 
| {c, g} 2 
8 Te, d} 1 
9 {g, h} 3 
10 {h, /} 3 
11 ft; 本 J 
总 计 : 24 





图 4 用 普 林 算 法 构造 的 最 小 生成 树 





算法 2 ” 克 鲁 斯 卡尔 算法 

procedure Kruskal(G: 带 n 个 顶点 的 加 权 连 通 无 向 图 ) 

T :一 空 图 

fori:=1 to 7 一 1 
e :二 G 中 权 最 小 的 任 一 边 且 当 添加 到 本 里 时 不 形成 简单 回路 边 
T :一 工 添加 e 

return T({ 工 是 G 的 最 小 生成 树 } 











读者 应 当 注意 普 林 算 法 与 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 区 别 。 在 普 林 算法 里 ， 选 择 与 已 在 树 中 的 一 个 
顶点 相关 联 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 ; 相对 地 ， 在 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 里 ， 选 择 不 一 定 与 已 在 树 
中 的 一 个 顶点 相关 联 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 注 意 ， 在 普 林 算 法 里 ， 若 没有 对 边 排 序 ， 则 
在 这 个 过 程 的 某 个 阶段 上 ， 对 添加 的 边 来 说 就 可 能 有 多 于 一 种 的 选择 。 因 此 ， 为 了 让 这 个 过 程 
是 确定 的 ， 就 需要 对 边 进行 排序 。 例 3 说 明 如 何 使 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 

用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 3 所 示 的 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 


解 ” 在 图 5 里 显示 这 个 最 小 生成 树 和 在 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 。 4 

现在 将 证 明 普 林 算 法 产生 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

证 明 设 G 是 一 个 连通 加 权 图 。 假 定 普 林 算 法 依次 选择 的 边 是 e:1，e,，…，e,-1。 设 S 是 
以 el ，es，…，e,-1 作 为 边 的 树 ， 而 设 S 是 以 e;,，e,，…，e 作为 边 的 树 。 设 工 是 包含 边 e， 
ez，…，& 的 G 的 最 小 生成 树 ， 其 中 & 是 满足 下 列 性 质 的 最 大 整数 : 存在 着 包含 普 林 算 法 所 选 


择 的 前 & 条 边 的 最 小 生成 树 。 若 证 明了 S 二 TT， 则 该 定理 得 证 。 





人 
局 

全 
S 局 


一 OO 
A a 
er ~ 
人 ee 
Ro DP--- 芝 





a) N b) 
图 5 克 鲁 斯 卡尔 算法 产生 的 最 小 生成 树 


假定 SFT, 所 以 BN 因此 ， 下 包含 边 ei， 和 但 是 不 包含 Ek+1o 考虑 由 x 
和 ei 所 组 成 的 图 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 并 且 有 条 边 ， 铬 是 树 ， 边 过 多 了 ， 所 以 它 必然 包含 
简单 回路 。 这 个 简单 回路 必然 包含 es ， 因 为 在 本 里 没有 简单 回路 。 男 外 ， 在 这 个 简单 回路 中 
必然 有 不 属于 Si 的 边 ， 因 为 Si;1 是 一 棵 树 。 通 过 从 et 的 一 个 端点 开始 ， 该 端点 也 是 边 e， 
ee，…，e 之 一 的 端点 ， 并 且 沿 着 回路 直到 它 到 达 一 条 不 在 St; 里 的 边 为 止 ， 就 可 以 找 出 一 条 
不 在 Si+1 里 的 边 e， 它 有 一 个 端点 也 是 边 人 之 一 的 端点 。 

通过 从 工 里 删除 e。 并 且 添 加 eu ， 就 获得 带 n 一 1 条 边 的 树 人 ( 它 是 树 ， 因 为 它 没有 简单 回 
路 ) 。 注意 树 人 包含 Ql» ez，“"”， Ektlo 另外 ， 因为 普 林 算 法 在 第 & 十 1 个 步 又 上 选择 ek+1， 并 
且 在 这 个 步 又 上 e 也 是 可 用 的 ， 所 以 et 的 权 就 小 于 或 等 于 e 的 权 。 根 据 这 个 观察 结果 就 得 出 
也 是 最 小 生成 树 ， 因 为 它 的 边 的 权 之 和 不 超过 工 的 边 的 权 之 和 。 这 与 对 的 选择 相 矛 盾 , 
是 使 得 包含 e,，e,，…，e 的 最 小 生成 树 存在 的 最 大 整数 。 因 此 ,k 二 n 一 1 并 且 S 二 TT。 所 以 普 
林 算 法 产生 最 小 生成 树 。 4 

可 以 证 明 ( 参 见 LCoLeRiSt09]) 为 了 求 出 具有 m 条 边 和 nn 个 顶点 的 图 的 最 小 生成 树 ， 克 和 鲁 斯 卡 
尔 算 法 需要 用 Olm log m) 次 运算 来 完成 ， 而 普 林 算法 需要 用 OCm log ) 次 运算 来 完成 。 因 此 ， 对 
于 稀 玖 图 来 说 ,使 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 更 好 。 在 稀 下 图 中 ，m 和 远 远 小 于 Cl(n，2) 二 n(n 一 1)/2， 即 
有 具 有 个 顶点 的 无 向 图 的 可 能 的 总 边 数 。 否 则 ， 这 两 个 算法 的 复杂 度 没有 什么 差别 。 


练习 

1. 下 图 所 表示 的 道路 都 还 没有 铺设 路 面 。 边 的 权 表 示 在 成 对 的 乡镇 之 间 的 道路 长 度 。 哪 些 道路 应 当铺 设 
路 面 ， 以 便 在 每 对 乡镇 之 间 都 有 铺设 路 面 的 道路 ,而且 使 得 铺设 的 道路 的 长 度 最 短 ? (注意 : 这 些 乡 
镇 都 在 内 华 达州 。) 
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在 练习 2 一 4 中 ， 用 普 林 算 法 求 所 给 的 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 
2 1 b A vb df 4. 





. 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 设计 在 本 节 开头 所 描述 的 通信 和 网络 。 
. 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 练习 2 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 
. 用 克 重 斯 卡尔 算法 求 练习 3 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 
. 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 练 习 4 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 
. 找 出 具有 多 于 一 棵 最 小 生成 树 的 、 带 有 最 少 可 能 边 数 的 连通 加 权 简 单 图 。 
10. 加 权 图 里 的 最 小 生成 森林 是 权 最 小 的 生成 森林 。 解 释 如 何 修改 善 林 算法 和 克 鲁 斯 卡尔 算法 来 构造 最 
小 生成 森林 。 
连通 加 权 无 向 图 的 最 大 生成 树 是 带 最 大 可 能 的 权 的 生成 树 。 
11. 设计 与 普 林 算 法 类 似 的、 构造 连通 加 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 。 
12. 设计 与 克 鲁 斯 卡尔 算法 类 似 的、 构造 连通 加 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 。 
13. 求 练习 2 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 
14. 求 练习 3 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 
15. 求 练习 4 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 
16. 求 在 本 节 开 头 所 提出 问题 中 连接 5 个 计算 机 中 心 的 次 最 便宜 的 通信 网 络 。 
x 17. 设计 求 连通 加 权 图 里 次 最 短 生 成 树 的 算法 。 
* 18. 证 明 : 连通 加 权 图 里 权 最 小 的 边 ， 必 然 属 于 任何 一 个 最 小 生成 树 。 
19. 证 明 : 若 所 有 边 的 权 都 不 相同 ， 则 连通 加 权 图 里 有 唯一 的 最 小 生成 树 。 
20. 假定 连接 图 1 里 城市 的 计算 机 网 络 必须 包含 纽约 与 丹佛 之 间 的 直接 连接 。 那 么 应 当 包 含 哪些 其 他 的 
连接 ， 使 得 在 每 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 存在 连接 ， 并 且 费 用 最 少 ? 
21. 求 图 3 的 加 权 图 里 包含 边 {e, 让 和 fg，。&} 的 总 权 最 小 的 生成 树 。 
22. 描述 一 个 算法 ， 它 求 连通 加 权 无 向 简单 图 里 包含 所 规定 的 一 组 边 的 权 最 小 的 生成 树 。 
23. 用 伪 码 表达 练习 22 设计 的 算法 。 
索 林 (Sollin) 算 法 从 连通 加 权 简 单 图 G 王 (V， 巨 ) 这 样 产生 最 小 生成 树 : 依次 添加 成 组 的 边 。 假 定 对 V 中 
的 顶点 进行 了 排序 。 这 样 产生 边 的 一 个 顺序 ， 其 中 落 uo 先 于 ui， 或 者 车 wo 二 wu1 并且 wo 先 于 四 ， 则 {z， 
vo} 先 于 {ul ，vi)。 这 个 算法 首先 同时 选择 每 个 顶点 关联 的 权 最 小 的 边 。 在 平局 情形 下 选择 在 上 述 顺 序 里 
的 第 一 条 边 。 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 即 一 些 树 组 成 的 一 个 森林 (练习 24 要 求证 明 这 个 事 
实 )。 其 次 ， 对 森林 中 的 每 棵 树 ， 同 时 选择 在 该 树 中 一 个 顶点 与 在 不 同 的 一 棵 树 中 顶点 之 间 的 最 短 的 边 。 
同样 在 平局 情形 下 选择 在 上 述 顺序 里 的 第 一 条 边 。( 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 它 包含 比 在 这 
一 步 之 前 出 现 的 更 少 的 树 。 参 见 练 习 24。) 继 续 进行 同时 添加 连接 树 的 边 的 过 程 ， 直 到 已 经 选择 了 n 一 1 
条 边 为 止 。 在 这 个 阶段 已 经 构造 了 一 棵 最 小 生成 树 。 
* 24. 证 明 : 在 索 林 算法 的 每 个 阶段 ， 边 的 添加 都 产生 一 个 森林 。 
25. 用 索 林 算法 产生 下 列 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 
a) 图 1 b) 图 3 
* 26. 用 伪 代 码 表达 索 林 算法 。 
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xx 27. 证 明 : 索 林 算 法 产生 连通 无 向 加 权 图 里 的 最 小 生成 树 。 
* 28. 证 明 : 当 输 入 为 含有 个 顶点 的 无 向 图 时 ， 索 林 算 法 的 第 一 步 产 生 至 少 包含 Tn/2| 条 边 的 森林 。 
* 29. 证 明 : 若 在 索 林 算法 的 某 个 中 间 步 又 存在 7 棵 树 ， 则 算法 的 下 一 次 迭代 至 少 添加 [r/21 条 边 。 
x* 30. 证 明 : 当 输 入 为 含有 7 个 顶点 的 无 向 图 时 ， 在 已 经 完成 索 林 算法 的 第 一 步 ， 并且 已 经 上 一 1 次 执行 索 
林 算 法 的 第 二 步 之 后 ， 还 剩 下 不 超过 | n/2* | 棵 树 。 
x 31. 证 明 : 索 林 算法 至 少 需要 -log n 次 迭代 ， 以 便 从 带 有 nn 个 顶点 的 连通 无 向 加 权 图 产生 一 棵 最 小 生 
成 树 。 
32. 证 明 : 克 鲁 斯 卡尔 算法 产生 最 小 生成 树 。 
33. 证 明 : 若 G 是 各 边 权 值 都 不 同 的 加 权 图 ， 则 对 于 G 中 的 每 条 简单 回路 ， 该 回路 中 权 值 最 大 的 边 不 属 
于 G 的 任何 一 棵 最 小 生成 树 。 
当 克 和 鲁 斯 卡尔 发 明了 按 权 值 递 增 的 顺序 增加 不 形成 简单 回路 的 边 的 求 最 小 生成 树 的 算法 时 ， 他 还 发 明了 
另外 一 个 称 为 逆 删 除 的 算法 。 该 算法 从 连通 图 中 依次 删除 不 使 图 变 成 不 可 连通 的 权 值 最 大 的 边 。 
34. 用 伪 码 描述 逆 删 除 算法 。 
35. 证 明 : 若 输入 为 各 边 权 值 都 不 同 的 加 权 图 ， 则 逆 删 除 算 法 总 能 产生 最 小 生成 树 。[ 提 示 : 用 练习 33。] 


关键 术语 和 结论 
术语 


树 (tree): 没有 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 

森林 (forest): 没有 简单 回路 的 无 向 图 。 

有 根 树 (rooted tree) : 具有 一 个 规定 的 顶点 ( 称 为 根 )， 使 得 从 这 个 根 到 任意 其 他 顶点 有 唯一 通路 的 有 
向 图 。 

子 树 (subtree) : 树 的 子 图 ， 该 子 图 本 身 也 是 一 棵 树 。 

有 根 树 中 顶点 v 的 父母 (parent of v in a rooted tree) : 使 得 (x，z) 是 有 根 树 的 一 条 边 的 顶点 v。 

有 根 树 中 顶点 v 的 孩子 (child of a vertex v in a rooted tree) : 以 v 作 为 父母 的 任何 顶点 。 

有 根 树 中 顶点 v 的 兄弟 (sibling of a vertex v in a rooted tree) : 与 v 具 有 相同 父母 的 顶点 。 

有 根 树 中 顶点 v 的 祖先 (ancestor of a vertex v in a rooted tree) : 在 从 根 到 w 的 通路 上 的 任何 顶点 。 

有 根 树 中 顶点 v 的 后 代 (descendant of a vertex v in a rooted tree): 以 v 作 为 祖先 的 任何 顶点 。 

内 点 (internal vertex) : 具有 和 孩子 的 顶点 。 

树叶 (leaf) : 没有 和 孩子 的 顶点 。 

顶点 的 层 (level of a vertex) : 从 根 到 这 个 顶点 的 通路 的 长 度 。 

树 的 高 度 (height of a tree): 树 里 顶点 的 最 大 层 数 。 

m 叉 树 (m-ary tree) : 每 个 内 点 都 有 不 超过 m 个 孩子 的 树 。 

满 m 叉 树 (full m-ary tree) : 每 个 内 点 都 有 恰好 m 个 孩子 的 树 。 

二 叉 树 (binary tree) : 满足 m= 二 2 的 m 叉 树 ( 可 以 指定 每 个 孩子 作为 父母 的 左 子 或 右 子 )。 

有 序 树 (ordered tree) : 对 每 个 内 点 的 孩子 都 线性 地 排序 的 树 。 

平衡 树 (balanced tree) : 每 个 顶点 都 是 在 h 层 或 h 一 1 层 上 的 树 ， 其 中 是 这 棵 树 的 高 度 。 

二 叉 搜 索 树 (binary search tree) : 二 又 树 ， 在 其 中 以 元 素 对 顶点 进行 标记 ， 使 得 一 个 顶点 的 标记 大 于 这 个 
顶点 的 左 子 树 里 所 有 顶点 的 标记 ， 并且 小 于 这 个 顶点 的 右 子 树 里 所 有 顶点 的 标记 。 

决策 树 (decision tree) : 性 质 如 下 的 有 根 树 ， 在 其 中 每 个 顶点 表示 一 次 决策 的 可 能 输出 ， 而 树叶 表示 可 能 
的 解 。 

博弈 树 (game tree) : 顶点 表示 博弈 过 程 中 的 局 面 ， 边 表示 这 些 局 面 间 的 合法 移动 的 有 根 树 。 

前 缀 码 (prefix code) : 一 种 编码 ， 其 中 一 个 字符 的 编码 永远 不 是 男 外 一 个 字符 的 编码 的 前 级 。 

最 小 最 大 策略 (minmax strategy) : 第 一 个 选手 和 第 二 个 选手 分 别 移动 到 具有 最 大 值 和 最 小 值 的 孩子 顶点 
所 表示 的 局 面 的 策略 。 

博弈 树 里 顶点 的 值 C(value of a vertex in a game tree); 对 于 树叶 来 说 ， 就 是 当 游 戏 在 这 个 树叶 所 表示 的 局 
面 里 结束 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 对 于 分 别 在 偶数 或 奇数 层 上 的 内 点 来 说 ， 就 是 这 个 内 点 的 孩子 的 最 
大 值 或 最 小 值 。 
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树 的 遍历 (tree traversal) : 树 的 顶点 的 列表 。 

前 序 遍 历 (preorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 列 出 根 ， 接 着 列 出 第 一 棵 子 
树 ， 接 着 以 从 左 到 右 的 出 现 顺序 列 出 其 余子 树 。 

中 序 遍 历 (inorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 列 出 第 一 棵 子 树 ， 接 着 列 出 根 ， 
接着 以 从 左 到 右 的 出 现 顺 序列 出 其 余子 树 。 

后 序 遍 历 (postorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 以 从 左 到 右 的 出 现 顺 序列 出 
各 子 树 ， 接 着 列 出 根 。 

中 缀 记 法 (infix notation) : 从 表示 表达 式 ( 包 括 全 套 括号 ) 的 二 叉 树 的 中 序 遍 历 所 获得 的 表达 式 形式 。 

前 缀 记 法 ， 或 波兰 记 法 (prefix(or Polish)notation): 从 表示 表达 式 的 二 叉 树 的 前 序 遍 历 所 获得 的 表达 式 
形式 。 

后 缀 记 法 ， 或 逆 波 兰 记 法 (postfix(Cor reverse Polish)notation): 从 表示 表达 式 的 二 叉 树 的 后 序 遍 历 所 获得 
的 表达 式 形式 。 

生成 树 (spanning tree) : 包含 图 的 所 有 顶点 的 树 。 

最 小 生成 树 (minimum spanning tree) : 边 的 权 之 和 最 小 的 生成 树 。 


结论 

一 个 图 是 树 ， 当 且 仅 当 在 它 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 存在 唯一 简单 通路 。 

带 有 个 顶点 的 树 具有 nn 一 1 条 边 。 

带 有 i 个 内 点 的 满 mr 又 树 具有 mi 十 1 个 顶点 。 

在 满 m 又 树 的 项 点数、 树叶 数 和 内 点 数 之 间 的 关系 ( 见 11. 1 节 定 理 4)。 

在 高 度 为 h 的 满 m 义 树 中 至 多 有 ms’ 个 树叶 。 

车 m 叉 树 有 7 个 树叶 ， 则 它 的 高 度 有 至少 是 [lognl |。 若 这 树 也 是 满 的 和 平衡 的 ， 则 它 的 高 度 就 是 
[log 1 

哈 夫 曼 编码 (Huffman coding): 给 定 一 组 符号 的 频率 ， 为 这 些 符 号 构造 最 优 二 元 码 的 过 程 。 

深度 优先 搜索 ， 或 回溯 (depth-first search，or backtracking) : 构造 生成 树 的 过 程 ， 通 过 添加 形成 通路 的 
边 ， 直 到 不 可 能 这 样 做 为 止 ， 然 后 沿 这 条 通路 往 回 移动 ， 直 到 找到 可 以 形成 新 的 通路 的 顶点 为 止 。 

宽度 优先 搜索 (breadth-first search): 构造 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 与 上 次 添加 的 边 相 关联 的 所 有 
边 ， 除 非 形成 简单 回路 。 

普 林 算 法 (Prim”s algorithm): 产生 加 权 图 里 最 小 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 与 已 经 在 树 里 的 顶点 相关 
联 的 所 有 边 中 权 最 小 的 边 ， 使 得 再 添加 边 时 不 会 产生 简单 回路 。 

克 鲁 斯 卡尔 算法 (Kruskals algorithm) : 产生 加 权 图 里 最 小 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 还 不 在 树 里 的 权 
最 小 的 边 ， 使 得 再 添加 边 时 不 会 产生 简单 回路 。 


复习 题 
1.a) 定 义 树 。b) 定 义 森 林 。 、 
2. 在 树 的 顶点 之 间 能 否 有 两 条 不 同 的 简单 通路 ? 
3. 至 少 给 出 3 个 例子 说 明 如 何 用 树 建 模 。 
4. a) 定 义 有 根 树 和 这 样 的 树 的 根 。 
b) 定 义 有 根 树 中 顶点 的 父母 和 顶点 的 孩子 。 
e) 什 么 是 有 根 树 中 的 内 点 、 树 叶 和 子 树 ? 
d) 画 出 至 少 带 10 个 顶点 的 有 根 树 ， 其 中 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 3。 指 出 树 根 、 每 个 顶点 的 父母 、 每 个 
顶点 的 孩子 、 内 点 和 树叶 。 
5. a) 带 个 顶点 的 树 有 多 少 条 边 ? 
b) 为 确定 带 有 个 顶点 的 森林 里 的 边 数 ， 你 需要 知道 什么 值 ? 
6. a) 定 义 满 到 又 树 。 
b) 若 满 m 叉 树 有 i 个 内 点 ， 则 它 有 多 少 个 顶点 ?此 树 有 多 少 个 树叶 ? 
7. a) 什 么 是 有 根 树 的 高 度 ? 
b) 什 么 是 平衡 树 ? 
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10. 


11. 


19. 





中) 高 度 为 h 的 m 叉 树 可 以 有 多少 个 树叶 ? 


. a) 什 么 是 二 又 搜索 树 ? 


b) 描 述 构造 二 叉 搜索 树 的 算法 。 
c) 构 造 单 词 vireo、warbler、egret、grosbeak、nuthatch 和 kingfisher 的 二 又 搜索 树 。 


. 2) 什么 是 前 级 码 ? 


b) 二 又 树 如 何 表 示 前 缀 码 ? 

a) 定 义 前 序 遍 历 、 中 序 遍历 和 后 序 遍 历 。 

b) 给 出 至 少 带 12 个 顶点 的 二 叉 树 的 前 序 遍 历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历 的 实例 。 

a) 解 释 如 何 用 前 序 遍 历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历来 求 算术 表达 式 的 前 缀 形式 、 中 缀 形式 和 后 缀 形式 。 
b) 画 出 表示 ((x 一 3) 十 ((zx / 4) 十 (x 一 y)^3)) 的 有 序 根 树 。 

c) 求 在 b 里 的 表达 式 的 前 缀 和 后 缀 形式。 


. 证 明 : 排序 含有 ?个 元 素 的 列表 ， 排 序 算法 所 使 用 的 比较 次 数 至 少 是 [log z! ] 
. a) 描 述 哈 夫 曼 编码 算法 ,这 个 算法 求 一 组 给 定 频率 的 符号 的 最 优 编码 。 


b) 用 哈 夫 曼 编 码 求 下 列 符号 和 频率 的 最 优 编码 : A : 0.2, B:0.1, C:0.3, C:0.4。 


. 画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 初始 局 面 由 两 堆 石子 组 成 ， 分 别 含 有 1 块 和 4 块 石子 。 假 如 两 个 选 


手 都 遵循 最 优 策略 的 话 ， 谁 将 赢得 游戏 呢 ? 


. a) 什 么 是 简单 图 的 生成 树 ? 


b) 哪 些 简单 图 具有 符 成 树 ? 
©) 描 述 需 要 求 出 简单 图 的 生成 树 的 应 用 ， 至 少 举 两 个 不 同 的 应 用 


. a) 描 述 求 简单 图 里 生成 树 的 两 个 不 同 算法 。 


b) 用 你 所 选择 的 至 少 带 8 个 顶点 和 15 条 边 的 图 ， 来 解释 你 在 a 里 所 描述 的 两 个 算法 是 如 何 求 简单 图 
的 生成 树 的 。 


. a) 解 释 如 何 用 回 济 来 确定 能 否 用 n 种 颜色 来 着 色 简单 图 。 


b) 用 例子 说 明 如 何 用 回溯 来 证 明 : 着 色 数 等 于 4 的 图 不 能 用 3 种 颜色 来 着 色 , 但 是 可 以 用 4 种 颜色 来 
着 色 。 


. a) 什么 是 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 ? 


b) 至 少 描述 出 两 个 不 同 的 、 需 要 求 出 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 的 应 用 
a) 描 述 求 最 小 生成 树 的 普 林 算法 和 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 。 
b) 用 至 少 带 8 个 顶点 和 15 条 边 的 图 ， 来 解释 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 和 普 林 算法 是 如 何 求 最 小 生成 树 的 。 


补充 练习 


:ls 


人 wm 本 


证 明 : 简单 图 是 树 当 且 仅 当 它 不 包含 简单 回路 ， 并 且 添 加 连接 两 个 不 相 邻 顶点 的 一 条 边 所 产生 的 新 图 
恰好 有 一 条 简单 回路 (这 里 包含 相同 边 的 回路 只 算 作 一 


. 有 多 少 种 非 同 构 的 带 6 个 顶点 的 有 根 树 ? 
. 证 明 : 每 一 个 至 少 有 一 条 边 的 树 都 至 少 有 两 个 悬挂 点 。 


证 明 : 有 ?一 1 个 悬挂 点 的 、 带 有 交 个 顶点 的 树 必 然 同 构 于 Ki,,-1。 


. 带 及 个 顶点 的 树 的 顶点 的 度 之 和 是 什么 ? 
. 假定 d1 ，d;，…，d， 是 和 为 2n 一 2 的 nn 个 正 整 数 。 证 明 : 存在 一 个 带 有 nn 个 顶点 的 树 , 使 得 这 些 顶 点 


的 度 为 di， d;， et, ds 


. 证 明 : 每 个 树 都 是 可 平面 图 。 
. 证 明 : 每 个 树 都 是 二 分 图 。 
. 证 明 : 每 个 森林 都 可 以 用 两 种 颜色 来 着 色 。 


k 度 B 树 是 一 个 有 根 树 ， 它 的 所 有 树叶 都 是 在 同一 层 上 ， 它 的 根 具有 至 少 两 个 并 且 至 多 个 孩子 ， 除 了 
非 根 就 是 树叶 ， 并 且 除 了 根 外 每 个 内 点 有 至 少 [「&/2] 个 但 不 超过 有 个 孩子 。 当 用 B 树 来 表示 计算 机 文件 


时 ， 
10. 
1 


就 可 以 有 效 地 访问 这 些 文件 。 
画 出 3 种 不 同 的 高 度 为 4 的 3 度 B 树 。 
给 出 高 度 为 h 的 & 度 B 树 里 树叶 数 的 上 界 和 下 界 。 


x 


* 


* 


x 


Kl12 第 11 章 








12. 给 出 有 个 树叶 的 & 度 B 树 的 高 度 的 上 界 和 下 界 。 

二 项 式 树 B; (i 二 0，1，2，…) 是 如 下 递归 定义 的 有 了 序 根 树 : 

基础 步骤 : 二 项 式 树 Bu 是 具有 单个 顶点 的 树 。 

递归 步骤 : 设 & 是 非 负 整数 。 为 了 构造 二 项 式 树 Bi+1， 把 Bi 的 一 个 副本 加 入 Bi 的 第 二 个 副本 ， 方 法 是 

加 入 一 条 边 ， 这 条 边 让 Bi 的 第 一 个 副本 的 根 成 为 也: 的 第 二 个 副本 的 最 左 子 。 

13.. 对 4 二 1 07:4 面 南 Bys 

14. B: 有 多 少 个 顶点 ? 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

15. 求 Bi 的 高 度 。 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

16. Bi 在 深度 ) 有 多 少 个 顶点 ? 其 中 0 二 ;二 k&。 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

17. Bi 的 根 的 度数 是 多 少 ? 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

18. 证 明 : B 中 度数 最 大 的 顶点 是 根 。 

若 有 根 树 满足 下 面 的 递归 定义 ， 则 称 它 为 S; 树 。 若 它 只 有 一 个 顶点 ， 则 它 是 So 树 。 对 &>>0 来 说 ， 若 

通过 把 一 个 Si-1 树 的 根 作 为 一 个 新 树 的 根 ， 把 另外 一 个 Si-1 树 的 根 作为 新 树 的 根 的 孩子 ， 从 两 个 Si-1 树 

来 建立 一 个 新 树 ， 则 这 个 新 树 是 Se 树 。 

19. 对 二 0，1，2，3，4， 画 出 一 个 Si 树 。 

20. 证 明 : Si 树 有 2* 个 顶点 并 且 在 & 层 上 有 唯一 一 个 顶点 。 在 & 层 上 的 这 个 顶点 称 为 柄 。 

21. 假定 是 带 有 柄 wv 的 Si， 树 。 证 明 : 天 可 以 从 根 分 别 为 ri, re…rs-1 的 不 相交 的 树 To， Ti Eo C1 
来 获得 ， 其 中 v 不 在 这 些 树 的 任何 一 个 中 ， 对 i 二 0，1，…，& 一 1 来 说 ，T; 是 通过 对 ;二 0，1，…， 
Rk— 2 连接 v 到 vo 并 且 连 接 ri 到 ri+1 得 到 的 S; 树 。 

有 序 根 树 在 层 顺序 下 的 顶点 列表 从 根 开始 ， 接 着 是 从 左 到 右 在 1 层 上 的 顶点 ， 从 左 到 右 在 2 层 上 的 顶点 ， 

以 此 类 推 。 

22. 列 出 11. 3 节 图 3 和 图 9 中 的 有 序 根 树 在 层 顺序 下 的 顶点 列表 。 

23. 设计 列 出 有 序 根 树 在 层 顺序 下 的 顶点 列表 的 算法 。 

24. 设计 一 种 算法 ,确定 一 组 通用 地 址 能 否 成 为 有 根 树 的 树叶 地 址 。 

25. 设计 从 树叶 的 通用 地 址 来 构造 有 根 树 的 算法 。 

图 的 割 集 是 一 些 边 的 集合 ， 使 得 删除 这 些 边 就 产生 一 个 子 图 ， 这 个 子 图 的 连通 分 支 比 原来 的 图 要 多 ， 但 

是 这 些 边 的 任何 真子 集 都 没有 这 个 性 质 。 

26. 证 明 : 图 的 割 集 必然 与 这 个 图 的 任何 生成 树 都 有 至 少 一 条 公共 边 。 

仙人 掌 图 是 连通 图 ， 其 中 没有 边 是 在 多 于 一 条 的 简单 回路 上 ， 这些 简单 回路 不 经 过 除了 起 点 以 外 的 任何 

顶点 超过 一 次 ， 而 且 不 在 除了 终点 以 外 的 其 他 地 方 经 过 起 点 (其 中 不 认为 由 相同 的 边 所 组 成 的 两 个 回路 是 

不 同 的 ) 。 

27. 下 面 的 图 哪些 是 仙人 掌 图 ? 


a) b) ce) 


28. 树 是 否 必然 是 仙人 掌 图 ? 

29. 证 明 : 若 在 树 里 添加 一 条 回路 ， 它 包含 一 些 起 止 于 树 里 顶点 上 的 新 边 ， 则 形成 一 个 仙人 掌 图 。 

30. 证 明 : 若 在 连通 图 里 ， 每 条 不 经 过 任何 顶点 ( 除 起 点 以 外 ) 超 过 一 次 的 回路 都 包含 奇数 条 边 ， 则 这 个 
图 必然 是 仙人 掌 图 。 
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简单 图 G 的 限制 度数 生成 树 具有 下 面 性 质 ， 在 这 个 树 中 顶点 的 度 不 能 超过 某 个 规定 的 界限 。 限 制度 数 生 
成 树 在 运输 系统 的 模型 (该 模型 在 交 又 路 口 处 的 道路 数目 是 有 限 的 )、 在 通信 网 络 的 模型 (该 模型 进入 一 个 
结 点 的 连接 数目 是 有 限 的 ) 等 很 多 模型 中 都 很 有 用 。 

在 练习 31 一 33 中 ， 求 所 给 图 的 限制 度数 生成 树 ， 其 中 每 个 顶点 的 度 都 小 于 或 等 于 3， 或 者 证 明 不 存在 这 
样 的 生成 树 。 


34. 


32. b 





ES 
< “| 全 
ee 本 


人 


证 明 : 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 2 的 简单 图 的 限制 度数 生成 包含 该 WE 条 哈密 顿 通路 。 


5. 若 可 以 用 整数 1，2，…， nn 来 标记 带 有 nn 个 顶点 的 树 的 顶点 ,使 得 相 邻 顶点 的 标记 之 差 的 绝对 值 都 


是 不 同 的 ， 则 称 这 棵 树 为 优美 的 。 证 明 : 下 面 的 树 都 是 优美 的 。 


毛虫 图 是 含有 一 条 简单 通路 的 树 ， 使 得 不 包含 在 这 条 通路 中 的 每 个 顶点 都 与 这 条 通路 中 的 一 个 项 点 相 邻 。 
36. 练习 35 的 图 ， 哪 些 是 毛虫 图 ? 


3 
5 8， 


39, 


40. 
* 41. 


42. 


关 43. 


44. 


带 6 个 顶点 的 互 不 同 构 的 毛虫 图 有 多 少 种 ? 

a) 证 明 或 反 证 : 其 边 形 成 一 条 唯一 通路 的 所 有 树 都 是 优美 的 。 

b) 证 明 或 反 证 : 所 有 的 毛虫 图 都 是 优美 的 。 

假设 在 一 个 很 长 的 比特 串 中 ， 比 特 0 出 现 的 频率 是 0.9， 比 特 1 出 现 的 频率 是 0.1， 并 且 比 特 都 是 独 

立地 出 现 的 。 

a) 为 4 个 2 比特 的 块 00、01、10 和 11 构造 哈 夫 曼 编码 。 用 这 个 编码 来 编码 一 个 比特 串 ， 所 需要 的 平 
均 比 特 数 是 多 少 ? 

b) 为 8 个 3 比特 的 块 构造 哈 夫 曼 编码 。 用 这 个 编码 来 编码 一 个 比特 串 ， 所 需要 的 平均 比特 数 是 多 少 ? 

假设 G 是 没有 回路 的 有 向 图 。 描 述 如 何 用 深度 优先 搜索 来 完成 G 的 顶点 的 拓扑 排序 。 

假定 e 是 加 权 图 里 与 顶点 v 关联 的 一 条 边 ， 使 得 e 的 权 不 超过 与 顶点 v 关联 的 任何 其 他 边 的 权 。 证 

明 : 存在 一 棵 包含 这 条 边 的 最 小 生成 树 。 

3 对 夫妇 到 达 一 条 河流 的 岸 边 。 每 个 妻子 都 容易 嫉妒 ， 当 她 的 丈夫 与 其 他 的 妻子 (或 其 他 人 ) 在 一 起 ， 

但 是 她 不 在 场 时 ， 她 就 不 信任 她 的 丈夫 。6 个 人 如 何 用 一 条 只 能 装载 不 超过 两 个 人 的 船 来 渡河 ， 使 得 

每 位 丈夫 无 法 与 妻子 之 外 的 女人 单独 相处 ? 解答 时 使 用 图 论 模型 。 

证 明 : 若 在 加 权 图 里 没有 两 条 边 具 有 相同 的 权 ， 则 在 每 个 最 小 生成 树 里 都 包含 着 与 顶点 v 关 联 的 权 

最 小 的 边 。 

求 下 面 两 个 图 的 最 小 生成 树 ， 其 中 在 生成 树 里 每 个 项 点 的 度 都 不 超过 2。 

a) a 站 b) 5 





设 G=(V，) 是 有 向 图 ,rr 是 G 中 的 顶点 。 以 7 为 根 的 G 的 树 形 图 是 G 的 子 图 TT 二 (V，F)， 使 得 本 的 基 
本 无 向 图 是 G 的 基本 无 向 图 的 生成 树 且 对 于 每 个 EV， 在 本 中 都 有 一 条 从 7 到 wv 的 通路 (考虑 边 的 方 
向 ) 。 


45. 


46. 


47. 





证 明 : G 二 (V，E) 的 子 图 T= 二 (V，F) 是 以 + 为 根 的 G 的 树 形 图 ， 当 且 仅 当 工 包含 r， 工 中 没有 简单 
回路 ， 对 工 中 每 一 个 非 ~ 的 顶点 vEV，deg (v)=1。 

证 明 ， 有 向 图 G 二 (V，E) 有 一 个 以 + 为 根 的 树 形 图 ， 当 且 仅 当 每 一 个 顶点 vEV， 有 一 条 从 > 到 的 

有 向 通路 。 

在 本 练习 中 ， 将 开发 一 个 求 有 向 图 G 二 (V，E) 的 强 连 通 分 支 的 算法 。 当 有 一 条 从 v 到 w 的 有 向 通路 
时 ， 顶 点 wEV 是 从 顶点 vEV 可 到 达 。 

a) 解 释 如 何 用 有 向 图 G 中 的 宽度 优先 搜索 ， 求 从 顶点 v€G 可 达 的 所 有 顶点 。 

b) 解 释 如 何 用 Ge"" 中 的 宽度 优先 搜索 ， 求 从 顶点 vEG 可 达 的 所 有 顶点 。(G”™ 是 把 G 中 所 有 边 的 方 
向 取 反 后 得 到 的 有 向 图 。) 

©) 解 释 如 何 使 用 a) 和 b) 构 造 一 个 求 有 向 图 G 的 强 连通 分 支 的 算法 ， 并 且 解 释 你 所 设计 的 算法 的 正 
确 性 。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1 
2 
3 
4 
5S. 
6 
7 
8 
9 


给 定 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 确 定 这 个 图 是 不 是 树 。 


. 给 定 有 根 树 的 相 邻 矩阵 和 这 棵 树 的 一 个 顶点 ， 求 出 这 个 顶点 的 父母 、 孩 子 、 祖 先 、 后 代 和 层 数 。 
. 给 定 有 根 树 的 边 的 列表 和 这 棵 树 的 一 个 顶点 ， 求 出 这 个 顶点 的 父母 、 孩 子 、 祖 先 、 后 代 和 层 数 。 
. 给 定 元 素 的 列表 ， 构 造 包含 这 些 元 素 的 二 又 搜索 树 。 


给 定 二 叉 搜 索 树 和 一 个 元 素 ， 在 这 个 二 又 搜索 树 里 求 出 这 个 元 素 的 位 置 或 添加 这 个 元 素 。 


. 给 定 有 序 根 树 的 边 的 有 序列 表 ， 求 出 它 的 边 的 通用 地 址 。 

. 给 定 有 序 根 树 的 边 的 有 序列 表 ， 以 前 序 、 中 序 和 后 序列 出 它 的 顶点 。 

. 给 定 前 级 形式 的 算术 表达 式 ， 求 它 的 值 。 

.给 定 后 级 形式 的 算术 表达 式 ， 求 它 的 值 。 

. 给 定 一 组 符号 的 频率 ， 用 哈 夫 曼 编码 来 求 这 些 符 号 的 最 优 编码 。 

. 给 定 取 石子 游戏 的 开局 ， 确 定 第 一 个 选手 的 最 优 策略 。 

. 给 定 连通 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 用 深度 优先 搜索 找 出 这 个 图 的 生成 树 。 

. 给 定 连通 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 用 宽度 优先 搜索 找 出 这 个 图 的 生成 树 。 

- 给 定 一 组 正 整 数 和 一 个 正 整数 N， 利 用 回溯 求 这 些 整数 的 一 个 子 集 ， 使 其 和 为 N。 
. 给 定 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 若 有 可 能 ， 则 利用 回 湖 ， 用 3 种 颜色 为 这 个 图 着 色 。 
. 给 定 一 个 正 整 数 n， 利用 回溯 来 解决 n 皇后 问题 。 

. 给 定 加 权 无 向 连通 图 的 边 的 列表 和 它们 的 权 ， 用 普 林 算 法 求 这 个 图 的 最 小 生成 树 。 
. 给 定 加权 无 向 连通 图 的 边 的 列表 和 它们 的 权 ， 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 这 个 图 的 最 小 生成 树 。 


计算 和 探索 


用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 
2. 
ee 
4. 


显示 所 有 的 带 有 6 个 顶点 的 树 。 

显示 全 部 的 互 不 同 构 的 带 有 7 个 顶点 的 树 。 

根据 ASCII 码 字符 在 典型 输入 中 出 现 的 频率 ， 构 造 它 们 的 哈 夫 曼 编 码 。 

对 "一 1，2，3，4，5，6， 计 算 K, 的 不 同 的 生成 树 的 个 数 。 当 n 是 正 整 数 时 ， 猜 想 这 种 生成 树 的 个 数 
的 公式 。 


.对 于 nn 二 100、n 二 1000 和 ?一 10 000 来 说 ， 比 较 排 序 个 从 小 于 1 000 000 的 正 整数 的 集合 中 随机 选择 


的 正 整数 所 需要 的 比较 次 数 ， 使 用 选择 排序 、 插 入 排序 、 归 并 排序 和 快速 排序 。 


. 对 于 不 超过 10 的 所 有 正 整 数 来 说 ,计算 在 nXn 棋 盘 上 放置 个 皇后 ,使 得 这 些 皇 后 不 能 互相 攻击 


的 不 同方 式 数 。 


. 求 把 美国 50 个 州 的 首府 互相 连接 起 来 的 图 的 最 小 生成 树 ， 其 中 每 条 边 上 的 权 是 首府 之 间 的 距离 。 


8. 画 出 4X4 棋 盘 上 跳棋 游戏 的 完全 博弈 树 。 


树 ?18 





写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


. 解释 凯 莱 如 何 用 树 来 枚 举 特定 类 型 的 碳水 化 合 物 的 个 数 。 

. 解释 在 研究 进化 论 时 ， 如 何 使 用 树 表示 祖先 关系 。 

. 讨论 分 层 的 簇 树 以 及 如 何 使 用 它们 。 

. 定义 AVL 树 ( 有 时 也 称 为 高 度 平衡 树 )。 解 释 如 何以 及 为 什么 在 许多 不 同 的 算法 中 都 用 到 AVL 树 。 

. 定义 四 又 树 并 解释 如 何 用 四 又 树 来 表示 图 像 。 描 述 如 何 通 过 操纵 对 应 的 四 叉 树 来 旋转 、 缩 放 和 转换 


图 像 。 


. 定义 一 个 堆 ， 并 解释 如 何 把 树 转 化 成 堆 。 堆 为 什么 在 排序 中 有 用 ? 

. 描述 针对 连续 读 和 人 字符 时 字母 频率 发 生变 化 的 数据 压缩 的 动态 规划 算法 ， 比 如 自 适 应 哈 夫 曼 编 码 。 
. 解释 如 何 用 -8 剪 枝 来 简化 对 博弈 树 的 值 的 计算 。 \ 

. 描述 下 棋 程 序 ( 比 如 深蓝 ) 所 使 用 的 技术 。 

. 为 树 网 这 种 类 型 的 图 下 定义 。 解 释 这 种 图 如 何 用 在 非常 大 的 系统 集成 和 并 行 计算 中 。 

. 讨论 在 IP 组 播 中 避免 路 由 器 之 间 回 路 所 用 的 算法 。 

. 描述 基于 深度 优先 搜索 来 求 图 的 断 点 的 算法 。 

. 描述 基于 深度 优先 搜索 来 求 有 向 图 的 强 连通 分 支 的 算法 。 

. 描述 在 Web 上 不 同 搜索 引擎 的 网 络 朴 虫 和 网 络 蜘蛛 所 用 的 搜索 技术 。 

. 描述 求 图 的 最 小 生成 树 的 算法 ， 使 得 生成 树 上 任意 顶点 的 最 大 度数 不 超过 一 个 固定 的 常数 &。 
. 就 复杂 度 和 应 用 场合 而 言 ， 对 一 些 最 重要 的 排序 算法 进行 比较 。 

- 讨论 构造 最 小 生成 树 的 算法 的 历史 和 起 源 。 

. 描述 产生 随机 树 的 算法 。 
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布尔 代数 





计算 机 和 其 他 电子 设备 中 的 电路 都 有 输入 和 输出 ， 输 入 是 0 或 1， 输 出 也 是 0 或 1。 电 路 可 
以 用 任何 具有 两 个 不 同 状 态 的 基本 元 件 来 构造 ， 开 关 和 光学 装置 都 是 这 样 的 元 件 ， 开 关 可 能 处 
于 开 或 关 的 位 置 ， 光 学 装置 可 能 是 点 亮 或 未 点 亮 的 。1854 年 ， 乔 治 … 布尔 (George Boole) 在 《The 
Laws of Thought》 一 书 中 第 一 次 给 出 了 逻辑 的 基本 规则 。1938 年 ， 克 劳 德 .香农 (Claude Shannon) 
揭示 了 怎么 用 逻辑 的 基本 规则 来 设计 电路 ， 这 些 基 本 规则 形成 了 布尔 代数 的 基础 。 本 章 将 逐步 
展开 布尔 代数 基本 性 质 的 讨论 。 电 路 的 操作 可 以 用 布尔 函数 来 定义 ， 这 样 的 布尔 函数 对 任意 一 
组 输入 都 能 指出 其 输出 的 值 。 构 造 电路 的 第 一 步 是 用 由 布尔 代数 的 基本 运算 构造 的 表达 式 来 表 
示 布 尔 函 数 。 我 们 将 介绍 一 个 能 产生 这 些 表达 式 的 算法 ， 所 得 到 的 表达 式 可 能 包含 一 些 宛 余 运 
算 。 本 章 的 后 面部 分 将 描述 一 个 求 表达 式 的 方法 ， 求 得 的 表达 式 中 所 包含 的 和 与 积 的 个 数 是 表 
示 一 个 布尔 函数 所 需 数 量 中 最 少 的 。 将 要 展开 讨论 的 这 些 方法 称 为 卡 诺 (Karnaugh) 图 方法 和 奎 因 
莫 可 拉 斯 基 (Quine-McCluskey) 方 法 ， 它们 对 于 有 效 电 路 的 设计 十 分 重要 。 


12. 1 布尔 函数 
12. 1.1 引言 
布尔 代数 提供 的 是 集合 {0，1) 上 的 运算 和 规则 ， 这 个 集合 及 布尔 代数 的 规则 还 可 以 用 来 研 
究 电子 和 光学 开关 。 我 们 用 得 最 多 的 三 个 布尔 代数 运算 是 补 、 布 尔 和 与 布尔 积 。 元 素 的 补 用 上 
划 线 加 以 标记 ， 其 定义 为 : 0=1，1=0。 布 尔 和 记 为 十 或 OR， 它 的 值 如 下 : 
1 十 1 二 1，1 十 0 二 1，0 十 1=1，0 十 0=0 
布尔 积 记 为 。 或 AND， 它 的 值 如 下 : 
下 全 
在 不 引起 混淆 时 ， 可 以 删 去 ， 就 像 写 代数 积 时 一 样 。 除 非 使 用 插 号 ， 否 则 布尔 运算 的 优 
先 级 规则 是 : 首先 计算 所 有 补 ， 然 后 是 布尔 积 ， 然 后 是 布尔 和 ， 如 例 1 所 示 。 
Ow 计算 1.0+(C0Ti7 的 值 。 
解 ”根据 补 、 布 尔 积 与 布尔 和 的 定义 ， 得 到 
1.0 十 (0 十 1) = 0 十 1 
一 0 十 0 
二 和 和 





4 
补 、 布 尔 和 与 布尔 积分 别 对 应 于 逻辑 运算 ”、V 和 人 和 人， 且 0 对 应 于 了 ( 假 )，1 对 应 于 T( 真 )。 
布尔 代数 中 的 恒等式 可 以 直接 转换 为 复合 命题 中 的 等 价 式 。 反 之 ， 复 合 命题 中 的 等 价 式 也 可 以 
转换 为 布尔 代数 中 的 恒等式 。 本 节 后 面部 分 将 会 介绍 ;为 什么 这 些 转 换 产生 有 效 的 逻辑 等 价 式 
和 布尔 代数 恒等式 。 例 2 显示 了 如 何 把 布尔 代数 恒等式 转换 为 命题 逻辑 等 价 式 。 
《人 鸭 把 例 1 中 的 恒等式 1. 0 二 (0 二 1)==0 转换 成 逻辑 等 价 式 。 
解 ” 把 恒等式 中 的 1 转换 成 T、0 转换 成 F、 布 尔 和 转换 成 析 取 、 布 尔 积 转换 成 合 取 、 补 
转换 成 和 否定， 就 可 以 得 到 逻辑 等 价 式 
(TAF)V- (TVPE SF 本 
下 面 的 例 3 显示 了 如 何 把 命题 逻辑 等 价 式 转换 为 布尔 代数 恒等式 。 


布尔 代数 ZX 





把 逻辑 等 价 式 (TAT) VEF=T 转 换 成 布尔 代数 恒等式 。 

解 ”把 逻辑 等 价 式 中 的 工 转换 成 1、 下 转换 成 0、 析 取 转 换 成 布尔 和 、 合 取 转 换 成 布尔 积 、 
否定 转换 成 补 ， 就 可 以 得 到 布尔 代数 恒等式 

(1。1) 十 0 三 1 4 

12. 1.2 布尔 表达 式 和 布尔 函数 

设 B={0, 1}, 则 B"={(zi， zs，…, ZX,) |x;€B，1<<in} 是 由 0 和 1 能 构成 的 所 用 
元 组 的 集合 。 变 元 x 如 果 仅 从 B 中 取 值 ， 则 称 该 变 元 为 布尔 变 元 ， 即 它 的 值 只 可 能 为 0 或 1。 
从 B" 到 B 的 函数 称 为 n 元 布尔 函数 。 

从 布尔 变 元 有 序 对 的 取 值 集合 到 集合 { 0,1} 的 函数 F(x，y) 二 xy 就 是 一 个 2 元 布尔 


函数 ， 且 F(1, 1) 二 0，F(1, 0) 二 1，F(0, 1) 二 0, FR(0，0) 二 0。 下 的 值 如 表 1 所 示 。 4 
布尔 函数 也 可 用 由 变 元 和 布尔 运算 构成 的 表达 式 来 表示 。 关 于 变 元 

ZI，Xs，*……，X, 的 布尔 表达 式 可 以 递归 地 定义 如 下 : 
1)0; ls 区， Wy "Wi 是 布尔 表达 式 ; 


2) 如 果 巨 和 E, 是 布尔 表达 式 ， 则 巨 、(EE) 和 (Ei 十 EE) 是 布尔 表 
达 式 。 
每 个 布尔 表达 式 表示 一 个 布尔 函数 ， 此 函数 的 值 是 通过 在 表达 式 中 





用 0 和 1 替换 变 元 得 到 的 。 在 12. 2 节 中 我 们 将 介绍 怎么 用 布尔 表达 式 来 表示 布尔 函数 。 
求 由 F(x，y，z)= 二 xy 十 z 表 示 的 布尔 函数 的 值 。 
解 这 个 函数 的 值 由 表 2 表示 。 本 


表 2 






下 (yy 二 六 % 二 无 
1 
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克 劳 德 . 艾 尔 伍德 .香农 (Claude Elwood Shannon，1916 一 2001) 1916 年 ， 香 农 
出 生 于 密歇根 州 的 配 托 斯 基 (Petoskey)， 并 在 盖 劳 得 (Gaylod) 长 大 。 他 的 父亲 是 商人 同 
时 也 是 遗嘱 检验 法 官 ， 母 亲 是 语言 教师 兼 中 学 校长 。1936 年 ， 他 毕业 于 密 软 根 大 学 ， 
“| ”之 后 他 来 到 了 麻 省 理工 学 院 继续 学 业 ， 并 得 到 了 一 份 维护 微分 分 析 器 的 工作 。 这 种 机 
”器 是 由 轴 和 齿轮 构成 的 机 械 计算 装置 ， 由 他 的 硕士 论文 指导 老师 文 那 瓦 ， 布什 
| (Vannevar Bush) 构 建 。 他 的 硕士 论文 写 于 1936 年 ， 主 要 研究 微分 分 析 器 的 逻辑 性 质 。 
ee 他 在 论文 中 第 一 次 提出 了 布尔 代数 在 开关 电路 设计 中 的 应 用 ， 使 得 这 几乎 成 为 了 20 世 
DR 纪 最 著名 的 硕士 论文 。1940 年 ， 他 在 麻 省 理工 学 院 获 得 博士 学 位 ， 同 年 加 入 贝尔 实验 
| 室 。 在 这 里 他 主要 负责 数据 有 效 传输 方面 的 工作 ， 他 也 是 首 批 用 比特 表示 信息 的 人 之 
一 。 同 时 ， 他 还 从 事 确定 电话 线 所 能 承载 的 流量 方面 的 研究 。 香 农 对 信息 论 做 出 了 卓越 的 贡献 。 在 20 世纪 
50 年 代 初 期 ， 他 是 人 工 智能 的 主要 奠基 人 之 一 。1956 年 ， 他 来 到 麻 省 理工 学 院 继续 从 事 信 息 论 研究 。 
香农 有 着 不 合 传统 的 一 面 。 他 被 认为 是 以 火箭 为 动力 的 塑料 玩具 飞盘 的 发 明 者 。 他 曾 在 贝尔 实验 室 
的 门厅 里 骑 着 单 轮 脚踏车 ， 并 同时 要 着 4 个 球 ， 也 因此 成 了 家 喻 户 晓 的 名 人 。 香 农 50 岁 就 退 体 了， 但 在 
其 后 的 十 多 年 中 还 零星 地 发 表 了 一 些 文章 。 他 在 晚年 将 精力 主要 放 在 了 研制 一 些 宠物 用 品 上 ， 例 如 他 建 
造 了 机 动 化 的 跳跃 用 高 跷 杖 。 和 香农 曾经 说 过 一 句 很 有 意思 的 话 :“ 我 可 以 想象 ， 我 们 成 为 机 器 人 ， 狗 成 为 
人 的 时 代 将 会 到 来 ， 我 为 机 器 鼓 气 加 油 。” 这 和 句 话 发 表 在 1987 年 的 (Omni Magazine) 杂 志 上 。 











( 续 ) 
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注意 ， 布 尔 函 数 还 可 用 图 形 来 表示 ， 方 法 是 : 将 nn 元 二 进 制 数 组 与 方 体 的 顶点 一 一 对 
应 ， 再 标 出 那些 函数 值 为 1 的 顶点 。 

例 5 中 从 B’? 到 B 的 函数 Fr，y，z) 三 zy 十 z 可 如 下 表示 : 标 出 满足 F(x,，y，z) 二 1 
的 下 个 仿 元 组 (1 1 人 DD、 (Ly 1, 00 《15 0 0)s (0% 02 和 (0 0， 
0) 所 对 应 的 项 点。 如 图 1 所 示 ， 这 些 顶 点 用 实心 的 黑 圈 标 出 。 S| 

7 个 变 元 的 布尔 函数 下 和 G 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 FC(b,,， 6b， …，b,) 王 
G(bi,b;, *…, b,), 其 中 bry Oa “ys b, 属于 B。 表示 同一 个 函数 的 不 
同 的 布尔 表达 式 称 为 是 等 价 的 。 例 如 ， 布 尔 表达 式 zy、zy 十 0 和 
zy "1 都 是 等 价 的 。 布 尔 函 数 下 的 补 函数 是 下 ， 其 中 下 (zi ，…， 疡 ) 一 
Frz，…，z)。 设 下 和 G 是 2” 元 布尔 函数 ， 函 数 的 布尔 和 下 十 G 与 布 
尔 积 FG 分 别 定义 为 





CE ONL) BRBs ym) Gm a 
(FORp sm) = PCRre ym I ya) 
2 元 布尔 函数 是 从 一 个 4 个 元 素 的 集合 到 B 的 函数 ， 这 4 个 元 素 是 B= 二 {0，1} 中 元 素 构 
成 的 元 素 对 ，B 是 有 2 个 元 素 的 集合 。 因 此 有 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 。 在 表 3 中 ， 我 们 列 
出 了 这 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 的 值 ， 这 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 记 为 ，F,,，…， 让 is。 


表 3 16 个 2 元 布尔 函数 


1 0 0 0 0 0 


1 0 0 





0 由 1 
0 由 1 0 
1 0 0 





有 和 多少 个 不 同 的 元 布尔 函数 ? 
解 ” 由 计数 的 乘积 法 则 可 知 : 有 2" 个 由 0 和 1 构成 的 不 同 的 元 组 。 因 为 布尔 函数 就 是 对 
这 2" 个 nn 元 组 中 的 每 一 个 进行 赋值 ， 所 以 乘积 法 则 表明 有 2 个 不 同 的 元 布尔 函数 。 4 





表 4 列 出 了 1 一 6 元 不 同 布尔 函数 的 个 数 。 这 种 函数 的 个 数 增长 非常 快 。 
表 4 n 度 布尔 函数 的 个 数 








数量 





65 536 
4 294 967 296 
18 446 744 073 709 551 616 


12. 1.3 布尔 代数 恒等式 
布尔 代数 有 许多 恒等式 ， 表 5 列 出 了 其 中 最 重要 的 恒等式 。 这 些 恒等式 对 于 电路 设计 的 简 
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化 特别 有 用 。 表 5 中 的 每 个 恒等式 都 可 以 用 表 来 证 明 。 例 8 就 以 这 种 方法 证 明了 一 个 分 配 律 。 
其 余 性 质 的 证 明 留 作 练 习 。 


表 5 布尔 恒等式 





























恒等式 名 称 恒等式 名 称 
A 让 十 3 三 (二 二 从 ( 翅 十 动 
Sd 双重 补 律 | zy+z)= ry xz 分 配 律 
Be 人 
让 a 冠 等 律 zy) 一 工 3 德 。 摩根 律 
并 。 工 一 并 | (Zr 十 y) 一 工 y 
ZT0 一 工 本 XY i 
XxX*1=zx 局 二 人 ZTC 十 y) 一 工 级 收 律 
= 、 A 
加 支配 律 入 十 玛 王 1 单位 元 性 质 
Xs"0=0 
十 y 一 y 十 
的 交换 律 志 二 0 零 元 性 质 
vy) = yt 
Se 结合 律 
WV) = (WYNE 











@@ 国 证 明 分 配 律 z(y 十 z) 二 xy 十 zz 是 正确 的 。 


























解 表 6 表示 了 此 恒等式 的 验证 。 这 个 恒等式 成 立 ， 因 为 此 表 的 最 后 两 列 相同 。 4 
表 6 验证 分 配 率 

x y 和 y 十 z xXy XZ x(yz) 十 XZ 
1 了 1 1 1 1 1 

a 1 0 1 jl 0 起 1 

1 0 1 1 0 1 : 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 1 0 0 0 0 

0 1 0 1 0 0 0 0 

0 0 1 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 


读者 应 该 将 表 5 中 的 布尔 恒等式 与 1.3 节 表 6 中 的 逻辑 等 价 式 和 2. 2 节 表 1 中 的 集合 恒 
等 式 相 比较 。 所 有 这 些 都 是 一 个 更 抽象 结构 中 恒等式 集合 的 特殊 情形 。 每 个 恒等式 集合 都 可 
以 通过 适当 的 转换 得 到 。 例 如 ， 通 过 把 布尔 变 元 变 为 命题 变 元 、0 变 为 Ff、1 变 为 T、 布 尔 和 
变 为 析 取 、 布 尔 积 变 为 合 取 以 及 补 变 为 否定 ， 这 样 就 可 以 把 表 5 中 的 布尔 恒等式 转换 成 逻辑 
等 价 式 ， 如 例 9 所 示 。 

和 把 表 5 中 的 分 配 律 x 十 yz 二 (x 十 y) (zx 十 z) 转 换 成 逻辑 等 价 式 。 

解 ” 为 了 把 布尔 恒等式 转换 成 逻辑 等 价 式 ， 首 先 需 要 把 布尔 变 元 变 为 命题 变 元 。 这 里 的 
布尔 变 元 xz、y 和 分 别 变 为 命题 变 元 p、g 和 r+。 然 后 把 布尔 和 变 为 析 取 ， 布 尔 积 变 为 合 取 
(注意 在 这 个 布尔 恒等式 中 ，0、1 和 补 都 没有 出 现 ) 。 这 样 就 把 此 布尔 恒等式 转换 成 了 逻辑 等 
价 式 

pV lgAnDE(p Yo hp Yr) 
此 逻辑 等 价 式 是 1. 3 节 表 6 中 命题 逻辑 的 一 个 分 配 律 。 二 
布尔 代数 中 的 恒等式 可 以 用 来 证 明 其 他 的 恒等式 ， 如 例 10 所 示 。 
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用 表 5 所 示 的 布尔 代数 的 其 他 恒等式 证 明 吸 收 律 z(x 十 y) 二 zx( 这 称 为 吸收 律 ， 因 为 
将 x 十 y 吸收 进 z 而 保持 工 不 变 。) 
解 ”推导 此 恒等式 的 步骤 以 及 每 步 使 用 的 定律 如 下 : 
Z(CZ 十 y) 二 (x 十 0)(x 十 y) 布尔 和 的 同一 律 








= 布尔 和 对 布尔 积 的 分 配 律 

= 布尔 积 的 交换 律 4 
一 工 十 0 布尔 积 的 支配 律 

sy 布尔 和 的 同一 律 


12. 1.4 对 偶 性 

表 5 中 的 恒等式 都 是 成 对 出 现 的 (除了 双重 补 律 、 单 位 元 性 质 及 零 元 性 质 外 ) 。 为 了 解释 每 
一 对 恒等式 中 两 个 式 子 的 关系 ， 我 们 使 用 “对 偶 ” 这 个 概念 。 一 个 布尔 表达 式 的 对 偶 可 用 如 下 
方法 得 到 : 交换 布尔 和 与 布尔 积 ， 并 交换 0 与 1 。 

写 出 z(y 十 0) 和 元 。1 十 (7 十 z) 的 对 偶 。 

解 ”在 这 两 个 表达 式 中 交换 符号 十 和 “' 以 及 0 和 1， 就 产生 它们 的 对 偶 ， 这 两 个 对 偶 分 别 
十 元 CT 和 (CT 二 OO 本 

布尔 表达 式 所 表示 的 布尔 函数 下 的 对 侦 是 由 这 个 表达 式 的 对 偶 所 表示 的 函数 ， 这 个 对 侦 函 
数 记 为 玉 ， 它 不 依赖 于 表示 下 的 那个 特定 的 布尔 表达 式 。 对 于 由 布尔 表达 式 表示 的 函数 的 恒 
等 式 ， 当 取 恒 等 式 两 边 的 函数 的 对 偶 时 ， 等 式 仍 然 成 立 ( 原 因 参 见 练习 30)， 此 结果 叫 作 对 偶 
性 原理 ， 它 对 于 获得 新 的 恒等式 十 分 有 用 。 

通过 取 对 偶 的 方法 ， 用 吸收 律 zx(zx 十 y) 二 xz 构造 一 个 恒等式 。 

解 ” 取 此 恒等式 两 边 的 对 偶 ， 得 到 恒等式 x 十 zy 二 +， 它 也 被 称 为 吸收 律 ， 见 表 5。 本 


12. 1.5 布尔 代数 的 抽象 定义 

虽然 本 节 着 重 讨论 布尔 函数 和 表达 式 ， 但 所 有 的 结论 都 可 以 转换 成 关于 命题 的 结论 ， 也 可 
以 转换 成 关于 集合 的 结论 。 因 此 ， 抽 象 地 定义 布尔 代数 十 分 有 用 。 一 旦 一 个 特定 的 结构 被 证 明 
是 布尔 代数 ， 则 所 有 关于 布尔 代数 的 一 般 结果 都 可 应 用 于 这 个 特定 的 结构 。 

布尔 代数 可 以 用 多 种 方法 来 定义 ， 最 常用 的 方法 是 指明 运算 所 必须 满足 的 性 质 ， 如 定义 1 
所 示 。 





a ee ， 


使 用 定义 1 所 给 的 定律 ， 可 以 证 明 ， 对 于 每 个 布尔 代数 ， 许 多 其 他 的 定律 成 立 ， 例 如 宕 等 
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律 和 支配 律 。 2 35~42.) 

以 前 讨论 过 ，B 二 {0，1) 连 同 OR、AND 运算 及 “ 补 ” 运 算 满 足 所 有 这 些 性 质 。 有 7 个 变 
Be 连同 V 和 人 和 运算、 了 和 T 及 “ 非 ” 运 算 ， 也 满足 布尔 代数 的 所 有 性 
质 ， 这 可 以 从 1. 3 节 中 的 表 6 看 出 来 。 类 似 地 ， 一 个 全 集 U 的 所 有 子 集 构成 的 集合 ， 连 同 并 和 
交 运 算 、 空 集 和 全 集 以 及 集合 的 补 运算 是 一 个 布尔 代数 ， 这 可 以 从 2.2 节 的 表 1 中 看 出 来 。 所 
以 ， 为 了 建立 关于 布尔 表达 式 、 宙 业 和 入 全 询 结 吉 果 ， 我 们 只 要 证 明 关 于 抽象 布尔 代数 的 结果 
即 可 。 

布尔 代数 也 可 以 用 第 9 章 中 所 讨论 的 格 的 概念 来 定义 。 一 个 格 工 是 一 个 偏 序 集 ， 其 每 对 元 
素 x、y 都 有 一 个 最 小 上 界 ， 记 为 lub(x，y)， 也 有 一 个 最 大 下 界 ， 记 为 glb(x，y)。 给 定 工 的 
两 个 元 素 x 和 y, 我 们 可 以 定义 工 的 两 个 运算 V 和 人 人 如下: xz V y= lub(zx，y)， 
ZIAy 一 glb(z，y) 。 

要 使 一 个 格 工 成 为 定义 1 中 所 定义 的 布尔 代数 ， 它 必须 还 有 两 个 性 质 。 第 一 ， 它 必须 是 有 
补 的。 为 使 一 个 格 成 为 有 补 的 ， 它 必须 有 一 个 最 小 元 素 0 和 一 个 最 大 元 素 1， 且 对 格 的 每 个 元 
素 x， 必 须 存在 一 个 元 素 元 ,使 得 xVz=1 有 是 x 人 ==0。 第 二 , 它 必须 是 分 配 的 。 也 就 是 说 ， 
对 于 工 中 的 每 个 zx、y 和 xz, xzV (yAz)==(zVy)A(rVz) 且 xzA(yVz)= 二 (zxAy)V (zxAz)。 证 
明 有 补 分 配 格 是 布尔 代数 已 在 第 9 章 中 留 作 补充 练习 39。 





练习 
1. 求 下 列表 达 式 的 值 。 

a)1。0 b)1 十 1 0 d)(1 十 0) 
2. 求 满足 下 列 方程 的 布尔 变 元 x 的 值 ( 如 果 有 的 话 ) 。 

a)x* 1=0 b)z 十 Zz 王 0 c) 工 。1 一 工 d)xz* z=1 


3. 2) 证明 (1，1) 十 (0。I 十 0)=1。 
b) 通 过 如 下 方式 把 a) 中 的 布尔 恒等式 转换 成 命题 等 价 式 : 0 变 为 F、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 取 、 布 尔 
积 变 为 合 取 、 补 变 为 否定 以 及 等 于 号 变 为 命题 逻辑 的 等 价 符号 。 
4. a) 证 明 (1。，0) 十 (1 .0)=1。 
b) 通 过 如 下 方式 把 a) 中 的 布尔 恒等式 转换 成 命题 等 价 式 : 0 变 为 了 、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 取 、 布 尔 
积 变 为 合 取 、 补 变 为 否定 以 及 等 于 号 变 为 命题 逻辑 的 等 价 符号 。 
5. 用 表 来 表示 下 列 每 个 布尔 函数 的 值 。 


a)F(r, y, z)=xy b)FCz，y，z) 一 并 十 yz 

OF(lzx, y, 2z)=zxy+(ryz) DF(rz, y, z)=zx(yz yz) 
6. 用 表 来 表示 下 列 每 个 布尔 函数 的 值 。 

a)F(rx, y, z)=z b) 玉 (z，y，z) 一 元 y 十 了 次 

F(zr, y, z)=xyzt (ryz) d)F(x, y, z)=y(rxzt+zz) 


7. 用 3 立方 体 Q; 表示 练习 5 中 的 每 个 布尔 函数 ， 将 函数 值 为 1 的 3 元 组 所 对 应 的 顶点 画 成 黑 轿 。 
8. 用 3 立方 体 Qi 表示 练习 6 中 的 每 个 布尔 函数 ， 将 函数 值 为 1 的 rr ei er 
9. 布尔 变 元 x 和 yy 取 什 么 值 可 满足 xy 二 x 十 y? 
10. 有 多 少 个 不 同 的 7 度 布尔 函数 ? 
11. 用 表 5 中 的 其 他 定律 证 明 吸收 律 zx 十 zy 一 工 。 
[12. 证 明 FGz，y，z) 王 zy 十 zz 十 yz 取 值 为 1 当 且 仅 当 变 元 zx、y 和 > 中 至 少 有 两 个 取 值 为 1。 
13. 证 明 zy 十 yz 十 Zz 二 Ty 十 息 十 KZ。 
练习 14 一 23 处 理由 本 节 开 始 定 义 的 {0，1} 上 的 加 法 、 乘 法 和 补 所 定义 的 布尔 代数 。 对 每 一 题 ， 采 用 与 例 8 
中 的 表 相 似 的 形式 进行 验证 。 
14. 验证 双重 补 律 。 
15. 验证 需 等 律 。 
16. 验证 同一 律 。 
17. 验证 支配 律 。 
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. 验证 交换 律 。 

. 验证 结合 律 。 

. 验证 表 5 中 的 第 一 个 分 配 律 。 

. 验证 德 。 摩根 律 。 

. 验证 单位 元 性 质 。 

. 验证 零 元 性 质 。 

尔 运算 符 田 的 定义 如 下 : 1 四 1=0，1 四 0=1, 0 四 1==1,，0 四 0=0。 此 运算 符 被 称 为 “ 异 或 ” 


(XOR) 运 算 符 。 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Sl, 
32。 


33. 


34. 


在 


35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 


41. 
42. 


43. 


化 简 下 列表 达 式 。 

a) 工 中 0 b) 工 由 1 c)zx 由 工 d)x Oi 
证 明 下 列 恒等式 成 立 。 

a)rOBy=(zrty ry) b)zx@y=(ry + (Ty) 

证 明 z 电 > 一 > 由 z。 

证 明 下 列 等 式 成 立 或 不 成 立 。 

a)7z 由 (y 申 z) 一 (并 中 y) 中 > b)z 十 (y 申 z) 王 (z 十 y) 四 (z 十 z) 
cz 四 (y 十 z) 一 (并 由 y) 十 (z 中 >z) 

求 下 列 布尔 表达 式 的 对 偶 。 


a)Z 十 y b)zy 

CrTyz+IyZ Ds es 工 

设 下 是 一 个 布尔 函数 ， 它 由 一 个 含有 变 元 zi1，…，z, 的 布尔 表达 式 表示 。 证 明 F(z ，…, zx) 二 
as 和 2 )。 


设 下 和 G 是 由 nn 个 变 元 的 布尔 表达 式 表 示 的 布尔 函数 且 下 二 G。 证 明 FI 二 G*， 其 中 FY 和 G? 分 别 是 
由 表示 下 和 G 的 布尔 表达 式 的 对 偶 表 示 的 布尔 函数 。[ 提 示 : 使 用 练习 29 的 结果 。] 

有 多 少 个 不 同 的 布尔 函数 x，y，z) 使 得 对 于 布尔 变 元 zx、y、z 的 所 有 值 ,， F(3,，5, z) 二 F(x，y,，z)。 
有 多 少 个 不 同 的 布尔 函数 F(x，y，z) 使 得 对 于 布尔 变 元 zx、y、x 的 所 有 值 ，F(3，y,，z) 二 F(x,，3，z) 二 
EC da Ys 

证 明 : 把 表 6 中 的 布尔 代数 的 德 。 摩 根 律 转换 成 逻辑 等 价 式 时 ， 它 就 是 命题 逻辑 中 的 德 。 摩根 律 ( 见 
1. 3 节 中 的 表 6) 。 

证 明 : 把 表 6 中 的 布尔 代数 的 吸收 律 转换 成 逻辑 等 价 式 时 ， 它 就 是 命题 球 邦 中 的 吸收 律 ( 见 1. 3 节 中 
的 表 6) 。 

练习 35 一 42 中 ， 用 定义 1 中 的 定律 来 证 明 所 述 性 质 对 每 个 布尔 代数 成 立 。 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 客 等 律 zxV x 二 x 和 xz 人 x 二 zx 对 每 个 元 素 x 成 立 。 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 每 个 元 素 x 都 有 唯 一 的 一 个 补 z 使 得 TV z=1 且 x 人 ==0。 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 元 素 0 的 补 是 1， 反 文 也 成 立 。 

证 明 双 重 补 律 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 对 每 个 元 素 z+， 二 x。 

证 明 德 . 摩根 律 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 对 任意 元 素 x 和 y, (zxVy) 一 A353 有 (xAy)=XVy。 

证 明 模 性 质 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 证 明 zA(yV(rzAz))= 二 (tAy)V (zrzAz) 且 XV (yA (rzV xz))= 
(EVD NGEVZ). 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 如 果 xzV y==0， 则 z=0 且 y==0; 如 果 zAy=1, 则 z=1 且 y=1。 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 一 个 恒等式 的 对 偶 还 是 一 个 恒等式 , 其中， 恒等式 的 对 偶 是 如 下 得 到 的 交换 
入 和 V 运算 符 ， 并 交换 元 素 0 和 1。 

证 明 一 个 有 补 的 分 配 格 是 一 个 布尔 代数 。 








12.2 布尔 函数 的 表示 


找 
数 


本 节 将 研究 布尔 代数 的 两 个 重要 问题 。 第 一 个 问题 是 : 给 定 一 个 布尔 函数 的 值 ， 怎 样 才能 
到 表示 这 个 布尔 函数 的 布尔 表达 式 ? 这 个 问题 将 通过 证 明 如 下 结论 来 解决 : 任何 一 个 布尔 函 
都 可 由 变 元 及 其 补 的 布尔 积 的 布尔 和 表示 。 这 个 问题 的 答案 还 说 明了 任意 布尔 函数 都 可 用 三 
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个 布尔 运算 符 (。、 十 和 - ) 表 示 。 第 二 个 问题 是 : 有 没有 一 个 更 小 的 运算 符 集合 可 以 用 来 表示 
所 有 的 布尔 函数 ? 我们 将 通过 证 明 下 列 结论 来 解决 这 个 问题 : 所 有 的 布尔 函数 都 可 以 仅 用 一 个 
运算 符 来 表示 。 这 两 个 问题 在 电路 设计 中 都 有 特殊 的 重要 性 。 


12. 2. 1 积 之 和 展开 式 

下 面 用 例子 来 说 明 寻 找 表示 布尔 函数 的 布尔 表达 式 的 一 个 重要 方法 。 

函数 F(z，y，z) 和 G(r，y，xz) 如 表 1 所 示 ， 求 表示 这 两 个 函数 的 布尔 表达 式 。 

解 ”我 们 需要 这 样 一 个 表达 式 来 表示 下 ;， 当 表 1 
Z 一 z 一 1 且 y 二 0 时 它 的 值 为 1， 和 否则 它 的 值 为 0。 
此 表达 式 可 取 为 zx、y 和 > 的 布尔 积 ， 这 个 积 zy 
zx 具有 值 1 当 且 仅 当 z=7=>z 王 1， 即 当 且 仅 当 
Z 一 > 一 ] HB y=0。 

为 了 表示 G， 我 们 需要 一 个 表达 式 满 足 : 当 
Z 一 y 一 1 且 zx= 二 0 时 , 或 当 x= 二 z= 二 0 有 是 y= 二 1 时 ， 
它 的 值 为 1。 此 表达 式 可 以 取 为 两 个 不 同 的 布尔 
积 的 布尔 和 。 布 尔 积 xyz 具 有 值 1 当 且 仅 当 x= 
y 王 1 且 z= 二 0; 类 似 地 ， 布 尔 积 zy z 具 有 值 1 当 且 仅 当 z=z=0 且 y= 二 1。 这 两 个 布尔 积 的 布尔 
和 xyz 十 zy z 就 表示 G， 因 为 它 具 有 值 1 当 且 仅 当 z=y=1 且 x 二 0, 或 x 一 z==0 且 y=1。 4 

说 明 一 个 过 程 ， 用 这 个 过 程 可 以 构造 布尔 表达 式 来 表示 具有 给 定 值 的 函数 。 如 果 变 
元 值 的 一 个 组 合 使 得 函数 值 为 1， 则 此 组 合 确定 了 变 元 或 其 补 的 一 个 布尔 积 。 
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一 个 极 小 项 对 一 个 且 只 对 一 个 变 元 值 的 组 合 取 值 1。 更 确切 地 说 ， 极 小 项 mm …% 为 1 当 
且 仅 当 每 个 y 为 1; 并 且 它 成 立 当 且 仅 当 y; 二 zx; 时 x; 为 1，y; 一 ;时 xz; 为 0。 








求 一 个 极 小 项 使 得 当 zx! 二 x 二 0 且 zs 二 zx 二 zs 二 1 时 ， 它 为 1; 否则 为 0。 Links> 
解 极 小 项 x; Kyra Ts 有 正确 的 值 集合 。 本 


通过 取 不 同 极 小 项 的 布尔 和 ， 就 能 构造 布尔 表达 式 ， 使 其 具有 给 定 的 值 集 合 。 特 别 地 ， 极 
小 项 的 布尔 和 具有 值 1 仅 当 和 中 的 某 个 极 小 项 具有 值 1 时 才 成 立 。 对 于 变 元 值 的 其 他 组 合 ， 它 
具有 值 0。 因 此 ， 给 定 一 个 布尔 函数 ， 可 以 构造 极 小 项 的 布尔 和 使 得 ， 当 该 布尔 函数 具有 值 1 
时 它 的 值 为 1， 当 该 布尔 函数 具有 值 0 时 它 的 值 为 0。 该 布尔 和 中 的 极 小 项 与 使 得 该 函数 值 为 1 
的 值 的 组 合 相 对 应 。 表 示 布 尔 函 数 的 极 小 项 的 和 称 为 此 函数 的 积 之 和 展开 式 或 析 取 范式 。( 命 
题 逻辑 的 析 取 范式 见 1. 3 节 练 习 46。) 
求 函 数 F(z，y，z) = 二 (x 十 y)z 的 积 之 和 展开 式 。 ey 
解 ” 下面 用 两 种 方法 求 F(z，y，z) 的 积 之 和 展开 式 。 第 一 种 方法 是 用 布尔 恒等式 将 这 个 
积 展开 然后 化 简 。 过 程 如 下 : 
F(xyysz) = (x yz 
一 XZ 二 yz 分 配 律 
= Xlz 二 lyz 同一 律 
二 x(y 十 y)z 十 (x 十 5)yz 单位 元 性 质 
二 XZyZ 十 yzZ 十 ZXyZ 十 Ty 分 配 律 
Ss i eg i 3 震 等 律 
构造 积 之 和 展开 式 的 第 二 种 方法 是 ， 对 x、y 和 xz 所 有 可 能 的 取 值 都 计算 出 下 的 值 ， 这 些 
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值 见 表 2。 下 的 积 之 和 展开 式 是 三 个 极 小 项 的 布尔 和 ， 这 三 个 极 小 项 对 应 于 表 2 的 三 行 ， 它 们 
使 该 函数 的 值 为 1。 从 而 F(zx，y，z) 二 xXyz 十 
XVIZTAY Ze。 本 





也 可 以 通过 取 布 尔 和 的 布尔 积 来 求 一 个 布尔 2 he 
表达 式 ， 使 其 表示 一 个 布尔 函数 ， 所 得 到 的 展开 ;| ; | ，| 】 | . 
式 称 为 这 个 函数 的 合 取 范式 或 和 之 积 展开 式 ， 这 1 0 1 1 0 0 
个 展开 式 可 以 通过 求 积 之 和 展开 式 的 对 偶而 得 1 | 0 | | 1|1 
到 。 本 节 练 习 10 描述 了 怎样 直接 求 这 样 的 展 | |。 |: 
开工 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 

















12.2.2 函数 完备 性 
每 个 布尔 函数 都 可 以 表示 为 极 小 项 的 布尔 和 。 每 个 极 小 项 都 是 布尔 变 元 或 其 补 的 布尔 积 。 
这 说 明 每 个 布尔 函数 都 可 以 用 布尔 运算 。、 十 和 -来 表示 。 因 为 每 个 布尔 函数 都 可 以 由 这 些 布 尔 
运算 表示 ， 所 以 我 们 称 集合 {，， 十 ，} 是 函数 完备 的 。 还 有 没有 更 小 的 函数 完备 运算 符 集 合 呢 ? 
如 果 这 三 个 运算 中 的 某 一 个 能 够 由 其 余 两 个 表示 ， 则 就 还 有 更 小 的 函数 完备 运算 符 集 合 。 用 
德 。 摩根 律 可 以 做 到 这 一 点 。 使 用 等 式 
入 十 池 一 过 和 
可 以 消去 所 有 的 布尔 和 ， 此 等 式 可 如 下 得 到 : 先 对 12. 1 节 中 的 表 5 的 第 二 个 德 。 摩根 律 的 两 
边 求 补 ， 再 应 用 双重 补 律 。 这 意味 着 {。,， } 是 函数 完备 的 。 类 似 地 ， 使 用 等 式 
Zy 一 工 十 y 
可 以 消去 所 有 的 布尔 积 ， 此 等 式 可 如 下 得 到 : 先 对 12.1 节 中 的 表 5 的 第 一 个 德 。 摩根 律 的 两 
边 求 补 ， 再 应 用 双重 补 律 。 因 此 ，{ 十 ，} 是 函数 完备 的 。 注 意 ，{ 十 ，。}) 不 是 函数 完备 的 ， 因 
为 用 这 两 个 运算 符 不 可 能 表示 布尔 函数 FCz) 一 元 ( 见 练习 19) 。 
我 们 已 经 找到 了 一 些 含有 两 个 运算 符 的 函数 完备 集合 ， 还 能 不 能 找到 更 小 的 集合 ( 即 只 含 一 
个 运算 的 集合 ) ， 它 仍然 是 函数 完备 运算 符 集 合 呢 ? 这 样 的 集合 是 存在 的 。 定 义 运算 符 “|” 或 
“NAND ”如 下 : 1|11=0 且 1|10=0|1=0|0=1。 定 义 运 算 符 “+ ”或 “NOR” 如 下 : 1y1=1y 
0=0y1=0 且 0y0=1。 集 合 {(|) 和 { +y } 都 是 函数 完备 的 。 因 为 {。，，} 是 函数 完备 的 ， 所 以 要 说 
明 { | ) 是 函数 完备 的 ， 只 要 证 明 两 个 运算 符 ， 和 ”都 可 以 只 用 运算 符 | 表 示 ， 这 可 由 下 面 两 式 
完成 





T=x|z 
zy = (xz|y)| (zl|y) 
读者 应 当 验 证 这 些 等 式 ( 见 练习 14)。 证 明 { y ) 的 函数 完备 性 留 给 读者 ( 见 练习 15 和 16) 。 


练习 
1. 求 布尔 变 元 zx、y、z 或 其 补 的 布尔 积 ， 使 得 它 具有 值 为 1 当 且 仅 当 


a)z=y=0, z=1 b)zx=0, y=1, z=0 
z=0, y=z=1 dr= y= 0 

2. 求 下 列 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
3a) 下 ( 工 ，y) 一 区 十 y b)F(xz, y)=z7 
c)F(z，y) 王 1 d)F(r, y)=y 

3. 求 下 列 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
a P(r ys 2 三 和 十 y 十 之 b)F(zx, y,:z)= (zz)y 
OF(zr, y, z)=z dF(Ls yy I= 

4. 求 布尔 函数 F(z，y，z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(x，y，z) 等 于 1 当 且 仅 当 
a)z=0 b)zy 王 0 c)Z 十 y 一 0 d)xyz=0 


5. 求 布 尔 函 数 F(w，xz，y，z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(w，x，y，z) 等 于 1 当 有 生 仅 当 w、x、y 和 xz 中 有 奇 
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数 个 变 元 的 值 为 1。 

6. 求 布尔 函数 FCz ，z ，z，zt，xz5) 的 积 之 和 展开 式 ，F(Cz ，z，z，z，z) 等 于 1 当 且 仅 当 zi、 
zz 、zs、zZ 和 zs 中 至 少 有 三 个 变 元 的 值 为 1。 

求 表示 布尔 函数 的 布尔 表达 式 的 另 一 种 方法 是 : 构造 字面 值 之 布尔 和 的 布尔 积 。 练 习 7 一 11 涉及 这 种 

7. 求 布尔 和 ， 它 包含 zx 或 去 、y 或 Y、>z 或 =， 使 得 它 具 有 值 0 当 且 仅 当 
a) 工 二 y 王 1， z=0 Ds=3=2=0 OE=%=0, y=S1 

8. 求 字面 值 之 布尔 和 的 布尔 积 ， 使 得 它 的 值 为 0. 当 和 且 仅 当 x==y=1 且 x 二 0, 或 者 x 二 z= 二 0 且 y= 二 1, 或 
者 x 二 y= 二 xz 二 0。[ 提 示 : 取 练 习 7 4a、b、c 中 求 得 的 布尔 和 的 布尔 积 。] 

9. 设 布 尔 和 为 yi 十 yz 十 … 十 y,， 其 中 y; 二 zx; 或 y; 二 取 ,。 证 明 此 布尔 和 对 且 只 对 变 元 值 的 一 个 组 合 取 0 
值 ， 这 个 组 合 为 ， 若 y; 二 x;， 则 zx; 二 0; 若 y; 二 T;， 则 zi 二 1。 这 样 的 布尔 和 叫 作 极 大 项 。 

10. 证 明 ; 布尔 函数 可 以 表示 为 极 大 项 的 布尔 积 。 此 表示 称 为 该 函数 的 和 之 积 展开 式 或 合 取 范式 。[ 提 
示 : 对 于 使 得 函数 值 为 0 的 每 个 变 元 值 组 合 ， 此 积 都 含有 一 个 对 应 的 极 大 项 。] 

11. 求 练习 3 中 每 个 函数 的 和 之 积 展开 式 。 

12. 用 运算 符 。 和 -表示 下 列 布尔 函数 。 


a)z 十 y 十 > b) 工 十 (元 十 z) c) 工 十 d) 元 (Z 十 7 十 过 ) 
13. 用 运算 十 和 -表示 练习 12 中 的 布尔 函数 。 
14. 证 明 : 

a) 元 一 工 | 工 b)zy 一 (zly)|(z|y) ez 十 y 一 (zz)|(Cy|y) 
15. 证 明 : 

a) 元 一 工业 并 bzry= (zy zy (yyy) zty=(ry yy (ryy) 


16. 利用 练习 15 证 明 { y } 是 函数 完备 集 。 
17. 用 运算 | 表示 练习 3 中 的 布尔 函数 。 

18. 用 运算 + 表示 练习 3 中 的 布尔 函数 。 

19. 证 明 运算 符 集 {( 十 ，， } 不 是 函数 完备 的 。 
20. 下 列 运算 符 集 是 否 为 函数 完备 的 呢 ? 


a)( 十 ， 申 )} b){™ ， ©®)} 0{*, ®) 
12.3 逻辑 门 电路 
人 12:331 引 官 


布尔 代数 用 于 为 电子 装置 的 电路 建立 模型 ， 这 种 装置 的 输入 和 输出 都 可 以 认为 是 集合 
{0，1} 中 的 元 素 。 计 算 机 或 其 他 的 电子 装置 就 是 由 许多 电路 构成 的 。 电 路 可 以 根据 布尔 代数 的 
规则 来 设计 ， 这 些 规 则 已 经 在 12. 1 节 和 12. 2 节 中 讨论 过 。 电 路 的 基本 元 件 是 1. 2 节 中 介绍 过 
的 所 谓 的 门 ， 每 种 类 型 的 门 实现 一 种 布尔 运算 。 本 节 将 定义 几 种 类 型 的 门 。 应 用 布尔 代数 的 结 
果 ， 使 用 这 些 门 就 可 以 设计 电路 来 执行 各 种 任务 。 在 本 章 所 讨论 的 电路 中 ， 输 出 都 只 与 输入 有 
关 ， 而 与 电路 的 当前 状态 无 关 。 换 句 话 说， 这 些 电路 都 没有 存储 能 力 ， 这 样 的 电路 叫 作 组 合 电 
路 或 门 电路 。 

我 们 将 使 用 三 种 元 件 来 构造 组 合 电路 ， 第 一 种 是 反 相 器 ， 它 以 布尔 值 作 为 输入 ， 并 产生 此 
布尔 值 的 补 作为 输出 。 用 来 表示 反 相 器 的 符号 如 图 1a 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开 
元 件 的 输出 画 在 右边 。 

第 二 种 元 件 是 或 门 (OR gate)， 其 输入 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 
和 。 用 来 表示 或 门 的 符号 如 图 1b 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 右边 。 

第 三 种 元 件 是 与 门 (AND gate) ， 其 输入 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 
积 。 用 来 表示 与 门 的 符号 如 图 lc 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 右边 。 

与 门 和 或 门 允 许 有 多 个 输入 ， 进 入 元 件 的 输入 都 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 都 画 在 右边 。 
具有 ?个 输入 的 与 门 和 或 门 如 图 2 所 示 。 


Hinks》 





a) 反 相 器 b) 或 门 ey 与 门 
图 1 门 的 基本 类 型 


XI Xl 

KIXI An 5 : | 十 十 十 态 
3 3 

总 RE 


图 2 具有 nn 个 输入 的 门 


12. 3.2 门 的 组 合 

使 用 反 相 器 、 或 门 和 与 门 的 组 合 可 以 构造 组 合 电路 。 在 构造 电路 的 组 合 时 ， 某 些 门 可 能 有 
公共 的 输入 。 有 两 种 方法 可 以 描述 公共 输入 ， 一 种 方法 是 用 分 支 标 出 使 用 给 定 输入 的 所 有 门 ; 
另 一 种 方法 是 对 每 个 门 分 别 标 出 其 输入 。 图 3 说 明了 这 两 种 方法 ， 其 中 的 门 有 相同 的 输入 值 。 
注意 ， 一 个 门 的 输出 可 能 作为 另 一 个 元 件 或 更 多 元 件 的 输入 ， 如 图 3 所 示 。 图 3 中 的 两 个 图 描 
述 了 输出 为 zy 十 zy 的 电路 。 


Xy+Xy 


Xy+Xy 





图 3 画 相 同 电路 的 两 种 方法 
构造 产生 下 列 输出 的 电路 : a) (zx 十 WE; b)z0y 十 引 ); c) (x 十 y 十 z) 工 了 Z。 
解 ” 产生 这 些 输出 的 电路 如 图 4 所 示 。 4 


12. 3. 3 电路 的 例子 
下 面 给 出 一 些 具有 实际 功能 的 电路 。 
Sem》 。 @ 国 某 个 组 织 的 一 切 事务 都 由 一 个 三 人 委员 会 决定 。 每 个 委员 对 提出 的 建议 可 以 投 赞成 
票 或 反对 票 。 一 个 建议 如 果 得 到 了 至 少 两 张 赞 成 票 就 获 通过 。 设计 一 个 电路 ,判断 建议 是 否 获 
得 通过 。 
解 ” 如 果 第 一 个 委员 投 赞成 票 ， 则 令 x 二 1; 如 果 这 个 委员 投 反对 票 ， 则 令 x 二 0。 如 果 第 
二 个 委员 投 赞成 票 ， 则 令 > 一 1; 如 果 这 个 委员 投 反对 票 ， 则 令 > 一 0。 如 果 第 三 个 委员 投 赞成 
票 ， 则 令 一 1; 如 果 这 个 委员 投 反对 票 ， 则 令 * 一 0。 必 须 设计 一 个 电路 使 得 对 于 输入 z、y 和 
=， 如 果 其 中 至 少 有 两 个 为 1， 则 此 电路 产生 输出 1。 具 有 这 样 的 输出 值 的 一 个 布尔 函数 表示 是 
Zy 十 zz 十 yz( 见 12. 1 节 练 习 12) 。 实 现 这 个 函数 的 电路 如 图 5 所 示 。 4 
@ 国 有 时 候 灯 需要 由 多 个 开关 来 控制 ， 因 此 有 必要 设计 这 样 的 电路 ， 当 灯 不 亮 时 ， 斋 击 
任何 一 个 开关 都 可 以 使 此 灯 变 亮 ， 反之 ， 当 灯 是 打开 时 ， 项 击 任何 一 个 开关 都 可 以 使 灯 不 亮 。 
在 有 两 个 开关 和 三 个 开关 的 两 种 情形 下 ， 设 计 电 路 来 完成 这 个 任务 。 
解 首先 设计 使 用 两 个 开关 的 电路 来 控制 灯 。 当 第 一 个 开关 关闭 时 ， 令 z==1; 当 它 打开 时 ， 
令 z 一 0。 当 第 二 个 开关 关闭 时 ， 令 ?一 1; 当 它 打 开 时 ， 令 ?一 0。 当 灯亮 时 ， 令 F(x， =1; 当 
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Xx(y+ 2z) 
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图 4 产生 例 1 中 输出 的 电路 


灯 不 亮 时 ,， 令 F(x，y) 二 0。 我 们 可 以 随意 地 假定 : 当 两 个 开关 都 是 关闭 的 时 候 ， 灯 是 亮 的 ， 即 
F(1，1) 王 1。 这 个 假定 决定 了 下 的 所 有 其 他 值 : 当 两 个 开关 中 有 一 个 是 打开 的 时 候 ， 灯 变 灭 了 ， 
故 FL1，0) 王 F(0，1) 王 0;， 当 第 二 个 开关 也 被 打开 的 时 候 ， 灯 又 变 亮 了 ,， 故 F(0, 0)= 二 1。 表 1 
列 出 了 这 些 值 。 我 们 可 以 看 到 F(zx，y) 二 xy 十 区 yy。 实现 这 个 函数 的 电路 如 图 6 所 示 。 





XYy+ XZ+ yz 








Xy+Xy 


图 6 由 两 个 开关 控制 灯 的 电路 





现在 设计 有 三 个 开关 的 电路 。 设 z、y 和 > 是 三 个 布尔 变 元 ， 它 们 分 别 表示 这 三 个 开关 是 
否 是 关闭 的 。 当 第 一 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 x==1; 当 它 处 于 打开 时 , 令 x 二 0。 当 第 二 个 开关 
处 于 关闭 时 ， 令 y= 二 1; 当 它 处 于 打开 时 ， 令 y 二 0。 当 第 三 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 z= 二 1; 当 它 处 
于 打开 时 ， 令 z==0。 灯 亮 时 ; 令 R(x; 3 加 二 13 
灯 不 亮 时 , 令 Fx，y，z) 一 0。 当 所 有 开关 都 关 
闭 时 ,我 们 可 以 随意 地 指定 灯 是 亮 的 ， 即 F(1， 
1，1) 二 1， 这 确定 了 下 的 所 有 其 他 值 。 当 一 个 开 
关 被 打开 时 ， 灯 就 变 灭 ， 故 F(1, 1, 0)==F(l， 
0，1)=F(C0，1，1) 王 0。 当 第 二 个 开关 被 打开 时 ， 
果 又 变 亮 了 ， 殴 F(1, 0 0 二 =F(0; 1,，0)=R(C0; 
0，1) 王 1。 最 后 ， 当 三 个 开关 都 打开 时 ， 灯 又 变 
灭 了 , 故 F(0，0，0)=0。 这 个 函数 的 值 如 
表 2 所 示 。 

函数 下 可 以 表示 成 积 之 和 展开 式 : FCz，y，z) 一 Zyz 十 ZE 十 元 y 5 十 元 yz 。 实 现 这 个 函数 
的 电路 如 图 7 所 示 。 4 
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图 7 由 3 个 开关 混合 控制 灯 的 电路 


12. 3.4 加 法 器 
下 面 说 明 如 何 用 逻辑 电路 从 两 个 正 整数 的 二 进 制 表示 来 实现 加 法 。 我 们 先 构 造 一 些 分 支 电 
路 ， 然 后 再 从 这 些 分 支 电路 来 构造 加 法 电路 。 首 先 构 造 电路 来 计算 zx 十 y， 其 中 工 和 >y 是 两 个 二 


进 制 数字 。 因为 x 和 y 的 值 为 0 或 1， 所 以 此 电路 表 3 半 加 法 器 的 输入 和 输出 
的 输入 就 是 z 和 y。 输 出 由 两 个 二 进 制 数字 s 和 c TREE 3 





构成 ， 其 中 和。 分 别 是 和 与 进位 。 因 为 这 种 电 
路 具有 多 个 输出 ， 所 以 称 为 多 重 输出 电路 。 又 由 
于 此 电路 只 是 将 两 个 二 进 制 数字 相 加 ， 而 没有 考 
虑 以 前 加 法 所 产生 的 进位 ， 所 以 被 称 为 半 加 法 
器 。 表 3 说 明了 半 加 法 器 的 输入 和 和 输出。 由 此 表 
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可 以 看 出 c=zy 且 ;二 xy 十 Xy 二 (zx 十 y) (zy)。 因 此 图 8 所 示 的 电路 计算 了 z 与 y 的 和 ;s 与 进 


人 





和 =(x+)OD) 


图 8 半 加 法 器 
当 两 个 二 进 制 数字 与 一 个 进位 相 加 时 ， 我 们 用 全 加 法 器 来 计算 和 与 进位 。 全 加 法 器 的 输入 


是 和 yy 以 及 进位 c;， 输 出 是 和 ;与 新 的 


表 4 全 加 法 器 的 输入 和 输出 
进位 c+。 全 加 法 器 的 输入 和 输出 如 表 4 











六 输入 输出 
所 示 。 

全 加 法 器 的 两 个 输出 ， 即 和 ;与 进位 2 2 2 
cn， 可 分 别 由 积 之 和 展开 式 zxyec; 十 . 3 . ， 
wy wye feycit ei 二 1 1 0 0 1 
zyc; 表示 。 但 我 们 并 不 直接 构造 全 加 法 1 0 1 0 1 
器 ， 而 是 使 用 半 加 法 器 来 产生 所 需 的 输 0 0 1 0 
出 。 使 用 半 加 法 器 构造 全 加 法 器 的 方法 如 1 1 0 | 人 
图 9 所 示 。 0 1 0 时 0 

最 后 ， 图 10 说 明了 怎样 用 全 加 法 器 和 1 8 
半 加 法 器 来 计算 两 个 3 位 二 进 制 整数 
《和 2 








意 ， 和 中 的 最 高 位 % 是 由 进位 c 产生 的 。 


S$S=Xyci+Xyci + xyEi + Wc; 、 






Citl = XYCi + XyE; + 


EE | > 


图 9 全 加 法 器 图 10 ”用 全 加 法 器 和 半 加 法 器 将 
两 个 3 位 二 进 制 整数 相 加 





练习 
在 练习 1 一 5 中 ， 求 所 给 电路 的 输出 。 


he 2. 3 
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10. 


11. 


12. 
. 构造 一 个 电路 来 比较 2 位 二 进 制 整数 (zizxo)。 和 (yyo)*， 使 得 当 第 一 个 整数 大 于 第 二 个 时 ， 输 出 1， 


x* 13 


x* 14 
与 
使 


15; 


x*16 


.用 反 相 器 、 与 门 和 或 门 构造 产生 下 列 输出 的 电路 : 





a) 元 十 y bz yz 
GD)ZyZ 十 元 刀 素 DTTzI Cy 





. 试 设计 一 个 电路 来 实现 5 个 人 的 多 数 表 决 器 。 
. 试 设计 一 个 由 4 个 开关 混合 控制 灯 的 电路 ,使 得 当 灯亮 时 ， 按 任意 一 个 开关 都 可 使 它 不 亮 ， 或 者 当 电 


灯 不 亮 时 ， 按 任意 一 个 开关 都 可 使 它 变 亮 。 

说 明 如 何 使 用 全 加 法 器 和 半 加 法 器 来 计算 两 个 5 位 二 进 制 整数 的 和 。 

半 减 法 器 的 输入 是 两 个 二 进 制 数字 ， 输 出 是 差 位 和 借 位 。 试 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 半 减 法 
器 电路 。 

全 减法 器 的 输入 是 两 个 二 进 制 数 字 及 一 个 借 位 ， 输 出 是 差 位 和 借 位 。 试 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 
一 个 全 减法 器 电路 。 

使 用 练习 10 和 11 中 的 电路 计算 两 个 4 位 二 进 制 整数 的 差 ， 其 中 第 一 个 整数 大 于 第 二 个 整数 。 


否则 输出 0。 


. 构造 一 个 计算 2 位 二 进 制 整数 (zizo)s 与 (3iyo)s 之 积 的 电路 。 此 电路 应 该 有 4 个 输出 位 。 


非 (NAND) 门 和 或 非 (NOR) 门 也 是 电路 中 常用 的 两 种 门 ， 如 果 使 用 这 两 种 门 来 表示 电路 ， 就 没有 必要 
用 其 他 类 型 的 门 了 。 这 两 种 门 的 记号 如 下 : 


he xNANDy | x NORy 
yO» > es 


使 用 与 非 门 构造 具有 下 列 输出 的 电路 : 
a) 蔗 b)z 十 y Czy dz 中 ，y 


. 使 用 或 非 门 构 造 具 有 练习 15 中 的 输出 的 电路 。 


* 17. 试用 与 非 门 构造 半 加 法 器 。 
* 18. 试用 或 非 门 构造 半 加 法 器 。 


多 


路 转 接 器 是 一 种 开关 电路 ， 它 根据 控制 位 的 值 将 某 组 输入 位 输出 。 


19. 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 多 路 转 接 器 ， 它 的 4 位 输入 是 二 进 制 数字 ze 、zi 、zz 和 x3， 控制 位 


是 cc 和 cl。 构造 此 电路 使 得 zx; 为 输出 ， 其 中 i 是 2 位 整数 (cico)s 的 值 。 








组 合 电路 的 深度 可 定义 如 下 : 初始 输入 的 深度 为 0; 如 果 一 个 门 有 nn 个 输入 ， 且 其 深度 分 别 为 di ，d;，… 
d,， 则 它 的 输出 的 深度 为 max(di1，d;，…，d,) 十 1。 这 个 值 也 定义 为 该 门 的 深度 。 组 合 电 路 的 深度 为 该 
电路 中 门 的 最 大 深度 。 
20. 求 下 列 电路 的 深度 : 
a) 例 2 中 构造 的 3 人 多 数 表 决 器 。 
c) 图 8 所 示 的 半 加 法 器 。 


12.4 电路 的 极 小 化 
12.4.1 引言 
组 合 电 路 的 效率 依赖 于 门 的 个 数 及 排列 。 在 组 合 电 路 的 设计 过 程 中 ， 首 先 构 造 一 个 表 ， 对 
于 每 种 可 能 的 输入 值 ， 此 表 说 明 对 应 的 输出 值 。 对 于 任 一 个 电路 ， 总 可 以 用 “ 积 之 和 展开 式 ” 
找到 一 组 逻辑 门 来 实现 这 个 电路 。 但 是 ， 积 之 和 展开 式 可 能 包含 许多 不 必要 的 项 。 在 一 个 积 之 
和 展开 式 中 ,， 若 其 中 的 一 些 项 只 在 一 个 变 元 处 不 一 样 ， 即 在 某 个 项 中 此 变 元 本 身 出 现 ， 而 在 另 
一 个 项 中 此 变 元 的 补 出 现 ， 则 这 些 项 可 以 合并 。 例 如 ,考虑 这 样 的 电路 ， 它 输出 1 当 且 仅 当 
ZX 三 y 二 x 二 1, 或 x 二 zx 二 1 且 y 二 0。 此 电路 的 积 之 和 展开 式 为 xyz 十 x yz， 在 这 个 展开 式 的 两 个 
积 中 ， 只 有 一 个 变 元 以 不 同 的 形式 出 现 ， 即 y。 它 们 可 以 如 下 合并 : 
ZXyz 十 XYyz 一 (y 十 7)(zz) 
= (xz) 
E 


这 样 ，zz 也 是 一 个 表示 这 个 电路 的 布尔 表达 式 ， 但 包含 更 少 的 运算 符 。 图 1 说 明了 这 个 


b) 例 3 中 构造 的 2 个 开关 控制 的 灯 电 路 。 
d) 图 9 所 示 的 全 加 法 器 。 


电路 两 个 不 同 实现 ， 第 二 个 电路 只 使 用 一 个 
门 ， 但 第 一 个 却 使 用 了 三 个 门 和 一 个 反 相 器 。 

这 个 例子 说 明 ， 在 一 个 电路 的 积 之 和 展开 
式 中 ， 将 一些 项 合并 会 导出 这 个 电路 的 更 简单 


Xx 
> 





XYyZ + XHz 


的 表达 式 。 下 面 将 描述 化 简 积 之 和 展开 式 的 两 
个 过 程 。 

这 两 个 过 程 的 目的 都 是 产生 表示 布尔 函数 y 
满足 下 列 条 件 的 积 之 和 ， 它 在 该 布尔 函数 的 所 
有 积 之 和 表达 式 中 ， 包 含 最 少 的 布尔 积 而 且 包 “ 
含 最 少 的 字面 值 。 寻 求 这 种 积 之 和 称 为 布尔 函 。 
数 的 最 小 化 。 最 小 化 布尔 丽 数 可 以 为 这 个 丽 数 :了 | 一” 
构造 一 个 电路 ， 这 个 电路 在 最 小 化 布尔 表达 式 
的 所 有 电路 中 ， 用 最 少 的 门 并 在 电路 中 对 
AND 门 和 OR 门 有 最 少 的 输入 。 

直到 20 世纪 60 年 代 早 期 ， 逻 辑 门 都 是 单独 的 组 件 。 为 了 降低 成 本 ， 采 用 最 少 的 门 得 到 期 
望 的 结果 是 非常 重要 的 。 在 20 世纪 60 年 代 中 期 ， 集 成 电路 技术 的 发 展 使 得 将 多 个 门 组 合 到 一 
个 芯片 成 为 可 能 。 即 使 现在 可 以 用 非常 低 的 成 本 对 许多 芯片 构建 非常 复杂 的 集成 电路 ， 布 尔 函 
数 的 最 小 化 仍然 十 分 重要 。 

减少 芯片 上 门 数量 可 以 得 到 更 可 靠 的 电路 ， 并 降低 芯片 的 生产 成 本 。 同 时 ， 最 小 化 还 可 以 
在 同一 芯片 上 设计 更 合适 的 电路 。 而 且 ， 最 小 化 减少 了 电路 中 对 门 的 输入 的 个 数 。 这 就 减少 了 
用 电路 计算 输出 结果 所 用 的 时 间 。 此 外 ， 因 为 在 构建 逻辑 门 的 电路 时 采用 了 特殊 的 技术 ， 所 以 
使 得 门 的 输入 是 有 限 的 。 

在 第 一 个 过 程 中 ,我们 介绍 20 世纪 50 年 代 发 明 的 手动 最 小 化 电路 的 、 著 名 的 卡 诺 图 (或 
K 图 ) 。K 图 在 最 多 6 个 变量 的 最 小 化 电路 中 非常 有 用 ， 尽 管 对 于 五 六 个 变量 来 说 已 经 变 得 相 
当 复 杂 。 第 二 个 过 程 将 介绍 20 世纪 60 年 代 发 明 的 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 。 这 是 一 个 自动 的 最 





具有 相同 输出 的 两 个 电路 
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小 化 组 合 电路 的 过 程 ， 可 以 用 计算 机 程序 实现 。 

布尔 函数 最 小 化 的 复杂 度 ”遗憾 的 是 ， 最 小 化 有 许多 变量 的 布尔 函数 需要 深入 的 计算 ,已 
经 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 问题 ( 见 3. 3 节 和 [Ka93])， 因 此 ， 最 小 化 布尔 电路 的 多 项 式 时 间 算 
法 也 不 太 可 能 存在 。 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 具有 指数 复杂 度 。 实 际 上 ， 只 能 用 于 字面 值 数 量 不 
超过 10 的 情况 。 自 从 20 世纪 70 年 代 ， 在 最 小 化 组 合 电路 方面 开发 了 大 量 的 新 算法 ( 见 L[LHa93] 
和 [KaBe04]) 。 但 是 ， 最 好 的 算法 也 只 能 计算 不 超过 25 个 变量 的 电路 的 最 小 化 。 也 可 以 用 启发 
式 ( 或 者 经 验 式 ) 方 法 对 有 许多 变量 的 布尔 表达 式 进 行 简 化 ， 但 不 一 定 是 最 小 化 。 


12. 4. 2 卡 诺 图 

对 于 表示 电路 的 一 个 布尔 表达 式 ， 为 了 减少 其 中 项 的 个 数 ， 有 必要 去 发 现 可 以 合并 的 项 。 
如 果 布 尔 函 数 所 包含 的 变 元 相对 较 少 ， 可 以 用 一 种 图 形 法 来 发 现 能 被 合并 的 项 ， 此 方法 称 为 卡 
诺 图 (或 者 K 图 ), 它 是 由 Maurice Karnaugh 在 1953 年 发 现 的 。 他 的 方法 建立 在 更 早 的 
E. W. Veitch 工作 的 基础 上 (Veitch 的 方法 通常 只 适用 于 6 个 或 者 6 个 以 下 变 元 的 函数 ) 。 卡 诺 
图 给 出 了 一 种 化 简 积 之 和 展开 式 的 可 视 化 方法 ， 但 此 方法 不 适合 机 械 化 。 下 面 首 先 说 明 怎 么 用 
卡 诺 图 来 化 简 包 含 2 个 变 元 的 布尔 函数 的 展开 式 ， 然 后 说 明 如 何 用 卡 诺 图 来 化 简 包 含 3 个 变 元 
和 4 个 变 元 的 布尔 函数 ， 最 后 ， 我 们 将 介绍 卡 诺 图 的 扩展 概念 ， 可 用 于 化 简 包 含 4 个 以 上 变 元 
的 布尔 函数 。 

在 具有 两 个 变 元 x 和 y 的 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 中 ， 有 4 种 可 能 的 
极 小 项 。 具 有 这 两 个 变 元 的 布尔 函数 的 卡 诺 图 由 4 个 方 格 组 成 ， 如 果 一 个 
极 小 项 在 此 展开 式 中 出 现 ， 则 表示 这 个 极 小 项 的 方 格 就 被 放置 1。 如 果 有 
些 方 格 所 表示 的 极 小 项 只 有 一 处 字面 值 不 同 ， 则 称 这 两 个 方 格 是 相 邻 的 。 
例如 ， 表 示 Zzy 的 方 格 与 表示 zy 的 方 格 和 表示 zy 的 方 格 都 相 邻 。4 个 方 
格 及 其 表示 的 项 如 图 2 所 示 。 





找 出 下 列 知 式 的 卡 诺 图 。)2 二 3 二 本 ys 加 97 二 各 十 四。 国人 这 元 
Ee 
解 ” 当 一 个 方 格 所 表示 的 极 小 项 在 积 之 和 展开 式 中 出 现时 ， 我 们 就 在 这 个 方 格 中 放置 一 个 


1。3 个 卡 诺 图 如 图 3 所 示 。 本 





a) b) C) 
图 3 例 1 中 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 





. 莫 里 斯 卡 诺 (Maurice Karnaugh，1924 一 )” 卡 诺 出 生 于 纽约 。 他 从 纽约 城市 学 
| 院 获 得 学 士 学 位 ， 从 耶鲁 大 学 获得 硕士 和 博士 学 位 。1952 年 至 1966 年 ， 卡 诺 一 直 在 
”贝尔 实验 室 从 事 技术 工作 ，1966 年 至 1970 年 ， 他 担任 AT&T 公司 联邦 系统 事业 部 
的 研发 主管 。1970 年 ， 卡 诺 加 入 IBM 并 成 为 一 名 研究 员 。 卡 诺 对 数字 技术 在 计算 和 
远程 通信 和 领域 的 应 用 做 出 了 重要 贡献 。 他 目前 的 研究 兴趣 包括 计算 机 中 基于 知识 的 
系统 和 启发 式 搜索 方法 。 





Courtesy of Maurice 
Karnaugh 








我 们 可 以 从 卡 诺 图 中 识别 出 能 够 合并 的 极 小 项 。 在 卡 诺 图 中 ,一 旦 有 两 个 方 格 是 相 邻 
的 ， 则 由 这 两 个 方 格 所 表示 的 极 小 项 就 可 合并 成 一 个 积 ， 且 此 积 只 涉及 其 中 的 一 个 变 元 。 例 
如 ，Zzy 和 元 7 是 由 两 个 相 邻 的 方 格 表 示 的 ， 它 们 可 以 合并 成 yY， 因 为 工 7 十 元 7 一 (Z 十 元 )y 一 7。 
而 且 ， 如 果 所 有 4 个 方 格 都 是 1， 则 4 个 极 小 项 可 以 合并 成 一 个 项 ， 即 布尔 表达 式 1， 它 不 涉 
及 任何 变 元 。 在 卡 诺 图 中 ， 如 果 有 些 极 小 项 能 够 合并 ， 则 在 卡 诺 图 中 ， 我 们 将 表示 这 些 极 小 
项 的 方 格 所 组 成 的 块 用 圆圈 圈 起 来 ， 然 后 找 出 对 应 的 积 之 和 。 其 目的 是 尽 可 能 找 出 最 大 的 
块 ， 并 以 最 少 的 块 覆盖 所 有 的 1， 在 此 过 程 中 ， 首 先 使 用 最 大 的 块 ， 并 总 是 使 用 最 大 的 可 
能 块 。 

化 简 例 1 中 的 积 之 和 展开 式 。 

解 用 这 些 展开 式 的 卡 诺 图 对 极 小 项 进行 分 组 的 方式 如 图 4 所 示 。 这 些 积 之 和 式 的 最 小 展 
开 式 是 a)y; b)zy 十 元 yj; ec) 元 十 y。 本 


》 y 


oe al 


b) 
图 4 例 2 中 的 积 之 和 展开 式 的 化 简 
3 个 变 元 的 卡 诺 图 被 分 成 8 个 方 格 的 矩形 ， 这 些 方 格 代 表 由 3 个 变 元 组 成 的 8 个 可 能 的 极 
小 项 。 两 个 方 格 称 为 是 相 邻 的 ， 如 果 它 们 表示 的 极 小 项 只 在 一 处 字面 值 不 一 样 。 一 种 画 3 个 变 
元 卡 诺 图 的 方法 如 图 5a 所 示 。 可 以 认为 这 个 卡 诺 图 是 贴 在 圆柱 体 的 表面 上 ， 如 图 5b 所 示 。 在 
这 个 圆柱 体 的 表面 上 ， 两 个 方 格 有 公共 边界 当 且 仅 当 它们 是 相 邻 的 。 


XYyz XVyzZ 





a) b) 
图 5 3 个 变 元 的 卡 诺 图 


为 了 化 简 3 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 ， 我 们 用 卡 诺 图 来 识别 由 可 以 合并 的 极 小 项 组 成 的 
块 。 两 个 相 邻 方 格 组 成 的 块 代 表 了 一 对 可 以 合并 成 两 个 字面 值 的 积 的 极 小 项 ，2X2 和 4X1 
方 格 组 成 的 块 代表 可 以 合并 成 一 个 字面 值 的 极 小 项 ， 全 部 8 个 方 格 组 成 的 块 表示 一 个 不 包含 
任何 字面 值 的 积 ， 即 代表 函数 1。1X2、2X1、2X2、4X1l1 和 4X2 块 及 其 代表 的 积 如 图 6 所 
不 。 

对 应 于 卡 诺 图 中 全 是 1 的 块 的 字面 值 之 积 称 为 极 小 化 函数 的 隐 含 。 如 果 这 个 全 1 的 块 没 有 
包含 在 一 个 更 大 的 由 1 组 成 的 表示 更 少 字面 值 的 积 的 块 中 ， 则 称 它 为 素 隐 含 。 

我 们 的 目的 是 在 图 中 标 出 最 大 可 能 块 ， 然 后 用 最 大 块 优 先 法 则 以 最 少 的 块 覆盖 图 中 所 有 的 
1。 最 大 可 能 的 块 总 是 会 被 选取 ， 但 如 果 卡 诺 图 中 只 有 一 个 块 覆 盖 一 个 1， 则 必须 选取 它 ， 这 








Xz = Tyz + Wz Z= Vi+H+ D+ 
b) C) 








X= Xz + Ty + X32 + Xz ] = Wz + xXyZ+ XZ + xyz + 
XKyz + WZ+ HZ + Xz 
d) e) 


6 3 个 变 元 的 卡 诺 图 中 的 块 


样 的 块 表 示 本 原 素 隐 含 。 通 过 使 用 素 隐 含 对 应 的 块 来 覆盖 图 中 所 有 的 1， 就 可 以 用 素 隐 含 之 和 
来 表达 积 之 和 。 注 意 ， 以 最 少 的 块 覆盖 所 有 的 1 可 能 有 不 止 一 种 方法 。 
例 3 说 明了 如 何 使 用 三 变 元 卡 诺 图 。 
用 卡 诺 图 最 小 化 下 列 积 之 和 展开 式 ，: 
0 
(bzyz+ryZ+iyz+ TIEyZ 





(c)zyz+ zyzi+zxyztryz+iyzi+ry+iyz 

(d)zxyz 十 X 术 世 十 元 Tz 十 元 可 

解 ” 这 些 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 如 图 7 所 示 。 块 的 分 组 表明 ， 这些 积 之 和 展开 式 的 最 小 表 
达 式 为 : a)zxz 十 yz 十 Tyz; b)y 十 Zz; c)z 十 7 十 zx; d)zz 十 元 y。 在 d) 中 ， 注 意 素 隐 含 zx 过 和 元 了 
是 本 原 素 隐 含 ， 但 素 隐 含 yz 则 不 是 本 原 的 ， 因 为 它 覆 盖 的 方 格 被 其 他 两 个 素 隐 含 覆 盖 了 。 4 


yz 5 区 yz 





7 三 变 元 卡 诺 图 的 使 用 
四 变 元 卡 诺 图 是 被 分 成 16 个 方 格 的 正方 形 ， 这 些 方 格 代表 由 4 个 变 元 组 成 的 16 个 可 能 的 





布尔 代数 735 





极 小 项 。 一 种 画 四 个 变 元 卡 诺 图 的 方法 如 图 8 所 示 。 
两 个 方 格 是 相 邻 的 当 且 仅 当 它们 表示 的 极 小 项 只 有 一 处 字面 值 不 一 样 。 因 此 ， 每 个 方 格 者 

与 另外 4 个 方 格 相 邻 。4 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 可 以 i 

认为 是 贴 在 圆 环 面 上 ， 因 此 相 邻 的 方 格 具有 公共 的 边界 ( 见 练 


习 28) 。4 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 化 简 也 是 通过 识别 一 些 块 2 
来 实现 的 ， 这 些 块 可 能 由 2、 4、8 或 16 个 方 格 组 成 , 它们 代 | | |] 
表 的 极 小 项 可 以 合并 。 每 个 表示 极 小 项 的 方 格 都 必须 产生 更 We 
少 个 字面 值 的 积 ,或 者 包含 在 展开 式 中 。 在 图 9 中 , 给 册 了 [| 一 
一 些 块 的 例子 ， 这 些 块 表示 3 个 字面 值 的 积 、2 个 字面 值 的 积 Ws 


或 1 个 字面 值 的 积 。 

就 像 2 个 或 3 个 变 元 卡 诺 图 一 样 ， 我 们 的 目的 也 是 在 图 
中 标 出 1 构成 的 对 应 于 素 隐 含 的 最 大 块 ， 然 后 用 最 大 抉 优先 
法 则 以 最 少 的 块 覆盖 所 有 的 1。 也 总 是 使 用 最 大 可 能 块 。 例 4 
说 明了 四 变 元 卡 诺 图 的 使 用 。 








WX = WXyz + WXyzZ 十 
WXYZ + WXyz 





XZ= WXyZ + Wxyz + 
WXYyZ + WXYz 
c) d) 


图 9 四 变 元 卡 诺 图 中 的 块 
CZ 用 卡 诺 图 化 简 下 列 积 之 和 展开 式 : 








a)wryz+ wryzi+wryzt+wrzyzi+wr y+wryztur ywYvryzi+wryz 

bwrzyz+wzyzt+wryzt+wryztur yryZHUTIZ 

Cwryz+wryZ+wryztwryzZ+wryzturyzi ry itir yi+ir yiyiryrt+y 
2 

解 ” 这 些 展开 式 的 卡 诺 图 如 图 10 所 示 。 用 所 示 的 块 可 导出 如 下 的 积 之 和 : a)wyz 十 wzxz 十 
wTy 二 可 Ty 十 Wr yz; b)yz 十 WwZXy 十 区 芝 ; C)z 十 Wr 十 wzXy。 读 者 应 该 确定 ， 在 每 部 分 中 是 否 
可 能 选择 其 他 的 块 ， 它 们 导致 表示 这 些 布尔 函数 的 不 同 积 之 和 。 4 





图 10 四 变 元 卡 诺 图 的 使 用 
卡 诺 图 可 以 实际 用 于 化 简 五 变 元 或 六 变 元 的 布尔 函数 ， 但 对 更 多 变 元 的 布尔 函数 就 很 少 使 
用 卡 诺 图 了 ， 因 为 它们 非常 复杂 。 然 而 ， 卡 诺 图 中 用 到 的 概念 在 更 新 的 算法 中 起 着 重要 的 作 
用 。 而 且 ， 掌 握 这 些 概念 有 助 于 理解 这 些 新 算法 及 实现 算法 的 计算 机 辅助 设计 (CAD) 程 序 。 在 
介绍 这 些 概念 时 ， 会 用 到 前 面 化 简 三 变 元 、 四 变 元 布尔 函数 的 内 容 。 





用 于 化 简 两 变 元 、 三 变 元 和 四 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 分 别 是 用 2X2、2X4 和 4X4 的 矩形 
构建 的 。 而 且 ， 在 顶 行 和 底 行 、 最 左 列 和 最 右 列 中 的 相应 方 格 是 相 邻 的 ， 因 为 它们 表示 的 极 小 
项 只 有 一 处 字面 值 不 同 。 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 构造 有 4 个 以 上 变 元 的 布尔 函数 卡 诺 图 。 我 们 
使 用 包含 25 34 行 和 2m3 列 的 矩形 (这 些 卡 诺 图 包含 2" 个 方 格 ， 因 为 [n/21 十 Ln/2」 = 二 n)。 其 中 行 
和 列 的 安排 需要 满足 如 下 条 件 : 如 果 两 个 极 小 项 只 有 一 处 字面 值 不 同 ， 则 表示 这 两 个 极 小 项 的 
方 格 是 相 邻 的 或 者 通过 特别 指定 相 邻 行 和 相 邻 列 之 后 被 认为 是 相 邻 的 。 因 此 (但 不 只 限于 此 原 
因 )， 用 格雷 码 ( 见 10. 5 节 ) 安 排 卡 诺 图 的 行 和 列 。 其 中 通过 指明 1 对 应 于 变量 的 出 现 和 0 对 应 
于 变量 的 补 的 出 现 ， 可 以 将 比特 串 和 积 关联 起 来 。 例 如 ， 在 一 个 10 变 元 卡 诺 图 中 ， 格 雷 码 
01110 标记 的 行 对 应 于 积 五 zzszi 五 。 

用 于 化 简 四 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 有 两 行 两 列 。 行 和 列 均 用 格雷 码 11、10、00、01 
来 安排 。 行 分 别 表 示 积 wz、 也 元 、 瑟 未 和 三 rz 。 列 分 别 对 应 积 yz、yzz、3zZ 和 yz。 使 用 格雷 码 并 
且 认 为 第 1 行 和 最 末 行 、 第 1 列 和 最 末 列 的 方 格 相 邻 ， 我 们 确保 只 在 一 个 变 元 上 不 同 的 极 小 项 
总 是 相 邻 的 。 4 

为 了 化 简 五 变 元 的 布尔 函数 ， 我 们 使 用 2 =8 列 和 2 三 4 行 的 卡 诺 图 。 使 用 格雷 码 
11、10、00、01 标记 4 行 ， 分 别 对 应 于 zix;、zxi 元、 五 五 和 zyx,。 使 用 格雷 码 111、110、 
100、101、001、000、010、01i 标记 个 列 ， 分 别 对 应 项 次 站 而 贡 轴 而 而、 而 南 去、 六 五 下、 
元 元 、 五 元 五 、 五 也 去 和 元 习 。 使 用 格雷 码 标记 行 和 列 确保 相 邻 方 格 表示 的 极 小 项 只 在 
一 个 变 元 上 不 同 。 然 而 ， 要 确保 所 有 只 在 一 企 变 元 上 不 同 的 极 小 项 表示 的 方 格 是 相 邻 的 ， 我 们 
认为 顶 行 和 底 行 的 方 格 是 相 邻 的 ， 第 1 列 和 第 8 列 、 第 1 列 和 第 4 列 、 第 2 列 和 第 7 列 、 第 3 
列 和 第 6 列 、 第 5 列 和 第 8 列 的 方 格 是 相 邻 的 (读者 可 自行 验证 ) 。 q 

为 了 用 卡 诺 图 化 简 n 变 元 的 布尔 函数 ， 首 先 应 画 出 合适 大 小 的 卡 诺 图 。 我 们 在 积 之 和 扩展 
式 中 的 极 小 项 对 应 的 所 有 方 格 中 放 入 1， 然 后 确定 函数 的 所 有 素 隐 含 。 要 做 到 这 一 点 ,我 们 寻 
找 由 2 个 聚 簇 方 格 ( 全 包含 1) 组 成 的 块 ， 其 中 1 二 三 n。 这 些 块 对 应 于 ”一 & 个 字面 值 的 积 。 
(练习 33 要 求 读 者 对 此 进行 验证 。) 而 且 ， 若 2 个 方 格 (全 包含 1) 的 块 没有 包含 在 一 个 2 后 个 方 
格 (全 含 1) 组 成 的 块 中 ， 则 这 2* 个 方 格 的 块 表 示 一 个 素 隐 含 ， 因 为 没有 一 个 删除 一 个 字面 值 后 
得 到 的 字面 值 积 还 能 用 全 是 1 的 方 格 组 成 的 块 表示 。 

在 化 简 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 有 一 个 表示 两 个 字面 值 之 积 的 8 个 方 格 全 是 1 的 
块 ， 若 它 没 有 包含 在 一 个 16 个 方 格 全 是 1 且 表 示 单 个 字面 值 的 块 中 ， 则 此 块 是 素 隐 含 的 。 4 





布 泵 代数 737 








一 旦 所 有 的 素 隐 含 确定 后 ,我 们 的 目标 是 找 出 具有 如 下 性 质 的 这 些 素 隐 含 的 最 小 可 能 子 
集 : 子 集中 的 素 隐 含 覆盖 了 卡 诺 图 中 所 有 包含 1 的 方 格 。 首 先 应 选择 本 原 素 隐 含 ， 因 为 每 个 本 
原 素 隐 含 由 一 个 块 表示 ， 这 个 块 覆盖 了 不 能 由 其 他 素 隐 含 覆盖 的 是 1 的 方 格 。 然 后 增加 其 他 素 
隐 含 以 确保 覆盖 图 中 所 有 为 1 的 方 格 。 当 变 元 的 数量 较 大 时 ， 这 最 后 一 步 会 极为 复杂 。 


12.4.3 无 须 在 意 的 条 件 

在 某 些 电路 中 ， 由 于 输入 值 的 一 些 组 合 从 未 出 现 过 ， 所 以 我 们 只 关心 电路 对 输入 值 的 其 
他 组 合 的 输出 ， 这 使 得 我 们 在 生产 具有 所 需 输 出 的 电路 时 有 很 大 自由 ， 因 为 对 于 所 有 不 出 现 
的 输入 值 的 组 合 ， 其 输出 值 可 以 任意 选择 。 这 种 组 合 的 函数 值 被 称 为 无 须 在 意 的 条 件 。 在 
卡 诺 图 中 ， 对 于 那些 其 函数 值 可 以 任意 选择 的 变 元 值 组 合 ， 用 4 对 其 做 记号 。 在 化 简 过 程 
中 ,我 们 可 以 将 这 些 输入 值 的 组 合 赋 值 1]， 以 便 在 卡 诺 图 中 得 到 最 大 的 块 。 例 8 说 明了 这 
一 点 。 

@ 国 用 二 进 制 数字 对 十 进 制 表达 式 进 行 编码 的 一 种 方法 是 :对 十 进 制 表达 式 中 的 每 一 位 ， 
在 编码 的 二 进 制 表 达 式 中 用 4 位 对 其 编码 。 例 如 ，873 的 编码 为 100001110011。 十 进 制 表达 式 
的 这 种 编码 方式 称 为 二 进 制 编码 的 十 进 制 展开 式 。 因 为 有 16 个 4 位 二 进 制 数 ， 但 只 有 10 个 十 
进 制 数字 ， 所 以 还 有 6 个 4 位 二 进 制 数 没有 用 于 对 数 进行 编码 。 假 设 现在 需要 构造 一 个 电路 ， 
如 果 十 进 制 数 大 于 或 等 于 5， 则 输出 1; 若 十 进 制 数 小 于 5， 则 输出 0。 怎么 仅 用 与 门 、 或 门 和 
反 相 器 来 构造 这 个 电路 ? 

解 以 Fl(w，zx，y，z) 表 示 此 电路 的 输出 ， 其 中 wzyz 是 一 个 十 进 制 数 的 二 进 制 扩展 式 。 
下 的 值 如 表 1 所 示 , 图 11a 是 下 的 卡 诺 图 ， 其 中 无 须 在 意 位 置 都 是 4。 我 们 可 以 将 d 包括 在 
块 中 或 者 将 它 剔除 ， 这 样 块 就 有 很 多 可 能 的 选择 。 例 如 ， 如 果 剔 除 所 有 的 人 方 格 ， 则 形成 如 
图 11b 所 示 的 块 ， 所 产生 的 表达 式 为 zw 二 7 十 元 zy 十 元 cx。 如 果 包 括 某 些 4 而 剔除 其 余 的 ， 则 
形成 的 块 如 图 1lc 所 示 ， 且 所 产生 的 表达 式 为 wT 十 可 ry 十 zyz。 最 后 ， 如 果 包 括 所 有 的 d 
块 ， 且 使 用 如 图 11d 所 示 的 块 ， 则 产生 最 简单 的 积 之 和 展开 式 ， 即 F(x，y，z) 二 ww 十 zy 十 
TEo 二 


表 1 
































12.4.4 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 

我 们 已 经 看 到 ， 可 以 用 卡 诺 图 将 布尔 函数 展开 为 形 如 积 之 和 的 极 小 表达 式 。 但 当 变 元 超过 
4 个 时 ， 卡 诺 图 就 变 得 难以 使 用 。 而 且 ， 卡 诺 图 的 使 用 还 要 依赖 于 用 目测 方法 将 项 分 成 组 。 鉴 
于 这 些 原 因 ， 需 要 可 以 机 械 化 的 过 程 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 就 是 这 样 一 
种 过 程 ， 它 可 以 用 于 含有 任意 多 个 变 元 的 布尔 函数 。 此 方法 是 由 W.V 奎 因 和 E.J 莫 可 拉 斯 基 
于 20 世纪 50 年 代 提 出 的 。 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 寻找 可 能 包含 在 积 
之 和 的 最 小 展开 式 中 的 候选 项 ， 第 二 部 分 才 确 定 哪 些 项 将 真正 使 用 。 下 面 用 例 9 来 说 明 这 个 过 
程 是 怎样 通过 将 隐 含 合并 到 含有 更 少 字面 值 的 隐 含 来 进行 的 。 
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©) 
图 11 表明 其 无 须 在 意 位 置 的 卡 诺 图 





d) 





下 面 说 明 怎么 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 寻找 等 价 于 zyz 十 Tyz 十 Tyz 十 工 Wz 十 区 yz 的 极 


小 展开 式 。 

我 们 用 比特 串 来 表示 此 展开 式 中 的 极 小 项 。 如 
果 工 出 现 ， 则 第 一 位 为 1; 如果 元 出 现 ， 则 第 一 位 为 
0。 如 果 y 出 现 ， 则 第 二 位 为 1; 如 果 y 出 现 ， 则 第 
二 位 为 0。 如 果 z 出现 ， 则 第 三 位 为 1; 如 果 z 出 现 ， 
则 第 三 位 为 0。 然 后 根据 对 应 比特 串 中 1 的 个 数 来 对 
这 些 项 进行 分 组 。 这 些 信息 如 表 2 所 示 。、 

可 以 合并 的 极 小 项 只 有 一 处 字面 值 不 同 。 所 以 ， 


表 2 

















对 于 两 个 可 以 合并 的 极 小 项 ， 在 表示 它们 的 比特 串 中 ，1 的 个 数 仅 相差 1。 当 两 个 极 小 项 合并 





Links > 





©@Stanford University News 


爱德华 . 莫 可 拉 斯 基 (Edward J. McCluskey，1929 一 ) ” 葛 可 拉 斯 基 生 于 1929 年 ， 
就读 于 鲍 登 学 院 和 麻 省 理工 学 院 ， 并 于 1956 年 获得 麻 省 理工 学 院 电 子 工程 学 博士 学 位 。 
| 1955 年 ， 莫 可 拉 斯 基 进 入 贝尔 电话 实验 室 ， 并 在 那里 工作 了 五 年 。1959 年 到 1966 年 ， 莫 
| 可 拉 斯 基 在 普林斯顿 大 学 担任 电子 工程 学 教授 ， 并 在 1961 年 到 1966 年 期 间 兼 任 在 普 林 斯 
| 顿 大 学 计算 中 心 主任 一 职 。1967 年 ， 他 在 斯 坦 福 大 学 担任 计算 机 科学 和 电子 工程 学 教授 ， 
并 于 1969 年 到 1978 年 期 间 ， 担 任 数字 系统 实验 室 的 主任 。 葛 可 拉 斯 基 的 研究 范围 很 广 
泛 ， 涉 及 计算 机 科学 的 许多 领域 ,包括 容错 计算 、 计 算 机 体系 结构 、 测 试 和 逻辑 设计 。 他 


Service 现在 是 斯 坦 福 大 学 可 靠 性 计算 中 心 的 主任 ， 同 时 也 是 美国 计算 机 协会 的 会 员 。 
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成 一 个 积 时 ， 这 个 积 只 含有 两 个 字面 值 。 两 个 字面 值 的 积 可 以 如 下 表示 : 以 短 划 线 来 表示 没有 
出 现 的 变 元 。 例 如 ， 比 特 串 101 和 001 所 表示 的 极 小 项 z yz 和 zyz 可 以 合并 成 yx ， 而 交 可 以 
用 比特 串 -01 表示 。 表 3 列 出 了 所 有 可 以 合并 的 成 对 极 小 项 以 及 它们 合并 后 所 产生 的 积 。 

下 一 步 ， 对 于 由 两 个 字面 值 构成 的 积 ， 如 果 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 ， 则 将 它们 合并 成 一 个 
字面 值 。 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 的 条 件 是 : 它们 所 包含 的 字面 值 是 两 个 相同 变 元 的 字面 值 ， 并 
且 只 有 其 中 一 个 变 元 的 字面 值 不 一 致 。 就 表示 这 些 积 的 串 来 说 ， 它 们 必定 在 相同 位 置 有 一 个 短 
划 线 ， 且 在 其 余 的 两 个 位 置 中 必定 有 一 个 位 置 的 内 容 不 相同 。 我 们 可 以 将 串 -11 和 -01 所 表示 
的 积 yz 和 yz 合并 成 >， 并 用 串 -1 表示 。 所 有 能 够 以 这 种 方式 合并 的 项 如 表 3 所 示 。 


家 \3 











在 表 3 中 ， 我 们 还 指出 了 哪些 项 可 以 用 来 形成 更 少 字 面值 的 积 ， 在 极 小 展开 式 中 不 需要 这 
些 项 。 下 一 步 是 找 出 积 的 一 个 极 小 集合 ， 使 之 可 以 用 来 表示 此 布尔 函数 。 我 们 从 那些 还 没有 被 
用 来 形成 更 少 字面 值 之 积 的 积 着 手 。 再 下 一 步 ， 我 们 构造 表 4， 通 过 合并 原来 项 所 形成 的 每 一 
个 候选 积 构 成 此 表 的 行 ， 原 来 的 项 构成 列 。 如 果 积 之 和 展开 式 中 原来 的 项 被 用 来 形成 这 个 候选 
积 ， 则 在 相应 的 位 置 打 上 X ， 此 时 称 此 候选 项 覆盖 了 原来 的 极 小 项 。 我 们 需要 至 少 一 个 积 , 它 
覆盖 原来 的 每 一 个 极 小 项 。 因 此 ， 一旦 此 表 的 某 一 列 只 有 一 个 X， 则 此 XxX 所 在 的 行 所 对 应 的 积 
必定 被 使 用 。 从 表 4 可 以 看 出 ，z 和 zy 都 是 必需 的 。 所 以 ， 最 后 的 答案 是 > 十 云 y。 4 

就 像 例 9 所 说 明 的 那样 ， 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 用 下 面 一 系列 步骤 来 化 简 一 个 积 之 和 展开 式 。 

1) 将 由 个 变 元 构成 的 每 一 个 极 小 项 表示 成 一 个 长 度 为 n 的 比特 串 ， 如 果 xz; 出 现 ， 则 比特 
串 的 第 i 个 位 置 为 1; 如 果 云 出 现 ， 则 比特 串 的 第 i 个 位 置 为 0。 

2) 根 据 串 中 1 的 个 数 将 串 分 组 。 

3) 确 定 所 有 这 样 n 一 1 个 变 元 的 积 ， 它 们 可 以 通过 取 展 开 式 中 极 小 项 的 布尔 和 得 到 。 将 能 够 
合并 的 极 小 项 表示 成 比特 串 ， 且 这 些 串 只 在 一 个 位 置 不 相同 。 将 这 些 ”一 1 个 变 元 的 积 用 如 下 
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J 威 拉 德 * 冯 ， 奥 曼 . 奎 因 (Willard Van Orman Quine，1908 一 2000) 奎 因 生 于 俄 
| 交 俄 州 阿 克 伦 郡 ， 早 年 就 读 于 奥 柏 林学 院 ， 之 后 考 入 哈佛 大 学 ， 并 于 1932 年 获得 哲 
”学 博士 学 位 。1933 年 ， 他 成 为 哈佛 大 学 的 初级 研究 员 ，3 年 后 他 在 该 学 院 任职 并 执 
教 终 身 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 在 美国 海军 服役 ,破译 来 自 德国 潜艇 的 密码 。 奎 
因 对 算法 有 着 浓厚 的 兴趣 ， 而 不 是 硬件 方面 。 他 发 明 的 “ 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 ”， 在 
| 当时 是 一 种 数理 逻辑 的 教学 设备 ， 而 不 仅仅 是 化 简 开 关 电 路 的 方法 。 奎 因 是 20 世纪 
Gert DOE 最 著名 的 哲学 家 之 一 。 他 对 知识 理论 、 数 理 逻 辑 、 集 合 论 以 及 语言 和 逻辑 哲学 都 做 
出 了 重要 的 贡献 。 他 1937 年 出 版 的 4 数理 逻辑 的 新 基础 》(New Foundations of 
Mathematical Logic) 和 1960 年 出 版 的 《词语 和 对 象 )(Word and Object) 都 有 着 深远 的 影响 。1978 年 他 从 哈 
佛 大 学 退休 后 ， 继 续 奔波 于 办 公 室 和 他 在 比 根山 住所 之 间 。 他 一 生 都 在 使 用 1927 年 生产 的 雷 明 顿 打字 
机 ， 也 正 是 用 该 打字 机 他 完成 了 博士 论文 。 他 甚至 对 此 打字 机 做 了 改造 : 增加 了 一 些 特 殊 符号 ， 去 掉 了 
第 二 句号 、 第 二 逗号 和 问号 。 当 他 被 问 到 是 否 漏 掉 了 问号 时 ， 他 回答 说 :“ 你 看 ， 我 只 做 确定 的 事 。”《 新 
黑客 词典 )(New Hacker’s Dictionary) 中 用 奎 因 的 姓名 命名 了 一 个 新 词 即 “ 奎 因 ”， 其 含义 是 能 复制 其 源 代 
码 作 为 完整 输出 的 一 个 程序 。 对 黑客 而 言 ， 用 特定 的 程序 语言 中 产生 最 短 的 奎 因 是 个 非常 流行 的 难题 。 
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的 串 表 示 : 如 果 z; 出 现在 此 积 中 ， 则 此 串 的 第 i 个 位 置 为 1; 如 果 z; 出 现 ， 则 此 位 置 为 0; 如 
果 此 积 中 没有 涉及 z; 的 字面 值 ， 则 此 位 置 为 短 划 线 。 
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4) 确 定 所 有 这 样 n 一 2 个 变 元 的 积 ， 它们 可 以 取 为 在 前 一 个 步骤 形成 的 n 一 1 个 变 元 的 积 的 
布尔 和 。 将 能 够 合并 的 n 一 1 个 变 元 的 积 ， 表 示 成 如 下 的 串 : 在 同一 位 置 有 一 个 短 划 线 ， 且 只 
在 一 个 位 置 不 相同 。 

5) 只 要 可 能 ， 继 续 将 布尔 积 合 并 成 更 少 变 元 的 积 。 

6) 找 到 所 有 这 样 的 布尔 积 : 它们 虽然 出 现 ， 但 还 没有 被 用 来 形成 少 一 个 字面 值 的 布尔 积 。 

7) 找 到 这 些 布尔 积 的 最 小 集合 ， 使 得 这 些 积 之 和 表示 此 布尔 函数 。 这 可 以 用 如 下 方法 来 完 
成 : 构造 一 个 表 ， 列 出 哪些 积 覆 盖 了 哪些 极 小 项 。 每 一 个 极 小 项 必定 被 至 少 一 个 积 覆盖 。 使 用 
此 表 的 第 一 步 是 找到 所 有 的 本 原 素 隐 含 。 每 个 本 原 素 隐 含 必须 被 包含 ， 因 为 它 是 覆盖 某 个 极 小 
项 的 唯一 素 隐 含 。 如 果 找 到 了 本 原 素 隐 含 ， 就 可 以 通过 除去 由 此 素 隐 含 覆盖 的 极 小 项 的 行 化 简 
此 表 。 第 二 步 ， 去 掉 所 有 满足 如 下 条 件 的 素 隐 含 ， 此 素 隐 含 覆盖 一 个 极 小 项 集合 ， 此 极 小 项 集 
合 被 另 一 个 素 隐 含 覆盖 (读者 应 该 证 明 ) 。 第 三 步 ， 从 表 中 去 掉 满 足 如 下 条 件 的 极 小 项 所 在 的 
行 ， 覆 盖 此 极 小 项 的 某 些 素 隐 含 也 覆盖 另 一 个 极 小 项 。 首 先 找 到 必须 被 包含 的 本 原 素 隐 含 ， 然 
后 去 掉 宛 余 的 素 隐 含 ， 最 后 找到 可 以 被 忽略 的 极 小 项 ， 和 迭代 此 过 程 直到 此 表 不 再 改变 为 止 。 这 
里 使 用 回溯 过 程 寻 找 最 优 解 ， 为 覆盖 所 有 的 字面 值 积 逐步 添加 素 隐 含 以 寻找 可 能 的 解 ， 在 每 一 
步 都 与 已 经 找到 的 最 优 解 进行 比较 。 

最 后 一 个 例子 说 明了 怎么 用 这 个 过 程 来 化 简 4 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 积 之 和 展开 式 wzxyz 十 wXyz 十 WwZXyZ 十 Wryz 十 WX yz 十 
WIYZTWI YZ。 

解 ”首先 将 极 小 项 表示 成 比特 串 ， 然 后 根据 比特 串 中 1 的 个 数 来 对 项 进行 分 组 ， 如 表 5 所 
示 。 表 6 给 出 了 所 有 由 这 些 积 的 布尔 和 得 到 的 布尔 积 。 
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( 续 ) 























没有 被 用 来 形成 更 少 变 元 之 积 的 只 有 ww、wyz、wzy 和 zyz。 表 7 表明 了 每 个 这 样 的 积 覆 


盖 的 极 小 项 。 为 覆盖 这 些 极 小 项 ， 必 须 包 括 we 和 zy 过 ， 因 为 它们 是 分 别 覆 盖 丈 cyz 和 wzxyz 的 
唯一 的 积 。 一 且 将 这 两 个 积 包括 进来 ， 我 们 就 可 以 看 到 ， 剩 下 的 两 个 积 中 只 有 一 个 是 必要 的 。 
因此 ， 芭 十 wyz 十 wy 或 者 未 z 十 记 y 系 十 元 yz 都 可 以 被 看 作 最 后 答案 。 


表 7 






































练习 


因 


Ea 


a) 画 出 二 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 zy 的 方 格 中 放置 1。 
b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 所 表示 的 极 小 项 是 什么 ? 


. 寻找 下 列 每 个 卡 诺 图 所 表示 的 积 之 和 展开 式 。 


NS DD 2 有- 少 
回回 


. 画 出 下 列 两 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 : 


3a) 工 了 b)Zy 十 元 y 天 下 元 十 元 丈 


. 用 卡 诺 图 找 出 下 列 关于 变 元 x 和 y 的 布尔 函数 的 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 。 


3a) 元 y 十 元 了 b)zy 十 工 了 g) 交 7 十 元 天 上 7 十 元 广 


. a) 画 出 三 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 zy z 的 方 格 里 放置 1 。 


b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 表示 的 极 小 项 是 什么 ? 


. 对 于 下 列 电路 图 ， 用 卡 诺 图 画 出 具有 相同 输出 的 更 简单 的 电路 图 。 


a)x XYyz + Xyz 





b》* 
y 





XYyZ + XYZ + XYZ + XYZ 


10. 


11.。 


12. 


13. 





Se 
~ 
| 


Xxyz[(x +z)+ (y+z)] 





六 全市 悦 填 (他 十 避 





. 画 出 下 列 三 变 元 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 : 


3) 工 了 丈 b)zyz 十 元 也 Cryz| ryz+Rayz2iiy 


. 构造 FCz，y，z) 一 zz 十 yz 十 zyz 的 卡 诺 图 。 使 用 此 卡 诺 图 找 出 (zx，y，z) 的 隐 含 、 素 隐 含 和 本 原 素 


隐 含 。 


. 构造 FCz，>y，z) 一 5 十 zyz 十 yz 的 卡 诺 图 。 使 用 此 卡 诺 图 找 出 FCz，?，z) 的 隐 含 、 素 隐 含 和 本 原 素 


隐 含 。 

画 一 个 3 立方 体 Q;， 用 布尔 变 元 x、y 和 x 组 成 的 极 小 项 标记 每 一 个 顶点 ,这 些 项 与 顶点 表示 的 比特 
串 关联 。 对 这 些 变 元 中 的 每 一 个 字面 值 ， 指 出 表示 这 个 字面 值 且 是 Qs 的 子 图 的 2 立方 体 Q: 。 

画 一 个 4 立方 体 Q;， 用 布尔 变 元 w、xz、y 和 x 组 成 的 极 小 项 标记 每 一 个 顶点 ， 这 些 项 与 顶点 表示 的 
比特 串 关 联 。 对 这 些 变 元 中 的 每 一 个 字面 值 ， 指 出 哪个 3 立方 体 Qs 表示 这 个 字面 值 且 是 Q, 的 子 图 。 
指出 哪个 2 立方 体 Q; 表示 积 wz、z 和 yz 且 是 Q 的 子 图 。 

用 卡 诺 图 找 出 下 列 关 于 变 元 x、y 和 > 的 函数 的 一 个 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具有 积 之 和 的 形式 。 

3a) 元 yz 十 元 7 b)zyz 十 Zy 素 十 元 yz 十 元 y 素 





ryz+rIry try ry dQ)zyztr yzt+ryztryz iyzZi+iyz 
a) 画 出 四 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 元 cy z 所 表示 的 方 格 里 填 和 人 1。 


.b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 表示 的 极 小 项 是 什么 ? 


14. 


15. 


19. 


* 20. 


< 21, 


22. 


用 卡 诺 图 找 出 下 列 关 于 变 元 w、z、y 和 > 的 函数 的 一 个 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 。 


a)wryz+ wr yz wr y+wry wr yz 





b)wzyz+wzr yztwiyzt ur yt ry z+ ry 





Cwryztwryzi wr ywr yztwryztur yt ry z+ ry 





d)wzryzt+ wryz+wr ywryzi wry TiroiryztwyWTyz 二 可 Ty Zz 十 而 二 3 
在 表示 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 找 出 对 应 于 下 列 积 的 方 格 。 
8)Z1Z23Z4 b) zi zs Z5 C) Xs 


d)z; e) x f) zs 


. 在 六 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 表示 Wis Dires Tiry Tes mrazvizs PM zi To Ts 分 别 需要 多 少 


方 格 ? 


. a) 六 变 元 函数 的 卡 诺 图 具有 多 少 个 方 格 ?、 


b) 在 六 变 元 函数 的 卡 诺 图 中 ， 对 于 任意 给 定 的 一 个 方 格 ， 有 多 少 个 方 格 与 之 相 邻 ? 


. 证 明 : 在 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 两 个 极 小 项 恰 在 一 个 字面 值 处 不 同 当 且 仅 当 表示 这 些 极 小 项 


的 方 格 相 邻 ， 或 者 顶 行 和 底 行 的 方 格 相 邻 ， 第 工 列 和 第 8 列 的 方 格 相 邻 ， 第 1 列 和 第 4 列 ， 第 2 列 和 
第 7 列 ， 第 3 列 和 第 6 列 ,第 5 列 和 第 8 列 的 方 格 相 邻 。 

在 六 变 元 布尔 函数 的 4X16 卡 诺 图 中 ,车 用 格雷 码 1111、1110、1010、1011、1001、1000、0000、 
0001、0011、0010、0110、0111、0101、0100、1100、1101 标记 列 ， 用 11、10、00、01 标记 行 ， 则 
哪些 行 和 列 应 当 相 邻 才 可 使 得 恰 在 一 个 字面 值 处 不 同 的 极 小 项 的 方 格 相 邻 ? 

用 卡 诺 图 找 出 下 列 函 数 的 极 小 展开 式 ， 使 得 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 ， 这 些 函 数 满足 其 输入 为 十 
进 制 数 字 的 二 进 制 编码 ， 其 输出 为 1 当 且 仅 当 对 应 于 输入 的 数 为 

a) 奇 数 b) 不 可 由 3 整除 c) 不 是 4、5 或 6 

假设 一 个 委员 会 中 有 5 个 成 员 ， 其 中 的 施 密斯 和 琼斯 的 投票 总 与 马 库 斯 的 投票 相反 。 试 用 这 个 投票 
关系 设计 一 个 电路 ， 实 现 此 委员 会 的 多 数 表决 器 。 

使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 例 3 中 的 积 之 和 展开 式 。 
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23. 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 12 中 的 积 之 和 展开 式 。 

24. 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 例 4 中 的 积 之 和 展开 式 。 

25. 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 14 中 的 积 之 和 展开 式 。 

26. 试 解释 怎么 用 卡 诺 图 方法 简化 3 个 变 元 的 和 之 积 展开 式 。[ 提 示 : 用 0 来 标记 展开 式 的 极 大 项 ， 然 后 
构造 极 大 项 的 块 。] 

27. 用 练习 26 的 方法 化 简 和 之 积 展开 式 (z 十 y 十 z)(z 十 y 十 ZE) (x 十 3 十 世 ) (Xz 十 3 十 z) (区 十 y 十 z)。 

28. 在 圆 环 面 上 画 出 4 个 变 元 的 16 个 极 极 小 项 的 卡 诺 图 。 

29. 用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 电路 ， 使 得 当 输入 的 十 进 制 数字 可 以 被 3 整除 时 输出 1， 否 则 输出 0。 
其 中 输入 的 十 进 制 数字 是 二 进 制 编码 的 十 进 制 展开 式 。 

对 于 练习 30 一 32， 在 所 给 的 卡 诺 图 中 ， 以 表示 无 须 在 意 的 条 件 。 试 找 出 它们 的 极 小 积 之 和 展开 式 。 


30. 风 - 史 克 亚 32， yx 天 到 这 








33. 证 明 : 个 字面 值 的 积 对 应 于 nn 立方 体 Q, 的 2”“ 维 子 立方 体 ， 其 中 立方 体 的 顶点 对 应 于 标识 顶点 的 
比特 串 表 示 的 极 小 项 ， 如 10. 2 节 例 8 的 描述 。 


关键 术语 和 结论 
术语 


布尔 变 元 (Boolean variable): 只 取 0 或 1 值 的 变 元 。 

ZX(Z 的 补 ，complement of z) : 一 个 表达 式 ， 当 工 取 值 0 时 ， 它 取 值 1; 当 zz 取 值 1 时 ， 它 取 值 0。 

X。y( 或 Ty)(X 与 y 的 布尔 积 或 合 取 ，Boolean product or conjunction of x and y) : 一 个 表达 式 ， 当 xz 和 yy 
都 取 值 1 时 ， 它 取 值 1; 否则 取 值 0。 

X 十 y( 工 与 y 的 布尔 和 或 析 取 ，Boolean sum or disjunction of x and y) : 一 个 表达 式 ， 当 z 或 y 取 值 1 时 ， 
或 者 当 z 和 yy 都 取 值 1 时 ， 它 取 值 1; 否则 取 值 0。 

布尔 表达 式 (Boolean expressions): 如 下 递归 得 到 的 表达 式 : 0，1，zxi，…，x 是 布尔 表达 式 ; 且 如 果 
E, 和 E, 是 布尔 表达 式 ， 则 El 、(E 十 E,) 和 (EE) 也 是 布尔 表达 式 。 

布尔 表达 式 的 对 偶 (dual of a Boolean expression) : 通过 交换 十 号 和 。 号 、0 和 1 得 到 的 表达 式 。 

下 元 布尔 函数 (Boolean function of degree n): 从 B" 到 B 的 函数 ,其 中 B= 二 {0，1)。 

布尔 代数 (Boolean algebra): 具有 两 个 二 元 运算 V 和 八 、 元 素 0 和 1、 一 元 补 运算 ”的 集合 ， 它 满足 同一 
律 、 补 律 、 结 合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 。 

布尔 变 元 x 的 字面 值 (literal of the Boolean variable z): 或 者 为 ， 或 者 为 工 。 

X11，X2，"…，xn 的 极 小 项 (minterm of zi ，z，…，z): 布尔 积 yi ys…y,， 其 中 每 个 y; 或 为 ;或 为 元 。 

积 之 和 展开 式 ( 或 析 取 范式 ，sum-of-products expansion or disjunctive normal form) : 形 如 极 小 项 之 析 取 的 
布尔 函数 的 表示 。 

函数 完备 的 (functionally complete) : 布尔 运算 的 一 个 集合 称 为 是 函数 完备 的 ， 如 果 每 个 布尔 函数 都 能 由 
这 些 布尔 运算 表示 。 

x|y( 或 x NAND y, xz|y orzNAND y): 一 个 表达 式 ， 当 工 和 y 都 取 值 1 时， 它 取 值 0; -否则 取 值 1 。 

XYyy( 或 NOR y，zyy，orzNOR y): 一 个 表达 式 ， 当 或 y 取 值 1 时 , 或 和 y 都 取 值 1 时 ， 它 取 
值 0; 否则 取 值 1。 

反 相 器 (inverter) : 一 种 装置 ， 它 以 布尔 变 元 的 值 作为 输入 ,产生 输入 的 补 。 

或 门 (OR gate) : 一 种 装置 ， 它 以 两 个 或 更 多 布尔 变 元 的 值 作为 输入 ， 输 出 它们 的 布尔 和 。 

与 门 (AND gate) :一 种 装置 ， 它 以 两 个 或 更 多 布尔 变 元 的 值 作 为 输入 ， 输 出 它们 的 布尔 积 。 

半 加 法 器 (half adder) : 一 种 电路 ， 它 将 两 个 二 进 制 数 字 相 加 ， 产 生 一 个 和 位 与 一 个 进位 。 

全 加 法 器 (full adder) : 一 种 电路 ， 它 将 两 个 二 进 制 数字 及 一 个 进位 相 加 ， 产 生 一 个 和 与 一 个 进位 。 

n 个 变 元 的 卡 诺 图 (K-map for n variables) : 被 分 成 2" 多 个 方 格 的 矩形 ， 每 个 方 格 表 示 这 些 变 元 的 一 个 极 
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小 项 。 

布尔 函数 的 最 小 化 (minimization of a Boolean function) : 把 布尔 函数 表示 为 积 之 和 ， 其 中 包含 的 积 最 少 ， 
而 且 这 些 积 包含 的 字面 值 也 最 少 ， 是 此 函数 的 所 有 积 之 和 表示 中 包含 字面 值 最 少 的 。 

布尔 函数 的 隐 含 (implicant of a Boolean function) : 满足 下 述 条 件 的 字面 值 积 : 如 果 字 面值 积 为 1， 那 么 布 
尔 函 数 的 值 为 1。 

布尔 函数 的 素 隐 含 (prime implicant of a Boolean function) : 布尔 函数 的 隐 含 字面 值 积 ， 而 且 删 除 一 个 字面 
值 之 后 得 到 字面 值 积 不 再 是 此 函数 的 隐 含 。 

布尔 函数 的 本 原 素 隐 含 (essential prime implicant of a Boolean function) : 布尔 函数 的 素 隐 含 ， 而 且 必 须 包 
括 在 这 个 函数 的 最 小 化 中 。 

无 须 在 意 的 条 件 (don’t care condition): 电路 的 一 组 输入 值 ， 电 路 中 不 可 能 也 不 会 出 现 这 样 的 输入 。 


结论 

布尔 代数 中 的 恒等式 ( 见 12. 1 节 的 表 5)。 

对 于 布尔 表达 式 表示 的 布尔 函数 间 的 任意 等 式 ， 如 将 等 式 的 两 边 取 对 偶 ， 则 等 式 依然 成 立 。 
每 个 布尔 函数 都 可 由 积 之 和 展开 式 表示 。 

集合 {十 ，} 和 {。， } 都 是 函数 完备 的 。 

集合 {y } 和 {| } 都 是 函数 完备 的 。 

使 用 卡 诺 图 来 极 小 化 布尔 表达 式 。 

使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 来 极 小 化 布尔 表达 式 。 


复习 题 
1. 给 出 nn 元 布尔 函数 的 定义 。 
2. 有 多 少 个 2 元 布尔 函数 ? 
3. 给 出 布尔 表达 式 集合 的 递归 定义 。 
4. a) 什 么 是 布尔 表达 式 的 对 偶 ? 
b) 什 么 是 对 偶 原理 ? 怎么 应 用 它 找到 关于 布尔 表达 式 的 新 的 恒等式 ? 
. 试 解释 怎么 构造 一 个 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
6. a)“ 由 运算 符 构 成 的 集合 是 函数 完备 的 ”是 什么 含义 ? 
b) 集 合 {( 十 ，。} 是 函数 完备 的 吗 ? 
c) 有 没有 单 运算 符 构 成 的 集合 是 函数 完备 的 ? 
7. 试 解释 怎么 用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 电路 ， 它 用 两 个 开关 控制 一 巷 灯 。 
8. 用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 半 加 法 器 。 
9. 是 否 有 这 样 一 种 逻辑 门 ， 用 它 可 以 构造 或 门 、 与 门 和 反 相 器 所 能 构造 的 所 有 电路 ? 
10. a) 解 释 怎 么 用 卡 诺 图 来 化 简 3 个 布尔 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 
b) 用 卡 诺 图 化 简 积 之 和 展开 式 zyz 十 + Ye 十 zyZ 二 TZyz 十 ZYZ。 
11. a) 解 释 怎 么 用 卡 诺 图 来 化 简 4 个 布尔 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 
b) 用 卡 诺 图 化 简 积 之 和 展开 式 
wryz+wryz+wryzt+wryzt+wryzt+wz yturyzt viryztwvryz 
12. 2a) 什么 是 无 须 在 意 的 条 件 ? 
b) 试 解释 怎么 用 无 须 在 意 的 条 件 由 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 这 样 一 个 电路 ， 当 十 进 制 数 字 大 于 等 于 6 
时 输出 1， 当 这 个 数字 小 于 6 时 输出 0。 
13. a) 试 解释 怎么 用 奎 因 - 莫 克拉 斯 基 方 法 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 
b) 用 这 个 方法 化 简 zyz 十 TyZ 十 Ty Zz 十 区 yz 十 YZ。 


un 





补充 练习 
1. 对 于 布尔 变 元 zx、> 和 x 的 哪些 值 使 下 式 成 立 ? 
3) 工 十 y 十 z 一 工 yz by 二 二 二 天 十 多 cC) 元 三 ZE 一 工 十 y 十 zx 


2. 设 zx 和 >y 属于 {0，1}。 如 果 存 在 {0，1}) 中 的 值 z 使 得 下 式 之 一 成 立 ， 能 否 得 到 z==y 的 结论 ? 
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a) rz= yz b)z 十 z 一 y 十 >x OrOBz=yDBz 
d)zyz 一 yy zx ezx|z=y|z 
布尔 函数 下 称 为 是 自 对 偶 的 当 且 仅 当下 (zi ，…，z) 一 下 (元 ，…， 元 )。 
3. 下 列 函 数 哪些 是 自 对 偶 的 ? 
3a) 下 ( 工 ，y) 一 并 DF(Cz, 办 一 元 y 十 元 天 
c)FCz，y) 王 并 十 y d)FCz，y) 王 Zy 十 元 y 


4. 
Ws 


在 nn 元 布尔 防 数 构成 的 集合 上 ,定义 关系 三 使 得 ， FG 当 且 仅 当 著 Flrx, zs， … 


试 给 出 一 个 三 变 元 自 对 偶 布尔 函数 的 例子 。 
有 多 少 个 对 元 布尔 函数 是 自 对 偶 的 ? 


(Gi Ty "ys Zu) 一 1。 


6. 


8. 
* 9: 


对 于 下 列 函 数 对 ,确定 是 否 有 F<G 或 G<F，。 
aF(r, y)=zx, G(x, y)=z+y b)FRxr, y)=zx+t+y, G(rz, y)=zxy 
Fr, y)=z, G(x, y)=Zz++y 


. 设 下 和 G 是 n 元 布尔 函数 ， 证明 : 


a)F<F 十 G bFG<F 
设 F、G 和 互 都 是 ”元 布尔 函数 。 证 明 : F 十 G<H 当 且 仅 当 F<H 且 G<H。 
证 明 : 二 关系 是 n 元 布尔 函数 集合 上 的 一 个 偏 序 关系 。 


， 充 :三 1 就 有 


* 10. 画 出 由 16 个 2 元 布尔 函数 (如 12. 1 节 表 3 所 示 ) 组 成 的 集合 在 偏 序 三 下 的 哈 斯 图 (Hasse diagram) 。 
* 11. 对 于 下 列 每 个 等 式 ， 或 者 证 明 其 为 恒等式 ， 或 者 找到 变 元 的 一 组 值 使 之 不 成 立 。 


a)z|(y|z) 一 (zly) |> 
bry (yyz)=(ry yy (ryz) 
Ory ly|z)=(ryy) | (ryz) 


定义 布尔 运算 符 @: 1O1=1，1@O0=0，0O1=0，0O0=1。 


12 
13 


- 证 明 zx@y 一 zy 十 元 7。 
. 证 明 x©y=(z 四 yy)。 
. 证 明 下 列 各 等 式 成 立 。 
ROS] b)xOz=0 OrOy=yOrx 
. 《XOy)z= 二 TO (yz) 是 否 总 成 立 ? 
. 确定 集合 {@ } 是 不 是 函数 完备 的 。 


. 在 16 个 两 变 元 x 和 y 的 布尔 函数 中 ， 有 多 少 个 能 够 用 下 列 运 算 符 、 变 元 zx 和 yy 以 及 值 0 和 1 来 表示 ? 
a){ } b)(。》 cD 人 
异 或 门 (XOR gate) 的 记号 如 下 ， 它 从 工 和 y 产生 输出 工 中 y。 


到 


18. 确定 下 列 电路 a 和 的 输出 。 


和. Ce 
人 


» 


19. 如 果 除 了 或 门 、 与 门 和 反 相 器 之 外 ， 还 可 以 使 用 异 或 门 ， 说 明 怎 么 用 比 12. 3 节 图 8 中 所 用 的 更 少 的 


门 来 构造 一 个 半 加 法 器 。 


20. 试 设计 一 个 电路 来 确定 ， 在 一 个 四 人 委员 会 中 ， 是 否 有 三 人 或 更 多 的 人 就 某 事 投了 赞成 票 ， 其 中 的 


每 个 人 用 一 个 开关 来 投票 。 
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给 定 布尔 变 元 z1，Zxz，…，Xs 的 一 组 输入 值 ， 阅 值 门 产生 输出 y， 其 中 y 为 0 或 1。 每 个 阅 值 门 都 有 一 
个 阅 值 全 以 及 一 组 权 wWw，tww;，…，tWw,， 其 中 栈 和 wi，ws。，…，Ww, 都 是 实数 。 阅 值 门 的 输出 y 是 1 当 
且 仅 当 wz 十 wzzz 十 … 十 wx, 宇 T。 具有 阅 值 醋 和 权 wi，w;，…，w 的 阅 值 门 如 下 图 所 示 。 阅 值 门 对 


于 神经 生理 学 和 人 工 智能 的 建 模 都 非常 有 用 。 


Xl 


a 


x, 


21. 阔 值 门 表示 了 一 个 布尔 函数 。 试 找 出 由 下 面 阔 值 门 表 示 的 布尔 函数 的 布尔 表达 式 。 


X1 


X3 


22. 能 够 由 阅 值 门 表示 的 布尔 函数 称 为 阅 值 函数 。 证 明 下 列 每 个 隐 数 都 是 贱 值 函 数 。 


(TI = 到 b)FCz，y) 一 并 十 9 人 CE Y= 
d)F(Gz，y) 一 工 | y e)FCz，y) 一 zyy 人 下 (zz，y，z) 一 工 十 yz 
多) 下 (让 ， 蔗 ，y，z) 一世 十 zy 十 z FRRC， 元 yy 2)= wrzt zy 


x 23. 证 明 : F(x，y) 二 zx 外 yy 不 是 闽 值 函数 。 
x* 24. 证 明 : F(Cw，Zz，y，z) 一 记 Z 十 yz 不 是 靖 值 函数 。 


计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 和 输出 写 程 序 。 

1. 给 定 两 个 布尔 变 元 z 和 y 的 值 , 计算 z 十 y、zy、 工 四 y、zly 和 zy y 的 值 。 

. 构造 一 个 表 ， 列 出 所 有 256 个 3 元 布尔 函数 的 值 。 

. 给 定 一 个 nn 元 布尔 函数 的 所 有 值 ， 其 中 是 正 整 数 ， 构 造 这 个 函数 的 积 之 和 展开 式 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 。 和 ”表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 十 和 表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 | 表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 + 表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 3 元 布尔 函数 值 的 列表 ， 构 造 它 的 卡 诺 图 。 

. 给 定 一 个 4 元 布尔 函数 值 的 列表 ， 构造 它 的 卡 诺 图 。 

10. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 寻找 这 个 函数 的 极 小 积 之 和 表示 。 
11. 对 于 一 个 疮 值 门 和 个 布尔 变 元 的 值 作为 输入 ， 给 定 它 的 立 值 和 一 组 权 ， 确定 这 个 门 的 输出 。 
12. 给 定 一 个 正 整 数 ， 构 造 一 个 对 元 随机 布尔 表达 式 ， 且 为 析 取 范式 。 


计算 和 探索 


用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 列 的 练习 。 
1. 计算 7、8、9、10 元 布尔 函数 的 个 数 。 

2. 构造 3 元 布尔 函数 的 表 。 

3. 构造 4 元 布尔 函数 的 表 。 


* 
DBI~、9 了 wm 炳 ww ii 


x 


* 
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. 将 每 个 不 同 的 三 元 布尔 表达 式 表示 成 仅 含 与 非 运 算 符 的 析 取 范式 ， 所 使 用 的 与 非 运 算 符 越 少 越 好 。 所 


需 与 非 运算 符 的 最 大 数量 是 多 少 ? 


. 将 每 个 不 同 的 布尔 表达 式 表示 成 含有 4 个 变 元 和 仅 含 或 非 运 算 符 的 析 取 范式 ， 所 使 用 的 或 非 运算 符 越 


少 越 好 。 所 需 或 非 运算 符 的 最 大 数量 是 多 少 ? 


. 随机 生成 10 个 不 同 的 四 变 元 布尔 表达 式 ， 判断 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 简化 它们 所 需 的 平均 步 


又 数 。 


， 随机 生成 10 个 不 同 的 五 变 元 布尔 表达 式 ， 判 断 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 简化 它们 所 需 的 平均 步 


又 数 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


也 


© oI 上 w DN 


描述 一 些 早 期 设计 的 、 用 来 解 逻 辑 问 题 的 机 器 ， 姻 印刷 示范 器 (Stanhope Demonstrator)、 杰 文 
(Jevons) 的 逻辑 机 以 及 马 昆 德 机 器 (Marquand Machine) 。 


. 解释 组 合 电 路 与 顺序 电路 之 间 的 差别 ， 然 后 解释 怎么 用 触发 器 构造 顺序 电路 。 

. 定义 移 位 寄存 器 ， 且 讨论 怎么 使 用 移 位 寄存 器 。 说 明 怎 么 用 触发 器 和 逻辑 门 构造 移 位 寄存 器 。 
. 说 明 怎 么 用 逻辑 门 构 造 乘 法 器 。 

. 找 出 逻辑 门 的 物理 构造 。 讨 论 在 构造 电路 时 ， 是 否 要 用 到 与 非 门 和 或 非 门 。 

. 解释 怎么 用 相关 性 记号 描述 复杂 的 开关 电路 。 

. 描述 怎么 用 乘法 器 构造 开关 电路 。 

. 以 用 阅 值 门 构造 半 加 法 器 和 全 加 法 器 为 例 ， 解 释 用 阅 值 门 构造 开关 电路 的 优点 。 

. 描述 无 危险 开关 电路 的 概念 ， 并 给 出 一 些 设计 这 种 电路 的 原则 。 


10. 解释 怎么 用 卡 诺 图 将 六 元 函数 极 小 化 。 
11. 讨论 用 于 极 小 化 布尔 函数 的 新 方法 (如 Espresso 方法 ) 的 思想 。 解 释 怎么 用 这 些 方法 来 解决 高 达 25 元 


的 布尔 函数 最 小 化 问题 。 


12. 描述 元 布尔 函数 的 了 另 数 分 解 的 含义 。 讨 论 将 布尔 函数 分 解 为 元 数 更 少 的 布尔 函数 的 过 程 。 
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计算 模型 





计算 机 能 够 执行 许多 任务 。 提 出 一 个 任务 后 就 存在 两 个 问题 : 第 一 ， 它 能 否 由 计算 机 来 完 
成 ? 一 旦 知道 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 就 会 问 第 二 个 问题 ， 怎 么 执行 这 个 任务 ? 计算 模型 就 
是 用 来 帮助 回答 这 两 个 问题 的 。 

下 面 将 讨论 三 种 类 型 的 计算 模型 : 文法 、 有 限 状 态 机 和 图 灵机 。 文 法 是 用 来 产生 一 种 语言 
中 的 词 ， 并 且 确 定 一 个 词 是 否 属于 一 个 语言 。 文 法 产生 的 形式 语言 不 仅 可 以 作为 自然 语言 的 模 
型 ， 如 英语 ， 还 可 以 作为 程序 设计 语言 的 模型 ， 如 Pascal、Fortran、Prolog、C 和 Java。 特 别 
是 , 文法 在 编译 器 的 理论 和 构造 中 极为 重要 。 在 20 世纪 50 年 代 ， 美国 语言 学 家 诺 姆 。 乔 姆 斯 
基 (Noam Chomsky) 首 先 使 用 了 下 面 将 要 讨论 的 文法 。 

在 建 模 中 ， 使 用 着 各 种 类 型 的 有 限 状态 机 。 每 个 有 限 状 态 机 都 有 一 个 状态 集合 (包含 初始 
状态 ) 和 一 个 输入 字母 表 ， 还 有 一 个 转移 函数 ( 它 对 每 个 由 状态 和 输入 构成 的 对 ， 指 定 下 一 个 状 
态 )。 有 限 状态 机 的 状态 使 得 它 具 有 有 限 的 存储 能 力 。 有 些 有 限 状态 机 对 每 个 转移 产生 一 个 输 
出 符号 。 这 类 机 器 可 以 用 作 许 多 种 机 器 的 模型 ， 如 自动 售 货 机 、 延 迟 机 、 二 进 制 数 加 法 器 和 语 
言 识 别 器 。 我 们 还 将 讨论 没有 输出 但 具有 终结 状态 的 有 限 状态 机 ， 这 样 的 机 器 广泛 用 于 语言 
识别 ， 它 们 所 识别 的 字符 串 是 能 使 自动 机 从 初始 状态 运行 到 终结 状态 的 字符 串 。 文 法 和 有 限 状 
态 机 的 概念 具有 紧密 的 联系 ， 我们 将 要 刻画 有 限 状 态 机 所 能 识别 的 集合 的 特征 ， 并 且 证 明 这 些 
集合 恰恰 就 是 某 种 类 型 文法 所 产生 的 集合 。 

最 后 将 介绍 图 灵机 的 概念 。 我 们 将 说 明 怎 么 用 图 灵机 来 识别 集合 ， 还 要 说 明 怎 么 用 图 灵机 
来 计算 数论 函数 。 最 后 讨论 丘 奇 -图 灵 理 论 : 每 个 有 效 的 计算 都 可 由 图 灵机 来 完成 。 我 们 将 解 
释 如 何 使 用 图 灵机 研究 求解 某 类 问题 的 难度 ， 特 别 是 我 们 将 描述 如 何 使 用 图 灵机 将 问题 分 类 成 
理论 可 实现 的 和 不 可 实现 的 ， 以 及 可 解 的 和 不 可 解 的 。 


13: 1 语言 和 文法 
13. 1. 1 引言 

英语 中 ,单词 能 以 各 种 方式 进行 组 合 ， 单 词 的 哪些 组 合 可 以 构成 有 效 的 句子 是 由 英语 的 语 
法 确定 的 。 例 如 : the frog writes neatly( 青 蛙 的 字 写 得 很 匀称 ) 是 一 个 有 效 的 句子 ， 因 为 它 是 由 
一 个 名 词 短语 the frog 接 一 个 动词 短语 writes neatly 构成 的 ， 其 中 名 词 短 语 the frog 是 由 冠 词 
the 和 名 词 frog 组 成 的 ， 动 词 短语 writes neatly 是 由 动词 writes 和 副词 neatly 组 成 的 。 我 们 并 
不 在 意 这 是 一 个 毫 无 意义 的 句子 ， 因 为 我 们 只 关心 句子 的 语法 ， 或 者 说 形式 ， 而 不 在 意 它 的 语 
义 ， 或 者 说 含义 。 我 们 也 要 指出 ， 词 的 组 合 swims quickly mathematics 不 是 有 效 的 句子 ， 因 为 
它 不 符合 英语 的 语法 规则 。 

自然 语言 ( 即 口 语 )， 如 英语 、 法 语 、 德 语 或 西班牙 语 ， 都 极为 复杂 。 事 实 上 ， 对 于 一 种 自 
然 语 言 ， 看 起 来 不 大 可 能 说 出 它 的 所 有 语法 规则 。 将 一 种 语言 自动 翻译 成 另 一 种 语言 的 研究 引 
出 了 形式 语言 的 概念 。 与 自然 语言 不 同 ， 形 式 语 言 是 由 一 组 意义 明确 的 语法 规则 定义 的 ， 语 法 
规则 不 仅 对 于 语言 学 和 自然 语言 的 研究 十 分 重要 ， 而 且 对 于 程序 设计 语言 的 研究 也 很 重要 。 

我 们 要 用 文法 描述 形式 语言 的 句子 。 在 程序 设计 语言 的 应 用 中 ,经 常 出 现 两 类 问题 : 1) 怎 
么 能 够 确定 一 组 单词 是 否 组 合成 了 形式 语言 的 一 个 有 效 句 子 ? 2) 怎 么 才能 产生 形式 语言 的 一 个 
有 效 句 子 。 使 用 文法 可 以 帮助 求解 这 两 类 问题 。 在 给 出 文法 的 技术 定义 之 前 ， 先 描述 文法 的 一 
个 例子 ， 这 个 例子 产生 英语 的 一 个 子 集 。 此 英语 子 集 是 用 下 列 规则 定义 的 ， 这 些 规则 描述 怎么 
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产生 有 效 的 句子 。 这 些 规 则 是 : 

1) 旬 子 是 由 一 个 名 词 短语 后 接 一 个 动词 短语 形成 的 ; 

2) 名 词 短 语 由 一 个 冠 词 接 一 个 形容 词 再 接 一 个 名 词组 成 ， 或 者 

3) 名 词 短语 由 一 个 冠 词 接 一 个 名 词组 成 ; 

4) 动 词 短 语 由 一 个 动词 接 一 个 副词 组 成 ， 或 者 

5) 动 词 短语 由 一 个 动词 组 成 ; 

6) 冠 词 是 a, 或 者 

7) 冠 词 是 the; 

8) 形 容 词 是 large， 或 者 

9) 形 容 词 是 hungry; 

10) 名 词 是 rabbit， 或 者 

11) 名 词 是 mathematician; 人 

12) 动 词 是 eats， 或 者 

13) 动 词 是 hops; 

14) 副 词 是 quickly， 或 者 

15) 副 词 是 wildly。 

从 这 些 规则 出 发 ， 使 用 一 系列 蔡 代 直到 不 能 再 应 用 规则 ， 就 能 形成 一 个 有 效 的 句子 。 例 
沿 着 下 列 蔡 代 序列 就 能 得 到 一 个 有 效 句 子 : 

ee 

名 词 短 语 动词 短语 

冠 词 ”形容词 名 词 动词 短语 

冠 词 形容词 名 词 动词 副词 

the 形容 词 名 词 动词 副词 

the large 名 词 动词 副词 

the large rabbit 动词 副词 

the large rabbit hops 副词 

the large rabbit hops quickly 

容易 看 出 ， 其 他 的 有 效 句 子 是 : a hungry mathematician eats wildly，a large mathematician hops， 

the rabbit eats quickly 等 。 也 可 以 看 出 ，the quickly eats mathematican 不 是 有 效 句 子 。 


13. 1.2 短语 结构 文法 
关内 出 站 入 前 路 世 证 总 之 闻 、 大 出 PA 
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的 





注意 ， 空 串 是 不 包含 任何 符号 的 串 。 它 不 同 于 空 集 包 。 因此 (4 } 是 仅 包 含 一 .个 字符 串 的 
集合 ， 此 字符 串 为 空 串 。 

可 以 用 多 种 方式 来 定义 语言 。 一 种 方式 是 列 出 语言 中 的 所 有 词 ; 还 有 一 种 方式 是 给 出 一 些 
标准 ， 使 得 在 这 个 语言 中 的 每 个 词 ， 都 必须 满足 这 些 标准 。 本 节 将 描述 男 一 种 定义 语言 的 重要 
方式 : 使 用 文法 ， 如 使 用 本 节 引 言 中 给 出 的 规则 集合 。 为 了 产生 词 ， 文 法 提供 一 个 由 各 种 类 型 
符号 组 成 的 集合 和 一 个 由 规则 组 成 的 集合 。 更 确切 地 说 ,文法 有 一 个 词汇 表 V,V 是 一 个 由 符 
号 组 成 的 集合 ， 语 言 中 的 成 分 就 是 由 这 些 符 号 导出 的 。 词 汇 表 中 的 某 些 元 素 不 能 由 其 他 符号 替 
换 ， 这 些 元 素 称 为 终结 符 ; 词汇 表 中 的 其 他 元 素 可 以 用 其 他 符号 替换 ， 它 们 称 为 非 终结 符 。 终 
结 符 和 非 终 结 符 集合 通常 分 别 记 为 了 和 NN 。 在 本 节 引 言 所 给 的 例子 中 ,终结 符 集 是 {a，the， 








rabbit，mathematician，hops，eats，quickly，wildly} ， 非 终结 符 集 是 {和 句子， 名 词 短 语 ， 动 词 
短语 ， 形 容 词 ， 冠 词 ， 名 词 ， 动 词 ， 副 词 } 。 词 汇 表 中 有 一 个 称 为 起 始 符 的 特殊 元 素 ， 记 为 S， 
我 们 总 是 从 这 个 特殊 元 素 开 始 定义 其 他 符号 。 在 引言 的 例子 中 ， 起 始 符 是 句子 。 由 词汇 表 V 中 
元 素 构成 的 所 有 串 的 集合 记 为 V  ， 指 明 中 的 字符 串 能 被 什么 样 的 字符 串 替 代 的 规则 称 为 文 
法 的 产生 式 ， 指 明 z, 可 以 替换 为 x, 的 产生 式 记 为 zs 一 z1。 在 本 节 引 言 所 给 的 文法 中 ， 我 们 列 
举 了 所 有 产生 式 。 使 用 刚才 定义 的 记号 ， 其 中 第 一 个 产生 式 为 句子 一 名 词 短 语 动词 短语 。 我 们 
在 定义 2 中 总 结 这 些 术语 。 










设 G=(V，T，S，P), 其 中 V={a, 5，,，A，B，S)}, T={a, 6b}，S 是 起 始 符 ，P= 
{SABa，A 一 BB，B->abp，AB->b}。 则 G 是 一 个 短语 结构 文法 的 例子 。 4 
我 们 对 短语 结构 文法 的 产生 式 所 产生 的 词 感 兴趣 。 





@ 在 例 1 的 文法 中 ， 由 字符 串 ABa 可 直接 派生 Aaba， 因 为 B>ab 是 此 文法 中 的 一 个 
产生 式 。 由 字符 串 ABa 可 派生 abababa， 因 为 接连 使 用 产生 式 B>ab、A 一 BB、B>ab 和 B 
QO， 可 得 

ABa=> Aaba—> BBaba=> Bababa—>abababa 本 








在 例 3 和 例 4 中 ， 我 们 寻找 短语 结构 文法 所 生成 的 语言 。 

人 @ 国 设 G 是 一 个 文法 ， 其 词汇 表 为 V={S，A，a，b)， 终结 符 集 T 二 {a,b}， 起 始 符 为 
S， 产 生 式 为 P= 一 {S>aA，S 一 b，A>aa)}。 求 这 个 文法 产生 的 语言 L(G)。 

解 ” 使 用 产生 式 S->aA， 可 以 从 起 始 符 S 派 生 aA， 还 可 用 产生 式 S>b 派生 65。 使 用 产生 
式 A>aa， 可 以 从 aAh 派生 aaa 。 没 有 其 他 的 词 还 能 派生 ， 故 L(G) 二 {6，aaa)。 4 

人 加 设 G 是 一 个 文法 ， 其 词汇 表 为 V={S，0，1)， 终结 符 集 T 二 {0，1}， 起 始 符 为 5， 
产生 式 为 P={S>11S$，S 一 0}。 求 这 个 文法 产生 的 语言 L(G)。 

解 ” 分 别 使 用 S 一 0 和 S11S,， 可 以 从 5 派生 出 0 和 11S。 从 11S 可 以 派生 出 110 和 
1111S。 从 1111S 可 以 派生 出 11110 和 111111S。 在 派生 过 程 的 每 一 步 ， 或 者 在 串 的 末尾 加 两 
个 1, 或 者 在 串 的 末尾 加 0 后 终止 派生 。 总 之 ，L(G) 二 {03-410，11110，111110, …),， 即 
EL(G) 是 如 下 串 的 集合 ;开始 是 偶数 个 1， 最 后 是 一 个 0。 这 个 结论 可 用 如 下 的 归纳 假设 证 明 : 
使 用 对 次 产生 式 之 后 ， 所 生成 的 终结 符 串 只 能 是 这 样 的 字符 串 : 先是 ”一 1 个 11 的 连接 ， 后 面 
跟 一 个 0( 留 作 练习 ) 。 4 

经 常 出 现 的 问题 是 要 构造 一 个 文法 来 生成 一 个 给 定 的 语言 。 例 5、 例 6 和 例 7 描述 这 类 
问题 。 

给 出 生成 集合 {0"1" |n 二 0，1，2，…} 的 一 个 短语 结构 文法 。 
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解 ” 此 集合 中 的 元 素 是 这 样 的 字符 串 : 先是 一 串 0， 后 跟 含 同样 多 个 1 的 串 。 可 以 用 两 个 产 
生 式 来 生成 所 有 这 些 字符 串 (包括 空 串 )， 第 一 个 产生 式 对 语言 中 的 字符 串 不 断 地 产生 更 长 的 字 
符 串 ,方法 是 在 字符 串 前 面 加 一 个 0， 末尾 加 一 个 1; 第 二 个 产生 式 以 空 串 来 替代 S。 所 求 的 文 
法 是 G 二 (V，T，S，P), 其 中 V 一 {0，1，S}, 终结 符 集 T 二 {0，1}， 起 始 符 为 S$， 产生 式 为 
S—0S1 
SA 
此 文法 能 够 生成 所 给 集合 的 证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 4 
例 5 讨论 的 是 如 下 字符 串 的 集合 : 前 面 是 一 串 0， 后面 跟 一 串 1， 其 中 0 的 个 数 和 1 的 个 数 
相同 。 例 6 还 是 讨论 这 样 的 串 ， 但 0 的 个 数 与 1 的 个 数 不 一 定 相同 。 
给 出 生成 集合 {0"1" |m 入 为 非 负 整数 } 的 一 个 短语 结构 文法 。 
解 下面 构 造 生成 这 个 集合 的 两 个 文法 G 和 G;。 这 也 说 明 两 个 文法 可 能 生成 相同 的 


mt 


语言 。 
文法 G, 的 字母 表 V 二 ‘4S,，0，1}， 终结 符 集 T= 二 {0，1}， 产 生 式 为 S00S、S 一 Sl 和 SA。 
Gi 能 生成 所 给 集合 ， 因 为 应 用 第 一 个 产生 式 m 次 就 在 字符 串 的 前 面 增加 了 个 0， 应 用 第 二 
个 产生 式 nn 次 就 在 字符 串 的 后 增加 了 nn 个 1。 详 细 证 明 留 给 读者 。 

文法 G, 的 字母 家 V= 二 {S，A，0，1}, 终结 符 集 T= 二 {10，1}， 产 生 式 为 S~0S、S 一 1A、 
S11、A 一 1A、A 一 1 和 S 一 +。 该 文法 也 能 生成 所 给 集合 的 详细 证 明 留 作 练 习 。 « 

有 了 时候， 一些 很 容易 描述 的 集合 不 得 不 用 非常 复杂 的 文法 来 生成 ， 例 7 就 是 这 样 一 个 例子 。 

@ 时 生成 集合 (0"1"2" | ==0，1，2，3，…) 的 一 个 文法 是 : G={V，T，S，P}, 其 中 V= 
{0, 1,，2，S; A，B，C}, 终结 符 集 T={0，1，2}， 起 始 符 为 S， 产 生 式 有 S 一 C、C->0CAB、 
S>A4、BA 一 AB、0A 一 01、1A 一 11、1B 一 12、2B 一 22。 此 命题 的 正确 性 证 明 留 给 读者 作为 练 
习 ( 见 练习 12) 。 在 某 种 意义 下 ， 此 文法 是 生成 这 个 语言 的 最 简单 类 型 的 文法 ， 在 本 节 后 面部 
分 会 讲 清楚 。 4 
13. 1.3 短语 结构 文法 的 类 型 

短语 结构 文法 可 以 根据 其 产生 式 的 类 型 来 分 类 。 下 面 我 们 来 描述 诺 姆 。 乔 姆 斯 基 引 入 的 分 
类 方法 。 在 13.4 节 将 会 看 到 ， 以 这 种 方法 定义 的 不 同 语言 类 型 与 不 同 的 计算 机 器 模型 识别 的 
语言 类 相对 应 。 

0 型 文法 对 其 产生 式 没 有 限制 。1 型 文法 只 有 两 种 形式 的 产生 式 : 一 种 是 rw 一 w, 形式 的 
产生 式 ， 其 中 ww, 二 1Ar 和 ww 二 lwr，A 是 一 个 非 终 结 符 ，! 和 > 是 0 个 或 多 个 终结 符 或 非 终结 
符 构 成 的 串 ，w 是 终结 符 或 非 终 结 符 构 成 的 非 空 串 。 它 还 可 以 有 产生 式 S>4, 但 S 不 能 出 现 
在 任何 其 他 产生 式 的 右边 。2 型 文法 只 有 形 如 ww 一 ws 的 产生 式 ， 其 中 由 是 一 个 单个 的 非 终 结 
符 的 符号 。3 型 文法 只 有 形 如 wi 一 w, 的 产生 式 ， 同 时 满足 ww 二 A 且 w, 二 aB 或 w, 二 a， 其 中 A 
和 B 是 非 终 结 符 ,，a 是 终结 符 ， 或 者 满足 wi 一 S，w; 一 A。 

2 型 文法 又 称 为 上 下 文 无 关 文 法 ， 因 为 出 现在 一 个 产生 式 左 侧 的 非 终 结 符 可 以 被 一 个 字符 
串 替 换 ， 而 不 管 此 字符 串 中 的 符号 是 什么 。2 型 文法 生成 的 语言 称 为 上 下 文 无 关 语 言 。 当 一 个 
文法 具有 形 如 lzuw rzuzr( 而 不 是 形 如 ww 一 w,) 的 产生 式 时 ， 这 样 的 文法 称 为 1 型 文法 或 上 下 
文 有 关 文 法 ， 因 为 只 有 当 zw 被 字符 串 /和 vr 包围 时 ， 才 能 替换 为 w,。1 型 文法 生成 的 语言 称 
为 上 下 文 有 关 语 言 。3 型 文法 又 称 为 正则 文法 。 正 则 文法 生成 的 语言 称 为 是 正则 的 。13. 4 节 讨 
论 正则 语言 和 有 限 状态 机 之 间 的 关系 。 

在 已 经 定义 的 四 种 文法 中 ， 上 下 文 有 关 文 法 的 定义 最 复杂 。 有 时 ， 这 些 文法 可 以 用 一 种 不 
同 的 方式 来 定义 。 在 形 如 zw 一 的 产生 式 中 ， 如 果 w 的 长 度 小 于 等 于 zw ， 称 这 个 产生 式 是 
非 缔约 的 。 根 据 所 定义 的 上 下 文 有 关 文 法 的 特征 ， 每 个 1 型 文法 的 产生 式 ， 除 了 产生 式 S-A 
(如 果 它 存在 )， 都 是 非 缔 约 的 。 这 表明 在 上 下 文 有 关 语 言 的 派生 中 字符 串 的 长 度 是 非 递减 的 ， 
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除非 使 用 了 SX4。 这 就 意味 着 空 串 属于 某 个 上 下 文 有 关 文 法 生成 的 语言 的 唯一 途径 就 是 产生 
式 S>4 是 文法 的 一 部 分 。 上 下 文 有 关 文 法 定义 的 另外 一 种 方式 就 是 确定 所 有 的 产生 式 都 是 非 
缔约 的 。 具 有 这 种 性 质 的 文法 称 为 是 非 缔 约 的 或 者 单调 的 。 非 缔约 文法 与 上 下 文 有 关 文 法 是 不 
同 的 。 然 而 ， 这 两 类 文法 又 是 紧密 相关 的 。 除 了 非 缔 约 文法 不 能 生成 任何 包含 空 串 4 的 语言 
外 ， 它 们 可 以 定义 相同 的 语言 集合 。 

GI 由 例 6 可知 ，{0"1"|m, xn 一 0，1，2,…} 是 正则 语言 ， 因 为 它 是 由 正则 文法 生成 
的 ， 即 由 例 6 的 文法 G; 生成 的 。 4 

上 下 文 无 关 文 法 和 正则 文法 在 编程 语言 中 起 着 重要 的 作用 。 上 下 文 无 关 文 法 可 以 用 于 定义 
几乎 所 有 编程 语言 的 语法 ， 这 些 语法 强 得 足以 定义 大 多 数 的 语言 。 而 且 ， 可 以 设计 出 有 效 的 算 
法 来 确定 是 否 可 以 以 及 如 何 生 成 一 个 字符 串 。 正 则 文法 则 用 于 搜索 特定 模式 的 文本 和 进行 词法 
分 析 ， 词 法 分 析 过 程 将 输入 流转 变 为 标记 流 以 供 语 法 分 析 器 使 用 。 

GG 时 由 例 5 可知，{0"1 | 一 0，1，2，…} 是 上 下 文 无 关 语言 ， 因 为 这 个 文法 的 产生 式 为 


S-~~0S1 和 S-~A。 在 13.4 节 中 我 们 将 证 明 它 不 是 正则 语言 。 4 

集合 {0"1"2" |n 二 0，1，2，3，,，…} 是 上 下 文 有 关 语 言 ， 因 为 它 是 由 例 7 中 的 1 型 文 

法 生成 的 。 但 它 不 是 2 型 语言 (如 本 章 补充 练习 中 的 练习 28 所 证 ) 。 4 
表 13-1 概括 了 用 来 对 短语 结构 文法 进行 分 类 的 术语 。 
表 1 文法 的 类 型 







对 产生 式 w1 一 wz 的 限制 对 产生 式 w1 一 w2 的 限制 

无 限制 wi 二 A， 其 中 A 是 非 终 结 符 

三 /Ar 和 ms 三 lzor， 其 中 AENi 7，r， 

1 wE(NUT)* 且 w 关 4%; 或 者 ,wi 二 S 和 wz 二 4， 
”| 只 要 $ 不 在 另 一 个 产生 式 的 右边 











wl 二 A 和 ws 二 aB 或 w;= 二 a,， 其 中 AEN,， 
BEN 和 aE€ET, 或 凤 王 S 且 mwz 王 ) 






13. 1.4 派生 树 


对 上 下 文 无 关 文 法 生成 的 语言 ， 其 派生 可 以 用 有 序 根 树 表示 成 图 形 ， 这 样 的 树 称 为 派生 树 
或 语法 分 析 树 。 树 根 表 示 起 始 符 ， 树 的 内 部 结 点 表 


句子 
示 在 派生 过 程 中 产生 的 非 终 结 符 ， 树 的 叶 结 点 表示 ee es 

终结 符 。 如 果 在 派生 过 程 中 ， 用 到 了 产生 式 A->， ee A 
其 中 多 是 一 个 词 ， 则 表示 A 的 结 点 就 有 一 些 子 结 点 ， 名 词 短语 动词 短语 


它们 表示 w 中 的 每 一 个 符号 ， 并 且 从 左 到 右 排 列 。 
了 对 于 本 节 引 言 所 给 的 例子 ， 构 造 派生 the 冠 词 形容词 名词 动词 副词 
hungry rabbit eats quickly 的 派生 树 。 | | 
解 派生 树 如 图 1 所 示 。 4 the hungry rabbit eats quickly 
在 许多 应 用 中 ， 都 会 遇 到 这 样 的 问题 : 确定 一 
图 1 派生 树 
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艾 弗 拉 姆 . 诺 姆 . 乔 姆 斯 基 (Avram Noam Chomsky，1928 一 ) ” 乔 姆 斯 基 出 生 在 
费城 。 他 的 父亲 是 一 位 希 伯 来 语 的 学 者 。 乔 姆 斯 基 在 宾夕法尼亚 大 学 获得 语言 学 学 
士 、 硕 士 和 博士 学 位 。1950~1951 年 ， 他 在 宾夕法尼亚 大 学 任教 。1955 年 受聘 于 麻 
省 理工 学 院 ， 开 始 执教 法 语 和 德语 。 乔 姆 斯 基 现 今 被 授予 麻 省 理工 学 院外 国语 和 语 
言 学 的 费 拉 雷 ， 华 德 教授 衔 。 他 因 在 语言 学 方面 的 杰出 贡献 (包括 对 语法 的 研究 ) 而 
闻名 于 世 。 此 外 ， 乔 姆 斯 基 还 因 对 政治 的 直言 不 讳 而 知名 于 世 。 
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个 串 是 否 在 一 个 上 下 文 无 关 文 法 生成 的 语言 中 ， 例 如 编译 器 的 构造 。 例 12 指出 了 解决 这 样 间 
题 的 两 个 方法 。 
确定 词 cbab 是 否 在 文法 G 二 {V，T，S，P} 生 成 的 语言 中 ， 其 中 , V={a,b, 
仙人 Toy Dc} 加 为 地 始 特产 硅 我 为 
S—>AB 
A—>Ca 
B— Ba 
B==C6 
B—b 
C—ch 
(天 > 六 \ 
解 ” 解 决 这 个 问题 的 一 种 办 法 是 ， 从 S 出 发 ， 用 一 系列 产生 式 试 着 派生 出 cbabp。 因 为 只 有 
一 个 产生 式 的 左边 是 S， 所 以 必须 从 S>AB 开始 。 下 一 步 ， 用 左边 是 A 的 唯一 产生 式 A->Ca 得 


4 
Links > 





， 约翰 。 巴克 斯 (John Backus，1924 一 2007) 巴克 斯 出 生 在 费城 ， 在 特 拉 华 州 的 威 明 
， 顿 市 长 大 。 他 中 学 就 读 于 希 尔 中 学 ， 但 他 并 不 是 个 好 学 生 ， 也 不 爱 学 习 ， 所 以 每 年 都 
需要 参加 暑期 学 校 。 他 非常 喜欢 在 新 罕 布什 尔 度 过 暑假 ， 因 为 在 这 里 参加 暑期 学 校 的 
同时 还 有 很 多 诸如 冲浪 类 的 课外 活动 ， 让 他 开心 不 已 。 他 央求 他 的 父亲 同意 他 在 弗 吉 





| 尼 亚 大 学 学 习 化 学 专业 ， 但 他 很 快 发 现 化 学 并 不 适合 自己 ， 于 是 1943 年 他 放弃 了 学 业 
和 | 选择 了 参军 。 在 军队 ， 他 接受 了 医疗 训练 ， 并 在 军队 的 附属 医院 的 神经 外 科 病 房 工作 
cowrewy ofLouis Bacrach 了 了 一段 时 间 。 极 具 讽刺 的 是 ， 没 过 多 久 ， 巴 克 斯 就 被 诊断 出 了 头盖骨 上 长 了 一 个 肿瘤 ， 

最 后 用 一 块 金属 板 将 其 治愈。 他 在 军队 的 从 医 经 历 促使 他 去 医学 院 继续 深造 ,但 9 个 
月 之 后 他 再 次 选择 了 放弃 ， 因 为 他 实在 无 法 忍受 大 量 的 需要 死记 硬 背 的 医学 知识 。 在 医学 院 退学 之 后 ， 他 
参加 了 一 个 培训 无 线 电 技术 员 的 学 校 ， 因 为 他 想 制造 一 个 自己 的 高 保 真 度 接收 机 。 这 个 学 校 的 一 个 老师 看 
到 了 巴克 斯 的 潜力 ， 于 是 让 他 帮忙 完成 一 篇 需要 发 表 的 文章 中 的 一 些 数学 运算 题 。 这 一 次 ， 巴 克 斯 终于 发 
现 了 他 真正 的 兴趣 点 : 数学 及 其 应 用 。 于 是 他 申请 了 哥伦比亚 大 学 ， 并 最 终 获 得 理学 学 士 和 数学 硕士 学 位 。 
1950 年 ， 巴 斯 克 加 入 IBM， 成 了 一 名 程序 设计 员 。 他 参与 了 IBM 早期 的 两 种 计算 机 的 设计 与 开发 。1954 
年 到 1958 年 ， 他 带领 IBM 的 一 个 小 组 开发 了 FORTRAN。1958 年 ， 他 成 为 IBM 沃 森 研究 中 心 的 一 员 。 他 
同时 也 是 程序 设计 语言 ALGOL 设计 委员 会 的 一 员 。 正 是 在 该 语言 的 设计 过 程 中 ， 他 使 用 了 现今 叫 作 巴 克 
斯 -诺尔 范式 的 方法 来 描述 此 语言 的 名 法。 后来， 巴克 斯 从 事 集合 能 的 数学 研究 和 函数 型 程序 设计 的 研究 。 
1963 年 他 成 为 IBM 的 特别 会 员 ，1974 年 他 获 美国 国家 科学 奖 ， 并 在 3 年 后 荣获 美国 计算 机 协会 颁发 的 具有 
崇高 声誉 的 图 灵 奖 。 




































































彼得 诺尔 (Peter Naur，1928 一 2016 ) 诺尔 生 于 哥本哈根 附近 的 腓 特 烈 斯 贝 。 
孩提 时 代 ， 诺 尔 就 对 天 文学 很 感 兴趣 。 他 不 局 限于 观察 天 体 ， 还 计算 彗星 和 小 行星 的 
轨道 。 诺 尔 就 读 于 哥本哈根 大 学 ， 并 于 1949 年 获得 学 位 。1950~ 一 1951 年 ， 他 在 剑桥 大 
学 进修 ， 在 此 期 间 他 用 早期 的 计算 机 来 计算 彗星 和 行星 的 运动 。 回 到 丹麦 后 ， 他 虽然 
继续 从 事 天 文学 的 研究 ， 但 也 并 没 放弃 对 计算 机 的 喜爱 。1955 年 ， 他 作为 顾问 参与 了 
丹麦 第 一 台 计 算 机 的 研发 工作 。1959 年 ， 诺 尔 放弃 天 文学 转 而 进行 计算 的 研究 ， 并 将 
io 其 作为 专职 工作 。 作 为 一 名 专职 计算 机 科学 家 ， 他 的 第 一 项 工作 就 是 是 参加 程序 设计 
Forum Foundation 语言 ALGOL 的 开发 。1960 一 1967 年 ， 他 继续 从 事 ALGOL 和 COBOL 编译 器 的 研究 。 
1969 年 ， 他 成 为 哥本哈根 大 学 的 计算 机 科学 专业 的 教授 ， 专 攻 程 序 设计 方法 学 的 研究 。 他 的 研究 兴趣 包括 
计算 机 程序 的 设计 、 结 构 和 执行 。 诺 尔 可 谓 是 软件 构架 和 软件 工程 领域 的 先驱 。 他 并 不 认同 计算 机 编程 属 
于 数学 的 一 个 分 支 这 一 观点 ， 他 更 倾向 于 把 它 归 为 计算 机 科学 的 一 部 分 。 
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到 S>AB>CaB。 因 为 cbab 以 符号 c 必 开始 ， 所 以 我 们 使 用 产生 式 C 一 c0， 这 样 就 得 到 了 S 过 
AB 二 >CaB 二 cbaB。 最 后 ， 使 用 产生 式 B->0 就 可 得 到 S 二 AB 二 >CaB 二 cbaB 二 cbab5。 这 种 方法 称 
为 自 顶 向 下 的 语法 分 析 ， 因 为 它 从 起 始 符号 开始 ， 一 个 接 一 个 地 用 产生 式 来 处 理 。 

解决 这 个 问题 的 另 一 个 办 法 称 为 自 底 向 上 的 语法 分 析 。 这 种 办 法 从 后 向 前 处 理 。 因 为 cbab 
是 需要 派生 的 字符 串 ， 所 以 可 以 使 用 产生 式 C 一 cb， 从 而 得 到 Cab 二 cbab。 再 使 用 产生 式 A 一 
Ca 得 到 Ab 二 Cab 二 cbab。 由 产生 式 Bb 可 得 AB 二 Ab 二 Cab 二 cbab。 最 后 再 用 产生 式 S 一 AB， 
就 可 得 到 cbab 的 一 个 完整 的 派生 S 二 AB=>Ab 二 > Cab 二 cbab。 

例 12 给 出 了 自 项 向 下 和 自 底 向 上 解析 问题 的 方法 。 这 两 种 方法 都 很 容易 解决 这 个 问题 。 
但 是 ， 解析 问题 很 有 挑战 性 。 也 就 是 说 ,确定 字符 串 是 否 在 由 上 下 文 无 关 语 法 生成 的 语言 中 很 
有 具 桃 战 性 。 因 为 解析 非常 重要 ， 研 究 者 对 自 顶 向 下 和 自 底 向 上 的 解析 设计 了 很 多 策略 和 算法 。 
这 些 算 法 超出 了 本 书 的 范围 ， 感 兴趣 的 读者 可 参考 [ahlaseul06 ] 。 


13. 1.5 巴克 斯 -诺尔 范式 
有 时 候 还 用 另 一 个 方法 来 表示 2 型 文法 ， 这 就 是 巴克 斯 -诺尔 范式 (BNF) ， 这 个 方法 是 根据 
约翰 。 巴 克 斯 和 彼得 .诺尔 命名 的 。 约 翰 . 巴克 斯 是 它 的 发 明 人 ， 彼 得， 诺尔 则 改进 了 它 ， 并 
将 之 应 用 于 程序 设计 语言 ALGOL 的 规范 说 明 中 。( 奇 怪 的 是 ， 在 大 约 2500 年 前 , 与 巴克 斯 - 
诺尔 范式 非常 相似 的 一 个 记 法 用 来 表示 梵 语 文法 。) 巴 克 斯 -诺尔 范式 已 用 来 对 许多 程序 设计 语 
言 ( 包 括 Java) 的 语法 规则 进行 规范 说 明 。 在 2 型 文法 中 ,产生 式 的 左边 都 是 单个 非 终结 符 。 在 
巴克 斯 -诺尔 范式 中 ， 将 左边 是 同一 个 非 终结 符 的 所 有 产生 式 合 并 成 一 个 式 子 ， 而 不 是 将 这 些 
产生 式 都 列 出 来 。 我 们 还 用 符号 :一 代替 一 ， 将 非 终结 符 用 所 > 括 起 来 ， 并 在 一 个 式 子 里 列 出 
所 有 这 些 产 生 式 的 右边 ， 用 竖 线 将 这 些 产生 式 分 开 。 例 如 ， 产 生 式 A 一 Aa、A 一 a、A 一 AB 可 
以 合并 成 (A)::==(AYala|(A)(B)。 
” 例 13 给 出 了 如 何 用 巴克 斯 -诺尔 范式 来 描述 编程 语言 的 语法 。 本 例 来 自 于 巴克 斯 -诺尔 范 
式 在 ALGOL 60 中 的 使 用 。 
在 ALGOL60 中 ,标识 符 ( 如 同 变量 这 样 的 实体 的 名 字 ) 由 字母 和 数字 组 成 ， 且 必须 
以 字母 开头 。 我 们 可 以 用 巴克 斯 -诺尔 范式 描述 可 用 的 标识 符 集合 。 
《标识 符 ):: 二 (字母 )| (标识 符 )( 字 母 ) | (标识 符 )( 数 字 》 
(字母 ):: 二 a|b|…|y|z (省 略 号 表示 包括 全 部 26 个 字母 ) 
(数字 ):: 二 0|1|2|3|4|15|16|7|8|9 
例如 ， 我们 可 以 如 下 生成 有 效 的 标识 符 x99a: 用 第 一 条 规则 将 (标识 符 ) 蔡 换 成 (标识 符 》 
(字母 ;， 用 第 二 条 规则 得 到 (标识 符 ;a， 两 次 使 用 第 一 条 规则 得 到 (标识 符 )〈( 数 字 ) (数字 ;a， 两 
次 使 用 第 三 条 规则 得 到 《标识 符 )99a， 再 用 第 一 条 规则 得 到 《字母 ?99a， 最 后 用 第 二 条 规则 得 到 
X99a, \ 本 
本 节 引 言 描 述 了 英语 的 一 个 子 集 ， 其 对 应 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 是 什么 ? 
解 ” 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 是 : 
(身子 ):: 二 (名 词 短 语 )( 动 词 短语 》 
(名 词 短 语 ): :二 ( 冠 词 )( 形 容 词 )( 名 词 )|( 冠 词 )( 名 词 》 
(动词 短语 ):: 一 (动词 (副词 | (动词 》 
〈 冠 词 : :一 althe 
(形容词 ):: 一 large|hungry 











《名词 ):: 二 rabbit | mathematician 
(动词 ):: 二 eats |hops 
(副词 ):: 二 quickly | wildly « 


给 出 带 符号 十 进 制 整数 的 产生 式 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ( 带 符 号 整数 是 非 负 整数 前 面 加 
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上 一 个 加 号 或 减 号 ) 。 


解 


一 个 产生 带 符号 整数 的 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 为 : 

( 带 符号 整数 ):: 二 (符号 )( 整 数 》 

〈 符 号 : :一 十 | 一 

(整数 ): :一 (数字 ) | (数字 (整数 》 

《数字 》: :一 0|1| 人 31415T8+71819 | 


具有 多 种 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 广泛 用 于 定义 编程 语言 (如 Java 和 LISP)、 数 据 库 语 言 
(如 SQL) 和 标记 语言 (如 XML) 的 语法 。 一 些 常用 的 描述 编程 语言 的 巴克 斯 -诺尔 范式 在 本 节 练 
习 34 的 导语 中 有 介绍 。 


练习 
练习 1 一 3 中 的 文法 是 : 起 始 符 为 句子 ， 终 结 符 集 工 一 \{the，sleepy，happy，tortoise，hare，Ppasses， 
runs，quickly，slowly) ， 非 终结 符 集 N 二 (名词 短语 ， 及 物 动词 短语 ， 不 及 物 动 词 短语 ， 冠 词 ， 形 容 词 ， 


名 词 ， 动 词 ， 副 词 } ， 产 生 式 为 
句子 一 名 词 短语 及 物 动词 短语 ”名词 短语 
句子 一 名 词 短 语 不 及 物 动 词 短语 
名 词 短 语 一 冠 词 形容词 ”名词 
名 词 短 语 一 冠 词 名词 
及 物 动词 短语 一 及 物 动词 
不 及 物 动词 短语 一 不 及 物 动 词 副词 
不 及 物 动词 短语 一 不 及 物 动词 
冠 词 一 the 
形容 词 一 Sleepy 
形容 词 一 happy 
名 词 一 tortoise 
名 词 一 hare 
及 物 动 词 一 passes 
不 及 物 动词 一 runs 
副词 一 quickly 
副词 一 slowly 
1. 用 产生 式 集合 证 明 下 列 每 个 句子 都 是 有 效 句 子 : 
a)the happy hare runs b)the sleepy tortoise runs quickly 
c)the tortoise passes the hare d)the sleepy hare passes the happy tortoise 
2. 除了 练习 1 中 的 有 效 句 子 外 ， 再 给 出 五 个 有 效 句子 。 
3. 证 明 : the hare runs the sleepy tortoise 不 是 有 效 句 子 。 


4. 令 G=(V，T，S，P) 是 短语 结构 文法 ， 并 且 有 V=(0，1，A，S)，T=(0，1)。 产 生 式 集合 包含 


S->1S,S->00A，A->04A 以 及 A 一 0。 
a) 证 明 111000 属于 由 G 生成 的 语言 。 
b) 证 明 11001 不 属于 由 G 生成 的 语言 。 
c) 由 G 生 成 的 语言 是 什么 ? 


5. 令 G=(V，T，S，P) 是 短语 结构 文法 ， 并 且 有 V=(0，1，A，B，S)，T=(0，1)。 产 生 式 集合 包含 


S-~0A，S-~1A4，A-~0B，B-~14 以 及 了 ->1。 
a) 证 明 10101 属于 由 G 生成 的 语言 。 

b) 证 明 10110 不 属于 由 G 生成 的 语言 。 

中 由 G 生成 的 语言 是 什么 ? 


*6. 设 V={S，A，B,， a,， 6b}，T=={a，6b}。 当 产生 式 集合 为 下 列 情形 之 一 时 ， 求 文法 {V，T，S，P} 生 成 


的 语言 。 
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10. 


11. 
* 12. 
13. 


14. 


i 


16. 


17. 


18. 


19. 








a)S—AB, A>ab, B=->bb 

b)S—AB, S—>aA, A—a, B—0ba., 

cS—>AB, S—>AA, A—aB, A—ab, B—0,。 
d)S—>AA, S—»B, A—>aaA, A—>aa, B04bB, B—0., 
e)S—>AB, A—>aAb, BbBa, A—A, B—A,。 














. 用 例 5 所 给 的 文法 构造 01: 的 派生 。 
. 证 明 : 例 5 所 给 的 文法 生成 集合 {0"1" |n==0，1，2,…}。 
. a) 用 例 6 中 的 文法 G 构造 01 的 派生 。 


b) 用 例 6 中 的 文法 Gs 构造 0214 的 派生 。 
a) 证 明 : 例 6 中 的 文法 G 生成 集合 {0o"1" |m,， nn 二 0，1，2，…)。 

b) 证 明 : 例 6 中 的 文法 G: 生成 同一 个 集合 。 

用 例 7 所 给 的 文法 构造 0:1222 的 派生 。 

证 明 : 例 7 所 给 的 文法 生成 集合 {0"1"2" |n 二 0，1，2，…}。 

求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 : 

a) 包 含 比特 串 0、1、11 的 集合 。 

b) 只 包含 1 的 比特 串 的 集合 。 

c) 以 0 开始 ， 以 1 结束 的 比特 串 的 集合 。 

d) 由 0 后 面 跟 偶数 个 1 的 比特 串 的 集合 。 

求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 。 

a) 包 含 比 特 串 10、01 和 101 的 集合 。 

b) 以 00 开始 ， 以 一 个 或 更 多 个 1 作为 结束 的 比特 串 的 集合 。 

ce) 包含 偶 数 个 1 最 后 跟 一 个 0 的 比特 串 的 集合 。 

d) 既 不 含有 两 个 连续 的 0， 也 不 含有 两 个 连续 的 1， 这样 的 比特 串 构成 的 集合 。 
求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 : 








a) 包 含 偶数 个 0 但 没有 1 的 所 有 比特 串 的 集合 。 和 

b) 由 1 后 面 眼 奇数 个 0 的 所 有 比特 串 的 集合 。 | a 
@) 包 含 偶数 个 0 和 偶数 个 1 的 所 有 比特 串 的 集合 。 Sa 
d) 包 含 10 个 以 上 0 但 没有 1 的 所 有 比特 串 的 集合 。 名 词 短 语 动词 短语 


四 所 包含 0 的 个 数 多 于 1 的 个 数 的 所 有 比特 串 的 集合 。 -at 人 % 
中 包含 相同 个 数 的 0 和 1 的 所 有 比特 串 的 集合 。 AN 
多 包含 不 同 个 数 的 0 和 1 的 所 有 比特 申 的 集合 。 | 
构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 





a large mathematician hops wildly 
a) {1" |n>0} b) {10"|n 宇 0} 
O11D" |n>0) 有 符号 整数 
构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 2 
n 一 n > 
a){0" |n>0} b) {1"0 | n=0} a 炽 数 


c) {C000)” |n 宇 0} 
构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 








a) {01” |n 宕 0} + 数字 整数 

b) {0"1™ |n>0) ©) {0"1"0" |m>>0 且 n>0) 2 

设 V={S， 4 Bo 8)}s T= {tas 站 。 知 产生 式 集 了 | 

为 下 列 集合 时 ， 间 文法 G=(V，T，S，P) 是 否 为 0 型 9 数字 整数 
但 不 是 1 型 文法 ? 是 否 为 1 型 但 不 是 2 型 文法 ? 或 者 | | 
是 否 为 2 型 但 不 是 3 型 文法 ? 8 数字 


a)S>aAB, A—>Bb，B—4。 | 
b)S—>aA, A—>a, A—0, 
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20. 


» 21, 


22. 
23. 
24. 


*25. 


* 26. 
27. 
28. 


29. 


30. 


3 


32. 


33. 





cS>ABa, AB—a.。 

d)S>ABA, A—>aB, B—>ab。 

e)S—bA, A—B, B—a,。 

f)S—>aA, aA—B, B—>aA, A—6, 

SbA, A>b, SN 

h)S—>AB, B—>aAb, aAb—b. 

i)S—aA, A—bB, B->b, BA。 

j)S—>A, A—>B, B—。 

回 文 是 从 前 向 后 读 和 从 后 向 前 读 都 一 样 的 字符 串 ， 也 就 是 对 于 串 w， 有 w 二 w*， 其 中 w* 是 字符 串 w 
的 逆 。 试 求 一 个 上 下 文 无 关 的 文法 ， 使 得 其 生成 的 集合 是 字母 表 {0，1} 上 的 所 有 回 文 。 

设 Cl 和 Cs 是 两 个 上 下 文 无 关 的 文法 ， 它 们 生成 的 语言 分 别 为 工 (Cu) 和 工 (Cs )。 试 证 : 对 于 下 列 每 
个 集合 ， 都 有 一 个 上 下 文 无 关 文 法 生成 下 列 集合 ， 下、 

a)LCGD) UL(CG:) b)L(G)L(G,) CE YY 

求 用 右面 的 两 个 图 中 的 派生 树 构 造 的 字符 串 。 

构造 练习 1 中 句子 的 派生 树 。 

设 G 是 一 个 文法 ， 其 中 V= (ae，5，c，S)，T=(a，b，c)， 起 始 符号 为 S， 产 生 式 为 S 一 abS、 
S-~0S、S-~0S、S 一 4、S-~cg。 构 造 下 列 字符 串 的 派生 树 。 





a)bcbba b)bbbcbba €)bcabbbbbcb 
对 于 下 列 每 个 字符 串 ， 用 自 顶 向 下 的 语法 分 析 方 法 ， 确 定 其 是 否 属于 例 12 中 的 文法 生成 的 语言 。 
a)baba b)abab c)cpapa d)bbbcba 


对 于 练习 25 中 的 字符 串 ， 用 自 底 向 上 的 语法 分 析 方法 ， 确 定 其 是 否 属于 例 12 中 的 文法 生成 的 语言 。 
用 例 15 所 给 的 文法 构造 一 109 的 派生 树 。 
a) 如 果 一 个 文法 的 产生 式 由 下 列 巴 克 斯 -诺尔 范式 给 出 ， 那 么 这 些 产生 式 是 什么 ? 
《表达 式 ): :三 (( 表 达 式 )) | 
(表达 式 ) 十 (表达 式 ) | 
(表达 式 》x 7 表达 式 ) | 


〈 变 元 》 
《 变 元 )::=z|y 
b) 求 此 文法 中 (zx y) 十 z 的 派生 树 。 


a) 构 造 一 个 短语 结构 文法 ， 使 其 生成 如 下 所 有 带 符号 的 十 进 制 数 : 这 些 数 由 符号 (十 或 一 )、 非 负 整 
数 和 十 进 制 小 数 三 部 分 构成 ， 且 十 进 制 小 数 部 分 或 者 是 空 串 ， 或 者 是 小 数 点 后 面 跟 一 个 正 整数 ， 
其 中 ， 整 数 的 开始 部 分 允许 有 0 。 

b) 给 出 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 

c) 构 造 此 文法 中 一 31.4 的 派生 树 。 

a) 构 造 一 个 短语 结构 文法 ， 使 其 生成 所 有 形 如 a/b 的 分 数 构 成 的 集合 ， 其 中 a 为 带 符号 的 十 进 制 数 ， 
2 是 正 整数 。 

b) 给 出 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 

c) 构 造 此 文法 中 十 311/17 的 派生 树 。 

对 于 包含 如 下 内 容 的 标识 符 ， 给 出 其 巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规则 。 

a) 一 个 或 多 个 小 写字 母 。 

b) 至 少 3 个 但 至 多 6 个 小 写字 母 。 

c)1 一 6 个 大 写 或 小 写字 母 并 以 大 写字 母 开 头 。 

d) 一 个 小 写字 母 ， 后 跟 一 个 数字 或 下 划 线 ， 后 跟 三 四 个 字母 数字 字符 (大 小 写字 母 和 数字 ) 。 

给 出 如 下 人 名 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 规则 ， 人 名 包含 : “名 ”， 它 是 一 个 仅 有 首 字母 大 写 的 字母 

串 ;“ 中 间 名 ”“ 姓 ”， 它 可 以 是 任意 字母 串 。 

给 出 生成 C 语言 中 所 有 标识 符 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 规 则 。 在 C 语言 中 ,标识 符 以 一 个 字母 或 下 

划 线 开始 ， 后 跟 一 或 多 个 小 写字 母 、 大 写字 母 、 下 划 线 和 数字 。 
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巴克 斯 -诺尔 范式 的 一 些 扩展 常用 于 定义 短语 结构 文法 。 在 其 中 的 一 种 扩展 中 ， 问 号 (?) 表 明 其 左边 的 符 
号 或 括号 中 的 一 组 符号 可 以 出 现 零 次 或 一 次 ( 即 它 是 可 选 的 ) ， 星 号 (* ) 表 明 其 左边 的 符号 可 出 现 零 次 或 
多 次 ， 加 号 (十 ) 表 明 其 左边 的 符号 可 出 现 一 次 或 多 次 。 这 些 扩 展 均 为 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 (EBNF) 的 
一 部 分 ， 符 号 ?、* 和 十 称 为 元 字符 。 在 EBNF 中 ， 用 于 表示 非 终 结 符 的 括号 通常 不 显示 。 

34. 描述 由 下 列 EBNF 产生 式 集合 定义 的 串 的 集合 。 


a)string:: 三 L 十 D?L 十 b)string:: =sign D+ | 到 十 
L::=alsle sign:: 二 十 | 一 
D::=0|1 D::=0|1|2|3|4|5|6|7|8|9 
C)string::=L* (D+)?L* 
L::=z|y 
D::=0|1 


35. 给 出 生成 下 述 十 进 制 数 的 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规 则 ， 此 十 进 制 数 由 可 选 的 符号 、 非 负 整 
数 和 小 数 部 分 组 成 ， 小 数 部 分 或 者 为 空 串 ， 或 者 为 小 数 点 后 加 一 个 可 选 的 正 整数 ， 这 个 正 整 数 前 可 
能 带 有 若干 个 零 。 

36. 如 果 三 明治 由 下 列 东西 组 成 : 底部 的 一 片面 包 ; 芥末 或 蛋黄 桨 ;生菜 (可 选 ); 一 片 西红柿 (可 选 ); 
一 片 或 多 片 火 鸡肉 、 鸡 肉 或 烤 牛肉 (任意 组 合 )， 一 些 奶酪 (可 选 );， 顶部 的 一 片面 包 。 给 出 其 扩展 的 
巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规则 。 

37. 给 出 C 语言 中 标识 符 的 EBNF 产生 式 规 则 ( 见 练习 33) 。 

38. 描述 如 何 将 文法 的 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 转换 成 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 。 

下 面 给 出 的 是 在 后 缀 (或 逆 波 兰 ) 记 法 中 描述 表达 式 语法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
(expression):: = (term) | (term) (term) (addOperator) 
(addOperator):: = 十 | 一 
: (ermy :=《factor) | 《factor) (factor) (‘mulOperator) 
(mulOperator)::=*x |/ 
《factor):: = (identifier) | expression) 
(identifier)::=al|b|*…… |z 

39. 对 下 列 字 符 串 ， 判断 其 是 否 由 后 级 记 法 的 文法 生成 。 如 果 是 ， 给 出 生成 步骤 。 
a)apcx 十 请 wy 十 征 C)Ty—2* 
d)wzryz— */ e)ace 一 关 

40. 用 巴克 斯 -诺尔 范式 描述 中 缀 记 法 中 表达 式 的 语法 ， 其 中 运算 符 和 标识 符 与 练习 39 前 的 导言 中 后 缀 
表达 式 的 BNF 相同 ， 但 对 用 作 因 子 的 表达 式 必须 加 括号 。 

41. 对 下 列 字 符 串 ， 判 断 其 是 否 由 练习 40 中 的 中 缀 表达 式 文法 生成 。 若 是 ,给 出 生成 步骤 。 
ey b)a/b+cAd Cmx* (ntp) 

和 十 预 一 定 全 方 一 他 e) (m+n) x (p— gq) 

42. 设 G 是 一 个 文法 ，R 是 一 个 关系 ， 有 序 对 (wo。，wi) ER 当 上 且 仅 当 wi 可 以 从 wo 在 G 中 直接 派生 出 

来 。 求 RR 的 自 反 传递 闭 包 。 


13.2 和 带 输 出 的 有 限 状 态 机 


13. 2. 1 引言 

许多 种 机 器 ， 包 括 计 算 机 的 某 些 部 件 ， 都 可 以 用 有 限 状 态 机 作为 模型 。 经 常用 来 作为 模型 
的 有 限 状 态 机 也 有 多 种 形式 ， 但 所 有 这 些 形式 都 包括 一 个 有 限 的 状态 集合 (其 中 有 一 个 指定 的 
初始 状态 ) 、 一 个 输入 字母 表 和 一 个 转移 函数 (对 每 个 由 状态 和 输入 构成 的 对 指定 下 一 个 状态 ) 。 
有 限 状 态 机 广泛 应 用 于 计算 机 科学 和 数据 网 络 中 。 例 如 ， 有 限 状 态 机 是 许多 程序 的 基础 ， 如 拼 
写 检 查 、 语 法 检查 、 索 引 或 搜索 大 的 文本 、 语 音 识 别 、 采 用 XML 和 HTML 等 标记 语言 转换 文 
本 ， 以 及 规范 计算 机 如 何 通信 的 网 络 协议 。 
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本 节 将 研究 产生 输出 的 有 限 状态 机 。 我 们 将 介绍 如 何 使 用 有 限 状 态 机 为 机 器 建 模 ， 包 括 自 
动 售 货 机 、 输 入 延迟 机 、 整 数 加 法 器 以 及 判断 比特 串 是 否 包含 指定 模式 的 机 器 。 

在 给 出 形式 化 定义 之 前 ， 先 说 明 怎 么 建立 自动 售 货 机 的 模型 。 自 动 售 货 机 可 以 接受 5 分 、 
1 角 和 25 分 硬币 。 如 果 将 30 分 或 更 多 硬币 投 到 机 器 里 ， 则 机 器 立刻 退出 超过 30 分 的 部 分 。 如 
果 顾 客 投放 了 30 分 且 超 出 部 分 已 被 退还 ， 则 顾客 可 以 按 橙色 按钮 得 到 一 缸 橘子 汁 ， 或 者 按 红 
色 按 钮 得 到 一 钢 芋 果汁。 可 以 如 下 描述 这 个 机 器 是 怎么 工作 的 : 详细 描述 它 的 状态 ， 且 说 明 它 
在 接受 输入 后 怎么 改变 状态 ， 还 要 说 明 对 输入 和 当前 状态 的 各 种 组 合 所 产生 的 输出 。 

这 个 机 器 可 能 处 于 7 种 不 同 状态 %G=0，1，2，…，6)， 其 中 状态 s; 指 机 器 已 经 收集 了 5i 
分 。 机 器 以 表示 收集 了 0 分 的 状态 % 开始 。 输 入 可 能 是 : 5 分 、1 角 、25 分 、 橙 色 钮 (O) 或 红 
色 钮 (R)。 输 出 可 能 是 : 空 (n)、5 分 、1 角 、15 分 、20 分 、25 分 、 一 把 橘子 汁 或 一 摊 苹 果汁 。 

本 例子 将 说 明 此 机 器 的 模型 是 怎么 工作 的 。 假 设 一 个 学 生 先 投入 了 1 角 ， 又 投入 了 25 分 ， 
得 到 了 5 分 的 找 赎 ， 然 后 按 橙 色 按 钮 就 得 到 一 钠 橘 子 汁 。 机 器 从 状态 s。 开始 。 它 的 第 一 个 输入 
是 10 分 ， 这 就 将 机 器 的 状态 改变 为 % ， 但 没有 输出 。 第 二 个 输入 是 25 分 ， 这 将 状态 从 s; 改变 
为 sy， 并 返回 5 分 作为 输出 。 下 一 个 输入 是 橙色 按钮 ， 它 将 状态 从 ss 改 回 到 % (因为 机 器 返回 
到 初始 状态 ) ， 并 送出 一 饶 橘 子 汁 作为 输出 。 

可 以 将 机 器 的 所 有 这 些 状 态 变化 和 输出 用 一 个 表 来 表示 。 为 此 ， 对 状态 和 输入 的 每 个 组 
合 ， 我 们 都 需要 指明 下 一 个 状态 和 产生 的 输出 。 表 1 对 每 对 状态 和 输入 都 指明 了 转移 和 输出 。 


表 1 自动 售 货 机 的 状态 表 














1 








> 
一 





说 明 机 器 动作 的 另 一 个 方法 是 使 用 边 带 有 标号 的 有 向 图 ， 其 中 状态 表示 为 小 圈 ， 边 表示 转 
移 ， 并 用 输入 和 转移 产生 的 输出 对 边 进 行 标号 。 自 动 售 货 机 的 有 向 图 如 图 1 所 示 。 





13.2.2 带 输 出 的 有 限 状 态 机 
现在 给 出 带 输出 的 有 限 状 态 机 的 形式 化 定义 。 








设 M=(S，I，O，f，g，5) 是 一 个 有 限 状 态 机 。 可 以 用 状态 表 来 表示 状态 函数 f 和 输出 
函数 g 的 值 。 在 本 节 引 言 中 ， 我 们 已 经 构造 了 自动 售 货 机 的 状态 表 。 
tt 一 个 有 限 状态 机 ;其 中 S= so, 5 sw 页 1 三 40; 1 


0 一 {0，1}。 转 移 函 数 了 的 值 在 前 两 列 给 出 ， 输 出 函数 g 的 值 在 后 两 列 给 出 。 4 
me 种 方法 是 状态 图 ， 这 是 一 个 边 带 有 标号 的 有 向 图 。 在 这 个 图 中 ， 状 
态 由 圈 表 示 ， 转 移 由 带 输 入 和 输出 对 标号 的 箭头 表示 。 


构造 状态 表 如 表 2 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 。 
解 这 个 机 器 的 状态 图 如 图 2 所 示 。 4 


表 2 





六 8 




















图 2 表 2 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 


构造 如 图 3 中 状态 图 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 表 。 











解 ” 这 个 机 器 的 状态 表 如 表 3 所 示 。 4 
表 3 
f 8 
输入 输入 
状态 | 0 1 0 1 
开始 二 
5 1 1 1 
s2 Ce 0 0 
53 S51 50 0 0 
图 3 有 限 状 态 机 Be 








一 个 输入 字符 串 使 初始 状态 经 历 一 系列 状态 ， 这 些 状 态 都 是 由 转移 函数 确定 的 。 当 我 们 

(从 左 向 右 ) 一 个 符号 一 个 符号 地 读 输 入 字符 串 时 ， 每 个 输入 符号 都 使 机 器 从 一 个 状态 变 为 另 一 
个 状态 。 因 为 每 个 转移 产生 一 个 输出 ， 所 以 一 个 输入 字符 串 产 生 一 个 输出 字符 串 。 

设 输入 字符 串 为 x 二 x zo…zxs。 读 这 个 输入 使 得 机 器 从 状态 so 变 为 状态 ss， 其 中 5 二 了 f(s， zx) 

然后 变 为 状态 5， 其 中 避 = 二 f(a， wy) ， 以 此 类 推 , 对 于 j=]，2，……， ,与 二 (5-19 为 )， 最 后 ， 

以 状态 wx 二 = fs; 必 ) 结 束 。 这 个 转移 序列 就 产生 了 输出 字符 串 机 其 中 x 二 gC5， Xz) 是 


对 应 于 从 5 到 5 的 转移 的 输出 ，y， 


三 g(s,，zw) 是 对 应 于 从 % 到 5 的 转移 的 输出 ， 等 等 。 一 般 地 ， 
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Y=g(5-1, Xj;)， $= 人 尖 5 这 样 ， 我 们 可 以 将 输出 函数 g 的 定义 扩展 到 输入 字符 串 ， 即 定 
义 g(z) 二 y， 其 中 y 是 对 应 于 输入 字符 串 zx 的 输出 。 在 许多 应 用 中 ， 这 个 记 法 都 很 有 用 。 
对 于 图 3 表示 的 有 限 状 态 机 ， 求 其 对 输入 字符 串 101011 生成 的 输出 字符 串 。 











解 输出 是 001000。 状 态 和 输出 的 逐次 变化 如 表 4 所 示 。 二 
表 4 
输入 0 1 0 j 1 一 
状态 50 53 51 52 53 50 53 
输出 0 0 1 0 0 0 三 


我 们 现在 来 看 几 个 有 限 状 态 机 的 有 用 例子 。 例 5、 例 6 和 例 7 表示 了 内 存 容量 受 限 的 有 限 
状态 机 的 状态 。 这 些 状态 用 来 记 住 机 器 读 取 的 符号 的 属性 。 然 而 ， 由 于 状态 数 有 限 ， 所 以 有 限 
状态 机 不 能 用 于 一 些 重 要 的 目的 。 这 一 点 会 在 13.4 节 中 讲 到 。 

单位 延迟 机 是 许多 电子 装置 中 的 一 个 重要 部 件 ， 它 将 输入 字符 串 延 迟 一 定 的 时 间 量 
后 输出 。 怎 么 构造 一 个 有 限 状 态 机 使 其 将 输入 字符 串 延 迟 一 个 单位 时 间 呢 ? 即 ， 对 于 输入 的 比 
特 串 ye ee 怎么 才能 输出 比特 串 Oe ae tt 

解 ”可 以 如 下 构造 一 个 延迟 机 : 它 有 两 种 可 能 的 输入 ， 即 0 和 1; 它 还 必须 有 一 个 初始 状 
态 % 。 因 为 它 还 要 记 住 前 一 个 输入 是 0 还 是 1， 所 以 它 还 需要 另外 两 个 状态 ss 和 s,， 使 得 如 果 
前 一 个 输入 是 1， 则 机 器 处 于 状态 s; ， 如 果 前 一 个 输入 是 0， 则 机 器 处 于 状态 :> 。 从 so 出 发 的 
第 一 个 转移 产生 输出 0， 从 s, 出 发 的 每 个 转移 都 产生 输出 1， 从 * 出 发 的 每 个 转移 都 产生 输出 
0。 则 对 应 于 输入 字符 串 zx,…z 的 输出 是 这 样 的 一 个 字符 串 : 从 0 开始 ， 后 面 跟 x,， 再 跟 
Z，…， 最 后 以 ze 结束 。 这 个 机 器 的 状态 图 如 4 所 示 。 | 

试 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 使 其 利用 正 整 数 的 二 进 制 展开 式 将 两 个 正 整 数 相 加 。 

解 ” 按 如 下 过 程 将 (zx,…zizo)， 和 (y,… yyo) 相 加 (如 4.2 节 所 描述 ): 首先 ， 将 zx。 和 y。 
相 加 ， 产 生 和 z 与 进位 c。， 且 此 进位 要 么 是 0， 要 么 是 1; 然后 将 x 、»y 连同 进位 cs 一 起 相 
加 ， 产 生 和 zz 与 进位 c; 将 这 个 过 程 一 直 进 行 下 去 ; 第 n 步 将 zx,、y, 连同 前 一 个 进位 c,_, 一 
起 相 加 ， 产 生 和 z, 与 进位 c,，c 也 就 是 和 >z,+i。 

只 用 两 个 状态 就 能 构造 执行 这 个 加 法 的 有 限 状 态 机 。 为 了 简单 起 见 ， 假 设 两 个 初始 位 z 
和 >, 都 是 0( 和 否则 ， 必 须 对 和 ,+ 做 特殊 安排 )。 我 们 用 初始 状态 so 表示 前 一 个 进位 是 0( 或 者 
是 最 右边 位 的 加 法 ) ， 用 另 一 个 状态 s, 表示 前 一 个 进位 是 1。 

因为 这 个 机 器 的 输入 是 一 对 二 进 制 数 ， 所 以 只 有 4 种 可 能 的 输入 。 这 4 种 可 能 的 输入 为 : 
00( 两 位 都 是 0) 、01( 第 一 位 为 0， 第 二 位 为 1) 、10( 第 一 位 为 1， 第 二 位 为 0) 和 11( 两 位 都 是 
1)。 转 移 和 输出 是 根据 下 面 两 个 因素 来 构造 的 : 一 个 是 输入 所 表示 的 两 位 的 和 ， 另 一 个 是 状态 
所 表示 的 进位 。 例 如 ， 当 机 器 处 于 状态 % 且 所 接受 的 输入 是 01 时 ， 则 下 一 个 状态 是 % 且 输 出 
是 0， 因 为 所 产生 的 和 是 0 十 1 十 1 二 (10),。 此 机 器 的 状态 图 如 图 5 所 示 。 4 





图 4 单位 延迟 机 图 5 做 加 法 的 有 限 状 态 机 
在 某 种 编码 方法 中 ， 当 一 个 信息 中 出 现 了 3 个 连续 的 1 时 ,信息 接收 器 就 知道 已 经 
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发 生 了 一 个 传送 错误 。 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 使 得 它 输 出 1 当 且 仅 当 它 所 接收 的 最 后 3 位 都 
是 1。 

解 这 个 机 器 需要 3 个 状态 。 初 始 状态 % 记 住 前 一 个 不 是 1 的 输入 值 (如 果 存 在 ); 状态 
记 住 前 一 个 是 1， 但 再 前 一 个 输入 (如 果 存 在 ) 不 是 1 的 输入 值 ; 状态 ss 记 住 前 两 个 都 是 1 的 输 
入 值 。 

输入 一 个 1 将 状态 % 变 为 %， 因 为 机 器 现在 读 到 的 是 单个 的 1， 而 不 是 两 个 连续 的 1; 它 
将 5 变 为 %， 因 为 它 现在 读 到 了 两 个 连续 的 
1; 它 还 将 ” 变 为 本 身 ， 当 它 已 经 至 少 读 到 
了 两 个 连续 的 1。 输 入 一 个 0 将 每 个 状态 都 变 
为 %， 因 为 这 打 断 了 任何 由 连续 1 构成 的 字符 
串 。 如 果 现 在 机 器 所 读 的 是 1， 则 由 到 自 
身 的 转移 所 产生 的 输出 为 1， 因 为 此 状态 与 输 

入 的 组 合 表 明 机 器 已 经 读 到 了 3 个 连续 的 1。 

其 他 情形 的 输出 都 是 0。 此 机 器 的 状态 图 如 图 6 一 个 有 限 状 态 机 ， 它 输出 1 当 且 仅 当 所 
图 6 所 示 。 ;| 读 的 输入 串 以 111 结尾 

例 7 所 构造 的 有 限 状态 机 的 最 终 输 出 是 1， 当 且 仅 当 输入 字符 串 以 111 作为 结束 。 因 此 ， 
我 们 说 有 限 状 态 机 能 够 识别 以 111 作为 结束 的 字符 串 。 这 就 引出 定义 2。 


定义 2 令 M=(S, I 6, J 5，5%) 是 一 个 有 限 状态 机 ， 并 且 工 三 三， 那么 当 输 入 串 
EL， 并 且 当 且 仅 当 工 作为 M 的 输入 ， 人 -个 输出 位 是 1 时 ， 我 们 说 有 限 状态 机 M 








有 限 状 态 机 的 类 型 为 了 建立 计算 机 的 模型， 人 们 开发 了 许多 种 不 同 的 有 限 状态 机 。 本 节 
给 出 了 一 类 有 限 状 态 机 的 定义 ， 在 这 种 类 型 的 机 器 中 ， 输 出 与 状态 之 间 的 转移 相对 应 ， 这 种 类 
型 的 机 器 称 为 米兰 机 (Mealy machine)， 因 为 它 是 由 米兰 (G. H. Mealy) 在 1955 年 首先 研究 的 。 
还 有 另外 一 类 重要 的 带 输出 的 有 限 状 态 机 ， 其 输出 仅仅 由 状态 确定 ， 这 种 类 型 的 有 限 状 态 机 称 
为 摩尔 机 (Moore machine)， 因 为 它 是 摩尔 (E. F. Moore) 在 1956 年 提出 的 。 本 节 结 尾 有 一 系列 
练习 讨论 摩尔 机 

例 7 说 明了 怎么 用 米兰 机 来 识别 语言 然而 ， 我 们 通常 用 另 一 种 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 来 
识别 语言 。 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 也 称 为 有 限 状 态 自 动机 ， 它 有 一 个 由 终结 状态 组 成 的 集合 ， 
它 识 别 一 个 字符 串 当 且 仅 当 该 字符 串 能 够 将 初始 状态 变 为 一 个 终结 状态 。13. 3 节 将 讨论 这 种 
类 型 的 有 限 状 态 机 。 


练习 \ 
1. 画 出 具有 下 列 状 态 表 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 。 
a) b) 

















2. 给 出 具有 下 列 状态 图 的 有 限 状 态 机 的 状态 表 。 
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3. 对 于 具有 下 列 状态 表 的 有 限 状 态 机 ， 确 定 输入 字符 串 01110 所 产生 的 输出 : 


a) 练 习 1a b) 练 习 1b c) 练 习 lc 

4. 对 于 具有 下 列 状 态 图 的 有 限 状 态 机 ， 确 定 输入 字符 串 10001 所 产生 的 输出 : 
a) 练 习 2a b) 练 习 2b ce) 练习 2c 

5. 在 例 2 所 给 的 有 限 状 态 机 中 ， 对 于 下 列 每 个 输入 字符 串 ， 试 确定 其 输出 。 
a)0111 b)11011011 e)01010101010 

6. 在 例 3 所 给 的 有 限 状 态 机 中 ， 对 于 下 列 每 个 输入 字符 串 ， 试 确定 其 输出 。 
a)0000 b)101010 c)11011100010 


7. 试 构 造 一 个 有 限 状 态 机 作为 下 列 饮 料 机 的 模型 : 饮料 机 接受 5 分 、1 角 和 25 分 的 硬币 ,一 直到 接受 了 
35 分 钱币 时 才 开始 找 回 零钱 ， 退 出 超过 35 分 的 所 有 钱币 。 然 后 顾客 就 可 以 按 某 些 按钮 ， 得 到 一 听 可 
乐 ， 或 一 瓶 软 饮料 ， 或 一 瓶 姜 汁 啤酒 。 

8. 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 作为 下 列 售 报 机 的 模型 : 它 有 一 个 门 ， 此 门 只 在 下 列 两 种 情形 下 才 可 打开 : 一 
是 放 入 了 3 个 1 角 硬 币 ( 和 任意 数量 的 其 他 硬币 ); 二 是 放 入 了 一 个 25 分 的 硬币 和 一 个 5 分 的 硬币 (和 
任意 数量 的 其 他 硬币 )。 一 旦 门 能 够 被 打开 ， 顾客 就 打开 门 ， 取 出 一 份 报纸 ， 再 关上 门 。 不 管 塞 进去 
多 少 额 外 的 钱币 ， 机 器 都 不 找 回 零钱 。 下 一 个 顾客 重新 开始 时 也 不 能 使 用 上 一 位 多 余 的 钱 。 

9. 构造 一 个 有 限 状态 机 ， 将 输入 延迟 两 位 ， 且 以 00 作为 输出 的 头 两 位 。 

10. 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 对 输入 字符 串 每 隔 一 位 改变 一 次 值 ， 且 从 第 二 位 开始 。 但 保持 其 他 位 不 变 。 

11. 构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 计算 机 的 登录 过 程 : 用 户 首先 输入 用 户 标 识 码 ， 然 后 输入 口令 ; 用 户 标 
识 码 和 口令 分 别 被 看 作 一 个 输入 ; 如果 输入 的 口令 不 对 ， 则 要 求 用 户 重新 输入 用 户 标识 码 。 

12. 构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 组 合 锁 ， 此 锁 包 含 数 1 到 40， 只 有 在 输入 正确 的 组 合 时 才能 被 打开 ， 正 
确 组 合 是 : 10 次 右 ，8 次 左 ，37 次 右 。 每 个 输入 都 是 “一 个 数 、 旋 转 方向 、 在 此 方向 旋转 锁 的 次 数 ” 
构成 的 三 元 组 。 

13. 构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 下 列 道路 收费 机 : 放 入 25 分 钱币 之 后 此 机 器 将 打开 一 个 门 。 可 以 使 用 面 
额 为 5 分 、1 角 和 25 分 的 硬币 。 不 找 零钱 ， 多 于 25 分 的 超额 部 分 也 不 提供 下 一 位 驾驶 者 使 用 。 

14. 构造 一 个 有 限 状 态 机 模拟 自动 出 纳 机 (ATMD) 的 密码 登录 过 程 : 用 户 输入 一 个 4 位 数 的 字符 串 ， 一 次 
输入 一 个 数字 。 如 果 用 户 正 确 输入 这 4 个 数字 的 口令 ，ATM 显示 欢迎 界面 。 当 用 户 输入 不 正确 时 ， 
ATM 提示 用 户 密码 输入 错误 。 如 果 用 户 输入 错误 密码 3 次 ， 账 户 就 被 锁定 。 

15. 构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 有 一 定 限制 的 电话 交换 系统 ， 发 送 到 网 络 的 电话 号 码 要 求 是 以 0、911 和 
1 开头, 后跟 以 212、800、866、877 和 888 开始 的 10 位 电话 号 码 。 所 有 其 他 数字 串 都 被 系统 锁定 ， 
并 且 用 户 会 听 到 一 个 报错 信息 。 

16. 构造 一 个 有 限 状态 机 ， 当 读 取 的 输入 符号 所 代表 的 数 能 够 被 3 整除 时 ， 输 出 1; 和 否则， 输出 0。 

17. 构造 一 个 有 限 状态 机 ， 确 定 在 输入 字符 串 中 当前 所 读 取 的 最 后 一 个 符号 是 否 为 1， 且 倒数 第 三 个 符号 
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是 否 为 0。 
18. 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 确 定 到 目前 为 止 所 读 取 的 输入 字符 串 中 ， 其 结尾 是 否 有 至 少 5 个 连续 的 1。 
19. 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 确 定 到 目前 为 止 所 读 取 的 输入 中 ， 其 最 后 的 8 个 字符 是 否 为 computer。 输 入 
可 能 是 任意 的 英文 字母 。 
摩尔 机 M 二 (S$，IJ，O，f，g，50) 由 下 列 6 部 分 构成 : 有 限 状态 集 S; 输入 字母 表 T; 输出 字母 表 O; 转 
移 函 数 f/， 它 将 每 个 由 状态 和 输入 组 成 的 对 映射 为 下 一 个 状态 ; 输出 函数 g， 它 对 每 个 状态 指定 一 个 输 
出 ; 初始 状态 yy 。 摩 尔 机 可 以 用 状态 表 来 表示 ， 也 可 以 用 状态 图 来 表示 。 状 态 表 列 出 对 应 于 每 个 状态 和 
输入 对 的 转移 ， 以 及 对 每 个 状态 的 输出 。 状 态 图 画 出 状态 、 状 态 之 间 的 转移 以 及 状态 的 输出 。 在 状态 图 
中 ， 转 移 用 标记 着 输入 的 箭头 表示 ， 输 出 写 在 状态 的 旁边 。 
20. 构造 具有 右 表 所 示 的 状态 表 的 摩尔 机 的 状态 图 。 
21. 构造 具有 右 表 所 示 的 状态 图 的 摩尔 机 的 状态 表 。 对 每 个 输入 字符 串 ， 摩 尔 机 都 产生 一 个 输出 字符 串 。 特 别 
地 ， 对 应 于 输入 字符 串 aa …ak 的 输出 是 gCs0)gCs1)…glss)， 其 中 5 二 fC51, ai), i 二 1，2, ……,k。 
22. 对 于 下 列 每 个 输入 字符 串 ， 求 练习 20 中 的 摩尔 机 所 生成 的 输出 字符 串 。 
a)0101 b)11111 c)11101110111 





输入 





0 
en 
bs 
i 
2 

WR Da a 











23. 对 于 练习 22 中 的 每 个 输入 字符 串 ， 求 练习 21 中 的 摩尔 机 所 生成 的 输出 字符 串 。 

24. 构造 一 个 摩尔 机 ， 只 要 读 取 的 输入 符号 的 个 数 能 够 被 4 整除 时 ， 就 输出 1 。 

25. 构造 一 个 摩尔 机 ， 使 其 能 够 判断 输入 字符 串 是 包含 偶数 个 1 还 是 奇数 个 1。 如 果 输 入 字符 串 中 有 偶数 
个 1， 则 输出 1; 如 果 输 入 字符 串 中 有 奇数 个 1， 则 输出 0。 


13.3 不 带 输 出 的 有 限 状 态 机 
13. 3. 1 引言 

有 限 状 态 机 的 最 重要 应 用 之 一 是 语言 识别 。 在 设计 和 构造 程序 设计 语言 的 编译 器 时 ， 这 个 
应 用 起 着 根本 性 的 作用 。 在 13. 2 节 中 ,我们 说 明了 可 以 用 带 输出 的 有 限 状 态 机 来 识别 语言 ， 
方法 是 当 读 取 的 输入 字符 串 在 语言 中 时 和 葵 出 1， 否 则 输出 0。 但是， 还 有 一 些 其 他 类 型 的 有 限 
状态 机 ， 它 们 是 为 识别 语言 而 专门 设计 的 改 这 些 机 器 不 产生 输出 ， 但 有 终结 状态 。 一 个 串 能 被 
它 识别 ， 当 且 仅 当 它 把 初始 状态 转变 为 终结 状态 之 一 。 


13. 3.2 串 的 集合 
在 讨论 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 之 前 ， 先 介绍 一 些 关于 串 的 集合 的 重要 背景 材料 。 这 里 定义 
的 运算 将 广泛 用 于 有 限 状 态 机 识别 语言 的 讨论 中 。 





没 A={0; 11}, B 一 {1» 10» To 求生 Ba 入 A，。 
解 ”集合 AB 包括 所 有 A 中 串 和 B 中 串 的 连接 ， 故 
AB={01, 010, 0110, 111, 1110, 11110) 
集合 BA 包括 所 有 B 中 串 和 A 中 串 的 连接 ， 故 
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注意 ， 如 例 1 所 示 ， 对 于 字母 表 V 和 的 子 集 A 与 也，AB= BA 不 一 定 成 立 。 
由 两 个 串 集 合 的 连接 的 定义 还 可 以 定义 A"(n 二 0，1，2，…)。 其 递归 定义 如 下 : 


人 
设 A={1，00)- 当 Dr2 3 时 ， 求 和 加。 
解 易 知 ，A'= 二 {4}，A' 二 A"A=={4}A= 二 {1，00)。 为 求 A*， 取 A 中 元 素 对 的 连接 。 从 而 


A’ 二 {11，100，001，0000}。 为 求 A， 取 A 和 A 中 的 元 素 进行 连接 ， 由 此 得 到 A?=={111， 
1100，1001，10000，0011，00100，00001，000000 )} 。 S| 






@ 国 求 集合 A=(0}， B={0, 1}，C=={11} 的 克 莱 因 闭 包 。 
解 A 的 克 莱 因 闭 包 是 0 与 自己 的 任意 多 次 连接 ， 故 A* ={0” 





| 7 一 0 1, 2, ws) B 的 克 
莱 因 闭 包 是 任意 多 个 串 的 连接 ， 但 这 些 串 只 能 是 0 或 1， 因此 这 个 闭 包 是 字母 表 V 王 (0，1} 上 
的 所 有 串 ， 即 B* 二 V" 。 最 后 ，C 的 克 莱 因 闭 包 是 11 与 自己 的 任意 多 次 连接 ， 所 以 C’ 是 由 偶 


数 个 1 组 成 的 串 的 集合 ， 即 C 一 41” 


13.3.3 有限 状 态 自 动机 

现在 给 出 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 的 定义 ， 这 样 的 机 器 也 叫 作 有 限 状 态 自动 机 (finite-state 
automata) ， 这 也 是 在 本 节 中 将 使 用 的 术语 。( 注 意 : automata 的 单数 形式 是 automaton。) 这 些 
机 器 与 13. 2 节 中 研究 的 有 限 状 态 机 不 同 ， 它 们 不 产生 输出 ， 但 它们 有 一 个 终结 状态 集合 。 我 
们 将 看 到 ， 它 们 识别 将 初始 状态 变 为 终结 状态 的 字符 串 





n=05, Ly 2 “jy S| 









有 限 状 态 自 动机 也 可 用 状态 表 或 状态 图 来 表示 。 在 状态 图 中 ， 终 结 状态 用 双 圈 表示 。 
GB 构造 有 限 状 态 自动 机 M=(S，I，f，s。，F) 的 状态 图 ， 其 中 S= (ww，m ww， )， 
I 二 {0,，1)}，F==(s,，s;)， 转 移 函 数 f 如 表 1 所 示 。 
解 ” 所 求 的 状态 图 如 图 1 所 示 。 注 意 , 输入 0 和 1 都 将 5, 变 为 s。， 所 以 从 ss 到 s, 的 边 上 
有 0 和 1。 € 











图 1 一 个 有 限 状态 自动 机 的 状态 图 


转移 函数 的 扩展 “有限 状态 自动 机 M 二 (S，I，f，s。， 下 ) 的 转移 函数 可 以 进行 扩展 ， 使 其 
对 所 有 状态 与 串 的 对 都 有 值 ， 也 就 是 说 ，f 可 以 被 扩展 成 这 样 一 个 函数 1 : SXT* 一 S。 设 xz 二 
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Ziz2…zs 是 I" 中 的 一 个 串 ， 则 状态 As ，z) 是 这 样 得 到 的 : 从 状态 % 开始 ， 从 左 到 右 连 续 地 
使 用 z 中 的 每 个 符号 。 从 s 进入 状态 ;二 f(s,，zi)， 然 后 进入 状态 5 二 f(s,，z;)， 以 此 类 推 ， 
直到 f(s;，ZX) 二 f(s，Xzi)。 形 式 上 ， 可 以 通过 如 下 公式 递归 地 为 确定 性 的 有 限 状 态 机 M= (5S， 
1，/，s， 忆 定义 其 扩展 状态 转移 函数 / 

1) 对 于 状态 集合 S 中 的 每 一 个 状态 s， 有 f(s, 2) 二 ;5; 

2) 对 于 所 有 的 ES，xzEI*, aE€I, 有 fls, xa)= 二 f(f(s, x), a)。 

可 以 使 用 结构 化 归纳 和 递归 定义 来 证 明 扩展 转移 函数 的 这 个 性 质 。 例 如 ， 在 练习 15 中 要 
求证 明 对 于 状态 集合 S 中 的 每 一 个 状态 3， xz 和 y 是 居中 的 字符 串 ， 有 

六 (5 三 7 TE) 内 


13. 3.4 有 限 状 态 机 的 语言 识别 
六 i RS ed edad lads ald a wa 





在 例 5 中 将 求 几 个 有 限 状 态 自动 机 所 识 别 的 语言 。 

求 图 2 表示 的 有 限 状 态 自动 机 M 、M: 和 M, 所 识别 的 语言 。 

解 M, 只 有 一 个 终结 状态 s, ， 而 将 % 变 为 自身 的 串 是 由 0 个 、1 个 或 更 多 连续 1 组 成 的 
串 。 所 以 地 OM)=(1 12 一 0，1，2，…)} 。 

”M, 只 有 一 个 终结 状态 ws ， 而 将 w 变 为 s, 的 串 只 有 1 和 01， 所 以 LOM,)=(1，01) 。 

M: 的 终结 状态 有 s。 和 s,， 将 so 变 为 自身 的 串 有 )，0，00，000，…， 即 由 零 个 以 上 (包括 
零 个 ) 连 续 的 0 构成 的 串 。 将 so 变 为 ss 的 串 只 有 这 样 的 串 : 开头 是 零 个 以 上 (包括 零 个 ) 连 续 的 
0 构成 的 串 ， 接 着 是 10， 然 后 是 任意 的 串 。 故 工 (M:) 王 {0"，0"10z|z 王 0，1，2，…，LZz 是 任 
意 的 串 }) 。 4 

设计 有 限 状态 自动 机 我 们 经 常 可 以 构造 一 个 有 限 状 态 自 动机 、 通 过 仔细 添加 状态 和 和 转 
移 ， 决 定 哪 些 状态 是 最 终 状 态 ， 使 得 这 个 有 限 状 态 自 动机 可 以 识别 给 定 字符 串 。 当 根据 需要 ， 
包含 一 些 能 够 记录 输入 字符 串 的 某 些 性 质 的 状态 时 ， 就 提供 了 一 个 带 有 有 限 存储 的 有 限 状 态 自 
动机 。 例 6 和 例 7 这 两 个 例子 给 我 们 说 明了 一 些 技 术 ， 可 以 通过 使 用 这 些 技术 来 构造 能 够 识别 
特定 类 型 串 的 有 限 状 态 自 动机 。 


、\ 





Links 

Te 克 莱 因 生 于 美国 康涅狄格 州 的 哈 特 
福 德 。 他 的 母亲 艾 丽 丝 ， 莉 娜 。 科 和 尔 (Alice Lena Cole) 是 一 位 诗人 ， 他 的 父亲 古 斯 塔 夫 。， 阿 道夫 ，。 克 莱 因 
(Gustav Adolph Kleene) 是 一 位 经 济 学 教授 。 克 莱 因 曾 就 读 于 艾 摩 斯 特 学 院 ，1934 年 ， 他 在 普林斯顿 大 
学 获 博士 学 位 ， 导 师 是 著名 的 逻辑 学 家 丘 奇 (Alonzo Church) 。1935 年 ， 克 莱 因 成 为 威斯康星 大 学 的 教 
员 ， 除 了 几 次 短暂 的 离开 (包括 去 普林斯顿 高 等 研究 所 ) 外 ， 他 一 直 在 那里 任教 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 
他 成 为 美国 海军 预备 投 军 官学 校 的 航海 教师 ， 后 来 他 成 为 海军 研究 实验 室 的 主任 。 克 莱 通过 研究 可 计算 
性 和 可 判定 性 问题 ， 对 递归 函数 论 做 出 了 重要 贡献 ， 并 且 证 明了 自动 机 理论 中 的 一 个 中 心 结果 。 他 曾 担 
任 威斯康星 大 学 的 数学 研究 中 心 的 代理 主任 和 文理 学 院 的 院 长 。 他 还 曾 学 习 过 博物 学 ， 并 发 现 了 一 族 以 
前 没 记 载 过 的 蝴蝶 ， 因 此 这 族 蝴蝶 便 以 他 的 名 字 命 名 。 他 还 是 一 位 狂热 的 徒步 旅行 和 登山 爱好 者 。 此 外 ， 
克 莱 因 还 很 擅长 讲 些 奇闻 轶 事 ， 他 的 大 嗓门 在 几 间 办 公 室 之 外 都 能 听 到 。 
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0;1 


M3 
图 2 一 些 有 限 状 态 自动 机 


时 构造 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 使 得 它 可 以 识别 如 下 这 些 语言 。 

(Ca) 以 两 个 0 作为 开始 的 比特 串 的 集合 。 

(b) 包 含 两 个 连续 0 的 比特 串 的 集合 。 

(c) 不 包含 两 个 连续 0 的 比特 串 的 集合 。 

(Cd) 以 两 个 0 作为 结束 的 比特 串 的 集合 。 

Ce) 至 少 包含 两 个 0 的 比特 串 的 集合 。 

解 〈a) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 以 两 个 0 
作为 开头 的 比特 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 s。 外 ， 还 包含 一 个 非 终结 状态 % 。 如 果 第 一 位 是 0， 
则 状态 从 w 变 成 % 。 然 后 ， 添 加 一 个 终结 状态 s;; 如 果 第 二 位 是 0， 则 从 5 变 成 % 。 当 到 达 状 
态 s, 时 ， 就 可 以 确定 输入 字符 串 的 前 两 位 是 0， 因此 无 论 后 续 字 符 串 的 内 容 是 什么 (如 果 有 )， 
状态 将 保持 s, 不 变 。 读 者 可 以 验证 ， 图 3a 所 示 的 有 限 状态 自动 机 可 以 识别 以 两 个 0 开始 的 比 
特 串 的 集合 。 

(b) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 包含 着 两 个 
连续 0 的 比特 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 % 外 ， 还 包含 一 个 非 终 结 状 态 s, 。 通 过 状态 % ， 将 会 告 
知 我 们 最 后 的 输入 位 是 0， 而且， 不 论 该 位 的 前 一 位 是 1， 或 该 位 是 输入 字符 串 的 第 一 位 。 还 
包含 一 个 终结 状态 s;， 当 0 后 的 输入 仍 是 0 时 ,将 从 % 跳 转 到 s;。 如 果 在 输入 字符 串 中 有 0 后 
紧 接着 的 是 1( 在 找到 连续 的 两 个 0 之 前 )， 那 么 将 跳 转 到 状态 ss ， 并 且 重 新 开始 寻找 连续 的 0。 
读者 可 以 验证 图 3b 所 示 的 有 限 状 态 自 动机 可 以 识别 包含 两 个 连续 0 的 比特 串 的 集合 。 

(c) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 该 自动 机 能 够 识别 不 包含 两 个 连续 0 
的 比特 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 % 外 ， 该 状态 也 是 终结 状态 ， 还 包含 一 个 终结 状态 s; 。 当 0 是 
第 一 个 输入 字符 时 ， 状态 从 s。 跳 转 到 s, 。 当 输入 字符 是 1 时 ， 状 态 跳 转 或 者 停留 在 s, 。 添 加 一 


Bri 
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图 3 识别 例 6 中 的 语言 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 


个 状态 s;:， 当 输入 字符 是 0 时， 状态 从 s 跳 转 到 * 。 当 状态 到 达 s, 时 ， 就 表示 已 经 遇 到 了 两 个 
连续 的 0。 一 旦 到 达 状 态 s;， 就 在 此 停留 并 保持 不 变 。 这 个 状态 不 是 终结 状态 。 读 者 可 以 自行 
验证 图 3c 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 不 包含 两 个 连续 0 的 输入 字符 串 的 集合 。[ 聪 明 的 读 
者 将 会 注意 到 本 例 构造 的 有 限 状 态 自动 机 与 (b) 部 分 构造 的 自动 机 之 间 的 关系 。 参 见 练习 39。] 

《d) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 该 自动 机 能 够 识别 以 两 个 连续 0 作 
为 结束 的 比特 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 % 外 ， 还 包含 一 个 非 终结 状态 s; 。 如 果 第 一 位 是 0， 则 
跳 转 到 状态 s; 。 还 包含 一 个 终结 状态 s; 。 如 果 0 之 后 的 输入 字符 仍然 是 0， 状态 将 从 % 跳 转 到 
5 。 如 果 在 0 之 后 的 输入 仍然 是 0， 则 保持 状态 * 不 变 ， 原因 是 最 后 输入 的 两 个 字符 仍然 是 0。 
如 果 此 时 状态 是 * ， 当 输入 位 是 1 时， 将 跳 转 回 状 态 % ， 然 后 重新 开始 搜索 连续 0 的 出 现 。 如 
果 此 时 状态 是 %， 当 下 一 个 输入 位 是 1 时 ， 也 将 跳 转 到 状态 s,。 读 者 可 以 自行 验证 图 3d 所 示 
的 有 限 状态 自动 机 能 够 识别 以 两 个 连续 0 作为 结束 的 输入 字符 串 的 集合 。 

《e) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 该 自动 机 能 够 识 包 含 两 个 0 的 比特 
串 的 集合 。 除 了 初始 状态 s。 外， 还 包含 一 个 非 终 结 状态 % 。 状 态 将 一 直 保持 在 %， 直 到 输入 
0。 当 输入 字符 串 中 遇 到 第 一 个 0 时 ， 状 态 跳 转 到 % 。 添 加 一 个 终结 状态 s;， 一 旦 在 输入 字符 
串 中 遇 到 第 二 个 0， 将 从 状态 % 跳 转 到 ”。 无 论 何 时 遇 到 输入 字符 为 1 时 ， 保 持原 状态 不 变 。 
一 旦 到 达 状 态 s;， 将 保持 不 变 。 状 态 % 和 状态 s; 分 别 用 来 告诉 我 们 已 经 在 输入 字符 串 中 遇 到 1 
个 或 2 个 0。 读 者 可 以 自行 验证 图 3e 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 包含 两 个 0 的 输入 字 
符 串 。 4 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 包含 奇数 个 1， 并且 以 
至 少 两 个 连续 0 作 结束 的 比特 串 的 集合 。 

解 ”我 们 可 以 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 通 过 添加 状态 记录 输入 字符 串 中 1 的 个 
数 的 奇偶 性 ， 以 及 是 否 在 输入 字符 串 的 尾部 遇 到 0 个 、1 个 或 者 至 少 2 个 0， 使 得 该 自动 机 可 
以 识别 某 种 类 型 的 比特 串 。 

可 以 通过 初始 状态 so 来 告诉 我 们 目前 输入 的 比特 串 包含 偶数 个 1， 并且 不 以 0 作为 结束 
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( 空 串 或 者 以 1 作为 结束 ) 。 除 了 初始 状态 外 ， 还 包含 其 他 5 个 状态 。 当 输入 比特 串 包 含 偶数 个 
1 且 以 1 个 0 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s,; 当 包含 偶数 个 1 且 以 至 少 两 个 0 作为 结束 时 ， 状 态 
跳 转 到 s。; 当 包 含 奇 数 个 1 且 不 以 0 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s;; 当 包 含 奇 数 个 1 且 以 1 个 0 
作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s,; 当 包 含 奇 数 个 1 且 以 两 个 0 个 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s;， 同 时 
ss 也 是 一 个 终结 状态 。 

读者 可 以 自行 验证 图 和 4 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 包含 奇数 个 1 且 以 至 少 两 个 连续 0 
作为 结束 的 比特 串 的 集合 。 4 











图 4 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 该 自动 机 能 够 识别 包含 奇数 个 1 
且 以 至 少 两 个 0 结束 的 比特 串 的 集合 
等 价 的 有 限 状 态 自动 机 在 定义 4 中， 我 们 定义 当 两 个 有 限 状 态 自 动机 能 够 识别 相同 的 语 
言 时 ， 它 们 是 等 价 的 。 例 8 给 出 了 两 个 等 价 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 的 例子 。 
证 明 图 5 所 示 的 有 限 状态 自动 机 M。 和 M, 是 等 价 的 。 





图 5 Mo 和 Mi 是 等 价 有 限 状态 自动 机 


解 ”对 于 可 以 被 Mo 识别 的 字符 串 zx，z 必 须 从 状态 s。 跳 转 终结 状态 % 或 者 终结 状态 s 。 
唯一 能 从 状态 跳 转 到 s, 的 就 是 字符 串 1。 能 从 状态 % 跳 转 到 5 的 是 以 0 作为 开始 的 字符 串 ， 
该 字符 串 首先 从 % 跳 转 到 s,。 ， 后 跟 0 个 或 者 多 个 0， 保 持 状 态 s; 不 变 ， 然 后 跟 一 个 1， 状 态 从 
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sz 跳 转 到 s, 。 除 了 以 上 这 些 字符 串 外 ， 所 有 其 他 的 字符 串 都 使 状态 从 % 跳 转 到 非 终结 状态 ( 留 
给 读者 详细 地 填补 这 些 内 容 ) 。 因 此 我 们 可 以 得 出 结论 ， 自 动机 M, 所 识别 的 语言 工 CM, ) 的 形 
式 是 0 个 或 多 个 0 后 跟 一 个 1 的 字符 串 的 集合 。 

对 于 可 以 被 M 识别 的 字符 串 x，z 必须 使 状态 能 从 s。 跳 转 到 终结 状态 ss; 。 因 此 ， 能 被 识 
别 的 字符 串 z 的 形式 是 以 若干 个 0 作为 开始 ， 这 样 会 保持 状态 s 不 变 ， 后 接 1 个 1， 跳 转 到 终 
结 状态 s, 。 全 是 由 0 组 成 的 比特 串 是 不 会 被 识别 的 ， 因 为 它 只 能 使 我 们 保持 状态 % 不 变 , 但 w 
是 非 终 结 状态 。1 后 紧 接着 是 一 个 0 的 比特 串 也 不 会 被 识别 ， 因 为 它 会 跳 转 到 一 个 非 终结 状态 
5s。 因 此 ， 结 果 就 是 LC(M) 与 L(M) 相 同 。 可 以 得 出 结论 M, 与 M 是 等 价 的 。 

注意 有 限 状 态 自动 机 M, 只 有 3 个 状态 。 能 识别 出 0 个 或 多 个 0 后 紧 接 着 1 这 样 的 比特 串 
的 自动 机 不 会 少 于 3 个 状态 (参见 练习 37) 。 世 

正如 例 8 所 说 明 的 ， 某 个 有 限 状态 自动 机 可 能 比 它 等 价 的 自动 机 具有 更 多 的 状态 。 实 际 上 ， 
构造 用 来 识别 某 种 语言 的 有 限 状 态 自 动机 的 算法 可 能 会 比 需 要 的 状态 多 。 使 用 不 必要 的 大 型 有 
限 状 态 自 动机 来 识别 语言 会 使 硬件 和 软件 应 用 效率 较 低 ， 并 且 代 价 较 高 。 当 有 限 状态 自动 机 用 
于 编译 程序 时 ， 该 问题 随 之 而 来 ， 编 译 程 序 用 于 将 源 程序 翻译 为 计算 机 能 够 识别 的 目标 程序 。 


Links > 





万 丽 丝 ， 穆 雷 ， 霍 普 (Grace Brewster Murray Hopper，1906 一 1992) 1906 年 ， 
葛 丽 丝 . 霍 普 出 生 于 纽约 。 她 自 幼 就 对 事物 是 如 何 运行 的 有 着 浓厚 的 兴趣 。 在 她 7 
岁 的 时 候 ， 她 就 把 家 里 的 闹钟 拆 了 ， 以 探寻 它 运 作 的 机 制 。 她 对 数学 的 热爱 很 大 程 
度 上 是 受到 了 她 母亲 的 影响 。 在 那个 女性 被 禁止 学 习 的 时 代 ， 她 的 母亲 获得 特 批 学 
习 过 几何 学 (但 不 是 代数 和 三 角 函 数 )。 霍 普 的 父亲 对 她 的 影响 也 很 大 。 她 的 父亲 是 
一 个 成 功 的 保险 经 纪 人 ， 殊 不 知 这 样 的 一 个 成 功 人 士 ， 曾 经 因为 循环 系统 出 了 问题 
@Bemann/Gery Images ”而 失去 了 双 腿 。 他 鼓励 孩子 们 不 管 任何 事情 ， 只 要 她 们 用 心 去 做 ， 就 一 定 能 取得 成 
功 。 他 也 一 直 激 励 霍 普 接 受 更 高 的 教育 ， 而 不 仅仅 像 大 多 数 女性 那样 平淡 无 奇 地 度 过 一 生 。 霍 普 的 父母 
尽 全 力 让 她 接受 最 好 的 教育 ， 于 是 她 在 纽约 上 了 私立 的 小 学 和 中 学 。1924 年 她 考 入 瓦 萨 学 院 学 习 数 学 和 
物理 ，1928 年 她 大 学 毕业 。 接 着 ， 她 在 耶鲁 大 学 攻读 数学 专业 的 硕士 学 位 并 于 1930 年 毕业 。 同 年 ， 霍 
普 嫁 给 了 在 纽约 商学 院 任 教 的 一 名 英语 老师 ， 但 婚姻 并 没有 持续 太 久 两 人 就 离婚 了 。1931 年 至 1943 年 ， 
霍 普 在 瓦 萨 学 院 担 任 数学 系 教授 ，1934 年 她 获得 了 耶鲁 大 学 的 博士 学 位 。 

珍珠 港 事件 后 ， 出 生 于 军人 世家 的 霍 普 毅然 决定 辞去 她 的 教师 工作 而 加 入 了 美国 海军 。 为 了 顺利 人 
伍 ， 霍 普 需 要 一 个 特殊 的 许可 证 才能 让 她 彻底 脱离 数学 专业 教授 的 位 置 。1943 年 ， 她 宣 拆 加 入 海军 预备 
役 部 队 ， 并 在 海军 女子 学 校 接受 训练 。 之 后 ， 霍 普 被 分 配 到 了 哈佛 大 学 的 海军 军械 实验 室 工作 ， 主 要 为 
世界 第 一 台大 规模 自动 测序 的 数字 计算 机 编程 ， 这 台 计 算 机 用 来 帮助 海军 火炮 在 多 变 的 天 气 中 准确 地 瞄 
准 方位 。 人 们 认为 霍 普 是 “漏洞 ”(bug)( 多 指 硬件 出 故障 ) 这 个 词语 的 创造 者 ， 但 事实 上 ， 早 在 霍 普 去 哈 
佛 大 学 之 前 ， 这 个 词 就 已 经 被 人 使 用 了 。 但 霍 普 和 她 的 编程 团队 发 现 了 计算 机 硬件 中 继 上 的 一 个 缺陷 ， 
这 也 是 致使 系统 停止 运行 的 原因 。 这 个 有 名 的 “缺陷 ”被 记载 到 了 实验 室 图 书 中 。 于 是 ,在 20 世纪 50 
年 代 ， 霍 普 发 明 一 个 新 词 “调试 ”(debug) 表 示 去 除 程序 中 错误 。 

1946 年 ， 美 国 海军 告知 霍 普 年 纪 太 大 而 不 能 继续 服 现役 ， 于 是 她 选择 继续 留 在 哈佛 大 学 进行 民用 研 
究 。1949 年 ， 她 离开 哈佛 大 学 加 入 了 “ 挨 克 特 - 莫 克利 ”计算 机 公司 ， 帮 助 开发 第 一 台 商 用 计算 机 ， 即 通 
用 自动 计算 机 (UNIVAC ) 。 霍 普 在 这 里 工作 了 很 长 时 间 ， 直 到 雷 明 顿 兰 德 公司 接手 该 公司 并 与 斯 派 里 公司 
合并 后 ， 她 才 离 开 了 这 个 公司 。 霍 普 一 直 非 常 看 好 计算 机 无 穷 的 潜能 ， 她 深 知 只 要 编程 和 应 用 上 做 得 好 ， 计 
算 机 终 将 被 广泛 使 用 。 特 别 是 编程 的 语言 ， 她 认为 可 以 用 英语 写 ， 而 不 一 定局 限于 计算 机 指令 。 为 了 实现 这 一 
目标 ， 她 开发 了 第 一 台 编 译 器 ， 并 在 1952 年 发 表 了 第 一 篇 关于 编译 器 研究 的 论文 。 霍 普 也 被 称 作 “面向 商业 
的 通用 语言 (COBOL) 之 母 "， 她 的 员工 借助 他 们 早期 的 工作 基础 构建 了 面向 COBLO 的 基本 语言 设计 框架 。 

1966 年 ， 霍 普 正 式 从 海军 预备 投 部 队 退 休 。 然 而 ， 仅 仅 7 个 月 之 后 ， 海 军 部 队 重 新 召回 她 ， 令 其 协 
助 高 级 海军 计算 机 语言 的 标准 化 制定 工作 。1983 年 ， 霍 尔 被 总 统 亲 自 授予 海军 准将 军衔 ， 两 年 后 ， 提 升 
为 海军 少将 。 霍 普 退 休 的 时 候 已 经 80 岁 高 龄 了 ， 美 国 海军 为 其 在 宪法 号 帆船 护卫 舰 上 举行 了 退休 仪式 。 
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练习 58 一 61 研究 了 一 个 过 程 ， 如 何 用 最 少 的 状态 构造 一 个 有 限 状 态 自动 机 使 之 等 价 于 一 
个 给 定 的 有 限 状态 自动 机 。 这 个 方法 称 为 自动 机 简化 。 在 练习 中 描述 的 这 个 过 程 ， 通 过 把 状态 
用 状态 的 等 价 类 来 替换 ， 减 少 了 状态 的 数量 。 如 果 对 每 个 输入 字符 串 都 能 使 两 个 状态 跳 转 到 终 
结 状态 ， 或 者 都 使 这 两 个 状态 跳 转 到 某 个 非 终结 状 态 ， 那 么 则 称 这 两 个 状态 是 等 价 的 。 在 自动 
机 简化 过 程 开始 前 ， 从 开始 状态 使 用 任何 输入 都 不 可 达 的 状态 首先 被 删除 ， 删 除 这 些 状态 不 会 
改变 其 识别 的 语言 。 
13. 3.5 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 

到 目前 为 止 所 讨论 的 有 限 状 态 自动 机 都 是 确定 性 的 ， 因 为 对 每 对 状态 和 输入 值 ， 转 移 函 数 
只 给 出 唯一 的 下 一 个 状态 。 还 有 一 种 重要 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 对 每 对 输入 值 和 状态 ， 有 多 个 
可 能 的 下 一 个 状态 ， 这 样 的 机 器 称 为 非 确定 性 的 。 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 在 判断 哪些 语言 
可 以 由 有 限 状 态 自动 机 识别 中 非常 重要 。 \ 

定义 5 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 JM 二 (S，J， ss，F) 由 下 列 五 部 分 组 成 :一 个 状 
态 的 集合 S; 一 个 输入 字母 表 T; 一 个 转移 函数 /，f 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 一 个 状态 集合 
(因此 有 了 : SXI>PCS)); 一 个 初始 状态 os 还 有 一 个 由 终结 状态 构成 的 S 的 子 集 F。 ， 

非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 也 可 用 状态 表 和 状态 图 来 表示 。 在 状态 表 中 ， 对 每 对 状态 和 输 
入 值 ， 列 出 所 有 可 能 的 下 一 个 状态 。 在 状态 图 中 ， 从 一 个 状态 到 每 个 可 能 的 下 一 个 状态 ， 都 画 
一 条 边 ， 这 条 边 的 标号 是 导致 这 个 转移 的 一 个 或 多 个 输入 。 

@ 国 求 状态 表 如 表 2 所 示 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 的 状态 图 。 终 结 状态 为 ss 和 5;。 

解 ” 这 个 自动 机 的 状态 图 如 图 6 所 示 。 4 

表 2 

















6 ”状态 表 为 表 2 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 


@ 国 鸡 求 状态 图 如 图 7 所 示 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 的 状态 表 。 
解 ” 这 个 自动 机 的 状态 表 如 表 3 所 示 。 4 
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图 7 一 个 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 
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非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 怎么 识别 串 x 二 zx…zh 呢 ? 第 一 个 输入 符号 x 将 初始 状态 
so 变 为 状态 集合 s, 。 下 一 个 输入 符号 zx, 将 5 中 的 每 个 状态 都 变 为 一 个 状态 集合 。 设 ss 是 这 些 
集合 的 并 集 。 将 这 个 过 程 继续 下 去 ， 在 某 个 步骤 中 ， 对 上 一 个 步骤 产生 的 每 个 状态 和 当前 的 输 
入 符号 都 要 求 其 产生 的 所 有 状态 。 使 用 x 从 s。 所 能 得 到 的 状态 中 ， 如 果 有 一 个 终结 状态 ， 我 
们 就 识别 或 接受 串 z。 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 语言 是 这 个 自动 机 所 识别 的 所 有 串 
的 集合 。 

求 图 7 所 示 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 语言 。 

解 ” 因 为 s, 是 终结 状态 ， 当 输入 是 0 时 ， 有 从 5 到 自身 的 转移 ， 所 以 此 机 器 识别 所 有 零 
个 或 更 多 个 连续 的 0 组 成 的 串 。 因 为 s, 也 是 终结 状态 ， 所 以 对 于 任何 串 ， 若 以 此 串 作 为 输入 时 
从 % 所 能 达到 的 状态 集中 包含 s;， 则 此 串 就 能 被 识别 。 这 样 的 串 只 有 : 零 个 或 更 多 个 连续 的 0 
和 后 面 跟 01 或 11 组 成 的 串 。 因 为 s, 和 5 是 仅 有 的 终结 状态 ， 所 以 此 机 器 识别 的 语言 为 {0"， 
OOls 和 11 |nS0}. 4 

一 个 重要 的 事实 是 ， 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 所 能 识别 的 语言 也 能 被 确定 性 的 有 限 状 
态 自动 机 所 识别 。 在 13.4 节 中 ,我 们 将 利用 这 个 事实 确定 有 限 状 态 自 动机 能 够 识别 哪些 


语言 。 





证 明 我 们 将 描述 怎样 从 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 Mo 构造 识别 工 的 确定 性 的 有 限 状态 
自动 机 M,。M, 的 每 个 状态 都 由 M, 的 状态 集 的 一 个 子 集 构 成 ，M 的 初始 状态 是 {s,6}， 即 M， 
的 初始 状态 是 Mo 的 初始 状态 构成 的 集合 。M 的 输入 集合 与 Mo 的 输入 集合 相同 。 

， 对 于 M, 的 一 个 给 定 状 态 {s; ，s;, ，…，s;, }， 输 入 字符 串 工 将 这 个 状态 变 为 这 个 集合 中 元 
素 的 下 一 个 状态 构成 的 集合 的 并 ， 即 集合 fs yi Es Fs Wy Hs 工 ) 的 并 。 M, 的 状 
态 是 S 的 所 有 子 集 的 集合 ， 这 里 S 是 M 的 状态 集 ， 从 so 开始， 以 此 方式 求 得 。( 如 果 此 非 确 
定性 的 机 器 有 ?个 状态 ， 则 确定 性 的 机 器 就 有 2"” 个 状态 ， 因 为 所 有 子 集 都 可 以 作为 状态 ， 包 
括 空 集 ， 尽 管 实际 使 用 的 状态 却 很 少 .) 如 果 Ms 的 一 个 子 状态 集 含 有 终结 状态 ， 则 它 就 是 Ml 
的 终结 状态 。 

假设 一 个 输入 字符 串 可 以 由 Mo。 识别 ， 则 用 这 个 串 从 % 出 发 可 以 到 达 的 状态 中 有 一 个 终结 
状态 (读者 应 能 对 这 一 点 做 归纳 证 明 )。 这 意味 着 ,在 M 中 ， 这 个 串 能 将 fs } 引 导 至 这 样 一 个 
状态 集 ， 它 是 Mo 的 状态 集 的 一 个 子 集 且 包含 一 个 终结 状态 。 这 个 子 集 是 Ml 的 一 个 终结 状态 ， 
所 以 这 个 串 也 能 由 M 识别。 而 且 ， 如 果 一 个 输入 字符 串 不 能 由 Mo 识别 ， 则 它 也 就 不 能 导致 
M, 中 的 任何 终结 状态 。( 读 者 应 该 能 够 给 出 它 的 详细 证 明 。) 因 此 这 个 输入 字符 串 也 不 可 能 由 


{so} 导致 M 中 的 一 个 终结 状态 。 4 
求 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 能 与 例 10 中 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 
相同 的 语言 。 


解 ” 所 求 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 如 图 8 所 示 ， 它 是 根据 例 10 中 的 非 确 定性 的 有 限 状 
态 自 动机 构造 的 。 此 确定 性 的 自动 机 的 状态 是 那个 非 确定 性 的 机 器 的 状态 集 的 子 集 。 对 于 一 个 
输入 符号 ， 一 个 子 集 的 下 一 个 状态 是 这 样 的 集合 : 它 由 这 个 子 集中 的 元 素 在 那个 非 确 定性 的 机 
器 中 的 所 有 下 一 个 状态 所 构成 。 例 如 ， 对 于 输入 0，{s} 转 为 (fg ，s,)}， 因 为 在 那个 非 确定 性 的 
机 器 中 ，s。 有 到 它 自己 和 s, 的 转移 ; 集合 {s。，5s} 对 输入 1 转 为 {5 ，54}， 因 为 在 那个 非 确 定 
性 的 机 器 中 ， 对 输入 1，s5 只 转 为 5，s 只 转 为 5; 集合 {s,，54) 对 输入 0 转 为 (s;)}， 因 为 在 
那个 非 确定 性 的 机 器 中 ， 对 输入 0，s% 和 都 只 转 为 ss。 所 有 以 这 种 方法 得 到 的 子 集 都 包括 
在 这 个 确定 性 的 有 限 状态 机 器 中 。 注 意 ， 空 集 也 是 这 个 机 器 的 一 个 状态 ， 因 为 它 是 {s;) 对 输 
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入 1 的 所 有 下 一 个 状态 构成 的 子 集 。 初 始 状态 是 {5s,}， 和 终结 状态 是 那些 包含 s, 或 s, 的 状态 的 
集合 。 4 





图 8 与 例 10 中 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 等 价 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 


练习 


Ls 


2. 
3. 
4. 


10. 


9 


12. 


13: 


14. 


15. 


设 A=(0，11)}，B=(00，01)， 求 下 列 集合 。 

a)AB b)BA OA? dB 
设 A 是 字符 串 的 一 个 集合 。 证 明 AZ = 二 BA=。 

求 所 有 字符 串 的 集合 对 A 和 B， 使 得 AB={10, 111, 1010,，1000,，10111，101000)。 
证 明 下 列 等 式 成 立 。 


a){(A) “一 {A} b) 对 任意 字符 串 的 集合 A, (A* )* = 二 A* 
. 对 于 下 列 集合 A， 描 述 集 合 A* 的 元 素 。 
a) {10} b) {111} c) (0, 01} d){1, 101)} 


. 设立 是 一 个 字母 表 ，A 和 B 是 V* 的 子 集 。 证 明 : |AB|<4A| |B|。 
. 设立 是 一 个 字母 表 ，A 和 B 是 V' 的 子 集 , 且 ASB。 证明; A* SB*， 
. 设立 是 一 个 字母 表 ，A 是 V' 的 子 集 。 证明 或 反 证 下 列 命题 。 


a)ACA’ b) 如 果 A=A?, 则 2EA A(X}=A 
d)(A" ) 一 A” eA* A=A* f)|A"|=|A|” 
. 确定 下 列 集合 是 否 包 含 字符 串 11101。 
a){0, 1}* (0 {11 OY "* {O01} 
d){11}* {01}* ot" O01}* 1} f){11, 0}{00, 101} 
确定 下 列 集合 是 否 包含 字符 串 01001。 
ay(Os 和 by(OF* (10 {EY c) {010}"* {0)* {1} 
d){010, 011}{00, 01;}  e){00}{0)" {01} 人 1 01}* 
确定 下 列 字符 串 是 否 可 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 自动 机 识别 。 
a)111 b)0011 c)1010111 d)011011011 
确定 下 列 字 符 串 能 和 否 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 所 识别 。 
a)010 b)1101 c)1111110 d)010101010 
对 于 下 列 每 个 集合 ， 确 定 其 中 的 每 个 字符 串 是 否 都 能 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 所 识别 。 
a b){0}{0}* et LO 
d){(01}* e){0}"* (1}” DAT 
证 明 : 如 果 M= 二 {5S，I，f，so，F} 是 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 并 且 当 s€ S, 输入 字符 串 zE 


I" 时， 有 f(s，z) 二 s， 则 对 于 每 个 非 负 整 数 n， 有 f(s，z”) 二 s。( 这 里 ，zx"” 指 的 是 字符 串 工 的 ?个 
副本 的 连接 ， 是 在 5. 3 节 练 习 37 中 递归 定义 的 。) 

给 定 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 机 M=(S，T，jF，s，F)， 使 用 结构 归纳 和 扩展 转移 函数 f 的 递归 定义 
来 证 明 : 对 于 所 有 的 状态 ;SE S， 输 入 字符 串 zxE1* ，yE1I*， 有 fs, zy)==f(f(s, x), y)。 


在 练习 16 一 22 中 ， 求 所 给 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 语言 。 





23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 


构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 





它 能 识别 以 01 开始 的 所 有 比特 串 构成 的 集合 。 

它 能 识别 以 10 结束 的 所 有 比特 串 构 成 的 集合 。 

它 能 识别 包含 字符 串 101 的 所 有 比特 串 构成 的 集合 。 
它 能 识别 不 包含 3 个 连续 0 的 所 有 比特 串 构成 的 集合 。 
它 能 识别 恰好 包含 3 个 0 的 所 有 比特 串 构 成 的 集合 。 
它 能 识别 至 少 包 含 3 个 0 的 所 有 比特 串 构 成 的 集合 。 
它 能 识别 包含 3 个 连续 1 的 所 有 比特 串 构 成 的 集合 。 
它 能 识别 以 0 或 11 开始 的 所 有 比特 串 构成 的 集合 。 
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31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37: 


38. 


39. 
40. 


41. 


42. 


构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 以 11 开始 和 结束 的 所 有 比特 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1 的 所 有 比特 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 奇数 个 0 的 所 有 比特 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 0， 奇 数 个 1 的 所 有 比特 串 构成 的 集合 。 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 0 后 接 奇数 个 1 的 所 有 比特 串 构成 的 集合 。 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1， 奇数 个 0 的 所 有 比特 串 构 成 的 集合 。 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 1 个 或 多 个 1， 并 且 以 0 作 结 束 的 所 有 比特 串 构 成 
的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1， 偶 数 个 0 的 所 有 比特 串 构 成 的 集合 。 

如 何 改造 有 限 状 态 自 动机 M， 使 经 过 改变 的 自动 机 能 识别 集合 I" 一 L(M)。 

使 用 练习 39 和 例 6 构造 的 有 限 状 态 自动 机 来 求 能 识别 如 下 集合 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 

a) 不 以 两 个 0 作为 开始 的 比特 串 构 成 的 集合 。 

b) 不 以 两 个 0 作为 结束 的 比特 串 构 成 的 集合 。 

中 包含 至 多 一 个 0 的 比特 串 构 成 的 集合 (也 就 是 说 ， 不 包含 至 少 两 个 0) 。 

使 用 练习 39 叙述 的 方法 以 及 练习 25 构造 的 有 限 状 态 自 动机 ， 求 能 识别 不 包含 字符 串 101 的 比特 串 构 
成 集合 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 

使 用 练习 39 叙述 的 方法 以 及 练习 29 构造 的 有 限 状 态 自动 机 ， 求 能 识别 不 包含 3 个 连续 1 的 所 有 比特 
串 构 成 集合 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 


在 练习 43~49 中 ,， 求 所 给 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 语言 。 











49. 





50. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 与 练习 43 中 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
51. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 与 练习 44 中 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
52. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 与 练习 45 中 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
53. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 与 练习 46 中 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
54. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 与 练习 47 中 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
55. 对 于 下 列 每 个 集合 ， 分 别 求 识别 它 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 
a) {0} b){1, 00} {1 |n=2, 3, 4, …} 
56. 对 于 练习 55 中 的 每 种 语言 ， 分 别 求 识别 它 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 并 且 ， 如 果 可 能 ， 使 之 所 
具有 的 状态 比 你 在 练习 55 中 所 给 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 更 少 。 
* 57. 对 于 由 个 数 相同 的 0 和 1 组 成 的 字符 串 构成 的 集合 ， 证 明 没有 有 限 状 态 自 动机 能 够 识别 它 。 
在 练习 58 一 62 中 ， 我 们 介绍 了 一 种 技术 ， 该 技术 能 使 用 最 少 可 能 状态 数 构造 一 个 与 给 定 的 确定 性 的 有 限 
状态 自动 机 等 价 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 假 设 M 二 (S，I，f，s6o，FF) 是 一 个 有 限 状 态 自 动机 ,此 为 
非 负 整数 。 令 Ri 是 自动 机 M 的 状态 集合 S 上 的 关系 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 输入 字符 囊 工 满 足 1(z) 二 时 
(L(Cz) 表 示 字 符 串 工 的 长 度 ) ， 且 当 f(s，x) 和 f(t，x) 同 为 终结 状态 或 同 为 非 终 结 状 态 时 ， 有 sRit。 而 
且 ， 令 尺 ,是 自动 机 MM 的 状态 集合 S 上 的 关系 ， 对 于 每 个 输入 字符 囊 z， 无 论 其 长 度 为 多 少 ， 当 且 仅 当 了 
(s，ZX) 和 f(t，X) 同 为 终结 状态 或 非 终 结 状 态 时 ， 有 sR,t。 
* 58. a) 证 明 : 对 于 每 个 非 负 整数 k，R， 是 S 上 的 等 价 关系 。 我 们 说 如 果 sRit， 则 状态 s 和 (上 是 & 等 价 的 。 
b) 证 明 : R, 是 S 上 的 等 价 关系 。 我 们 说 如 果 sR, 1:， 则 状态 s 和 上 是 x 等 价 的 。 
ec 证 明 : 如 果 状 态 s 和 :上 是 自动 机 M 的 两 个 & 等 价 状态 ,其 中 是 正 整 数 ， 则 s 和 也 是 (4 一 1) 等 
价 的 。 
d) 证 明 : 如 果 是 正 整 数 ， 则 R 的 等 价 类 是 Ri; 等 价 类 的 细 分 。( 集 合 划分 的 细 分 在 9. 5 节 练 习 49 
的 前 导 文中 定义 。) 
e@) 证 明 : 对 于 每 个 非 负 整数 k， 如 果 s 和 + 是 等 价 的 ， 则 它们 是 x 等 价 的 。 
f) 证 明 ， 在 给 定 的 尺 , 等 价 类 中 ， 所 有 状态 都 是 终结 状态 或 都 不 是 终结 状态 。 
g) 证 明 ; 如 果 s 和 + 是 尺 . 等 价 的 ， 则 对 于 拟 有 的 aE I，f(s，a) 和 f(t，a) 也 是 尺 ,等 价 的 。 
x 59. 证 明 : 存在 非 负 整 数 x， 使 得 自动 机 M 的 n 等 价 类 集合 与 (n 十 1) 等 价 类 集合 是 相同 的 。 然 后 证 明 
对 于 该 整数 n， 自 动机 M 的 ”等 价 类 集合 与 * 等 价 类 集合 等 价 。 
确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 M 二 (S，I，f，s。，F) 的 商 自动 机 是 有 限 状态 自动 机 (S, JI, ff， [sol]r,， FF)， 
其 中 状态 集合 S 是 S 的 x 等 价 类 ,对 M 导 的 所 有 状态 [sjJk, 和 输入 符号 aE 1， 转移 函数 了 通过 
了 ([sJe.，a) 二 [f(s，a)jr. 来 定义 ,下 是 包含 自动 机 MM 的 终结 状态 的 尽 . 等 价 类 的 集合 。 
x 60. a) 证 明 : 状态 s 和 zt 是 0 等 价 的 ， 当 和 且 仅 当 s 和 + 要么 都 是 终结 状态 要么 都 不 是 终结 状态 。 由 此 得 
出 自动 机 脾 的 每 个 终结 状态 ， 即 RR. 等 价 类 ， 只 包含 自动 机 M 的 终结 状态 。 
b) 证 明 : 如 果 & 是 正 整数 ， 状 态 * 和 + 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 输入 字符 a€ I、f(s，a) 和 
f(t，a) 是 (& 一 1) 等 价 的 。 由 此 得 出 转移 函数 了 是 定义 良好 的 。 
c) 描 述 一 个 用 来 构造 有 限 自 动机 M 的 商 自动 机 的 过 程 。 
xx 61. a) 证 明 : 如 果 M 是 一 个 有 限 状 态 自动 机 ， 那 么 其 商 自 动机 能 与 M 识别 相同 的 语言 。 
b) 证 明 : 如 果 M 是 一 个 有 限 状 态 自动 机 并 且 具 有 以 下 性 质 ， 对 于 自动 机 M 的 每 个 状态 ss， 都 有 一 个 
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字符 串 zE 1" ,使 得 f(s。，x) 二 s， 那 么 商 自 动机 的 状态 数 是 与 M 等 价 的 任何 一 个 有 限 状态 自动 机 
的 状态 数 的 最 小 值 。 
62. 回答 关于 下 图 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 M 的 问题 。 





a) 当 & 王 0，1，2，3 时 , 求 M 的 & 等 价 类 ， 同时 求 M 的 x 等 价 类 。 
b) 构 造 自动 机 M 的 商 自动 机 M 。 


13.4 语言 的 识别 
13.4.1 引言 

我 们 已 经 知道 ， 有 限 状 态 自 动机 可 以 用 作 语 言 识别 器 。 那 么 这 些 机 器 能 识别 什么 样 的 集合 
呢 ? 这 个 问题 虽然 看 起 来 极为 困难 ， 但 能 被 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 语言 有 一 个 简单 特征 。 这 
个 问题 由 美国 数学 家 斯 蒂 芬 。 克 莱 因 (Stephen Kleene) 于 1956 年 首先 解决 。 他 证 明了 一 个 集合 
能 够 被 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 当 且 仅 当 这 个 集合 是 以 任意 顺序 通过 对 空 集 、 空 串 和 单字 符 串 
的 连接 、 并 或 克 莱 因 闭 包 构 造 出 来 。 以 这 种 方法 构造 出 来 的 集合 称 为 正则 集合 。 在 13. 1 节 中 
我 们 定义 了 正则 文法 。 从 名 称 上 可 以 想到 ， 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 正则 集合 与 正则 文法 之 间 
具有 某 种 联系 。 特 别 是 ， 一 个 集合 是 正则 的 当 且 仅 当 它 可 以 由 一 个 正则 文法 生成 。 

有 一 些 集合 不 能 由 任何 有 限 状 态 自动 机 识别 ， 我 们 将 给 出 这 样 一 个 集合 。 在 本 节 的 最 后 我 
们 将 简要 讨论 一 些 更 强大 的 计算 模型 ， 如 下 推 自动 机 和 图 灵机 。 正 则 集合 是 从 空 集 、 只 含 空 串 
的 集合 、 只 含 单字 符 的 集合 开始 ， 以 任意 顺序 通过 连接 、 并 和 克 莱 因 闭 包 运 算 形成 的 集合 。 我 
们 将 看 到 ， 正 则 集合 是 有 限 状 态 自动 机 识别 的 语言 。 为 了 定义 正则 集合 ， 首 先 要 定义 正则 表 
达 式 a 





每 个 正则 表达 式 都 表示 一 个 由 下 列 规则 定义 的 集合 

名 表示 空 集 ， 即 没有 字符 串 的 集合 ; 

4 表示 集合 {4}， 即 空 串 组 成 的 集合 ; 

x 表示 集合 {x}， 它 只 包含 单个 符号 z 组 成 的 字符 串 ; 

(AB) 表 示 A 和 B 代表 的 集合 的 连接 ; 

(A4UB) 表 示 4 和 B 代表 的 集合 的 并 ; 

A' 表示 4 代表 的 集合 的 克 莱 因 闭 包 。 

正则 表达 式 表 示 的 集合 称 为 正则 集合 。 今 后 ， 正 则 集合 可 由 正则 表达 式 来 描述 ， 所 以 ， 当 
我 们 提 到 正则 集合 A 时 ， 指 的 是 此 正则 表达 式 A 表示 的 集合 。 注 意 ， 在 不 必要 时 ,我 们 将 去 掉 
正则 表达 式 外 面 的 括号 。 





Links》 
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例 1 说 明了 怎么 用 正则 表达 式 来 定义 正则 集合 。 
人 国正 则 表达 式 10: 、(10) 、0U01、0(0UD 和 (0 1) 所 规定 的 正则 集合 中 有 哪些 字 





符 串 ? 
解 这些 正 则 表达 式 所 表示 的 正则 集合 如 表 1 所 示 。 读 者 可 以 自行 验 i 4 
表 1 
表达 式 字符 串 字符 串 
10° 1 后 面 跟 任意 多 个 0( 也 可 以 没有 0) 0C0UD 以 0 开头 的 任意 字符 串 
(10) 10 的 任意 多 个 副本 (包括 空 串 ) (071) 不 以 0 结尾 的 任意 字符 串 
0U0l1 字符 串 0 或 01 





正如 例 2 所 示 ， 找 到 一 个 表示 给 定 集合 的 正则 表达 式 是 非常 棘手 的 。 

找到 表示 下 列 集 合 的 正则 表达 式 。 

(a) 长 度 为 偶数 的 比特 串 构成 的 集合 。 

(b) 以 0 作为 结束 并 且 不 包含 11 的 比特 串 构 成 的 集合 。 

(c) 包 含 奇 数 个 0 的 比特 串 构 成 的 集合 。 

解 〈a) 为 了 找到 长 度 为 偶数 的 比特 串 构 成 的 集合 的 正则 表达 式 ， 我 们 可 以 利用 这 个 事实 ， 
该 字符 串 是 由 空 串 或 者 长 度 为 2 的 比特 串 连 接 构成 的 。 长 度 为 2 的 比特 串 构 成 的 集合 可 以 通过 
正则 表达 式 (00U01U10U11) 来 表示 。 因 此 ， 长 度 为 偶数 的 比特 串 的 集合 可 以 通过 (00U01U 
10U11) 来 表示 。 

(b) 以 0 作为 结束 且 不 包含 11 的 比特 串 可 以 由 一 个 或 者 多 个 形 如 0 或 者 10 这 样 的 比特 串 连 
接 构 成 。.( 注 意 ， 这 样 一 个 比特 串 一 定 包含 形 如 00 或 者 10 这 样 形式 的 比特 串 ; 这 样 一 个 比特 串 
也 不 能 以 单个 1 作为 结束 ， 因 为 我 们 知道 它 以 0 作为 结束 )。 由 此 得 出 结论 ， 不 包含 11 且 以 0 作 
为 结束 的 比特 串 构 成 的 集合 可 以 由 正则 表达 式 (0U10)” (0U10) 来 表达 。[ 注 意 ， 由 正则 表达 式 
(0U10)“ 表达 的 集合 包含 比特 串 ， 而 不 属于 这 个 集合 ， 因 为 比特 串 并 不 是 以 0 作为 结束 的 。] 

(c) 包 含 奇 数 个 0 的 比特 串 至 少 包含 一 个 0。 属于 该 集合 的 比特 串 的 形式 是 以 空 串 ， 或 者 多 
个 1 开始 后 跟 一 个 0， 然 后， 后 跟 空 串 或 者 多 个 1。 也 就 是 说 ， 每 一 个 这 样 的 比特 串 都 是 具有 
1701* 的 形式 (其 中 j, 为 非 负 整 数 )。 由 于 这 样 的 比特 串 包含 奇数 个 0， 所 以 最 初 部 分 之 后 的 其 
余 位 可 以 被 分 成 以 0 开始， 其 后 还 有 1 个 0 这 样 形式 的 段 。 每 个 段 的 形式 是 01*01"(p，g 是 非 负 
整数 )。 因 此 ， 正 则 表达 式 1* 01” (01 01" )* 可 以 表示 具有 奇数 个 0 的 比特 串 构成 的 集合 。 4 


13. 4.2 克 莱 因 定理 

1956 年 ， 克 莱 因 证 明了 正则 集合 就 是 有 限 状 态 自 动机 识别 的 集合 。 因 此 ， 这 个 重要 结论 
称 为 克 莱 因 定理 。 
定理 1 克 莱 因 定理 一 个 集合 是 正则 的 ， 当 上 且 仅 当 它 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 。 

克 莱 因 定理 是 自动 机 理论 的 中 心 定理 之 一 ， 我 们 只 证 明 必要 性 部 分 ， 即 证 明 每 个 正则 集合 
都 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 。 充 分 性 部 分 ， 有 限 状态 自动 机 识别 的 集合 都 是 正则 的 ， 留 作 
练习 。 

证 明 ”正则 集合 是 通过 正则 表达 式 定义 的 ， 而 正则 表达 式 是 递归 定义 的 。 所 以 ， 如 果 我 们 
能 证 明 下 列 事情 ， 那 么 我 们 就 证 明了 每 个 正则 集合 都 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 。 

1 证明 纪 可 由 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 。 

2) 证 明 {A} 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 。 

3) 证 明 {a} 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 ,其 中 4 是 了 中 的 符号 。 

4) 当 A 和 B 都 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 时 ,证 明 AB 也 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 。 
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5) 当 A 和 B 都 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 时 ， 证明 AUB 也 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 。 

6) 当 A 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 时 ， 证明 A" 也 可 由 有 限 状 态 自动 机 识别 。 

下 面 分 别 讨论 每 个 任务 。 第 一 ， 证 明 名 可 以 由 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 。 为 此 ， 
需要 构造 一 个 没有 终结 状态 的 自动 机 。 图 1a 就 是 这 样 的 一 个 自动 机 。 


a) b) 
图 1 识别 某 些 基 本 集合 的 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 


第 二 ,证 明 {X4} 也 可 由 有 限 状 态 自 动机 来 识别 。 为 此 需要 构造 一 个 识别 空 串 4 的 自动 机 ， 
并 且 除 了 4 之 外 ， 它 不 识别 任何 其 他 的 字符 串 。 这 个 自动 机 可 以 这 样 来 构造 :初始 状态 % 也 用 
作 终 结 状态 ， 并 且 对 于 任何 其 他 的 字符 串 ， 没 有 转移 能 将 s。 变 为 终结 状态 。 图 1b 就 是 这 样 的 
一 个 非 确定 性 的 自动 机 。 

第 三 , 证明 {a} 也 可 由 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 。 为 此 构造 如 下 机 器 : 初始 状态 
是 %， 终 结 状态 是 % ， 对 于 输入 a 有 一 个 从 s。 到 s, 的 转移 ， 且 没有 其 他 的 转移 。 这 个 机 器 识别 
的 唯一 的 字符 串 是 a。 这 个 机 器 如 图 lc 所 示 。 

第 四 ， 证明 如 果 A 和 B 都 是 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 的 语言 ， 则 AB 和 AUB 也 可 由 有 限 
状态 自动 机 识别 。 设 A 是 由 Ma 二 (Sa4，T，fa，sa，F4) 识 别 的 ，B 是 由 Ms 二 (Ss, J, fa， ss， 
Fa) 识别 的 。 

先 来 构造 识别 A 与 B 的 连接 AB 的 有 限 状 态 自动 机 Mas 二 (Sas，I，fas，sap，Fas)， 它 是 
由 识别 A 和 B 的 两 个 机 器 串联 而 成 的 ， 这 样 A 中 的 字符 串 将 这 个 组 合 机 器 从 M。 的 初始 状态 
54 变 为 Ms 的 初始 状态 ss。B 中 的 字符 串 应 该 将 这 个 组 合 机 器 从 ss 变 为 此 组 合 机 器 的 一 个 终结 
状态 。 因 此 我 们 进行 如 下 构造 。 令 Sm 是 Ss U Ss[ 注 意 我 们 假设 Sh。 和 Ss 不 相交 ]。 初 始 状 态 
sa 就 是 ss; 终结 状态 集 Fas 或 者 是 Ms 的 终结 状态 集 ， 或 者 当 且 仅 当 AE A 由 B 时 还 包括 sas。 
Mas 中 的 转移 除了 包括 Ma 和 Ms 中 的 全 部 转移 之 外 ， 还 有 一 些 新 的 转移 。 对 于 MA 中 每 个 导致 
终结 状态 的 转移 ， 在 Mus 中 增加 一 个 在 同一 个 输入 上 从 同一 个 状态 到 ss 的 转移 。 这 样 ，A 中 的 
字符 串 就 将 Mas 从 sas 变 为 sa， 然后 B 中 的 字符 串 将 ss 变 为 Ma 的 一 个 终结 状态 。 而 且 ， 对 于 
每 个 从 ss 出 发 的 转移 ， 还 在 Mu 中 增加 一 个 从 sw 到 同一 个 状态 的 转移 。 图 2a 包括 了 这 个 构造 
的 所 有 说 明 。 

现在 构造 识别 AUB 的 机 器 Maus 一 {Saus， I, faus, saus, Faus}。 这 个 自动 机 是 将 MA 
和 Ms 并 行 组 合 起 来 的 ， 它 使 用 一 个 新 的 初始 状态 ， 此 初始 状态 具有 sa。 和 ss 所 具有 的 转移 。 
令 Saus 王 SUSsUfsaus}， 其 中 ，saus 是 Maus 的 新 初始 状态 。 当 MEAUEB 时 ， 令 终结 状态 集 
Faus 是 Fa UFsU {savs}, 否则 为 Fa UF;s, Maus 中 的 转移 包括 了 MA 和 Ms 中 的 所 有 转移 ， 而 
且 对 输入 i 从 sa 到 状态 * 的 每 个 转移 ， 包 括 一 个 对 输入 i 从 saus 到 状态 s 的 转移 ; 对 输入 i 从 ss 
到 状态 * 的 每 个 转移 ， 包 括 一 个 在 输入 i 从 snus 到 状态 s 的 转移 。 这 样 ， 在 这 个 新 机 器 中 ，A 
中 的 字符 串 将 从 saus 导 致 一 个 终结 状态 ， 妃 中 的 字符 串 也 将 从 saus 导 致 一 个 终结 状态 。 图 2b 
说 明了 Maus 的 构造 。 

最 后 ， 构 造 识别 A 的 机 器 MA 二 (Sa* ，I，fa* ，s4*，Fa* ),， 其 中 A" 是 A 的 克 莱 因 闭 
包 。 令 Sa: 包含 Ss 中 所 有 状态 和 一 个 附加 状态 sa+ ， 它 是 这 个 新 机 器 的 初始 状态 。 终 结 状 态 集 
Fa* 包含 了 Fs 中 所 有 状态 和 初始 状态 sa+ ， 因 为 必须 要 识别 4。 为 了 识别 A 中 任意 多 个 字符 串 
的 连接 ， 我 们 包括 Ms 中 的 所 有 转移 ， 以 及 与 从 s4 出 发 的 转移 相 匹 配 的 从 sa* 出 发 的 转移 、 与 
从 sa 出 发 的 转移 相 匹配 的 从 每 个 终结 状态 出 发 的 转移 。 有 了 这 个 转移 集 ， 对 于 由 A 中 的 一 些 
字符 串 连 接 而 成 的 字符 串 ， 当 A 中 的 第 一 个 字符 串 读 完 时 ， 它 将 s4 变 为 一 个 终结 状态 ， 当 A 
中 的 第 二 个 字符 串 读 完 时 ， 它 又 回 到 一 个 终结 状态 ， 等 等 。 图 2c 说 明了 我 们 刚才 的 构造 。 二 
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对 M4 中 最 终 状 态 的 转移 产生 到 sp 的 转移 





来 自 Ms 中 ss 的 转移 产生 来 自 s4p=s4 的 转移 


开始 状态 为 s4g=s4, 当 s4 和 sp 为 最 终 状 态 时 它 是 最 终 状 态 最 终 状 态 包 含 Ms 的 所 有 有 限 状态 
a) 


开始 MauB 





最 终 状 态 为 My 和 Ms 中 的 最 终 状 态 





SAU 5 是 新 状态 ， 当 s4 或 ss 是 最 终 状 态 时 它 是 最 终 状态 


b) 


来 自 s4 的 转移 产生 来 自 sa* 的 转移 和 所 有 4 的 最 终 状 态 











5s4* 是 新 状态 , 它 是 最 终 状 态 最 终 状 态 包含 M4 中 的 所 有 最 终 状态 
C 


2 ”构造 识别 连接 、 并 以 及 克 莱 因 闭 包 的 自动 机 


用 以 上 描述 的 过 程 ， 可 以 对 任意 正则 集合 构造 一 个 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 。 下 面 用 例 3 
来 说 明 这 一 点 。 

构造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 来 识别 正则 集合 1 U01。 

解 首先 ， 构 造 一 个 机 器 来 识别 1 。 为 此 ， 先 构造 一 个 识别 工 的 机 器 ， 再 使 用 在 定理 1 
的 证 明 中 描述 的 构造 MA' 的 方法 。 其 次 ， 构 造 识 别 01 的 机 器 。 先 分 别 构造 识别 0 和 1 的 机 
器 ， 再 使 用 在 定理 1 的 证 明 中 描述 的 构造 Mas 的 方法 。 最 后 ， 用 在 定理 1 的 证 明 中 描述 的 构 
造 Maus 的 文法 ,构造 识 别 1” U01 的 机 器 。 所 构造 的 有 限 状态 自动 机 如 图 3 所 示 。 上 述 各 个 
机 器 中 的 状态 被 标 以 不 同 的 下 标 ， 即 使 对 从 以 前 机 器 中 继承 下 来 的 状态 也 是 如 此 。 注 意 ， 这 
样 构造 的 机 器 并 不 是 识别 1 U01 的 最 简单 的 机 器 。 图 3b 是 识别 同一 个 集合 但 简单 得 多 的 
机 器 。 4 
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机 器 识别 的 集合 
1 


01 


1* (Ol 


l* UOl 





图 3 识别 1" U01 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 


13.4.3 正则 集合 和 正则 文法 

在 13.1 节 中 介绍 了 短语 结构 文法 ， 还 定义 了 各 种 不 同类 型 的 文法 。 特 别 是 ， 定义 了 正则 
文法 (或 3 型 文法 )， 这 是 一 个 形 如 G=(V，T，3S，P) 的 文法 ， 文 法 的 每 个 产生 式 的 形式 是 
SA4，A>a 或 A 一 aB， 其 中 4 是 终结 符 'A 和 B 是 非 终结 符 。 正 如 名 称 所 暗示 的 ， 正 则 文法 
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和 正则 集合 之 间 具 有 紧密 的 联系 。 
lh 合 可 以 由 正则 文法 生成 ， 当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 集 


证 明 首先 证 明正 则 文法 生成 的 集合 是 正则 集合 。 设 G 二 (V，T，S，P) 是 一 个 正则 文法 ， 
其 生成 的 集合 是 L(G)。 为 了 证 明 L(G) 是 正则 的 ,我 们 构造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 
M 二 (S，IT，f，so。， 下 ) 来 识别 L(G)。 对 G 的 每 个 非 终结 符 A， 状 态 集 S 都 包含 一 个 相应 的 状 
态 sa，S 还 包含 一 个 终结 状态 状态 s:。 初 始 状 态 s, 是 从 起 始 符号 S 构造 的 。M 的 转移 是 根据 G 
的 产生 式 按 以 下 方式 构造 的 : 如 果 A->a 是 一 个 产生 式 ， 则 包括 一 个 对 输入 a 从 sa 到 sr 的 转 
移 ; 如 果 A 一 aB 是 一 个 产生 式 ， 则 包括 一 个 在 输入 a 上 从 sa 到 ss 的 转移 。 终 结 状态 集 包 括 
se， 如 果 SX 是 G 中 的 产生 式 ， 则 还 要 包括 % 。 不 难 证 明 ，M 识别 的 语言 与 文法 G 生成 的 语 
言 相 等 ， 即 L(M) 二 L(G)。 这 只 要 确定 导致 终结 状态 的 词 即 可 。 详 细 证 明 留 作 练 习 。 4 

在 给 出 反方 向 的 证 明之 前 ， 先 说 明 怎 么 构造 一 个 非 确定 性 的 机 器 ， 它 能 识别 由 一 个 正则 文 
法 产生 的 集合 。 

构造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 使 之 识别 正则 文法 G 二 (V，T，S，P) 生 成 的 
语言 ， 其 中 V=({(0，1，A，S)，T=(0，1)， 忆 中 的 产生 式 为 S>14，S->0，S-1，A 一 04， 
A>1lA 和 A 一 1。 

解 图 4 是 识别 L(G) 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 的 状态 图 。 这 个 自动 机 是 根据 上 面 证 
明 描述 的 过 程 构造 的 。 在 这 个 自动 机 中 ，s。 是 对 应 S 的 状态 ，y 是 对 应 A 的 状态 ，s, 是 终结 
状态 。 4 

现在 来 完成 定理 2 的 证 明 。 

证 明 现在 证 明 ， 如 果 一 个 集合 是 正则 的 ， 则 存在 一 个 生成 它 的 正则 文法 。 设 M 是 识别 
这 个 集合 的 一 个 有 限 状 态 机 且 具 有 性 质 : M 的 初始 状态 s。 对 任何 转移 都 不 是 下 一 个 状态 。( 可 
以 根据 练习 20 找到 这 样机 器 。) 文 法 G=(V，T，S，P) 的 定义 为 : G 的 符号 集 是 这 样 形成 
的 ， 对 S 的 每 个 状态 和 了 中 的 每 个 输入 符号 ， 指 派 V 中 一 个 符号 。G 的 终结 符 集 T 是 集合 了 I。 
起 始 符号 S 是 根据 初始 状态 s。 构造 的 符号 。G 的 产生 式 集 P 是 根据 M 中 的 转移 构造 的 。 特 别 
地 ， 如 果 对 输入 a 状态 s 变 为 一 个 终结 状态 ， 则 P 中 就 包括 产生 式 A, 一 a， 其 中 A, 是 根据 状态 
s 构造 的 非 终结 符 。 如 果 对 输入 a 状态 变 为 状态 4， 则 了 中 就 包括 产生 式 A, 一 aA,。P 中 包括 
产生 式 SA， 当 且 仅 当 AMEELCVWM) 。 因 为 G 的 产生 式 对 应 于 M 的 转移 ， 且 导致 终结 符 的 产生 式 
对 应 于 导致 终结 状态 的 转移 ， 因 此 不 难 证 明 L(G) 二 L(M)。 详 细 证 明 留 作 练习 。 过 

例 5 说 明 怎 么 根据 自动 机 来 构造 文法 ， 使 得 该 文法 生成 的 语言 就 是 这 个 自动 机 识别 的 语言 。 

@ 国 求 一 个 正则 文法 ， 使 之 生成 的 集合 是 图 5 表示 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 正则 集合 。 

解 ” 生 成 该 自动 机 所 识别 集合 的 文法 为 G=(V，T，S,，P), 其 中 V={S, A, B, 0, 1)， 
其 符号 S、A、B 分 别 对 应 于 状态 s。、s, 和 > ，T=(0，1}，S 是 起 始 符 号 ， 产生 式 为 S~0A， 
S—>1B, S—>1, S>X, A—>0A, A—>1B, A™>1, B—>0A, B>1B 和 了 B->1。 4 











图 4 识别 L(G) 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 图 5 一 个 有 限 状 态 自动 机 
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13. 4.4 一 个 不 能 由 有 限 状 态 自 动机 识别 的 集合 

我 们 知道 ， 一 个 集合 能 够 由 有 限 状 态 自 动机 识别 当 且 仅 当 它 是 正则 的 。 现 在 通过 给 出 这 样 
一 个 集合 来 证 明 存 在 不 是 正则 的 集合 。 证 明 这 个 集合 不 是 正则 的 技术 是 一 个 重要 方法 ， 可 以 用 
来 证 明 某 类 集合 不 是 正则 的 。 

@ 集合 (0"1'|n=0, 1，2;…} 是 由 所 有 先是 一 列 0， 后 跟 同 样 个 数 的 1 的 字符 串 构 成 
的 。 证 明 这 个 集合 不 是 正则 的 。 

解 ” 假 如 这 个 集合 是 正则 的 ， 则 存在 二 个 有 限 状 态 自动 机 M==(S，I，f，s,。， 下 ) 识 别 它 。 
设 N 是 这 个 机 器 中 状态 的 个 数 ， 即 N= 二 |S| 。 因 为 M 能 识别 所 有 这 样 构成 的 字符 串 : 先是 一 


列 0， 后 跟 同样 个 数 的 1， 所 以 它 必定 能 识别 OX, 设 %， ST 9 Sa sw 是 如 下 得 到 的 状态 
序列 : 以 so 开始， 以 0X1” 中 的 符号 作为 输入 ， 且 满足 5 二 fC5， 0), 5 二 fs， 0), ,syn 二 了 f 
(Sy13 0Fs SN /CEN Ly ies SN 一 了 SN-1， ua 注意 san 是 一 个 终结 状态 。 


因为 只 有 N 个 状态 ， 所 以 根据 铝 梨 原理 ， 在 %，…，sxv 这 头 N 十 1 个 状态 中 ,至少 有 两 个 
是 相同 的 。 假 设 ;;、s; 是 这 样 两 个 相同 的 状态 (0 二 ij 三 N)， 则 这 表示 js，0') 一 5， 其 中 
t 二 j 一 1:。 由 此 可 知 , t 次 使 用 输入 0 后， 可 以 得 到 一 个 从 s; 回 到 它 自己 的 循环 ， 如 状态 图 6 
所 示 。 





0 0 
图 6 0N1N 所 产生 的 通路 


现在 考虑 输入 字符 串 0%0'1* 二 0%1%。 此 字符 串 的 前 半 部 分 比 后 半 部 分 多 了 i 个 连续 的 0。 
因为 这 个 字符 串 不 具有 形式 0"1"( 因 为 其 中 0 的 个 数 比 1 的 个 数 多 )， 所 以 不 能 被 M 识别 ， 因 此 f 
(5，0'" 1>) 也 就 不 是 终结 状态 。 但 当 用 0 1 作为 输入 时 ， 得 到 的 结束 状态 与 以 前 一 样 ， 即 
sw。 其 理由 是 此 字符 串 中 额外 的 上 个 0 只 是 领 着 我 们 沿 着 那个 循环 多 走 一 次 ， 并 将 * 再 带 回 它 自 
己 ( 如 图 6 所 示 ) 。 然 后 ， 此 字符 串 的 剩余 部 分 所 导致 的 状态 与 以 前 完全 相同 。 这 个 矛盾 证 明了 
{0"1"|n 二 1，2,，…} 不 是 正则 的 。 4 


13.4.5 一些 更 强大 的 机 器 

很 多 计算 都 不 能 用 有 限 状 态 自动 机 来 完成 ， 这 类 机 器 的 局 限 性 是 它们 只 有 有 限 的 存储 ， 因 
而 限制 了 它们 识别 那些 不 是 正则 的 语言 ， 如 {0”1"|n 二 0，1，2，…)。 因 为 一 个 集合 是 正则 的 ， 
当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 文法 生成 的 语言 ， 例 6 证 明了 没有 正则 文法 能 够 生成 集合 {0"1" |n==0， 
1，2，…}。 但 是 ， 有 一 个 上 下 文 无 关 文 法 能 够 生成 这 个 集合 ， 此 文法 就 是 13.1 节 例 5 所 给 出 
的 文法 。 

由 于 有 限 状 态 自动 机 的 局 限 性 ， 所 以 有 必要 使 用 其 他 更 加 强大 的 计算 模型 。 下 推 自动 机 就 
是 这 样 一 个 模型 。 下 推 自动 机 除了 包括 有 限 状态 自动 机 的 所 有 部 件 外 ， 还 有 一 个 栈 ， 此 栈 能 够 
提供 无 限 的 存储 。 可 以 将 符号 放 在 栈 项 ， 也 可 从 栈 顶 弹出 符号 。 下 推 自 动机 以 两 种 方式 识别 集 
合 。 其 一 ， 如 果 一 个 集合 是 所 有 这 样 的 字符 串 构 成 的 ， 当 它们 作为 输入 时 产生 空 栈 ， 则 此 集合 





能 被 识别 。 其 二 ， 如 果 一 个 集合 是 所 有 这 样 的 字符 串 构成 的 ， 当 它们 作为 输入 时 导致 终结 状 
态 ， 则 此 集合 能 被 识别 。 可 以 证 明 ， 一 个 集合 能 被 下 推 自 动机 识别 当 且 仅 当 它 是 一 个 上 下 文 无 
关 文 法 生成 的 语言 。 

但 是 ， 还 有 一 些 集合 不 能 表示 成 上 下 文 无 关 文法 生成 的 语言 ， 如 集合 {0"1"2" |n 二 0, 1， 
2，…}。 我 们 将 指出 为 什么 这 个 集合 不 能 被 下 推 自 动机 识别 ， 但 不 给 出 证 明 ， 因 为 还 没有 介绍 
所 需 的 方法 。( 但 本 章 的 补充 练习 28 给 出 了 一 个 证 明 方法 。) 可 以 使 用 栈 来 查看 一 个 字符 串 是 否 
以 一 列 0 开始 ， 后 再 跟 相 同 个 数 的 1， 做 法 是 对 每 个 0( 只 要 读 到 多 个 0 时 ) 在 栈 上 放 一 个 符号 ， 
对 每 个 1( 只 要 读 到 的 0 后 面 多 个 1 时 ) 从 栈 中 弹出 一 个 这 样 符号 。 但 这 个 过 程 一 旦 完成 ， 栈 就 
空 了 ， 也 就 无 法 判断 此 字符 串 中 是 否 还 有 与 0 个 数 相同 的 一 列 2。 

还 有 一 种 比 下 推 自 动机 更 强大 的 机 器 ， 叫 作 线性 有 界 自动 机 ， 它 能 识别 如 40"1"2" |? 一 0， 
1，2，…}) 的 集合 。 特 别 地 ， 线 性 有 界 自动 机 能 够 识别 上 下 文 有 关 文 法 。 但是， 这 些 机 器 不 能 
识别 短语 结构 文法 生成 的 所 有 语言 。 为 避免 特殊 类 型 机 器 的 局 限 性 ， 我 们 使 用 一 种 称 为 图 灵机 
的 模型 ， 这 种 机 器 是 以 英国 数学 家 图 灵 的 名 字 命 名 的 。 图 灵机 除了 包括 有 限 状 态 自动 机 的 所 有 
部 件 外 ， 还 有 一 个 带 ， 其 两 端 都 是 无 限 的 。 图 灵机 具有 在 带 上 读 和 写 的 能 力 ， 还 能 沿 着 带子 左 
右 移 动 。 图 灵机 能 够 识别 短语 结构 文法 生成 的 所 有 语言 。 另 外 ， 它 还 能 用 来 为 在 计算 机 器 上 执 
行 的 所 有 计算 建 模 。 由 于 这 个 能 力 ， 图 灵机 在 理论 计算 机 科学 中 得 到 了 广泛 的 研究 。13. 5 节 
将 简要 介绍 图 灵机 。 


练习 
1. 用 文字 描述 下 列 每 个 正则 集合 中 的 字符 串 。 
a)1°0 b)1 00° O111U001 
d)C1U00) e) (00° 1) DCOUI)(COU1) 00 
2. 用 文字 描述 下 列 每 个 正则 集合 中 的 字符 串 。 
a)001 b)(01) c)01U001” 
d)0CGIIU0) e) (101° ) f)((0* UD11 








Links > 


. 艾 伦 . 莫 思 森 . 图 灵 (Alan Mathison Turing，1912 一 1954) 图 灵 的 出 生 并 不 寻 
| 常 。 他 是 父亲 在 印度 民政 部 供职 时 孕 于 母 腹 ， 但 他 出 生 在 伦敦 。 他 在 孩提 时 代 就 对 
| 化 学 和 机 械 着 迷 ， 并 做 过 大 量化 学 实验 。 图 灵 曾 就 读 于 英国 的 谢 伯 恩 寄宿 学 校 。 
| 1931 年 ， 他 获得 了 剑桥 大 学 国王 学 院 的 奖学金 。 在 毕业 论文 中 ， 他 重新 发 现 了 统计 
”学 中 的 一 个 著名 定理 一 一 中 心 极限 定理 。 在 完成 毕业 论文 后 ， 他 被 选 为 该 学 院 的 研 
| 究 员 。1935 年 ， 他 对 数理 逻辑 中 的 判定 问题 着 了 迷 。 这 是 由 伟大 的 德国 数学 家 和 希 尔 
” 伯 特 提出 的 一 个 问题 ， 即 是 否 有 一 个 能 用 于 判断 任何 命题 是 否 为 真 的 一 般 方法 。 图 

灵 喜 欢 跑步 (后 来 ， 跑 步 成 为 他 的 一 项 业余 爱好 ， 并 参加 了 比赛 )。 一 天 ， 在 他 跑 完 
步 休 息 的 时 候 ， 他 发 现 了 解决 判定 问题 的 关键 。 在 他 的 解决 方案 中 ， 他 发 明了 现今 称 为 图 灵机 的 东西 ， 
并 用 它 作为 计算 机 器 的 最 初 模型 。 利 用 这 个 机 器 ， 他 发 现 了 一 个 不 能 用 一 般 方法 判定 的 问题 ， 这 也 被 他 
称 为 可 计算 数 的 问题 。 

从 1936 年 至 1938 年 ， 图 灵 在 普林斯顿 大 学 访问 ， 期 间 与 丘 奇 (Alonzo Church) 一 起 工作 。 丘 奇 也 解决 了 希 
尔 伯 特 的 判定 问题 。1939 年 ， 图 灵 回 到 了 国王 学 院 。 但 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 加 入 了 英国 外 交 部 ， 从 事 破 
译 德国 密码 的 工作 。 他 对 机 械 的 德国 密码 机 Enigma 的 破解 为 赢得 这 场 战 争 发 挥 了 不 可 替代 的 作用 。 

第 二 次 世界 大 战 后 ， 图 灵 从 事 早期 计算 机 的 研发 工作 。 他 对 机 器 的 思考 能 力 产 生 了 浓厚 的 兴趣 。 他 
认为 如 果 一 台 计 算 机 在 对 问题 的 书面 答复 中 与 人 没有 区 别 ， 则 应 该 认为 它 是 具备 “思考 ”能 力 的 。 他 对 
生物 学 也 很 感 兴趣 ， 曾 经 写 过 关于 有 机 体形 式 的 形成 和 发 展 的 书 。1954 年 ， 图 灵 服 氰 化 物 自 杀 ， 没 有 留 
下 遗言 做 明确 解释 。 也 许 ， 涉 及 同性 恋 关 系 的 法 律 困扰 以 及 法 院 强迫 他 进行 荷尔蒙 治疗 以 减少 他 的 性 冲 
动 的 行为 ， 是 促使 他 自杀 的 原因 。 
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3. 判断 0101 是 否 属于 下 列 正则 集合 。 


a)01*0°* b)0(C11)”(01) c)0(10) "1° 
d)0* 10(0UD e) (01)* (11)°* f)0* (10U11)"* 
g)0* (10)* 11 h)01(C01U0)1” 

4. 判断 1011 是 否 属于 下 列 正则 集合 。 
a)10 "1 b)0* (10U11) c)1(01) 1 工 
dl1 01(0U1) eC10) "C11 f)1(00)”(11) 
g) (10)* 1011 h) (1U00) (01U®1 


th 
a) 包 含 字符 串 0、11、010 的 集合 。 
9s 个 0 后面 当下 以 上 0 下 成 的 半生 的 和 人 
c) 字 符 串 的 长 度 为 奇数 的 集合 。 
d) 只 包含 一 个 1 的 字符 串 的 集合 。 
e) 以 1 结束 ， 并 且 并 不 包含 000 形成 的 字符 串 的 集合 。 
6. 用 正则 表达 式 表达 下 列 集合 。 
a) 集 合 中 所 有 字符 串 的 长 度 是 0、1 
b) 集 合 中 的 字符 串 是 由 两 个 0， 后 跟 0 个 或 多 个 1， 并 且 以 0 作为 结束 的 字符 串 构成 。 
c) 集 合 中 的 字符 串 每 遇 到 一 个 1， 后 跟 两 个 0。 
d) 集 合 中 的 字符 串 以 00 作为 结束 ， 并 且 不 包含 11。 
e) 集 合 中 的 字符 串 包 含 偶数 个 1 。 
7. 用 正则 表达 式 表达 下 列 每 个 集合 。 
a) 一 个 或 更 多 的 0 后 面 跟 一 个 1 形成 的 字符 串 的 集合 。 
b) 两 个 或 两 个 以 上 符号 后 面 跟 3 个 或 3 个 以 上 0 形成 的 字符 串 的 集合 。 
c) 一 个 0 前 没有 1 或 一 个 1 前 没有 0 的 字符 串 的 集合 。 
d) 集 合 包含 这 样 的 字符 串 : 先是 个 数 与 2mod 3 相等 的 一 字符 串 1， 后 面 是 偶数 个 0。 
8. 构造 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 下 列 包含 在 1" 中 的 集合 (其 中 工 是 一 个 字母 表 ) 。 
3a) 地 b) (和 X》 c){a}， 其 中 ET 
9. 构造 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 练习 8 中 的 每 个 集合 。 
10. 求 识 别 下 列 集合 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 
a) {A 0} b){0, 11} ce) {0, 11, 000} 
* 11. 证 明 : 若 A 是 一 个 正则 集合 ， 则 A 中 字符 串 的 逆 串 构成 的 集合 A* 也 是 正则 的 。 
12. 用 克 莱 因 定理 的 证 明 中 描述 的 构造 方法 ， 求 识别 下 列 集合 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 


a)01° b) (OU D1° 00(1" U10) 
13. 用 克 莱 因 定理 的 证 明 中 描述 的 构造 方法 ， 求 识别 下 列 集合 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 
a 0 b) (OU11)° O01" U00°1 


14. 构造 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 用 它 识别 正则 文法 G 二 (V，T，S， 了) 生成 的 语言 ， 其 中 V= 


1，S,，A，B}，T={(0，1}，S 是 起 始 符 号 ， 产 生 式 集合 为 
a)S—>0A, S—>1B, A—>0, B—>0 
b)S—>1A, S—>0, S—>X, A—>0B, B—>1B, B->l1 
cS—>1B, S—>0, A>1A, A—>0B, A—>1, A—>0, B—1 
在 练习 15 一 17 中 ， 构 造 正则 文法 G 二 (V，T，S，P), 使 之 生成 的 语言 是 所 给 的 有 限 状 态 机 识别 的 语 











五 -全 
已 





16. 





18. 在 定理 2 的 证 明 中 ， 从 正则 文法 构造 了 一 个 有 限 状态 自动 机 。 证 明 : 此 自动 机 识别 这 个 文法 生成 的 


集合 。 

19. 在 定理 2 的 证 明 中 ， 从 一 个 有 限 状态 自动 机 构造 了 一 个 正则 文法 。 证 明 : 此 文法 生成 这 个 自动 机 识 
别 的 集合 。 

20. 证 明 : 每 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 等 价 于 另 一 个 这 样 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 的 初始 
状态 永 不 会 被 再 次 访问 。 


x 21. 设 M==(S，T，j，s ，F) 是 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 证 明 : M 识别 的 语言 工 CM) 是 无 限 的 当 
且 仅 当 存在 一 个 能 被 M 识 别 的 词 zx 满足 !(z) 三 |S|。 


unks》* 22. 用 来 证 明 某 个 集合 不 是 正则 的 一 个 重要 技术 是 泵 引 理 。 泵 引 理 表述 为 : 如 果 M=(S, IJ, f, 50， 下 ) 


是 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ，z 是 M 识别 的 语言 LCMD) 中 的 一 个 串 ,，L(z) 宇 |S|， 则 存在 7" 中 
的 字符 串 x、v 和 w， 使 得 X= 二 uvw, luw) 寺 |S|, 1(w) 宇 1, 且 wiw€ELCM)(i==0, 1，2,…)。 证 
明 泵 引 理 。[ 提 示 : 使 用 例 5 中 的 思想 。] 

* 23. 使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : 集合 {0”1" |n 二 0，1，2，…)}) 不 是 正则 的 。 

* 24. 使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : 集合 {1”| n= 二 0，1，2，…}) 不 是 正则 的 。 

* 25. 使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : {0，1} 上 所 有 回 文 构成 的 集合 不 是 正则 的 。[ 提 示 : 考察 形 如 0~10™ 
的 串 。] 

xx 26. 证 明 : 被 有 限 状 态 自动 机 识别 的 集合 是 正则 的 。( 这 是 克 莱 因 定理 的 充分 性 部 分 。) 
假设 工 是 1* 的 子 集 ， 其 中 I 表示 非 空 符号 集合 。 如 果 XE1T" ， 则 令 L/z={zET | zzEEL)。 如 果 工 /z 天 L/ 
y， 则 说 对 于 XEI* 和 yE€1*,，x 和 yy 关于 LL 是 可 区 分 的 。 对 于 字符 事 =， 如 果 7zEL, 但 yz 儿 L， 或 者 zz 
儿 L, 但 yzEL， 则 称 字符 串 z 关 于 工 用 来 区 分 和 y。 当 L/zx 二 L/y， 我 们 说 TT 和 yy 关于 L 是 不 可 区 分 的 。 
27. 令 工 表示 所 有 以 01 作为 结束 的 比特 串 构成 的 集合 。 证 明 11 和 10 关于 二 是 可 区 分 的 ，1 和 11 关于 工 

是 不 可 区 分 的 。 
28. 假设 M 二 (S，I，f，s。，F) 是 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 证 明 : 如 果 xz 和 y 是 集合 1" 中 的 两 个 关于 

L(M) 可 区 分 的 字符 串 ， 那么 f(s。，Xx) 关 f(s0，y)。 

* 29. 假设 工 是 1* 的 子 集 ， 并 且 对 于 某 个 正 整 数 w， 在 集合 I 中 有 个 字符 串 使 它们 关于 L 互相 可 区 分 。 
证 明 : 每 个 能 识别 工 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 至 少 具 有 ?7 个 状态 。 

* 30. 令 工 , 表示 比特 串 集合 ， 该 集合 中 的 字符 串 至 少 具 有 n 位， 并且 每 个 字符 串 从 最 后 数 的 第 nn 位 是 0。 
使 用 练习 29 的 思想 来 证 明 能 识别 L, 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 至 少 具 有 2” 个 状态 。 

x 31. 使 用 练习 29 的 思想 来 证 明 由 回 文 形式 字符 串 构 成 的 集合 是 非 正 则 的 。 


13.5 图 灵机 
13. 5.1 引言 


bn》 本 章 前 面部 分 研究 的 有 限 状态 自动 机 不 能 作为 计算 的 通用 模型 ， 因 为 它们 有 其 自身 的 局 限 


性 。 例 如 ， 有 限 状 态 自动 机 虽然 能 识别 正则 集合 ,但 不 能 识别 许多 很 容易 描述 的 集合 ， 如 
{0"1" |n 宇 0}， 计 算 机 使 用 存储 才能 识别 这 些 集合 。 可 以 用 有 限 状 态 自 动机 来 计算 一 些 相对 简 
单 的 函数 (如 两 个 数 的 和 )， 但 不 能 用 它们 来 计算 计算 机 所 计算 的 函数 (如 两 个 数 的 积 )。 为 了 克 
服 这 些 不 足 ， 我 们 使 用 一 种 更 强大 的 机 器 ， 称 为 图 灵机 ， 它 是 以 著名 数学 家 和 计算 机 科学 家 图 
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灵 (Alan Turing) 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 20 世纪 30 年 代 发 明了 这 种 机 器 。 

图 灵机 主要 由 一 个 控制 器 和 一 个 纸 带 组 成 ， 控 制 器 在 任何 时 候 都 处 于 有 限 多 个 不 同 状态 中 的 某 
个 状态 ， 纸 带 被 分 成 许多 方 格 ， 且 两 端 都 是 无 限 的 。 当 图 灵机 的 控制 器 沿 着 纸 带 来 回 移动 时 ， 它 能 
够 在 带 上 读 和 写 ， 并 根据 所 读 的 纸 带 符号 改变 状态 。 图 灵机 比 有 限 状 态 自 动机 更 强大 ， 因 为 它 有 存 
储 能 力 ， 而 有 限 状 态 自 动机 却 没 有 。 我 们 将 说 明 怎么 用 图 灵机 来 识别 集合 ， i 
机 不 能 识别 的 集合 ， 还 将 说 明 怎 么 用 图 灵机 来 计算 函数 。 图 灵机 是 计算 的 最 通用 模型 ， 本 质 上 , 它 
能 做 计算 机 能 做 的 任何 事情 。 注 意图 灵机 比 带 有 有 限 存储 能 力 的 真实 计算 机 更 强大 。 


13.5.2 图 灵机 的 定义 
下 面 给 出 图 灵机 的 形式 化 定义 。 之 后 将 根据 它 的 控制 头 的 动作 来 解释 这 个 形式 化 定义 ， 控 
制 头 的 动作 包括 读 或 写 纸 带 上 的 符号 以 及 沿 着 纸 带 左右 移动 。 


定义 1 图 灵机 T=(S，1，/，w) 由 下 列 各 部 分 组 成 有限 状态 集 S， 包 全 空白 符 B 的 
字母 家 1。 从 SXIT 到 SMIX(R, 了 的 部分 融 烧 1) 及 和 加 入 入 0 


在 2.3 节 中 ， 部 分 函数 只 对 定义 域 中 的 某 些 元 素 有 定义 。 这 意味 着 上 述 部 分 函数 f 对 于 某 
些 (状态 ， 符 号 ) 对 没有 定义 。 但 对 于 有 定义 的 对 ， 只 有 唯一 一 个 三 元 组 (状态 ， 符 号 ， 方 向 ) 与 
之 对 应 。 称 与 图 灵机 中 定义 的 部 分 函数 相对 应 的 5 元 组 是 该 机 器 的 转移 规则 。 

为 了 用 机 器 的 观点 来 解释 这 个 定义 ， 考察 控制 器 和 纸 带 ， 如 图 1 所 示 ， 纸 带 被 分 成 小 方 
格 ， 且 两 端 都 是 无 限 的 ， 在 任何 时 刻 其 上 都 只 有 有 限 多 个 非 空白 符 。 图 灵机 运行 的 每 一 步 动作 
依赖 于 部 分 函数 对 当前 状态 和 纸 带 符号 的 值 。 








纸 带 在 两 个 方向 都 是 无 限 的 
任何 时 刻 仅 有 有 限 多 个 非 空白 小 方 格 


图 1 图 灵机 的 表示 


在 每 一 步 ， 控 制 器 读 当 前 纸 带 符号 xz。 如果 控制 器 处 于 状态 *， 且 部 分 函数 f 在 (s，x) 处 
由 f(s，z)==(s ，x'，d) 定 义 ， 则 控制 器 : 

1) 进 入 状态 * 。 

2) 在 当前 方 格 中 擦 掉 xz， 并 写 上 符号 x'。 

3) 如 果 d= 二 R， 向 右 移动 一 个 方 格 ; 如果 d= 二 L， 疝 左 移动 一 个 方 格 。 

我 们 将 这 一 步 写成 五 元 组 (s，x，s ，z' ，d) 。 如 果 部 分 函数 f 在 (s，xz) 处 没有 定义 ， 则 图 
灵机 械 就 停机 。 

一 个 图 灵机 的 常用 方法 是 指明 形 如 (s，zx，s ，zx'，d) 的 五 元 组 构成 的 一 个 集合 。 当 使 

用 这 个 定义 时 ， 就 隐 式 定义 了 状态 集 和 输入 字母 表 。 

在 运行 开始 的 时 候 ， 总 假设 图 灵机 处 于 初始 状态 % ， 且 处 于 纸 带 上 最 左边 的 非 空 白 符 上 。 
如 果 带 上 都 是 空白 符 ， 则 控制 头 可 以 处 于 任何 方 格 上 。 控 制 头 所 在 的 最 左边 的 非 空 白 符 位 置 称 
为 该 机 器 的 初始 位 置 。 

例 1 说 明了 图 灵机 是 怎么 运行 的 。 

下 列 7 个 五 元 组 定义 一 个 图 灵机 T; (5m，0，m，0，R)，(5，1，5，1，R)， 
人 
sS，0，R) 。 当 工 在 图 2a 所 示 的 纸 带 上 运行 时 ， 最 后 的 纸 带 是 什么 ? 
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图 2 图 灵机 了 在 图 1 所 示 纸 带 上 运行 的 步 台 


解 ”在 开始 运行 时 ， 工 处 于 状态 s。， 且 在 纸 带 上 最 左边 的 非 空白 符 上 。 第 一 步 ， 根 据 五 元 
组 (s,，0，s。，0，R)， 读 最 左边 的 非 空白 方 格 中 的 0， 保持 状态 s ， 在 此 方 格 中 写 0， 向 右 移 
动 一 个 方 格 。 第 二 步 ， 根 据 五 元 组 (s。 ，1，s, ，1，R) ， 读 当前 方 格 中 的 1， 进 入 状态 % ， 在 这 
方 格 中 写 1， 向 右 移动 一 个 方 格 。 第 三 步 ， 根 据 五 元 组 (s,，0，s。，0，R)， 读 当前 方 格 中 的 0， 
进入 状态 %， 在 该 方 格 中 写 0， 向 右 移动 一 个 方 格 。 第 四 步 ， 根据 五 元 组 (so, 1, 5，1,， R)， 
读 当 前 方 格 中 的 1， 进 入 状态 5 ， 在 该 方 格 中 写 1， 向 右 移动 一 个 方 格 。 第 五 步 ， 根 据 五 元 组 
(51，1，s。，0，L)， 读 当前 方 格 中 的 1， 进入 状态 S29 在 该 方 格 中 写 0， 向 左 移动 一 个 方 格 。 
第 六 步 ， 根 据 五 元 组 (s,，1，ss;，0，R)， 读 当前 方 格 中 的 1， 进入 状态 ss ， 在 该 方 格 中 写 0， 
向 右 移动 一 个 方 格 。 最 后 ， 机 器 在 第 七 步 停机 ， 因 为 在 这 个 机 器 的 描述 中 ， 没 有 五 元 组 是 以 
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(3 ，0) 开 头 的 。 所 有 这 些 步 又 如 图 2 所 示 。 
注意 ， 工 将 纸 带 上 第 一 对 连续 的 1 变 为 0 后 停机 。 4 


13.5.3 用 图 灵机 识别 集合 
可 以 用 图 灵机 来 识别 集合 。 为 此 ， 如 下 定义 终结 状态 的 概念 。 图 灵机 工 的 终结 状态 是 这 样 
的 状态 : 在 描述 工 的 五 元 组 中 ， 此 状态 不 是 任何 五 元 组 的 第 一 个 状态 (例如 ， 例 1 中 的 状态 ss ) 。 
现在 定义 图 灵机 识别 一 个 字符 串 的 含义 是 什么 。 给 定 一 个 字符 串 ， 我 们 在 连续 的 方 格 中 写 
此 字符 串 中 连续 的 符号 。 






站 的 子 集 人 ,如果 工 能 被 了 识别 当 且 仅 当 区 属于 个 。 ， 
注意 ， 为 了 识别 六 的 子 集 A， 我 们 可 以 使 用 不 在 文中 的 符号 。 也 就 是 说 ， 输 入 字母 表 
也 许 包 含 不 是 V 中 的 符号 。 这 些 额 外 的 符号 常用 来 当 作 标记 ( 见 例 3) 。 

什么 情况 下 图 灵机 工 不 识别 V' 中 的 字符 串 z 呢 ?答案 是 ， 当 工 的 符号 放 在 T 的 纸 带 上 的 
连续 方 格 中 ， 工 从 初始 位 置 开 始 运行 时 ， 若 工 不 停机 ， 或 者 虽然 停机 ， 但 不 在 终结 状态 停机 ， 
则 工 不 识别 =。( 读 者 应 该 明白 ， 这 是 定义 图 灵机 如 何 识别 集合 的 许多 方法 中 的 一 种 。) 

例 2 说 明了 这 个 概念 。 

@ 加 求 一 个 图 灵机 ， 使 之 能 识别 第 二 位 是 1 的 比特 串 构 成 的 集合 ， 即 正则 集合 (0U D1(0 
< 
解 ”我们 想 要 如 下 的 图 灵机 ， 它 从 最 左边 的 非 空 白带 方 格 开 始 运 行 ， 然 后 向 右 移动 ， 同 时 
判断 第 二 个 符号 是 否 为 1。 若 第 二 个 符号 是 1， 则 机 器 应 该 进入 终结 状态 ， 如 果 第 二 个 不 是 1， 
则 机 器 不 能 停机 ， 或 者 在 一 个 非 终结 状态 下 停机 。 

为 了 构造 这 样 的 图 灵机 ， 应 该 包括 五 元 组 (s,，0，s,，0，R) 和 (s,。，1，s,，1，R) 来 读 第 
一 个 符号 ， 并 进入 状态 5。 下 一 步 ， 添 加 五 元 组 (s,，0，s,，0，R) 和 (s,，1，s;，1，R) 来 读 
第 二 个 符号 ， 当 这 个 符号 是 0 时， 进入 状态 s,; 当 这 个 符号 是 1 时， 进入 状态 ;,。 我 们 不 希望 
使 第 二 位 是 0 的 字符 串 也 被 识别 ， 所 以 ss 不 可 能 是 终结 状态 。 我 们 希望 s; 是 终结 状态 。 所 以 
我 们 要 加 入 五 元 组 (s, ，0，s, ，0，R) 。 因 为 我 们 不 想 识 别 空 串 和 只 有 一 位 的 字符 串 ， 所 以 还 加 
入 五 元 组 (s，B, ,0; 六 和 (si, B, s,, 0, RY), 

由 上 述 7 个 五 元 组 组 成 的 图 灵机 人 在 终结 状态 s; 终止 当 且 仅 当 此 比特 串 至 少 有 2 位， 并 
且 第 二 位 是 1。 如 果 此 比特 串 少 于 两 位 ， 或 者 其 第 二 位 不 是 1， 则 机 器 将 在 非 终结 状态 s, 终止 。 

4 

给 定 一 个 正则 集合 ， 可 以 构造 一 个 总 是 向 右 移动 的 图 灵机 来 识别 它 ( 如 例 2) 。 为 了 构造 这 
样 的 图 灵机 ， 先 构造 一 个 识别 此 集合 的 有 限 状态 自动 机 ， 然 后 再 用 此 有 限 状 态 自动 机 的 转移 函 
数 构造 一 个 图 灵机 ， 使 之 总 向 右 移动 。 

下 面 说 明 怎么 构造 图 灵机 来 识别 非 正 则 集合 。 

求 识别 集合 {0"1" |n 宇 1} 的 图 灵机 。 

解 ” 为 了 构造 这 样 图 灵机 ， 使 用 辅助 带 符号 M 作为 标记 。 令 V={0, 1}, I={0, 1,，M)。 
我 们 希望 只 识别 V* 中 的 字符 串 。 我 们 还 有 一 个 终结 状态 s; 。 图 灵机 依次 用 M 替换 字符 串 中 最 
左边 的 0， 并 用 M 替换 字符 串 中 最 右边 的 1， 这 样 在 纸 带 上 左右 移动 。 它 能 在 一 个 终结 状态 终 
止 当 且 仅 当 这 个 字符 串 的 构成 是 一 列 0 后 跟 一 列 相同 个 数 的 1 。 

虽然 这 很 容易 描述 ， 图 灵机 也 很 容易 执行 ， 但 我 们 想 要 使 用 的 图 灵机 本 身 却 有 点 复杂 。 标 
记 M 是 用 来 跟踪 已 经 检查 过 的 最 左边 和 最 右边 的 符号 。 所 用 的 五 元 组 是 : (%，0，s% ，M， 
Rh (os Or Ss Qs Ry Co Lo Bn ls Ry ss Ms ss My Ls Ch Be Sy By Ls 
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0 
0, 工 )，(54，M,， 5 ，M，R)，(s;，M，s;，M，R)。 例如 ， 当 机 器 从 开始 一 直 运 行 到 停机 
时 ， 字符 串 000111 将 依次 变 成 M00111、M0011M、MMO0O11M、 MMoO1MM、MMMI1MM.、 
MMMMMM。 注意 ,， 仪 显示 了 变化 的 部 分 ， 大 多 数 步 又 中 比特 串 没有 变化 。 

解释 这 个 图 灵机 的 动作 和 它 为 什么 能 识别 集合 {0"1" |n 三 1) 将 留 给 读者 作为 练习 (本 节 练 
1 4 

可 以 证 明 ， 一 个 集合 能 被 图 灵机 识别 当 且 仅 当 它 是 0 型 文法 生成 的 集合 ， 即 短语 结构 文法 
生成 的 集合 。 这 里 略 去 它 的 证 明 。 


13. 5. 4 用 图 灵机 计算 函数 

可 以 将 图 灵机 看 作 能 求 部 分 函数 的 值 的 计算 机 。 为 了 理解 这 一 点 ， 假 设 给 定 输入 字符 串 x 
时 图 灵机 工 能 够 停机 ， 且 停机 时 ， 字 符 串 y 在 它 的 纸 带 上 。 因 此 可 以 定义 T(z) 一 y。 工 的 定义 域 
是 使 工 能 停机 的 字符 串 构 成 的 集合 。 对 于 输入 zx， 若 工 不 停机 ， 则 T(x) 没有 定义 。 将 图 灵机 看 
成 计算 字符 串 的 函数 值 的 机 器 是 有 用 的 ， 但 怎么 用 图 灵机 来 计算 定义 在 整数 、 整 数 对 或 整数 三 
元 组 等 上 的 函数 呢 ? 

为 了 将 图 灵机 看 作 计 算 & 元 非 负 整数 集合 到 非 负 整数 集合 的 函数 (这 样 的 函数 称 为 数论 函 
数 ) 的 计算 机 ， 需 要 找到 在 纸 带 上 表示 整数 的 不 元 组 的 方法 。 为 此 ， 我 们 使 用 整数 的 一 元 表示 ， 
即将 非 负 整数 ”表示 成 有 7 十 1 个 1 的 字符 串 。 例 如 ，0 表示 成 字符 串 1、5 表示 成 字符 串 
111111。 为 了 表示 有 & 元 组 (ma ，m ，…，M)， 我 们 先 写 五 十 1 个 1， 后 面 跟 一 个 星 号 ， 再 跟 ni 十 
1 个 1， 再 跟 一 个 星 号 ， 等 等 ， 以 四 十 1 个 工 结尾 。 例 如 ， 四 元 组 (2，0，1，3) 可 以 表示 成 字符 
串 111x*1l1xllxllll。 

现在 能 将 图 灵机 看 成 计算 一 系列 数论 函数 了，T* ，…，T* ，…。 函 数 TY 是 根据 工 在 & 元 
整数 组 上 的 动作 定义 的 。& 元 整数 组 被 表示 成 用 星 号 隔 开 的 一 些 一 元 表示 。 

@@ 加 构造 一 个 图 灵机 ， 它 将 两 个 非 负 整 数 相 加 。 

解 ”需要 构造 图 灵机 来 计算 函数 f(m，n,) 二 nn 十 n,。 将 对 (n,，n,) 表 示 成 这 样 的 字符 串 : 
先是 nn 十 1 个 1， 后面 跟 一 个 星 号 ， 再 跟 nw 十 1 个 1。 机 器 工 应 以 这 个 字符 串 作为 输入 ， 并 在 纸 
带 上 产生 nn 十 n 十 1 个 1 作为 输出 。 实 现 这 个 任务 的 一 个 方法 是 ， 机 器 从 输入 字符 串 最 左边 的 1 
开始 运行 ， 执 行 去 掉 这 个 1 的 步骤 。 若 nn 二 0， 则 停机 ， 此 时 ， 星 号 之 前 已 没有 1 了 。 在 剩 下 
的 1 中 ， 用 最 左边 的 1 替换 星 号 ， 然 后 停机 。 下 列 五 元 组 能 做 到 这 一 点 : (%，1，s% ，B，R)， 
5 | 

不 幸 的 是 ， 即 使 是 相对 简单 的 函数 ， 构 造 图 灵机 来 计算 它 也 是 极为 费力 的 。 例如， 在 许多 
书 中 都 有 计算 两 个 非 负 整数 乘积 的 图 灵机 ， 此 图 灵机 有 31 个 五 元 组 和 11 个 状态 。 如 果 构 造 计 
算 相 对 简单 的 函数 的 图 灵机 都 是 挑战 性 的 ; 那么 我 们 对 构造 更 加 复杂 函数 的 图 灵机 还 有 什么 指 
望 呢 ? 简化 这 个 问题 的 一 个 方法 是 使 用 多 带 图 灵机 ( 它 同 时 使 用 不 止 一 个 带子 ) ， 并 给 出 构造 复 
合 函 数 的 多 带 图 灵机 的 方法 。 可 以 证 明 : 对 任何 多 带 图 灵机 ， 存 在 一 个 单 带 图 灵机 ， 使 得 它们 
能 做 完全 相同 的 事情 。 


13.5.5 不 同类 型 的 图 灵机 

图 灵机 的 定义 有 许多 变种 。 可 用 很 多 方法 来 扩展 图 灵机 的 能 力 。 例 如 ， 可 以 允许 图 灵机 在 
一 步 中 左 移 、 右 移 或 根本 不 动 ; 允许 图 灵机 操作 多 个 带子 ,7 个 带 的 图 灵机 可 以 用 (2 十 3z) 元 
组 来 描述 ; 允许 带 是 二 维 的 ， 即 在 每 一 步 可 以 上 下 左右 移动 ， 而 不 像 在 一 维 带 上 那样 只 向 左 或 
向 右 移动 ; 还 可 以 允许 有 多 个 带头 ,它们 能 同时 读 不 同 的 方 格 。 而 且 ， 可 以 允许 图 灵机 是 非 确 
定性 的 ， 即 允许 (状态 ， 带 符号 ) 对 作为 第 一 个 元 素 出 现在 多 于 五 元 组 的 图 灵机 中 。 也 可 以 用 多 
种 方法 来 前 减 图 灵机 的 能 力 。 例 如 ， 可 以 限制 带 只 在 一 个 方向 是 无 限 的 ; 或 者 可 以 限制 带 字 和 母 
表 只 有 两 个 符号 。 图 灵机 的 所 有 这 些 变种 都 已 被 详细 地 研究 过 。 
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重要 的 是 ， 不 管 使 用 哪个 变种 的 图 灵机 ， 或 者 使 用 变种 图 灵机 的 哪个 组 合 ， 都 决 不 会 增加 
或 减少 机 器 的 能 力 。 这 些 变种 的 任何 一 个 能 做 的 事 ， 本 节 定 义 的 图 灵机 都 能 做 到 ， 反 之 亦 然 。 
这 些 变种 之 所 以 还 有 用 ， 是 因为 有 些 时 候 ;， 在 做 某 些 特殊 任务 时 ， 使 用 它们 比 只 使 用 定义 1 定 
义 的 图 灵机 容易 很 多 。 它 们 永远 不 会 扩展 机 器 的 能 力 。 有 时 候 ， 多 种 类 型 的 图 灵机 是 非常 有 用 
的 。 例 如 ， 证 明 对 于 每 个 非 确定 性 的 图 灵机 ， 都 有 一 个 确定 性 的 图 灵机 ， 二 者 能 识别 相同 的 语 
言 。 我 们 就 可 以 用 具有 3 个 带 的 确定 性 的 图 灵机 来 证 明 。( 关 于 图 灵机 的 变种 以 及 它们 之 间 等 
价 性 表示 的 细节 内 容 ， 可 参考 LHoMoU101].) 

除了 引入 图 灵机 的 概念 外 ， 图 灵 还 证 明了 ， 当 给 定 目 标 图 灵机 的 编码 和 输入 后 ， 可 以 构造 
一 个 能 模仿 该 图 灵机 计算 的 单 图 灵机 。 这 样 的 图 灵机 称 为 通用 图 灵机 。( 如 果 想 了 解 更 多 关于 
通用 图 灵机 的 内 容 ， 可 参考 关于 计算 理论 的 书籍 ， 如 [Si06] 。) 


13. 5.6 丘 奇 -图 灵 论 题 

图 灵机 还 是 相对 简单 的 。 它 只 能 有 有 限 多 个 状态 ， 每 一 次 它们 只 能 在 一 维 带 上 读 或 写 一 个 
符号 。 但 结果 表明 ， 图 灵机 是 极其 强大 的 。 我 们 已 经 看 到 ， 可 以 构造 图 灵机 来 执行 数 的 加 法 和 
乘法 。 对 于 能 够 用 一 个 算法 计算 的 特殊 函数 ， 虽 然 很 难 实 际 构造 图 灵机 来 计算 它们 ， 但 这 样 的 
图 灵机 总 是 能 够 找到 的 。 这 也 正 是 图 灵 发 现 这 种 机 器 的 最 初 目的 。 而 且 ， 可 以 用 大 量 的 证 据 来 
说 明 丘 奇 -图 灵 论 题 ， 该 论题 为 对 于 任何 可 用 有 效 算 法 来 求解 的 问题 ， 都 存在 解 该 问题 的 图 灵 
机 。 但 它 还 是 称 为 是 论题 ， 而 不 是 定理 ， 因 为 有 效 算 法 可 解 的 概念 是 非 形式 化 的 且 是 不 严格 
的 。 相 反 ， 图 灵机 定义 的 可 解 性 概念 是 形式 化 的 且 是 严格 的 。 当 然 ， 对 于 任何 问题 ， 只 要 它 能 
够 用 带 有 用 某 种 语言 写成 的 程序 的 计算 机 来 解 ， 即 使 使 用 了 无 限 多 的 存储 空间 ， 都 应 该 认为 是 
有 效 可 解 的 。( 注 意 : 不 同 于 现实 世界 中 的 计算 机 只 有 有 限 的 存储 空间 ， 图 灵机 具有 无 限 的 存 
储 空间 。) 

人 们 发 明了 许多 形式 理论 来 刻画 有 效 可 计算 性 概念 ， 其 中 有 图 灵 的 理论 、 丘 奇 的 人 演算 以 及 
克 莱 因 和 波斯 特 (Post) 提 出 的 理论 。 这 些 理论 表面 上 看 起 来 十 分 不 同 ， 但 令 人 惊奇 的 是 ， 它 们 都 
是 等 价 的 ， 因 为 可 以 证 明 它们 定义 了 完全 相同 的 函数 类 。 由 此 可 以 看 出 ， 图 灵 的 思想 虽然 是 在 
现代 计算 机 发 明之 前 形成 的 ， 但 确实 描述 了 计算 机 最 根本 的 能 力 。 有 兴趣 的 读者 如 果 想 讨论 这 
些 不 同 的 理论 以 及 它们 的 等 价 性 ， 可 以 查阅 计算 理论 方面 的 书 箱 ， 例 如 [HoMoU101] 和 [Si96]。 

本 节 的 剩余 部 分 将 简单 地 研究 丘 奇 -图 灵 论 题 的 一 些 结果 ， 并 且 描 述 图 灵机 在 算法 复杂 度 
方面 的 重要 作用 。 我 们 的 目标 是 介绍 理论 计算 科学 中 的 重要 思想 ， 引 导 有 兴趣 的 同学 深入 学 
习 。 我 们 将 很 快 地 介绍 许多 领域 ， 而 不 会 详细 地 讲解 细节 内 容 。 我 们 的 讨论 与 本 书 前 面部 分 关 
于 计算 理论 的 章节 有 着 紧密 的 联系 。 


13. 5.7 ”计算 复杂 度 、 可 计算 性 和 可 判定 性 

贯穿 全 书 ， 我 们 已 经 讨论 了 很 多 问题 的 计算 复杂 度 。 我 们 用 解决 这 些 问题 的 最 有 效 算法 的 
操作 次 数 来 描述 这 些 问题 的 复杂 度 。 算 法 使 用 的 基本 操作 之 间 差 异 很 大 。 我 们 已 经 用 位 操作 、 
整数 的 比较 、 算 术 运 算 等 作为 标准 ， 度 量 了 不 同 问题 的 复杂 度 。 在 3. 3 节 中 ， 我 们 用 计算 复杂 
度 把 问题 进行 了 分 类 。 然 而 ， 用 于 度量 计算 复杂 度 的 操作 类 型 之 间 干 差 万 别 ， 所 以 这 个 定义 是 
不 准确 的 。 图 灵机 提供 了 一 种 方法 ， 能 够 使 计算 复杂 度 的 概念 更 为 准确 。 若 丘 奇 -图 灵 论 题 为 
真 ， 就 可 以 得 到 如 果 某 问题 可 以 用 一 个 有 效 的 算法 来 解决 ， 那么 一 定 有 一 个 图 灵机 来 解决 这 个 
问题 。 当 图 灵机 用 来 解决 这 个 问题 时 ， 把 问题 的 输入 编码 成 符号 串 写 在 图 灵机 的 纸 带 上 。 如 何 
为 输入 编码 ， 取 决 于 输入 的 定义 域 。 例 如 ， 把 正 整 数 编码 成 字符 串 1。 我 们 还 可 以 采用 别 的 方 
法 来 表达 整数 对 、 负 整数 等 。 同 样 ， 对 于 图 算法 ,我 们 需要 采用 一 种 方法 把 图 编码 成 符号 串 。 
可 以 用 多 种 方法 来 解决 这 个 问题 ， 比 如 可 以 基于 邻接 表 或 邻接 矩阵 (把 如 何 构造 邻接 表 或 邻接 
和 矩阵 的 细节 省 略 了 )。 然 而 ， 由 于 图 灵机 经 常 可 以 把 一 种 编码 方式 改 为 另 一 种 编码 ， 所 以 只 要 
对 输入 的 编码 方式 比较 有 效 ， 采 用 何 种 方法 都 无 关 紧 要 。 现 在 ， 我 们 就 采用 这 种 模型 把 3. 3 节 
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介绍 的 有 关 计 算 复 杂 度 的 一 些 概念 准确 化 。 


一 类 问题 就 是 那些 可 以 用 Ea 时 寺 不 大 全 的 国手 。 





对 于 一 个 判定 问题 ， 我 们 想 知 道 是 否 存在 一 个 算法 ， 能 判断 某 个 特定 类 型 的 命题 是 否 为 
真 。 例 如 ， 判 断 某 个 特定 整数 是否 是 素数 的 某 类 命题 。 由 于 关于 问题 “是 否 是 素数 ”的 答 
案 可 能 是 “是 ”或 “和 否 ”， 因 此 该 问题 是 一 个 判定 问题 。 对 于 这 个 判定 问题 ， 我 们 可 能 想 知道 
是 否 有 算法 能 够 判定 关于 该 问题 的 描述 正确 与 否 ， 也 就 是 说 ， 对 于 一 个 整数 n， 判断 是 否 为 
素数 。 答 案 就 是 有 一 个 判断 某 个 数 是 否 为 素数 的 算法 。 特 别 地 ， 在 3. 5 节 中 我 们 讨论 了 这 样 一 
个 算法 ， 也 就 是 对 于 一 个 正 整 数 nx， 通过 检查 该 数 是 否 能 被 不 超过 其 平方 根 的 素数 整除 来 判断 
该 数 是 否 是 素数 。( 还 有 很 多 其 他 的 方法 来 判定 一 个 正 整 数 是 否 为 素数 .) 对 于 使 判定 问题 答案 
为 正确 的 输入 是 所 有 可 能 输入 的 一 个 子 集 。 也 就 是 说 ， 它 是 输入 字符 串 集 合 的 子 集 。 换 句 话 
说 ， 解 决 “ 是 不 是 问题 ”与 识别 某 个 语言 是 相同 的 ， 该 语言 包含 了 所 有 上 比特 串 ， 这 些 比 特 串 代 
表 着 使 该 问题 的 答案 为 “是 ”的 输入 值 。 因 此 ， 解 决 “ 是 不 是 ”问题 与 识别 某 个 由 使 答案 为 
“是 ”的 某 些 输入 值 组 成 的 语言 是 相同 的 。 

可 判定 性 ” 当 有 一 个 有 效 的 算法 能 够 判断 判定 问题 的 某 个 解 是 否 正确 时 ， 我们 说 这 个 问题 
是 可 解 的 或 者 说 是 可 判定 的 。 例 如 ,， “判定 一 个 正 整数 是 否 是 素数 ”这 样 一 个 问题 就 是 一 
解 的 问题 。 然 而 ， 如 果 不 存 在 一 个 算法 来 解决 某 个 问题 ， 那 么 就 称 该 问题 是 不 可 解 的 或 者 说 不 
可 判定 的 。 为 了 证 明 某 个 问题 是 可 解 的 ， 只 需要 构造 一 个 算法 来 判定 某 类 特定 的 描述 是 否 正 
确 。 另 一 方面 ， 为 了 证 明 某 个 问题 是 不 可 解 的 ， 需 要 证 明 不 存在 这 样 一 个 判定 算法 就 可 以 了 
(事实 上 ，. 我 们 试图 找到 这 样 的 算法 ， 但 失败 了 ， 不 能 证 明 该 问题 是 不 可 解 的 ) 。 

如 果 只 研究 判定 问题 ， 看 上 去 好 像 我 们 只 研究 自己 感 兴趣 的 一 小 部 分 问题 。 然 而 ， 大 多 数 
问题 都 可 以 改写 为 判定 问题 。 把 本 书 研究 的 问题 改写 为 判定 问题 是 非常 复杂 的 ， 详 细 过 程 我 们 
不 在 这 里 讨论 了 。 感 兴趣 的 读者 可 以 查询 计算 理论 的 参考 书目 ,例如 LWo87]， 该 书 详细 解释 了 
如 何 把 旅行 商 问 题 (在 10. 6 节 讨 论 ) 改 写 为 判定 问题 。( 要 把 旅行 商 问题 改写 为 判定 问题 ， A 
先 要 讨论 这 样 一 个 判定 问题 ， 是 否 存 在 一 条 权 值 不 超过 & 的 哈密 尔 顿 回路 ， 其 中 是 正 整 数 。 

过 努力 ， 对 于 不 同 & 值 ， 采 用 该 问题 的 解 找到 哈密 尔 顿 回路 的 最 小 可 能 值 是 完全 有 可 能 的 。) 

在 3.1 节 中 ， 我 们 介绍 了 停机 问题 ， 并 且 证 明 它 是 不 可 解 的 。 由 于 该 过 程 的 概念 定义 不 是 
很 准确 ， Dol 1 节 的 讨论 有 些 非 正式 。 停 机 问题 的 准确 定义 可 以 借助 图 灵机 来 完成 。 





pad dts ih 了 Ts 





这 里 我 们 仍然 应 用 3 3.1 节 定 理 1 1 给 出 的 非 形式 化 定义 的 停机 问题 的 证 明 

其 他 不 可 解 问题 还 包括 : 

(GD 判定 两 个 上 下 文 无 关 文 法 是 否 能 产生 相同 的 字符 串 集合 。 

(让 对 于 给 定 的 一 些 绝热 瓦 ， 允 许 重复 使 用 ,但 不 能 相互 重 倒 ,是否 能 覆盖 整个 平面 。 

(ii) 希 尔 伯 特 的 第 十 个 问题 对 于 任意 多 个 未 知 数 的 整 系数 不 定 方 程 ， 要求 给 出 一 个 可 行 
的 方法 ， 使 得 借助 于 它 ， 通 过 有 限 次 运算 ， 可 以 判定 该 方程 有 无 整数 解 。( 这 个 问题 是 1900 年 
希 尔 伯 特 提出 的 著名 的 23 个 问题 序列 中 的 第 十 个 。 他 预见 到 ， 解 决 这 些 问 题 所 做 的 工作 对 于 
推动 20 世纪 数学 进程 的 发 展会 起 到 重要 作用 。 俄 国 数学 家 马 蒂 亚 塞 维 奇 在 1970 年 证 明了 项 尔 
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伯 特 第 十 个 问题 的 不 可 解 性 。) 

可 计算 性 ”如 果 一 个 函数 可 以 被 图 灵机 计算 ,那么 就 称 其 是 可 计算 的 ， 否则 是 不 可 计算 
的 。 使 用 一 个 可 数 的 参数 来 证 明 存 在 不 可 计算 的 数论 问题 是 相对 比较 简单 容易 的 ( 见 2.5 节 练 
习 39)。 然 而 ， 实 际 产 生 这 样 一 个 函数 并 不 容易 。 作 为 本 节 练 习 31 前 导 文 中 定义 的 忙碌 海 狸 函 
数 就 是 一 个 不 可 计算 函数 的 例子 。 一 种 证 明 该 孙 数 不 可 计算 的 方法 就 是 证 明 它 比 任意 一 个 可 计 
算 函 数 增长 得 快 ( 见 练习 32) 。 

需要 注意 的 是 ， 每 一 个 判定 问题 都 可 以 被 重 构成 一 个 函数 计算 的 问题 ， 也 就 是 ， 当 问题 的 
解 是 “是 ” 则 函数 值 为 1， 否则 为 0。 一 个 判定 问题 是 可 解 的 ， 当 且 仅 当 采 用 这 种 方法 构造 的 
函数 是 可 计算 的 。 

P 类 和 NP 类 在 3.3 节 我 们 非 正 式 地 定义 了 P 类 和 NP 类 问题 。 现 在 我 们 可 以 使 用 确定 
性 的 和 非 确定 性 的 图 灵机 的 概念 来 精确 地 定义 其 概念 。 

我 们 首先 详细 说 明确 定性 的 和 非 确 定性 的 图 灵机 之 间 的 区 别 。 本 节 研 究 的 图 灵机 都 是 确定 
性 的 。 在 确定 性 的 图 灵机 T 王 (S，T，F，s) 中 ， 转 移 规则 是 由 从 SXT 到 SX 了 IX{R, 工 ) 的 部 
分 转移 函数 来 定义 的 。 因 此 ， 图 灵机 的 转移 规则 表示 为 五 元 组 (s，z，s ，x'，d)， 没 有 两 个 转 
移 规 则 以 相同 的 数 对 (s，z) 开 始 。 其 中 ;是 当前 状态 ,xz 是 当前 纸 带 上 的 符号 ，s 是 下 一 个 状 
态 ， zx' 是 在 纸 带 上 代替 x 的 符号 ，d 是 图 灵机 在 纸 带 上 运行 的 方向 。 

在 非 确定 性 的 图 录 机 中 ， 人 允许 的 步骤 是 由 一 个 包含 五 元 组 的 关系 而 不 是 部 分 转移 函数 来 定 
义 。 去 掉 了 没有 两 个 转移 规则 以 相同 的 数 对 (*，z) 开 始 的 限制 。 也 就 是 说 ， 有 不 止 一 条 转移 规 
则 以 同一 个 (状态 ， 纸 带 符号 ) 开 始 。 因 此 ， 在 非 确定 性 的 图 灵机 中 ， 对 于 某 些 正在 读 取 的 当前 
状态 和 纸 带 符号 对 ， 存 在 转移 的 选择 。 在 非 确 定性 的 图 灵机 的 每 步 操作 中 ， 机 器 根据 当前 状态 
和 纸 带 符号 对 的 值 ， 从 多 个 转移 规则 中 选择 一 个 。 选 择 哪 一 步 可 以 看 作 “ 猜 ”。 与 确定 性 的 图 
灵机 一 样 ， 如 果 没 有 以 当前 状态 和 纸 带 符号 定义 的 转移 规则 ， 则 非 确定 性 的 图 灵机 停机 。 给 定 
一 个 非 确 定性 的 图 灵机 工 ， 我 们 说 字符 串 工 可 以 被 图 灵机 工 识别， 当 且 仅 当 机 器 从 写 在 纸 带 上 
的 二 的 初始 位 置 开 始 时 ， 存 在 以 终结 状态 结束 的 转移 序列 。 如 果 工 可 被 工 识 别 ， 当 且 仅 当 zE 
A， 则 称 图 灵机 工 可 以 识别 集合 A。 如 果 非 确定 性 的 图 灵机 工 能 够 识别 所 有 使 得 判定 问题 解 为 








。 对 于 某 个 P 类 问 
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丘 奇 (Alonzo Church，1903 一 1995) ” 丘 奇 出 生 于 华盛顿 特区 ; 曾 在 哥 廷 根 跟随 
| 希 尔 伯 特 学 习 ， 后 来 又 转学 到 阿姆斯特丹 。 从 1927 年 到 1967 年 ， 他 在 普林斯顿 大 学 
| 执教 ，1967 年 他 调 到 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 。 丘 奇 是 符号 逻辑 学 会 的 创始 人 之 一 。 他 
3 大 对 可 计算 性 理论 做 出 了 实质 性 的 贡献 ， 其 中 包括 对 判定 问题 的 解答 、 和 演算 的 发 明 ， 

| 以 及 对 现今 称 为 丘 奇 -图 灵 论 题 的 陈述 。 克 莱 因 和 图 灵 都 是 丘 奇 的 学 生 。 他 在 度 过 了 
90 岁 生日 后 依旧 在 发 表 文 章 。 
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题 ， 一 定 存在 一 个 确定 的 图 灵机 能 够 在 多 项 式 时 间 内 ， 判 定 由 判定 命题 所 陈述 的 该 类 中 的 一 
特定 命题 是 否 正 确 。 例 如 ， 判 定 某 个 数 在 长 度 为 n 的 序列 中 是 否 存 在 ， 有 一 0 
于 该 问题 的 证 明 ， 这 里 不 做 详细 解释 。 当 采用 图 灵机 时 ， 本 书 曾 描述 的 用 于 算法 分 析 的 基本 思 
想 可 用 于 此 )。 对 于 一 个 NP 类 问题 ， 当 给 出 关于 该 问题 的 某 个 正确 陈述 时 ， 只 有 能 在 多 项 式 
时 间 内 判定 其 对 错 的 非 确定 性 图 灵机 才 是 必要 的 ， 对 每 一 个 当前 的 状态 和 纸 带 上 的 符号 ， 该 图 
灵机 在 每 一 步 都 能 在 允许 的 步骤 内 做 出 正确 的 猜测 。 非 确定 性 的 图 灵机 能 够 很 容易 地 确定 图 中 
的 一 条 简单 回路 穿 过 每 个 顶点 一 次 而 且 仅 一 次 ， 因 此 判定 某 个 图 是 否 存在 哈密 尔 顿 回 路 这 个 问 
题 是 NP 类 问题 。 这 需要 在 依次 增加 边 以 形成 回路 时 ， 做 出 一 系列 的 正确 的 猜测 。 由 于 每 个 确 
定性 的 图 灵机 也 可 以 看 作 ( 状 态 ， 纸 带 符号 ) 对 只 在 转移 规则 中 出 现 一 次 的 非 确定 性 的 图 灵机 ， 
所 以 PENP。 

在 计算 机 科学 中 ,目前 所 知 的 最 困惑 的 一 个 问题 就 是 ， 是 否 有 NPCSCP， 也 就 是 说 ， 是 否 
P 二 NP。 正 如 3.3 节 提 到 的 ， 有 一 类 重要 的 问题 ， 即 NP 完全 问题 ,一 个 问题 是 NP 完全 的 ， 
如 果 它 属于 NP 类， 并 且 如 果 能 证 明 当 它 属于 P 类 时 ， 所 有 NP 类 的 问题 都 属于 P 类， 那么 该 
问题 是 NP 完全 的 。 也 就 是 说 ， 一 个 问题 是 NP 完全 的 ， 如 果 存 在 一 个 能 够 在 多 项 式 时 间 内 求 
解 该 问题 的 算法 ， 意 味 着 对 于 每 个 NP 类 问题 ， 都 存在 一 个 能 够 在 多 项 式 时 间 内 求解 该 问题 的 
算法 。 本 书 中 ， 我们 已 经 讨论 了 几 个 不 同 的 NP 完全 问题 ， 例 如 判定 一 个 简单 图 是 否 存在 哈密 
尔 顿 回路 以 及 判定 一 个 nn 元 命题 是 否 是 重 言 式 。 


练习 
和 投 :T 是 直列 开 元 组 征 义 的 图 灵机 Op 7 1 Rt as 0 Rj Cio Bs ms Oy RR 
(515.0, 52 1 LI， Can 1 ay 0 RR) 和 (5i，B， 5 0,，L)。 对 于 下 列 的 初始 纸 带 ， 判 断 了 停机 时 
的 最 终 纸 带 。 假 设 工 从 初始 位 置 开 始 执行 。 
a w|iBl ool TT 


by» B18 | 1 of1IBIBISBI: 


ey “BI 1 1 Bl 省 


d) TETBTBTBIBTSTBTST 

2. i nese Ci Ov ir On Rp Cm ls ly We (ao Ba By 1 RN 
KE 0 Wn dy Rs Cary Ts ry Ln RY lin By ts 0 RIM BR 的 彻 弟 
纸 带 ， 判 断 ee 假设 工 从 初始 位 置 开 始 执行 。 
a er [LB EB Gl | TT 
By lB BT| Tl 

“TBTBIoToTBIoToTBT 

d) …[B[BIB[B[B1IB[B[EBT[… 

针对 于 井 玉 元 和 (oy 90% oy 0 Ry Cor Ly wind Rh Cs By Bs By Rs (min 0 sr Os RY 
(5s1，1，so，1，R) 和 (s!，B，s;，B，R) 描 述 的 图 灵机 ， 当 给 定 
a)11 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 
b) 任 意 一 个 比特 串 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

未 -对 于 天 元 组 GO 了 的 述 的 
图 灵机 ， 当 给 定 
a)101 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 
b) 一 个 任意 的 比特 串 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

人 对 家 (人 
La Ls Rs (ys ly Son La bos (om O80 80 Ov Lh, Csry Ly lad dy Ls (sry Oa os Lr RR 
述 的 图 灵机 ， 当 给 定 
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a)11 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 
b) 全 部 由 1 构成 的 比特 串 形 成 的 集合 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 


符号 保持 不 变 。 


有 的 1 保持 不 变 。 


. 构造 一 个 纸 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 比特 串 ， 在 带 的 最 末端 增加 一 个 1， 而 其 余 


. 构造 一 个 纸 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 它 将 纸 带 上 第 一 个 0 替换 为 1， 而 其 余 符号 保持 不 变 。 
. 构造 一 个 纸 带 符号 为 0、1 和 如 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 比特 串 ， 它 将 纸 带 上 所 有 0 替换 为 1， 而 所 


. 构造 一 个 纸 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 比特 串 ， 它 将 纸 带 上 除 最 左边 的 1 以 外 的 


所 有 1 替换 为 0， 而 其 余 符号 保持 不 变 。 


1 替换 为 0， 而 其 余 符号 保持 不 变 。 
它 识 别 的 集合 是 所 有 以 0 结尾 的 几 特 串 组 成 的 集合 。 

它 识 别 的 集合 是 所 有 至 少 包含 两 个 1 的 比特 串 组 成 的 集合 。 
它 识 别 的 集合 是 所 有 包含 偶数 个 1 的 比特 串 组 成 的 集合 。 


. 构造 一 个 图 灵机 ， 
. 构造 一 个 图 灵机 ， 
. 构造 一 个 图 灵机 ， 
. 对 于 例 3 中 的 图 灵机 ， 若 从 下 列 每 个 字符 串 开 始 运行 ， 写 出 其 每 一 步 的 带 内 容 。 


a)0011 


原因 。 


. 构造 一 个 图 灵机 ， 


是 非 负 整数 。 


. 构造 一 个 图 灵机 ， 
. 构造 一 个 图 灵机 ， 
. 构造 一 个 图 灵机 ， 
. 构造 一 个 图 灵机 ， 
. 构造 一 个 图 灵机 ， 
. 构造 一 个 图 灵机 ， 
26. 


构造 一 个 图 灵机 ， 


b)00011 


. 构造 一 个 纸 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 比特 串 ， 它 将 带 上 首先 出 现 的 两 个 连续 的 


c)101100 d)000111 


. 例 3 中 的 图 灵机 识别 一 个 字符 串 当 且 仅 当 此 字符 串 具 有 形式 0"1"( 其 中 是 一 个 正 整数 )， 试 说 明 


. 构造 识别 集合 {0”1" |n 宇 0} 的 图 灵机 。 
. 构造 识别 集合 {0"1"2" |n 宇 0} 的 图 灵机 。 
. 构造 一 个 图 灵机 ， 


它 计 算 函 数 jz) 一 2 十 2， 其 中 对 是 非 负 整数 。 


它 计算 下 列 函 数 : 


当 n 宇 3 时 ，f(n)==n 一 3; 当 n= 二 0, 1, 2 时 ，f(n)==0, 其 中 


它 计算 函 数 f(n) 二 nn mod 3。 


它 计 算 下 列 函 数 : 
它 计 算 下 列 函 数 : 
它 计 算 下 列 函 数 : 
它 计算 下 列 函 数 : 
它 计算 下 列 函 数 : 
它 计算 下 列 函 数 : 


当 n 宇 5 时 ，f(n)==3; 当 n= 二 0,，1，2，3 或 4 时 ,，f(n)==0。 
f(n) 二 2n， 其 中 是 非 负 整数 。 

f(n) 二 3n， 其 中 是 非 负 整数 。 

对 于 所 有 非 负 整 数 对 n 和 n;， fm, nm)=nt+2, 

对 于 所 有 非 负 整数 和 ns2，flnm, nz) 二 min{m ,， ns}。 

对 于 所 有 非 负 整 数 nn 和 no，f(m， nz) 二 1 十 nz 十 1。 


假设 TI 和 T, 是 图 灵机 ， 分 别 具 有 不 相交 的 状态 集 S| 和 S,， 转 移 函 数 分 别 为 有 和 f;。 我 们 可 以 采用 如 
下 的 方式 来 定义 图 灵机 TIT。， 即 T 和 Ts 的 合成 。TIT, 的 状态 集 是 S1 US,。TiT 以 Ti 的 起 始 状 态 开 
始 。 首 先 ， 使 用 函数 fi 执行 TI 的 转移 ， 但 不 包括 使 得 TI 停机 的 那 一 步 。 然 后 ， 对 使 得 TI 停机 的 所 有 
移动 ， 除 移动 到 T, 的 开始 状态 外 ， 都 执行 相同 的 TI 转移 。 从 这 点 来 看 ，TIT, 的 移动 与 Ta 的 移动 
相同 。 
27. 通过 求 练习 18 和 练习 22 构造 的 图 灵机 的 合成 ， 构 造 一 个 图 灵机 计算 函数 f(n) 二 2n 十 2。 

28. 通过 求 练习 18 和 练习 23 构造 的 图 灵机 的 合成 ， 构 造 一 个 图 灵机 计算 函数 f(n) 二 3(n 十 2) 二 3n 十 6。 
29. 下 列 哪些 问题 是 判定 问题 ? 
a) 比 nn 小 的 最 小 素数 是 多 少 ? 
b) 图 G 是 否 是 二 分 图 ? 

©) 给 定 字符 串 的 集合 ， 是 否 有 有 限 状 态 自动 机 能 识别 该 集合 ? 

d) 给 定 一 个 棋盘 和 某 种 类 型 的 多 格 骨 有 牌 (参见 1. 8 节 )， 棋盘 是 否 可 用 这 种 类 型 的 骨牌 平 铺 ? 
下 列 哪些 问题 是 判定 问题 ? 
a) 正 整数 序列 al ，a ，…a, 是 否 是 递增 序列 ? 

b) 简 单 图 G 的 顶点 是 否 可 用 3 种 颜色 着 色 ， 使 得 没有 相 邻 的 顶点 着 色相 同 。 
c) 图 G 中 度数 最 大 的 顶点 是 什么 ? 
d) 给 定 两 个 有 限 状态 机 ， 它 们 是 否 能 识别 相同 的 语言 ? 


30. 





iinks》 设 也 (m) 是 具有 寻 个 状态 且 字 母 表 为 {1， 恕 } 的 图 灵机 从 空白 带 开 始 运行 后 在 纸 带 上 所 能 打印 的 工 的 最 大 个 
数 。 根 据 给 定 的 值 n 确定 B(n) 这 个 问题 称 为 忙碌 海 狸 问题 (busy beaver problem) ， 该 问题 由 拉 多 (Tibor 
Rado) 于 1962 年 首先 研究 。 现 在 已 经 知道 ，B(2) 二 4，B(3) 二 6，B(4) 二 13。 但 当 n 宇 5 时 ，B(n) 等 于 什 
么 还 不 知道 。B(n) 增 长 得 很 快 ， 目 前 所 知 B(5) 宇 4098，B(6) 宇 3. 5X10™%。 

* 31. 通过 寻找 下 面 的 图 灵机 来 证 明 B(2) 至 少 是 4: 该 图 灵机 有 两 个 状态 ,字母 表 是 {1，B}， 在 停机 时 ， 
纸 带 上 有 4 个 连续 的 1。 

xx 32. 证 明 : 函数 B(n) 不 能 用 任何 图 灵机 来 计算 。[ 提 示 : 假设 有 一 个 图 灵机 用 二 进 制 计算 B(n)。 构 造 一 
个 图 灵机 TT 从 空白 带 开始 ， 写 下 n 的 二 进 制 表示 ， 计 算 B(n) 并 表示 成 二 进 制 ， 然后 将 B(n) 从 二 进 
制 表 示 转 换 为 一 元 表示 。 证 明 当 nn 充分 大 时 ,本 的 状态 数 可 以 小 于 B(n)， 导 致 矛 盾 。] 














关键 术语 和 结论 
术语 


字母 表 或 词汇 表 (alphabet or vocabulary) : 用 来 构造 字符 串 的 元 素 组 成 的 集合 。 

语言 (language) : 字母 表 上 所 有 字符 串 构 成 的 集合 的 一 个 子 集 。 

短语 结构 文法 ((，T，S，P) ，phrase-structure grammar) : 语言 的 一 种 描述 ， 包 括 字 母 表 V、 终 结 符 集 
T、 起 始 符号 S 和 产生 式 集 P。 

产生 式 w>wi (the production w>wi): 只 要 语言 的 某 个 字符 串 中 出 现 了 w， 就 可 将 此 字符 串 中 的 ww 替换 
为 wi。 

Wi 这 Wi( 由 wi 派生 ws;，ws is directly derivable from zw ) ， 是 从 wi 按 如 下 方式 得 到 的 : 用 产生 式 将 ww 
中 的 某 个 字符 串 替换 为 另 一 个 字符 串 。 

Wi 这 Ws( 由 vwi 派生 w;，wwz is derivable from wi): ws 是 从 wi 按 如 下 方式 得 到 的 : 用 一 系列 产生 式 将 某 
些 字符 串 蔡 换 为 另 一 些 字符 串 。 

0 型 文法 (type 0 grammar) : 任意 短语 结构 文法 。 

1 型 文法 (type 1 grammar) : 是 一 种 短语 结构 文法 ,但 其 产生 式 都 具有 形式 wy 一 w,， 其 中 wi 二 LAr 和 vw 一 
lwr， 其 中 AEN; 1,r，wE(NUT)' 且 w 隆 4 或 wi 二 S 和 wi 二 4, 但 S 不 能 出 现在 任何 其 他 产生 
式 的 右边 。 

2 型 (或 上 下 文 无 关 ) 文 法 (type 2，or context-free grammar): 是 一 种 短语 结构 文法 ， 但 其 产生 式 都 具有 形 
式 A 一 wi， 其 中 A 是 一 个 非 终 结 符 。 

3 型 (或 正则 ) 文 法 (type 3，or regular grammar) : 是 一 种 短语 结构 文法 ， 其 产生 式 的 形式 是 A->aB，A-~a 
或 SX， 其 中 A、B 是 非 终 结 符 ，S 是 起 始 符 ，a 是 一 个 终结 符 。 

派生 (或 语法 分 析 ) 树 (derivation(or parse)tree) : 一 个 带 根 的 有 序 树 ， 其 根 表示 2 型 文法 的 起 始 符 ， 内 部 
顶点 表示 非 终 结 符 ， 叶 表示 终结 符 ， 顶 点 的 儿子 是 产生 式 右 边 按 从 左 到 右 顺 序 排列 的 符号 ， 父 亲 表 
示 的 符号 都 在 左边 。 

巴克 斯 -诺尔 范式 (Backus-Naur form) : 上 下 文 无 关 文 法 的 一 种 描述 ， 在 这 种 描述 中 ， 将 左边 非 终 结 符 相 
同 的 所 有 产生 式 合并 成 一 个 式 子 ， 式 子 的 右边 是 这 些 产 生 式 不 同 的 右边 ， 并 用 竖 线 符 将 其 分 开 ， 用 
尖 括 号 将 非 终结 符 括 起 来 ， 符 号 一 被 换 成 : :一 。 

有 限 状态 机 器 (S，TI，O，jF，g，s) 或 米兰 机 (finite-state machine(S, I, O, f,， g,， $30)or a Mealy 
machine) ; 一 个 六 元 组 ， 包 括 状态 集 S、 输 入 字母 表 I、 输 出 字母 表 O、 转 移 函 数 /( 对 每 个 状态 与 
输入 对 ， 指 派 下 一 个 状态 )、 输 出 函数 g( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 一 个 输出 ) 和 一 个 起 始 符 so。 

AB(A 和 B 的 连接 ，concatenation of A and B): 由 A 中 的 字符 串 和 B 中 的 字符 串 连 接 而 成 的 字符 串 构 成 
的 集合 。 

4"”(A 的 克 莱 因 闭 包 ，Kleene closure of A) : 由 A 中 任意 多 个 字符 串 连 接 而 成 的 字符 串 构 成 的 集合 。 

确定 性 的 有 限 状态 自动 机 (S，I，/f，s。， 太 ，deterministic finite-state automaton) : 一 个 五 元 组 ， 包括 状 
态 集 S、 输 入 字母 表 I、 转 移 函 数 f( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 下 一 个 状态 )、 起 始 符 s。 和 终结 状 

非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 (S，I，/f，s。， 太 ，nondeterministic finite-state automaton) : 一 个 五 元 组 ， 包 
括 状 态 集 S、 输 入 字母 表 I、 转 移 函 数 f( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 下 一 个 可 能 状态 的 集合 )、 起 始 
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符 % 和 终结 状态 集 下 。 

自动 机 识别 的 语言 (language recognized by an automaton) : 将 自动 机 从 初始 状态 带 到 终结 状态 的 输入 字符 
串 构成 的 集合 。 

正则 表达 式 (regular expression) : 如 下 递归 定义 的 表达 式 ， 名 、4 和 输入 字母 表 中 的 每 个 符号 zx 都 是 正则 
表达 式 ; 当 和 4 和 B 是 正则 表达 式 时 ，(AB)、(AUB) 和 A* 都 是 正则 表达 式 。 

正则 集合 (regular set) : 正则 表达 式 定义 的 集合 。 

图 灵机 (T 二 S，I，f，so。，Turing machine) : 由 下 列 各 部 分 组 成 的 四 元 组 : 有 限 状态 集 S、 包 含 空白 符 B 
的 字母 表 I、 从 SXT 到 SxXxIX({R, 工 ) 的 一 个 部 分 函数 、 初 始 状 态 so 。 

非 确 定性 的 图 灵机 (nondeterministic Turing machine) : 对 于 每 个 (状态 ， 纸 带 符号 ) 对 可 能 包含 不 止 一 条 
转换 规则 的 图 灵机 。 

判定 问题 (decision problem) : 是 指 这 样 一 类 问题 ,判断 某 个 特定 类 型 的 命题 中 的 命题 是 否 为 真 。 

可 解 问题 (solvable problem) : 该 问题 的 性 质 是 具有 一 个 有 效 的 算法 能 够 求解 该 问题 的 所 有 实例 。 

不 可 解 问 题 Cunsolvable problem) : 该 问题 的 性 质 是 不 存在 一 个 有 效 的 算法 能 够 求解 该 问题 的 所 有 实例 。 

可 计算 函数 (computable function) : 函数 值 可 以 通过 图 灵机 来 计算 的 函数 。 

不 可 计算 函数 (uncomputable function) : 函数 值 不 可 以 通过 图 灵机 来 计算 的 函数 。 

PP 类， 多 项 式 时 间 问 题 类 (P，the class of polynomial-time problems): 该 类 问题 能 由 确定 性 的 图 灵机 在 输 
入 大 小 的 多 项 式 时 间 内 求解 。 

NP 类 ， 非 确定 性 多 项 式 时 间 问 题 类 (NP,， the class of nondeterministic polynomial-time problems) : 一 个 问题 
能 由 非 确定 性 的 图 灵机 在 输入 大 小 的 多 项 式 时 间 内 求解 ， 则 该 问题 属于 NP 类 问题 。 

NP 完全 (NP-complete) : 该 类 问题 是 NP 类 问题 的 子 集 ， 并 且 该 类 问题 具有 这 样 的 性 质 ， 如 果 其 中 之 一 
属于 P 类 ， 则 NP 类 中 的 所 有 问题 也 都 属于 P 类 。 


结论 
对 每 个 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 存 在 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 们 识别 相同 的 集合 。 
克 莱 因 定理 (Kleene’”s theorem) : 一 个 集合 是 正则 的 当 且 仅 当 它 可 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 来 识别 。 
一 个 集合 是 正则 的 当 且 仅 当 它 可 由 一 个 正则 文法 生成 。 
停机 问题 是 不 可 解 的 。 


复 习题 
1. a) 定 义 短 语 结构 文法 。 
b)“ 一 个 字符 串 可 以 由 短语 结构 文法 从 字符 串 ww 派生 出 来 ”的 含义 是 什么 ? 
2. a) 什 么 是 短语 结构 文法 生成 的 语言 ? 
b) 设 短语 结构 文法 G 如 下 : 词汇 表 为 {S，0，1}， 终结 符 集 为 T= 二 {0，1}， 起 始 符 号 为 S， 产 生 式 为 
S000S 和 S 一 1。G 生成 的 语言 是 什么 ? 
©) 给 出 生成 集合 {01” |n 二 0，1，2，…} 的 短语 结构 文法 。 


3 国定 义 一 个 工 型 文法 ， b) 给 出 一 个 是 文法 但 不 是 1 型 文法 的 例子 。 
c) 定 义 2 型 文法 。 d) 给 出 一 个 是 1 型 文法 但 不 是 2 型 文法 的 例子 。 
e) 定 义 一 个 3 型 文法 。 人 给 出 一 个 是 2 型 文法 但 不 是 3 型 文法 的 例子 。 
4. a) 定 义 一 个 正则 文法 。 b) 定 义 一 个 正则 语言 。 


c) 证 明 : 集合 {0"1" |m、n 二 0，1，2，…}) 是 一 个 正则 语言 。 
5. a) 什 么 是 巴克 斯 -诺尔 范式 ? 
b) 选 择 英语 的 一 个 子 集 ， 给 出 其 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
6. 2a) 什么 是 有 限 状 态 机 ? 
b) 说 明 怎么 用 有 限 状 态 机 建立 下 列 自动 售 货 机 的 模型 : 它 只 接受 25 分 硬币 ， 在 放 人 75 分 之 后 ， 它 发 
售 一 瓶 软饮料 。 
7. 求 能 被 如 下 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 的 字符 串 的 集合 。 
8. 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 能 识别 以 1 开始， 并 且 以 1 结束 的 字符 串 形成 的 集合 。 


六 
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9，a) 什 么 是 一 个 字符 串 集 合 的 克 莱 因 闭 包 ? b) 求 集合 {11，0)} 的 克 莱 因 闭 包 。 

10. a) 定 义 一 个 有 限 状 态 自动 机 。 

b)“ 一 个 字符 串 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 ”的 含义 是 什么 ? 

. a) 定 义 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 

b) 试 证 ， 对 于 每 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 存 在 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 们 识别 相同 的 语言 。 
12. a) 定 义 一 个 集合 I 上 的 正则 表达 式 集 。 b) 解 释 怎么 用 正则 表达 式 表示 正则 集合 。 

13. 叙述 克 莱 因 定理 。 

14. 试 证 : 一 个 集合 可 由 正则 文法 生成 当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 集合 。 

15. 给 出 一 个 不 能 由 有 限 状 态 自 动机 识别 的 集合 的 例子 ， 并 证 明 没 有 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 它 。 
16. 定义 一 个 图 灵机 。 

17. 描述 如 何 用 图 灵机 来 识别 集合 。 

18. 描述 如 何 用 图 灵机 计算 数论 函数 。 

19. 什么 是 不 可 解 的 判定 问题 ? 给 出 一 个 例子 。 


补充 练习 
1. 求 识别 下 列 每 个 语言 的 一 个 短语 结构 文法 。 
a) 形 如 0*1”* 的 比特 串 的 集合 ， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 
b) 比特 串 的 集合 ， 其 中 0 的 个 数 是 1 的 个 数 的 两 倍 。 
c) 形 如 z 的 比特 串 的 集合 ， 其 中 w 是 比特 串 。 
2. 求 产生 集合 {0”|n 宇 0} 的 一 个 短语 结构 文法 。 
在 颖 司 3 和 4 中 ,，G=(V，T; SP) 是 一 全 上 下 文 无 美文 法 ， 其 中 V={(,)，S， A, B}, T={(,)}, 8 
是 起 始 符号 ,产生 式 有 S>A, A->AB, A->B, B->(A), B->()，S->X。 
3. 构造 下 列 字 符 串 的 派生 树 。 
a)(()) b)()(C(C)) c)((()())) 
4. 证 明 : L(G) 就 是 第 5 章 补充 练习 59 的 前 导 文 中 定义 的 括号 的 合式 串 集合 。 
称 一 个 上 下 文 无 关 文法 是 二 义 的 ， 如 果 工 (C) 中 有 一 个 词 有 两 个 派生 ， 且 将 这 两 个 派生 看 作 带 根 的 有 序 树 
时 ， 产 生 两 个 不 同 的 派生 树 。 
S$. 设 文法 G=(V，T，S，P)， 其 中 V=(0，S)，T=(0)，S 是 起 始 符号 ， 产 生 式 有 S 一 0S，S 一 SO 和 
S-0。 构 造 0; 的 两 个 不 同 派生 树 ， 从 而 证 明 G 是 二 义 的 。 
6. 设 文法 G=(V，T，S$，P) 为 : V={0，S} ,T= 二 (0)，S 是 起 始 符号 ， 产 生 式 有 S 一 0S 和 S 一 0。 证 明 
G 是 非 三 义 的 。 
7. 设 A 和 B 是 V" 的 两 个 有 限 子 集 ， 其 中 V 是 一 个 字母 表 。 问 |AB| 二 | BA | 肯定 成 立 吗 ? 
8. 设 V 是 一 个 字母 表 ,，A、B 和 C 是 V* 的 子 集 。 证 明 或 反 证 下 列 各 式 。 
a)A(BUC)=ABUAC byA(BNC)=ABNAC 
©) (AB)C=A(BC) df(AUB) =A* UB* 
9. 设 V 是 一 个 字母 表 , A 和 B 是 V' 的 子 集 。 从 A* CB'* 能 否 推 出 ASCB? 
10. 正则 表达 式 (2* )(0U (12* )) ”表示 的 字符 串 集合 是 什么 (字符 串 的 符号 在 集合 {0，1，2)} 中 )? 
如 下 递归 定义 集合 TIT 上 正则 表达 式 的 星 高 度 h(E): 
h(B)=0, 
车 xET， 则 有 h(x) 二 0; 
车 E 和 E, 是 正则 表达 式 ， 则 产 (E UE))=h((EiE;)) 二 max(h(Ei), h(E,)); 
若 卫 是 正则 表达 式 ， 则 h(E* )==h(E) 十 1。 
11. 求 下 列 正则 表达 式 的 星 高 度 : 


1 


[= 





* 12; 


13. 


14. 


5: 


16. 


* 


* 18. 


19. 


20. 
21. 


* 22. 
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a)0°1 b)0 1 ©) (0* 01) d)((0 1 )" 
e) (010° )(1 01° )* ((01)* (10)* )* f) (C0 )1)* 0) )1)” 

对 下 列 每 个 正则 表达 式 ， 求 一 个 表示 相同 语言 但 具有 最 小 星 高 度 的 正则 表达 式 。 
0 b)(0(01 0)* ) OO UOIY LLY 


构造 一 个 带 输出 的 有 限 状 态 机 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 比特 串 中 含有 4 个 或 4 个 以 上 的 1， 则 它 输 
出 1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 这 个 集合 。 

构造 一 个 带 输出 的 有 限 状 态 机 器 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 比特 串 中 含有 4 个 或 4 个 以 上 连续 的 1， 
则 它 输出 1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 来 识别 这 个 集合 。 

构造 一 个 带 输 出 的 有 限 状 态 机 器 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 比特 串 以 4 个 或 4 个 以 上 连续 的 1 结尾 ， 
则 它 输出 1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 来 识别 这 个 集合 。 

在 有 限 状态 机 中 ， 称 状态 * 是 从 状态 * 可 达 的 ， 如 果 存 在 输入 字符 串 xz 使 得 f(s， xz) 二; 。 称 状态 s 
是 瞬 变 的 ， 若 没有 非 空 输入 字符 串 x 使 得 /(*，z) 关 y。 称 状态 * 是 一 个 沉积 点 ， 若 对 于 任意 输入 字 
符 串 zx 都 有 f(s，zx) 二 s。 对 下 列 状 态 图 所 示 的 有 限 状 态 机 ， 回 答 问 题 a 一 d。 

a) 哪 些 状态 是 从 so 可 达 的 ? 

b) 哪 些 状态 是 从 ss 可 达 的 ? 

©) 哪 些 状态 是 瞬 变 的 ? 

dd) 哪 些 状态 是 沉积 点 ? 





设 集合 S、I 和 0O 都 是 有 限 集合 , 和 且 | S|=n、|I|=&、|0|=m。 

a) 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 有 限 状 态 机 (米兰 机 )M==(S，I，O，f，g，so)( 其 中 初始 状态 so。 可 以 任意 
选择 )? 

b) 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 摩尔 机 M 二 (S$，I，O，/f，g，so)( 其 中 初始 状态 so 可 以 任意 选择 )? 

设 集合 S 和 了 是 有 限 集 合 , 且 |S| 二 x，| 了 | 二 &。 在 下 列 情形 下 ， 存 在 多 少 个 不 同 的 有 限 状态 自动 机 
(S,，I，f，so，F)( 其 中 初始 状态 % 以 及 由 S 的 终结 状态 构成 的 子 集 下 可 以 任意 选择 )? 

a) 如 果 机 器 是 确定 性 的 。 

b) 如 果 机 器 是 非 确 定性 的 。( 注 意 : 这 包括 确定 性 的 自动 机 。) 

对 于 具有 如 下 状态 图 的 非 确定 性 的 自动 机 ， 构 造 一 个 与 之 等 价 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 





练习 19 中 的 自动 机 识别 的 语言 是 什么 ? 

构造 有 限 状态 自动 机 识别 下 列 集合 。 

a)0” (10) b)(COIU1ID) 10 (OUD eceCO0IUCG ) 
求 表示 由 0 和 1 组 成 的 下 列 字 符 串 集合 的 正则 表达 式 。 

a) 偶 数 个 1 与 奇数 个 0 交替 出 现 。 





b) 包 含 至 少 2 个 连续 的 0 或 3 个 连续 的 1。 
c) 不 包含 3 个 连续 的 0 或 2 个 连续 的 1。 

* 23. 证 明 : 若 A 是 一 个 正则 集合 ， 则 A 也 是 。 

* 24. 证 明 : 若 A 和 B 都 是 正则 集合 ， 则 A 站 B 也 是 。 

* 25. 求 识别 由 0 和 1 组 成 的 下 列 字 符 串 集合 的 有 限 状态 自动 机 。 

a) 以 不 超过 3 个 连续 的 0 开始 ， 且 至 少 包含 2 个 连续 的 1。 
b) 包 含 偶数 个 符号 ， 且 不 含 101。 
c) 有 3 个 由 2 个 或 2 个 以 上 的 1 组 成 的 块 ， 且 有 至 少 2 个 0。 

* 26. 用 13.4 节 的 练习 22 所 给 的 泵 引 理 证 明 : {0”|zEN} 不 是 正则 的 。 

* 27. 用 13.4 节 的 练习 22 所 给 的 泵 引 理 证 明 : {1 |p 是 素数 } 不 是 正则 的 。 

* 28. 对 于 上 下 文 无 关 语言 ， 有 与 正则 集合 的 泵 引 理 类 似 的 结果 。 设 工 (G) 是 上 下 文 无 关 语言 C 识别 的 语 
言 。 此 结果 是 存在 常量 N， 如 果 > 是 工 (G) 中 的 一 个 词 ， 且 !(z) 之 N， 则 > 可 以 写成 wwwzy， 其 中 
livwz) 奔 N，l(vzx) 宇 1]， 且 wviwz'y 属于 工 (G) (=0，1，2，3，…)。 用 这 个 结果 证 明 ， 不 存在 上 下 
文 无 关 文 法 工 (G) 满 足 {0"1"2" |2 一 0，1，2，…)。 

* 29. 构造 一 个 能 计算 函数 fl(n; ，m) 王 max(C2 ，722 ) 的 图 灵机 。 

“30. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 能 计算 如 下 函数 : 当 wn 时 ， fm, n2)n2 ni; 当 n, < 时 ， flm, 坊 ) 三 0 


计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 

1. 给 定 短语 结构 文法 的 产生 式 ， 根据 乔 姆 斯 基 分 类 方法 ,判断 此 文法 所 在 的 类 。 

2. 给 定 短语 结构 文法 的 产生 式 ， 求 使 用 20 条 或 更 少 的 产生 式 规则 生成 的 所 有 字符 串 。 

3. 给 定 2 型 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ， 求 使 用 20 条 或 更 少 的 规则 生成 的 所 有 字符 串 。 

* 4. 给 定 一 个 上 下 文 无 关 文法 的 产生 式 和 一 个 字符 串 ， 如 果 这 个 字符 串 在 此 文法 生成 的 语言 中 ， 产 生 这 个 
字符 串 的 派生 树 。 

5. 给 定 一 个 摩尔 机 的 状态 表 和 一 个 输入 字符 串 ， 产 生 此 机 器 生成 的 输出 字符 串 。 

6. 给 定 一 个 米兰 机 的 状态 表 和 一 个 输入 字符 串 ， 产 生 此 机 器 生成 的 输出 字符 串 。 

7. 给 定 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 的 状态 表 和 一 个 字符 串 ， 判 断 这 个 字符 串 能 和 否 由 此 自动 机 识别 。 
8. 给 定 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 的 状态 表 和 一 个 字符 串 ， 判 断 这 个 字符 串 能 否 由 此 自动 机 识别 。 
* 9. 给 定 一 个 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 的 状态 表 ， 构 造 一 个 识别 相同 语言 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 的 

状态 表 。 
xx 10. 给 定 一 个 正则 表达 式 ， 构 造 一 个 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 ， 识 别 这 个 表达 式 表示 的 集合 。 
11. 给 定 一 个 正则 文法 ,构造 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 这 个 文法 生成 的 语言 。 
12. 给 定 一 个 有 限 状态 自动 机 ， 构 造 一 个 正则 文法 生成 这 个 自动 机 所 识别 的 语言 。 
* 13. 给 定 一 个 图 灵机 ， 求 一 个 给 定 的 输入 字符 串 所 产生 的 输出 字符 串 。 


计算 和 探索 


用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 出 的 程序 做 下 面 的 练习 。 
1. 通过 检查 所 有 具有 两 个 状态 且 字 母 表 为 {1，B} 的 图 录 机 ， 求 解 两 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 。 
* 2, 通过 检查 所 有 具有 3 个 状态 且 字 母 表 为 {1，B} 的 图 灵机 ， 求解 3 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 。 
xx 3. 通过 检查 所 有 具有 4 个 状态 且 字母 表 为 {1，B) 的 图 灵机 ， 求 具有 4 个 状态 的 忙碌 海 狸 机 器 。 
xx 4. 尽力 解 5 个 状态 的 忙碌 海 独 问题， 进展 越 多 越 好 。 
xx 5. 尽力 解 6 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 ， 进 展 越 多 越 好 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1. 描述 怎么 用 利 登 梅 耶 系 统 (Lidenmeyer system) 建 立 某 种 类 型 植物 的 生长 模型 。 利 登 梅 耶 系统 用 带 产 生 
式 的 文法 来 建立 植物 生长 的 各 种 不 同方 式 的 模型 。 
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. 对 于 各 种 程序 设计 语言 ， 如 Java、LISP、ADA 和 数据 库 语言 SQL， 给 出 描述 其 语法 的 巴克 斯 -诺尔 范 


式 ( 或 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ) 规 则 。 


. 解释 在 拼写 检查 程序 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状 态 机 。 
. 解释 在 网 络 协议 研究 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状 态 机 。 


解释 在 语音 识别 程序 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状 态 机 。 


. 比较 摩尔 机 和 米兰 机 在 设计 硬件 系统 和 计算 机 软件 中 的 应 用 。 

. 解释 概念 “有 限 状态 自动 机 极 小 化 ”。 给 出 一 个 程序 来 实现 这 个 极 小 化 。 

. 给 出 细胞 自动 机 的 定义 ， 以 “生命 的 游戏 ”(Game of Life) 为 例 ， 解 释 它 们 的 应 用 。 

. 定义 下 推 自动 机 ， 解释 怎么 用 下 推 自 动机 来 识别 集合 。 下 推 自动 机 能 识别 哪些 集合 ? 给 出 验证 你 的 答 


案 正 确 性 的 证 明 概 要 。 


. 定义 线性 有 界 自 动机 ， 解 释 怎么 用 线性 有 界 自 动机 来 识别 集合 。 线 性 有 界 自动 机 能 识别 哪些 集合 ? 


给 出 验证 你 的 答案 正确 性 的 证 明 概 要 。 \ 


. 查找 图 灵 对 现 称 为 图 灵机 的 机 器 的 原始 定义 。 他 定义 这 种 机 器 的 动机 是 什么 ? 

. 描述 “通用 图 灵机 ”(Universal Turing Machine) 的 概念 。 解 释 怎 么 构造 这 样 的 机 器 。 

. 解释 能 够 用 非 确定 性 的 图 灵机 而 不 能 用 确定 性 的 图 灵机 的 应 用 种 类 。 

. 证 明 : 一 个 图 灵机 能 够 模拟 一 个 非 确定 性 的 图 灵机 的 任何 动作 。 

. 证 明 : 一 个 集合 能 被 图 灵机 识别 当 且 仅 当 它 能 由 短语 结构 文法 生成 。 

. 描述 演算 的 基本 概念 。 解 释 怎 么 用 它 来 研究 函数 的 可 计算 性 。 

. 试 证 : 一 个 具有 个 带 的 图 灵机 能 做 的 任何 事情 ， 本 章 所 定义 的 图 灵机 也 都 能 做 。 

. 试 证 : 一 个 在 两 个 方向 都 有 无 限 带 的 图 灵机 能 做 的 任何 事情 ， 只 在 一 个 方向 有 无 限 带 的 图 灵机 也 都 


能 做 。 


附录 A | 


Discrete Mathematics and Its Applications, 8E 


实数 和 正 整 数 的 公理 





本 书 中 ， 我 们 假设 了 一 组 实数 集合 和 正 整数 集合 的 显 式 公 理 。 在 这 个 附录 中 ， 我 们 将 列 出 
这 些 公 理 并 解释 如 何 从 这 些 公理 导出 一 些 在 正文 中 不 加 证 明 就 引用 的 基本 事实 。 


A. 1 实数 公理 

标准 的 实数 公理 包括 : 域 (或 代数 ) 公 理 ， 用 于 规定 基本 算术 运算 的 法 则 ， 序 公理 ， 用 于 规 
定 实 数 的 顺序 性 质 。 

域 公理 ”首先 介绍 域 公 理 。 通 常 ， 我 们 将 两 个 实数 工 与 y 的 和 以 及 积分 别 记 作 工 十 y 和 
Z。y。 (注意 ,zz 与 > 的 积 通常 记 作 zy 而 省 略 表示 乘法 的 点 。 在 本 附录 中 ， 我 们 不 用 这 种 简化 
符号 ， 但 是 在 正文 中 会 用 到 。) 另 外 ， 通 常 约定 ， 先 做 乘法 后 做 加 法 ， 除 非 使 用 了 括号 。 尽 管 这 
些 陈 述 也 是 公理 ， 但 通常 称 为 是 定律 或 法 则 。 这 些 公 理 的 前 两 条 告诉 我 们 当 把 两 个 实数 相 加 或 
相 乘 时 ， 结 果 还 是 一 个 实数 。 这 就 是 封闭 律 。 

@ 加 法 封闭 律 ” 对 于 所 有 实数 x 和 y，zx 十 y 是 实数 。 

e@ 乘法 封闭 律 ” 对 于 所 有 实数 z+ 和 y，xz。，y 是 实数 。 

接 下 来 两 个 公理 告诉 我 们 当 把 三 个 实数 相 加 或 相 乘 时 ， 无 论 什 么 运算 顺序 都 能 得 到 同样 的 
结果 。 这 就 是 结合 律 。 

_@ 加 法 结合 律 ” 对 于 所 有 实数 zx、y 和 z，(z 十 y) 十 z= 二 zx 十 (y 十 z)。 

@ 乘法 结合 律 ” 对 于 所 有 实数 xz、y 和 xz, (zx*y)，z=X，(y*z)。 

另外 两 个 代数 公理 告诉 我 们 ， 对 两 个 数 做 加 法 或 乘法 时 顺序 并 不 重要 。 这 就 是 交换 律 。 

@ 加 法 交换 律 ” 对 于 所 有 实数 和 >，z 十 y 一 y 十 zs。 

e@ 乘法 交换 律 ” 对 于 所 有 实数 工 和 y，Zz，y 一 >y，7z。 

接 下 来 两 个 公理 告诉 我 们 0 和 1 分 别 是 实数 集 的 加 法 单位 元 和 乘法 单位 元 。 即 ， 当 我 们 对 
一 个 实数 加 0 或 者 乘 1 时 不 会 改变 这 个 实数 。 这 就 是 单位 元 律 。 

@ 加 法 单位 元 律 ” 对 于 每 个 实数 zx，z 十 0 二 0 十 z 一 2 

@ 乘法 单位 元 律 ” 对 于 每 个 实数 zx，Zz。，1 王 1，Zz 一 7Z。 

虽然 这 看 起 来 很 明显 ， 但 我 们 还 是 需要 下 面 的 公理 。 

@ 单位 元 公理 ”加 法 单位 元 0 和 乘法 单位 元 1 是 不 一 样 的 ， 即 0 关 1。 

还 有 两 个 公理 告诉 我 们 ， 对 于 每 个 实数 ， 都 存在 一 个 实数 加 上 该 实数 后 得 到 0; 而 对 于 每 
个 非 堆 实数， 都 存在 一 个 实数 乘 上 该 实数 后 得 到 1。 这 就 使 逆 律 。 

@ 加 法 的 逆 律 ”对 于 每 个 实数 z+， 存在 一 个 实数 一 x( 称 为 xz 的 加 法 逆 ) 使 得 x 十 (一 zx) 二 


《二 从: 
@ 乘法 的 逆 律 ”对 于 每 个 非 零 实数 zx， 存 在 一 个 实数 1/z( 称 为 工 的 乘法 逆 ) 使 得 z。(1/z) 王 
(1/z)。Z 一 1。 


实数 的 最 后 一 个 代数 公理 是 分 配 律 ， 它 告诉 我 们 乘法 对 加 法 可 分 配 。 即 ， 先 把 一 对 实数 相 加 再 
乘 以 第 三 个 实数 ， 或 者 先 将 两 个 实数 中 的 每 一 个 与 第 三 个 实数 相 乘 再 把 两 个 乘积 相 加 ， 我 们 将 
得 到 同样 的 结果 。 

@ 分 配 律 ”对 于 所 有 实数 zx、y 和 x， 有 Xx， (y 十 2) 二 x*y 十 ZT* 之 和 (zx 十 y)*z 二 x*z 十 y* 之 。 

序 公理 ” 接 下 来 ,我们 叙述 实数 的 序 公 理 ， 它 规定 了 实数 集 上 的 “大 于 ”( 记 作 二 ) 的 性 
质 。 当 工大 于 y 时 ， 我 们 写成 zx 之 (和 y<z); 当 zy 或 ==y 时， 我 们 写成 x 三 y( 和 y 过 x)。 
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第 一 个 公理 告诉 我 们 ， 给 定 两 个 实数 ， 恰 好 有 三 种 可 能 性 之 一 发 生 : 两 个 数 相 等 ; 第 一 个 数 大 
i 第 二 个 数 大 于 第 一 个 数 。 这 就 是 三 分 律 。 

@ 三 分 律 ” 对 于 所 有 实数 zx 和 y，z= 一 >、Zz>>y、y> 工 中 恰好 有 一 个 为 真 。 

接 下 来 的 公理 称 为 传递 律 ， 它 告诉 我 们 ， 如 果 第 一 个 数 大 于 第 二 个 数 而 第 二 个 数 又 大 于 第 
三 个 数 ， 则 第 一 个 数 大 于 第 三 个 数 。 

@ 传递 律 y 和 -zx， 如 果 if z>>y 和 yz， 则 z 之 >z。 

我 们 还 有 两 个 相 容 律 ， 它 告诉 我 们 当 在 一 个 大 于 关系 的 两 边 加 上 一 个 数 时 ， 大 于 关系 依然 
成 立 ; 当 在 一 hii 个 正 整 数 ( 即 满足 x 二 0 的 实数 z) 时 ， 大 于 关系 依然 成 立 。 

@ 加 法 相 容 律 ” 对 于 所 有 实数 Xx、y 和 xz， 如 果 zy， 则 z 十 zx 之 y 十 >。 

e 乘法 相 容 律 ”对 于 所 有 实数 z、y 和 >z， 如 果 Zz>y 和 >z>>0， 则 z，z>y，>= 

我 们 留 给 读者 (参见 练习 15) 来 证 明 对 于 所 有 实数 z+、y 和 和 <， 如果 zy 和 z=<0,， 则 zz 
z 二 y。z。 即 在 一 个 不 等 式 两 边 乘 以 一 个 负 实 数 改 变 不 等 式 的 方向 。 

实数 集 的 最 后 一 个 公理 是 完备 性 。 在 叙述 该 公里 前 ， 还 需要 一 些 定义 。 首 先 ， 给 定 实数 的 
一 个 非 空 子 集 A， 我 们 说 实数 5 是 A 的 一 个 上 界 ， 如 果 对 于 A 中 的 每 个 实数 a 有 6b 宇 a。 一 个 实 
数 s 是 A 的 最 小 上 界 ， 如 果 ;是 A 的 一 个 上 界 且 只 要 t 是 A 的 一 个 上 界 时 就 有 s 三 t。 

@ 完备 性 实数 的 每 个 有 上 界 的 非 空子 集 均 有 一 个 最 小 上 界 。 


A.2 利用 公理 证 明基 本 事实 


我 们 所 列 的 公理 可 以 用 来 证 明 许多 之 前 常常 引用 而 又 没有 显 式 证 明 的 性 质 。 这 里 给 出 一 
能 用 公理 证 明 的 结论 的 例子 ， 而 将 更 多 性 质 的 证 明 留 作 练 习 。 i 
显 ， 但 仅 用 我 们 给 出 的 公理 证 明 还 是 富有 挑战 性 的 。 





证 明 为 了 证 明 实 数 的 加 法 单位 元 0 是 唯一 的 ,假设 0' 也 是 一 个 实数 的 加 法 单位 元 。 这 意 
味 着 当 xz 是 实数 时 有 0' 十 x 二 x 十 0' 二 +。 由 加 法 单位 元 律 可 得 0 十 0' 二 0'。 因 为 0 是 加 法 单位 元 ， 
所 以 我 们 知道 0 十 0' 二 0。 从 而 可 得 0 二 0'， 因 为 两 者 均等 于 0 十 0'。 这 就 证 明了 0 是 实数 唯一 的 加 


4 






证 明令 z 为 实数 。 pp pe 则 ， 


Ey 由 加 法 单位 元 律 
二 (z 十 ZX) 十 y 因为 是 习 的 加 法 逆 
二 z 十 (Zz 十 y) 由 加 法 的 结合 律 
一 zx 十 0 因为 y 是 工 的 加 法 逆 
=% 由 加 法 单位 元 律 。 
从 而 可 得 y 王 >。 可 


定理 1 和 2 告诉 我 们 加 法 单位 元 和 加 法 逆 是 唯一 的 。 定 理 3 和 4 告诉 我 们 乘法 单位 元 和 非 
零 实数 的 乘法 逆 也 是 唯一 的 。 证 明 留 作 练 习 。 


i = 





证 明 假设 x 是 实数 。 由 加 法 逆 律 ， 存 在 一 个 实数 y 是 x，0 的 加 法 着， 所 以 有 x， 0 十 
y 一 0。 由 加 法 单位 元 律 ，0 十 0 一 0。 利 用 分 配 律 ， 可 知 z+，0 二 zx。，(0 十 0) 二 zx，0 十 z+。0。 从 而 
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可 得 





0 二 =zT，0 十 y 二 (Zz *， 0 十 XT，0) 二 y 
接 下 来 ， 注意 由 加 法 结合 律 以 及 因为 zx。 0 十 y 二 0， 可 得 
(zxz*，0 十 T，0) 十 y 二 7T。，0 十 (ZX。，0 十 y) 二 TT，0 十 0 
最 后 ， 由 加 法 单位 元 律 ， 可 知 x， 0 十 0 二 x，0。 因 此 ,xz*，0=0。 4 






证 明 假设 x 和 y 是 实数 且 x，y 二 0。 如 果 z 隆 0， 则 由 乘法 逆 律 ，x 有 一 乘法 逆 1/z 使 得 
ZX。(1/z)= 二 (1/x)，x==1。 因 为 x， y= 二 0， 所 以 由 定理 5 可 得 (1/x)。(x*y)= 二 (1/x)，0==0。 
利用 乘法 结合 律 ， 有 ((1/x)，x)，y 一 0。 这 意味 着 1，y 一 0。 由 乘法 单位 元 律 ， 可 知 1， y==y， 
所 以 y 一 0。 因 此 ， 或 者 z 一 0 或 者 y=0。 i 





证 明 ”由 三 分 律 可 知 ，0 二 1，0 之 1, 或 者 1 盖 0。 由 单位 元 公理 可 知 ，0 天 1。 
所 以 ， 假设 0 二 1。 我 们 证 明 这 个 假设 会 导致 矛盾 。 由 加 法 递 律 ，1 有 加 法 道 一 1 满足 1 十 








(一 1)= 二 0; 加 法 相 容 性 告诉 我 们 ，0 十 (一 1) >1 十 (一 1)= 王 0; 加 法 单位 元 律 告诉 我 们 ，0 十 
(一 1) 王 一 1。 因 此 ， 一 1>0， 而 由 乘法 相 容 性 可 得 ，( 一 1)。 (一 1) 六 (一 1)。0。 由 定理 5， 最 后 
一 个 不 等 式 的 右边 是 0。 由 分 配 律 可 得 ，( 一 1) 。( 一 1) 十 (一 1)。1 王 (一 1)。( 一 1 十 1) 一 (一 1) 。 
0 二 0。 所 以 ,最 后 这 个 不 等 式 的 左边 ，( 一 1)，( 一 1)， 是 一 1 唯一 的 加 法 逆 ， 所 以 该 不 等 式 的 左 
边 等 于 1。 因此 最 后 这 个 不 等 式 变 成 了 1 宝 0， 与 三 分 律 了 矛盾， 因为 我 们 已 经 假设 了 0 二 1。 
因为 我 们 知道 0 关 1 而 0 之 1 也 是 不 可 能 的 ， 所 以 由 三 分 律 可 得 结论 1 之 0。 « 
接 下 来 的 定理 告诉 我 们 ， 对 于 每 个 实数 都 存在 一 个 整数 (这 里 的 整数 是 指 0、 任 意 多 个 1 的 
和 ， 以 及 这 些 和 的 加 法 逆 ) 大 于 该 实数 。 这 个 结论 归功 于 希腊 数学 家 阿 基 米 德 。 这 个 结论 可 以 
在 欧 几 里 得 的 《Elements) 第 5 卷 中 找到 




























证 明 假设 z+ 是 一 个 实数 ,使 得 对 每 个 整数 nn 都 有 nn 三 +<。 则 xz 是 整数 集合 的 一 个 上 界 。 
由 完备 性 可 得 ， 整 数 集合 有 一 个 最 小 上 界 M。 因 为 M 一 1~<M 而 M 是 整数 集合 的 最 小 上 界 ， 所 
以 M 一 1 不 是 整数 集合 的 上 界 。 这 意味 着 存在 一 个 整数 nn 满足 n 二 M 一 1。 这 蕴含 着 n 十 1 二 M,， 
与 M 是 整数 集合 的 上 界 矛 盾 。 4 


Links > 
\ 


ee) 阿 基 米 德 (Archimedes， 公 元 前 287 年 一 公元 前 212 年 ) 阿 基 米 德 是 古代 最 伟大 

的 科学 家 和 数学 家 之 一 。 他 出 生 在 叙 拉 古 ， 一 个 位 于 西西 里 岛 的 希腊 城邦 国家 。 他 

父亲 Phidias 是 一 位 天 文学 家 。 阿 基 米 德 在 埃及 的 亚历山大 接受 的 教育 。 完 成 学 业 后 

重 返 叙 拉 古 ， 并 在 那里 度 过 终生 。 很 少 有 人 知道 他 的 个 人 生活 ， 我 们 甚至 不 知道 他 
是 否 结婚 生子 。 公 元 前 212 年 ， 罗 马 人 入侵 叙 拉 古 时 阿 基 米 德 被 罗马 士兵 杀害 。 

阿 基 米 德 在 几何 学 上 做 出 了 许多 重要 发 现 。 他 在 三 千 多 年 前 所 描述 的 曲线 下 面积 

的 计算 方法 被 重新 发 明 后 成 为 积分 学 的 一 部 分 。 阿 基 米 德 还 发 明了 一 种 方法 来 表示 采 

@auorDeusoyauor ”用 常规 希腊 方法 表达 不 了 的 大 整数 。 他 发 现 了 计算 球体 以 及 其 他 固体 物 的 体积 的 方法 ， 

Deh Gotectio/Corbs 他 计算 了 x 的 近似 值 。 阿 基 米 德 是 一 位 杰出 的 工程 师 和 发 明 家 。 他 的 抽水 机 器 ,现在 

称 为 是 阿 基 米 德 螺旋 抽水 机 ， 至 今 还 在 应 用 。 或 许 他 最 著名 的 发 现 是 浮力 原理 ， 它 告 

诉 我 们 混入 液体 中 的 物体 会 变 轻 ， 变 轻 的 量 正好 等 于 它 所 排 开 的 液体 的 重量 。 有 些 历 史 故 事 告诉 我 们 阿 基 

米 德 是 最 早 的 裸奔 者 ， 当 他 有 了 这 个 发 现时 ， 赤 裸 着 身体 在 叙 拉 古 的 街道 上 奔跑 并 高 喊 “万 里 卡 ”( 意 思 是 

“我 发 现 了 ”) 。 第 二 次 布 匿 战争 时 期 ， 他 还 巧妙 地 利用 机 器 阻挡 了 围攻 叙 拉 十 的 罗马 大 军 好 几 年 。 
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A.3 正 整数 集合 的 公理 


现在 要 列 的 公理 规定 正 整数 集合 作为 整数 集合 的 子 集 必须 满足 4 个 关键 的 性 质 。 在 本 书 
中 ， 我 们 假定 这 些 公理 为 真 。 

e@ 公理 1 数 1 是 正 整数 。 
公理 2 ” 如果) 是 正 整数 ， 则 ?十 1， 即 二 的 后 继 ， 也 是 正 整 数 。 
公理 3 每 个 大 于 1 的 正 整 数 是 一 个 正 整数 的 后 继 。 
公理 4 良 序 性 正 整 数 集合 的 每 个 非 空子 集 都 有 一 个 最 小 元 。 
1 节 和 5.2 节 已 经 证 明了 和 良 序 原理 等 价 于 数学 归纳 法 原理 。 
数学 归纳 法 原理 ”如果 S 是 正 整数 集合 使 得 1ES 且 对 于 所 有 正 整 数 2 上 ， 如 果 zE S， 则 
7 十 1ES， 则 S 就 是 正 整数 集合 。 SN- 
大 多 数 数学 家 认为 实数 系统 是 已 经 存在 的 ， 且 实数 是 满足 这 个 附录 里 列 出 的 公理 。 可 是 ，19 
世纪 的 数学 家 开发 了 一 些 技术 ， 从 最 基本 的 数 的 集合 出 发 来 构造 实数 集合 。( 实 数 构造 过 程 有 
时 候 在 数学 本 科 生 的 高 级 课程 中 学 习 。 例 如 ， 可 以 在 LMo91] 中 找到 一 种 处 理 方式 .) 过 程 的 第 
一 步 是 利用 公理 1 一 3、 和 良 序 性 或 数学 归纳 法 公理 来 构造 正 整数 集合 。 然 后 ， 再 定义 正 整 数 的 
加 法 和 乘法 。 一 旦 有 了 定义 ， 可 以 利用 整数 序 偶 的 等 价 类 来 构造 整数 集合 ， 其 中 (ae， 纪 一 (c， 
d) 当 上 且 仅 当 a 十 d==b 十 c。 整 数 的 加 法 和 乘法 可 以 利用 这 些 序 偶 来 定义 (参见 练习 21) 。( 等 价 关 
系 和 等 价 类 在 第 9 章 中 讨论 了 。) 接 下 来 ， 再 利用 整数 序 偶 的 等 价 类 来 构造 有 理 数 集合 ， 这 里 序 
偶 中 第 二 个 整数 不 能 为 零 ， 其 中 (ae， 忆 ) 关 (CCc，d) 当 且 仅 当 a， d= 二 5.，c。 有 理 数 的 加 法 和 乘法 可 
以 利用 这 些 序 偶 来 定义 (参见 练习 22) 。 利 用 无 限 序 列 ， 可 以 从 有 理 数 集合 来 构造 实数 集合 。 
有 兴趣 的 读者 会 发 现 值得 阅读 这 样 构造 步骤 的 更 多 细节 。 


练习 

在 你 解答 这 些 练习 时 ， 给 出 的 证 明 中 只 能 用 到 这 个 附录 中 的 公理 和 定理 。 

. 证 明定 理 3， 它 叙述 实数 的 乘法 单位 元 是 唯一 的 。 

. 证 明定 理 4， 它 叙述 对 于 每 个 非 零 实数 zx，z 的 乘法 道 是 唯一 的 。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 zx 和 >y， 有 (一 z)。y 一 过 。( 一 妇 一 一 (z。y) 。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 xz 和 y， 有 一 (zx 十 y) 二 (一 xz) 十 (一 y)。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 和 y， 有 (一 Xx)，( 一 y) 二 +t，y。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 zx、> 和 <z， 如 果 zx 十 z= 二 y 十 z， 则 x= 二 yy。 

;证 明 对 于 每 个 实数 z， 有 一 (一 2)=z。 

用 Xx 一 y 二 XxX 十 (一 y) 来 定义 实数 工 和 yy 的 差 X 一 y， 其 中 一 y 是 y 的 加 法 逆 ; 并 用 x/y 二 TT，(1/y) 米 定义 商 
ZX/y， 其 中 y 关 0，1/y 是 y 的 乘法 逆 。 

8. 证 明 对 于 所 有 实数 x 和 y，zx==y 当 且 仅 当 x 一 y=0。 

9. 证 明 对 于 所 有 实数 工 和 y， 有 一 + 一 y 二 一 (zx 十 y)。 

10. 证 明 对 于 所 有 非 零 实数 z 和 y，1/(z/y) 二 y/zx， 其 中 1/(x/y) 是 z/y 的 乘法 逆 。 
11. 证 明 对 于 所 有 实数 w、zxz、y 和 xz， 如 果 zx 关 0 且 z 关 0， 则 (w/z) 十 (y/z)==(w* zx， y)/(rx*， xz)。 
12. 证 明 对 于 每 个 正 实数 z，1/z 也 是 一 个 正 实数 。 

13. 证 明 对 于 所 有 正 实数 xz 和 y，x。，y 也 是 一 个 正 实数 。 

14. 证 明 对 于 所 有 实数 zx 和 yy， 如果 z>0 且 ><0， 则 zx，y<0。 

15. 证 明 对 于 所 有 实数 zx、y 和 z， 如 果 Zz>y 且 z<0， 则 z。z<y。z。 

16. 证 明 对 于 每 个 实数 z，zx 关 0 当 且 仅 当 zx? 二 0。 

17. 证 明 对 于 所 有 实数 w、xz、y 和 >z， 如 果 mw<z 且 ><z， 则 w 十 y 二 x 十 z。 

18. 证 明 对 于 所 有 正 实 数 z 和 y， 如 果 zx 二 y， 则 1/z>>1/y。 

19. 证 明 对 于 每 个 正 实数 xz， 存 在 一 个 正 整 数 n 使 得 n :zx 二 1。 
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* 20. 证 明 每 两 个 不 同 的 实数 之 间 存 在 一 个 有 理 数 ( 即 具有 zx/y 形式 的 数 ， 其 中 zx 和 y 是 整数 且 y 关 0)。 

练习 21 和 22 涉及 本 书 第 9 章 中 讨论 的 等 价 关系 的 概念 。 

* 21. 定义 正 整 数 序 偶 集合 上 的 关系 一 如 下 : (w，zx) 一 (y，x) 当 且 仅 当 w 十 z 二 x+ 十 y。 证 明 运 算 [(w， 
zx)]= 二 [Cy, z)j~ =[CGw+ty, zz)] 和 [Cw, xz): [Cy, 2))~ =[Cwe* yzr* x, T°* ywe. 
xz)]~ 是 良 定义 的 ， 即 它们 不 依赖 于 计算 所 选取 的 等 价 类 的 代表 元 。 

* 22. 定义 整数 序 偶 (第 二 个 元 素 非 零 ) 上 的 关系 之 如下: (zw，z) 关 (y，z) 当 且 仅 当 凤 ，z 一 。y。 证 明 运 
算 [(zw，z)] 二 十 [Cy，z)]、 一 [(ww。，z 十 z，y，Z。z)]~- 和 [ww，z)]~。[(>，z)]~ 王 [CCm，y，z。 
z)]~ 是 良 定义 的 ， 即 它们 不 依赖 于 计算 所 选取 的 等 价 类 的 代表 元 。 
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指数 与 对 数 果 数 





在 这 个 附录 中 我 们 将 回顾 指数 函数 和 对 数 函 数 的 一 些 基 本 性 质 。 这 些 性 质 全 书 都 会 用 到 。 
需要 进一步 了 解 这 些 方面 的 学 生 可 以 参考 初等 数学 或 微 积分 的 书籍 ， 例 如 在 推荐 读物 中 提 到 的 
那些 书籍 。 


B. 1 指数 函数 \ 

今 才 是 正 整数 ,4 是 一 个 固定 的 正 实数 。 函 数 f;, (办 二 VW 定义 为 

fi ln)=60=b*b*b* :eb 

这 里 等 式 右边 是 nn 个 5 相 乘 。 

我 们 可 以 用 微 积分 中 的 技术 对 于 所 有 实数 堪 来 定义 函数 f,(zx) 二 8。 函 数 f,(x) 二 0 称 为 
是 以 b 为 底 的 指数 函数 ;这 里 我 们 不 讨论 当 工 不 是 整数 时 如 何 计算 以 5 为 底 的 指数 函数 的 值 。 

指数 函数 所 满足 的 两 个 重要 性 质 由 定理 1 给 出 。 其 证 明和 相关 性 质 可 以 在 微 积 分 教材 中 
找到 。 

定理 1 邻 5 是 一 个 正 实数 ， zx 和 yy 是 实数 。 则 

Do =0Dy, HL 

00)’ = 

指数 函数 的 函数 图 如 图 1 所 示 。 





» 


© 


一 DW 人 J % 0 








图 1 以 1/2、2 和 5 为 底 的 指数 函数 图 


B. 2 对 数 函 数 
假设 5 是 一 个 实数 ,5 二 1。 则 指数 函数 是 严格 递增 的 (在 微 积 分 中 已 证 的 事实 ) 。 这 是 一 
个 从 实数 集 到 非 负 实 数 集 的 一 个 一 一 对 应 。 因 此 ， 这 个 函数 具有 道 函 数 log, x， 称 为 以 b 为 底 
的 对 数 函 数 。 换 言 之 ， 如 果 65 是 一 个 大 于 1 的 实数 而 x 是 一 个 正 实数 ， 则 
Dow= 一 并 


这 个 函数 在 xz 点 的 值 称 为 是 以 b 为 底 x 的 对 数 。 
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由 定义 可 得 
log, 0 一 工 
定理 2 给 出 了 对 数 函 数 的 一 些 重要 性 质 ， 
。 定理 2 今 5 是 大 于 1 的 实效。 则 
了 log, (zy) =log, z 十 log， ， 当 工 和 y 是 正 实数 时 ， 且 
2 log'(z 一 ylog +， 当 工 是 正 实数 而 y 是 实数 时 ， 












证 明 因为 log, (xy) 是 满足 6%(7Y) 一 zy 的 唯一 实数 ， 所 以 为 证 明 第 1 部 分 只 1 要 证 明 
peerztowy 一 zy 即 可 。 由 定理 1 的 第 1 部 分 ， 有 


Dogpr+logiy 一 plogsz blogsy 


= 
为 证 明 第 2 部 分 ， 只 要 证 明 bY"%” 二 zx? 即 可 。 由 定理 1 的 第 2 部分， 有 
Pear = (Domr)> 
a 4 
ee lide 


证 明 为 了 证 明 这 个 结果 ， 只 需要 证 明 


六 go . log,a a 





和 
即 可 。 由 定理 1 的 第 2 部分， 有 
Diogar'logba (Dl ae 
一 Qiogoz 
得 证 。 4 
因为 本 书 中 对 数 最 常用 的 底 是 5 二 2， 所 
以 本 书 通 篇 将 用 记号 log z 来 记 log, z。 
函数 f(z) 三 log x 的 图 如 图 2 所 示 。 根 据 
定理 3， 当 底数 "不 是 2 时 ， 可 以 得 到 一 
数 (1/log 5)log z， 即 函数 log xz 的 常量 倍数 。 





练习 图 2 f(z) 二 log zz 的 图 
1. 将 下 列 数量 表达 为 2 的 寡 次 。 MN 
a)2 。2 b)(22)3 c)22 ， 
2. 计算 下 列 各 值 。 
a)log, 1024 b)log, 1/4 Cc)logs 8 
3. 假设 log: x 二 y， 其 中 xz 是 一 个 正 实数 。 计 算 下 列 各 值 。 
a)log, zx b)logs x c)logis zx 


L334. 令 a、b 和 c 是 正 实数 。 证 明 ar% 一 cow" 。 
5. 对 于 所 有 实数 zx， 画 出 f(x) 二 7 的 函数 图 ， 如 果 65 取 值 为 
a)3 b)1/3 到 
6. 对 于 正 实 数 zx， 画 出 f(x) 二 logsx 的 函数 图 ， 如 果 5b 取 值 为 
a)4 b)100 c)1000 
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本 书 中 的 算法 采用 自然 语言 和 伪 代 码 描述 。 伪 代码 是 介 于 过 程 步骤 的 自然 语言 描述 和 用 实 
际 编程 语言 描述 过 程 的 规范 之 间 的 一 种 中 间 体 。 采 用 伪 代 码 的 优势 包括 书写 和 理解 的 简单 性 以 
及 容易 从 伪 代 码 生成 实际 (各 类 编程 语言 的 ) 计 算 机 代码 。 这 里 描述 我 们 使 用 的 伪 代 码 中 特定 类 
型 的 语句 或 高 级 指令 。 伪 代码 中 每 条 语句 可 以 翻译 成 某 种 特定 编程 语言 的 一 条 或 多 条 语句 ， 这 
些 语句 有 的 可 以 翻译 成 一 条 或 多 条 (很 可 能 是 很 多 ) 计 算 机 的 低级 指令 。 

该 附录 描述 本 书 使 用 的 伪 代 码 的 格式 和 语法 。 伪 代码 的 设计 目标 是 其 基本 结构 类 似 于 常用 
编程 语言 中 的 结构 ， 如 目前 教学 中 最 常用 的 C 十 十 和 Java。 然 而 ， 我 们 用 的 伪 代 码 会 比 正 式 编 
程 语言 更 宽松 些 ， 因 为 我 们 将 允许 使 用 自然 语言 的 步骤 描述 。 

该 附录 并 不 是 为 了 做 形式 化 研究 。 相 反 ， 只 是 为 学 生 在 学 习 本 书 中 给 出 的 算法 描述 以 及 当 
他 们 要 用 伪 代 码 来 完成 绕 习 时 作为 一 种 参考 指南 。 


C. 1 过 程 语句 
算法 的 伪 代 码 以 一 个 过 程 语句 开始 ， 给 出 算法 的 名 称 、 列 出 输入 变量 、 描 述 每 个 输入 变量 
的 类 型 。 例 如 ， 语 名 





procedure maximum( 工 : 整数 列表 ) 








就 是 算法 的 伪 代 码 描述 的 第 一 条 语句 ， 该 算法 起 名 为 maximum， 它 找 出 整数 列表 工 中 的 最 大 值 。 


C.2 赋值 和 其 他 类 型 的 语句 

赋值 语句 用 来 将 值 赋 给 变量 。 在 赋值 语句 中 左边 是 变量 名 而 右边 是 一 个 可 能 涉及 常量 、 已 
经 被 赋值 的 变量 或 过 程 中 定义 的 函数 的 表达 式 。 右 边 可 以 包含 任何 普通 的 算术 运算 。 可 是 ， 在 
本 书 的 伪 代 码 中 ， 它 可 以 包含 任何 良 定义 的 运算 ， 即 使 这 个 运算 只 有 在 实际 编程 语言 中 用 许多 
条 语句 才能 实现 。 

符号 :二 用 于 表示 赋值 。 这 样 ， 赋 值 语句 具有 下 列 形式 ， 





变量 :一 表达 式 





例如 ， 语 名 








max :=@a 








将 a 的 值 赋 给 变量 max。 像 下 面 这 样 的 语句 





zx :二 列表 工 中 的 最 大 整数 








也 是 可 以 使 用 的 。 它 将 工 设 置 成 列表 工 中 的 最 大 整数 。 要 将 这 条 语句 翻译 成 实际 编程 语言 时 可 
能 需要 用 到 多 条 语句 。 另 外 ， 指 令 





交换 a 和 4 
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可 以 用 来 交换 a 和 465。 我 们 也 可 以 用 若干 条 语句 来 表达 这 一 条 语句 (参见 练习 2), 但 是 为 了 简 
单 ， 我 们 经 常 首选 采用 这 种 简化 的 伪 代 码 形式 。 
C.3 注释 


在 本 书 的 伪 代 码 中 ， 花 括号 内 的 语句 不 会 被 执行 。 这 样 的 语句 用 作 注 释 或 提醒 以 便 解 释 过 
程 是 如 何 工 作 的 。 例 如 ， 语 句 





{是 L 中 的 最 大 元 素 } 








可 以 用 来 提醒 读者 在 过 程 执行 到 这 一 点 时 变量 x 等 于 列表 L 中 的 最 大 元 素 。 


C.4 条 件 结构 
我 们 会 用 到 的 条 件 结构 的 最 简单 形式 是 





证 条 件 then 语句 





或 





站 条 件 then 
一 组 语句 








这 里 ， 检 查 条 件 ， 如 果 为 真 ， 则 执行 给 出 的 语句 或 一 组 语句 。 特 别 是 ， 伪 代码 





证 条 件 then 
语句 1 
语句 2 
语句 3 


语句 7 











告诉 我 们 如 果 条 件 为 真 ， 一 组 语句 中 的 语句 是 按 顺 序 执行 的 。 

例如 ，3. 1 节 的 算法 1， 找 出 整数 集合 中 的 最 大 元 ， 我 们 使 用 条 件 语 句 来 检查 对 于 每 个 变 
量 是 否 max 二 a;。 如 果 是 ， 则 将 a; 的 值 赋 给 max。 

通常 ， 我 们 需要 使 用 更 为 一 般 的 结构 。 当 我 们 希望 在 指定 条 件 为 真 时 做 一 件 事 ， 而 为 假 时 
做 另 一 件 事 时 就 要 用 到 这 样 的 结构 。 我 们 使 用 结构 





else 语句 2 


条 件 then 语句 1 








注意 语句 1 和 语句 2 中 的 一 条 或 两 条 可 以 替换 为 一 组 语句 。 
有 时 ， 我 们 需要 用 更 为 通用 的 条 件 语句 形式 。 条 件 结构 的 通用 形式 是 





站 条 件 1 then 语句 1 
else if 条 件 2 then 语句 2 
else if 条 件 3 then 语句 3 


else if 条 件 n then 语句 7 
else 语句 2 十 1 








伪 代 码 811 








当 使 用 这 个 结构 时 ， 如 果 条 件 1 为 真 ， 则 执行 语句 1， 然 后 程序 退出 该 结构 。 另 外 ， 如 
果 条 件 1 为 假 ， 程 序 检查 条 件 2， 如 果 为 真 ， 则 执行 语句 2， 等 等 。 这 样 ， 如 果 前 面 n 一 1 个 
条 件 没 有 一 个 成 立 ,但 是 条 件 成立 ， 则 执行 语句 wn。 最 后 ， 如 果 条 件 1、 条 件 2、…、 条 件 
n 中 没有 一 个 为 真 ， 则 执行 语句 n 十 1。 注 意 n 十 1 条 语句 中 的 任何 一 个 均 可 以 替换 成 一 组 
语句 。 


C.5 循环 结构 
本 书 中 的 伪 代 码 有 两 种 类 型 的 循环 结构 。 第 一 个 是 “for” 结 构 ， 它 具有 下 列 形式 





for 变量 := 二 初 值 to 终 值 
语句 





或 





for 变量 :二 初 值 to 终 值 
一 组 语句 











其 中 初 值 和 终 值 是 整数 。 这 里 ， 循 环 开始 时 ， 如 果 初 值 小 于 等 于 终 值 ， 就 将 初 值 赋 给 变量 ， 然 
后 用 变量 的 这 个 值 执行 这 个 结构 后 面 的 语句 。 然 后 变量 加 1， 用 变量 的 这 个 新 值 执行 语句 或 一 
组 语句 。 重 复 这 一 过 程 直 到 变量 等 于 终 值 为 止 。 在 用 等 于 终 值 的 变量 执行 指令 后 ， 算 法 进入 下 
一 个 语句 。 当 初 值 大 于 终 值 时 ， 循 环 中 的 语句 不 会 被 执行 。 

我 们 可 以 用 “for” 循 环 结构 来 找 出 正 整 数 1 到 的 总 和 ， 伪 代码 如 下 。 





sum :二 0 
fori:=1] ton 


sum :一 Sum 十 7 








另外 ,本 书 还 会 用 到 更 为 通用 的 “for” 语 句 ， 形 式 如 下 : 


for 所 有 具有 某 种 性 质 的 元 素 


这 意味 着 接 下 来 的 语句 或 一 组 语句 会 针对 具有 某 种 性 质 的 元 素 被 连续 执行 。 
我 们 将 使 用 的 第 二 类 循环 结构 是 “while” 结 构 。 具 有 下 列 形式 : 














while 条 件 
语句 





或 





while 条 件 
一 组 语句 








| 


当 使 用 这 种 结构 时 ， 检 查 给 定 的 条 件 ， 如 果 为 真 ， 则 执行 后 面 的 语句 ， 这 可 能 会 影响 作为 
条 件 的 一 部 分 变量 的 值 。 当 这 些 指令 执行 后 ， 如 果 条 件 依然 为 真 ， 再 次 执行 这 些 指令 。 重 复 这 
一 过 程 直到 条 件 变 成 假 为 止 。 作 为 一 个 例子 ， 我 们 可 以 用 下 列 一 组 包含 “while” 结 构 的 伪 代 
码 找 出 整数 1 到 nn 的 总 和 。 
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sum :一 0 
while 7 之 0 
sum :一 Sum 十 刀 


有 :一 7 一 1 











注意 任何 “for” 结 构 都 可 以 转换 成 一 个 “while” 结 构 ( 参 见 练习 3)。 可 是 ,通常 理解 
“for” 结 构 更 容易 些 。 所 以 ， 当 有 可 能 时 ， 我 们 优先 使 用 “for” 结 构 而 不 是 相应 的 “while” 
结构 。 


C.6 和 岁 套 循环 

循环 或 条 件 语 句 中 经 常会 用 到 其 他 循环 或 条 件 语 句 。 本 书 所 用 的 伪 代 码 中 ,我 们 采用 连续 
的 缩 进 来 表示 网 套 的 循环 ， 这 就 是 循环 中 的 循环 ， 以 及 哪个 语句 组 对 应 哪个 循环 。 
C.7 过 程 中 使 用 过 程 


我 们 可 以 在 一 个 过 程 中 使 用 另 一 个 过 程 ( 或 者 在 递归 程序 中 使 用 自身 ) ， 只 需 简 单 地 写 出 另 
一 过 程 的 名 称 ， 加 上 过 程 的 输入 。 例 如 ， 





max(L) 











用 输入 列表 工 来 执行 max 过 程 。 当 那个 过 程 的 所 有 步骤 执行 完毕 后 ， 继 续 执行 本 过 程 中 的 下 
一 条 语句 。 


C.8 返回 语句 
我 们 用 一 个 return 语句 来 说 明 一 个 过 程 在 什么 地 方 产生 输出 。return 语句 具有 下 列 形式 





return x 











产生 xz 当前 值 作为 输出 。 输 出 zx 可 以 涉及 一 个 或 多 个 函数 的 值 ， 包 括 正在 计算 中 的 同一 个 函 
数 ， 但 位 于 更 小 处 的 值 。 例 如 ， 语 句 





return f(n—1) 











用 来 以 ”一 1 为 输入 调用 该 算法 。 这 意味 着 用 等 于 n 一 1 的 输入 再 次 运行 该 算法 。 


练习 
1. 下 列 两 个 赋值 语句 构成 的 语句 组 有 什么 区 别 ? 
w= b= 
be = 


2. 给 出 一 个 过 程 ， 利 用 赋值 语句 来 交换 变量 x 和 y 的 值 。 为 此 ， 最 少 需要 多 少 个 赋值 语句 ? 
3. 证 明 下 列 形式 的 循环 
for i :二 初 值 to 终 值 
语句 
可 以 写成 “while” 结 构 。 


可 供 更 深入 学 习 本 书 相 关 主 题 的 资源 有 印刷 品 和 相关 网 站 。 印 刷 品 就 在 本 节 描 述 。 阅 读 材 
料 按 章节 列 出 并 按 特定 主题 介绍 。 特 别 值得 一 提 的 还 有 一 些 通 用 的 参考 文献 。 罗 森 (Rosen) 撰 
写 的 《离散 和 组 合 数学 手册 》(Hand book of Discrete and Combinatorial Mathematics)[ Ro00 |] 是 一 
本 综合 性 的 参考 书 ， 你 会 发 现 这 是 一 本 特别 有 用 的 书 。 关 于 离散 数学 应 用 的 更 多 详情 可 以 在 
Michaels 和 Rosen 的 [MiRo91] 中 找到 ， 这 个 在 本 书 的 配套 网 站 上 也 有 在 线 版 。 关 于 计算 机 科 
学 的 许多 主题 ， 也 包括 本 书 讨论 的 主题 的 更 深入 论述 可 参考 Gruska 的 [Gr97]。 本 书 中 提 到 的 
许多 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 传记 信息 可 以 在 GillispieLGi70] 和 MacTutor 网 站 (http://www- 
history. mcs. st-and. ac. uk/) 上 找到 。 

要 寻找 相关 的 网 站 ， 可 以 参考 本 书 配套 网 站 上 网 络 资源 指南 中 给 出 的 链接 。 配 套 网 站 的 地 
址 是 www. mhhe. com/rosen。 

第 1 章 

一 个 有 趣 的 学 习 逻 辑 的 方法 是 阅读 LewisCarroll 的 书 LCa78]。 逻 辑 的 一 般 性 参考 文献 包括 
M. Huth 和 M. Ryan 的 [HuRy04]、Mendelson 的 [Me09]、Stoll 的 [St74] 以 及 Suppes 的 
[Su87]。 关 于 离散 数学 中 逻辑 的 综述 性 文献 可 参见 Gries 和 Schneider 的 [GrSc93]。 系 统 规范 说 
明 的 讨论 可 参见 Ince 的 LIn93]。Smullyan 的 骑士 和 无 赖 迹 题 在 LSm78j 中 有 介绍 。 他 撰写 了 许 
多 有 趣 的 关于 逻辑 迹 题 的 书 ， 包 括 [Sm92] 和 [Sm98]。Prolog 语言 在 Nilsson 和 Maluszynski 的 
LNiMa95] 以 及 Clocksin 和 Mellish 的 [CIMe94] 中 有 深入 的 讨论 。 证 明 的 基本 方法 可 参见 
Cupillari 的 LCu05]、Morash 的 [Mo91]、Solow 的 [So09]、Velleman 的 [Ve06] 和 Wolf 的 
[Wo98]。 构 造 证 明 的 科学 方法 和 技巧 在 Pelya 的 三 本 书 LPo62]、[Po71] 和 [Po90] 中 有 非常 有 
意思 的 讨论 。 涉 及 使 用 多 米 诺 和 多 联 多 米 诺 骨牌 来 拼接 棋盘 问题 的 讨论 可 参见 Golomb 的 
[Go94] 和 Martin 的 [Ma91]。 

第 2 章 

Lin 和 Lin 的 [LiLi81j] 是 一 本 易 读 的 关于 集合 及 其 应 用 的 教科 书 。 集 合 论 的 公理 化 发 展 可 
以 参见 Halmos 的 [Ha60]、Monk 的 LMo69]、Pinter 的 [Pil4] 和 Stoll 的 LSt74]。Brualdi 的 
[Br09]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 包 含 了 多 重 集 的 介绍 。 模 糊 集 及 其 在 
专家 系统 和 人 工 智能 方面 的 应 用 在 Negoita 的 LNe85] 和 Zimmerman 的 LZi91] 中 有 论述 。 微 积分 
方面 的 书籍 ， 如 Apostol 的 LAp67]、Spivak 的 LSp94]， 以 及 Thomas 和 FinneyLThFi96]， 包 含 
对 函数 的 讨论 。 关 于 整数 序列 的 最 好 的 书 是 Sloan 和 Plouffe 的 LSIP195]。 关 于 证 明 的 书籍 ， 如 
[LVe06]， 通 常会 有 某 种 程度 的 可 数 性 论述 。Stanat 和 McAllister 的 [StMc77] 有 一 完整 章节 论述 
可 数 性 。Aigner 和 Ziegler 的 LAiZil4] 的 第 17 章 给 出 了 关于 基数 和 连续 统 假设 的 非常 好 的 讨论 。 
关于 计算 机 科学 所 需 数学 基础 的 讨论 可 参见 Arbib、Kfoury 和 Moll 的 [ArK{fMo80]、Bobrow 和 
Arbib 的 [BoAr74]、Beckman 的 [Be80]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 [LTrMa75]。 和 矩阵 及 其 运 
算 在 所 有 线性 代数 书籍 中 都 有 论述 ， 如 Curtis 的 LCu84] 和 Strang 的 [St09] 。 

第 3 章 

Knuth 的 LKn77j 和 Wirth 的 [Wi84] 是 关于 算法 主题 最 易 理 解 的 入门 文章 。 算 法 和 人 门 的 最 
佳 书籍 有 Cormen、Leierson、Rivest 和 Stein 的 [CoLeRiSt09 ] 以 及 Kleinberg 和 Tardos 的 
[KITa05]。 关 于 函数 大 O 估算 的 更 广泛 的 资料 可 参见 Knuth 的 LKn97a]。 关 于 算法 及 其 复杂 度 
的 一 般 性 参考 文献 包括 Aho、Hopcroft 和 Ullman 的 LAhHoUl74]，Baase 和 VanGelder 的 
[BaGe99]，Cormen、Leierson、Rivest 和 Stein 的 [CoLeRiSt09 ]，Gonnet 的 [Go84 ]，Goodman 和 
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Hedetniemi 的 [GoHe77]，Harel 的 [Ha87]，Horowitz 和 Sahni 的 [HoSa82 ]，Kreher 和 Stinson 
的 LKrSt98]，Knuth 撰写 的 关于 计算 机 程序 设计 技巧 的 著名 的 系列 从 书 [Kn97a]、[Kn97bj] 和 
[LKn98 ]，Kronsj6 的 [Kr87 ]，Levitin 的 [Le06]，Manber 的 [Ma89 ]，Pohl 和 Shaw 的 
LPoSh81]，Purdom 和 Brown 的 [LPuBr85 ]，Rawlins 的 [Ra92]，Sedgewick 的 [Se03]，Wilf 的 
LWi02],， 以 及 Wirth 的 LWi76]。 排 序 和 搜索 算法 及 其 复杂 度 的 深入 研究 可 参见 Knuth 的 
[Kn98] 。 
第 4 章 
关于 数论 的 参考 文献 包括 Hardy 和 Wright 的 LHaWrWiHe08]，LeVeque 的 [Le77]，Rosen 
LRol0]， 以 及 Stark 的 LSt78]。 更 多 有 关 数 论 的 历史 可 参见 OreLOr88j。 计 算 机 算术 的 算法 讨 
论 在 Knuth 的 LKn97b] 以 及 Pohl 和 Shaw 的 LPoSh81] 中 有 讨论 。 更 多 关于 寻找 素数 和 因子 分 解 
算法 的 信息 可 参见 Crandall 和 Pomerance 的 LCrPol0]。 数 论 在 密码 学 中 的 应 用 可 参见 Denning 
的 LDe82 ]，Menezes、vanOorschot 和 Vanstone 的 [MeOoVa97]，Rosen 的 L[Rol0]，Seberry 和 
Pieprzyk 的 LSePi89]，Sinkov 的 [Si66]， 以 及 Stinson 的 LSt05]。Rivest、Shamir 和 Adleman 在 
LRiShAd78] 中 描述 了 RSA 公共 密 钥 系统 。 有 关 Cocks 的 发 现 可 参见 [Si99]， 这 也 提供 了 关于 
密码 学 历史 的 一 个 有 趣 的 故事 。 

第 5 章 

数学 归纳 法 的 人 门 介绍 可 参见 LGul0] 和 Sominskii 的 LSo61]。 全 面 介 绍 数学 归纳 法 和 递归 
定义 的 书籍 包括 Liu 的 LLi85]，Sahni 的 LSa85]，Stanat 和 McAllister 的 [StMc77]， 以 及 
Tremblay 和 Manohar 的 [LTrMa75]。 计 算 几 何在 LDeOrll | 和 [LOr00] 中 有 论述 。1928 年 ， 由 
W. Ackermann 引入 的 Ackermann 函数 出 现在 递归 郴 数论 中 (人 例如， 参见 Beckman 的 LBe80] 和 
McNaughton 的 LMc82]) 以 及 某 些 集合 论 算法 的 复杂 度 分 析 中 (参见 Tarjan 的 LTa83]) 。 递 归 论 
的 研究 可 参见 Roberts 的 LRo86]，Rohl 的 [Ro84]， 以 及 Wand 的 [LWa80]。 程 序 正确 性 以 及 用 
来 证 明 程序 正确 的 推理 机 的 有 关 讨 论 可 参考 Alagic 和 Arbib[ AlLAr78 ]，Anderson 的 [LAn79j]， 
Backhouse 的 LBa86]，Sahni 的 [Sa85]， 以 及 Stanat 和 和 McAllister 的 LStMc77] 。 

第 6 章 

计数 技术 及 其 应 用 的 一 般 性 参考 文献 包括 Allenby 和 Slomson 的 [AlSI10]，Anderson 的 
[An89]，Berman 和 Fryer 的 [BeFr72]，Bogart 的 [Bo00]，Bona 的 [Eon07]，Bose 和 Manvel 的 
[BoMa86]，Brualdi 的 [Br09]，Cohen 的 LCo78]，Grimaldi 的 LGr03]，Gross 的 [Gr07]，Liu 的 
[Li68]，P6lya、Tarjan 和 Woods 的 [PoTaWo83 ]，Riordan 的 [Ri58]，Roberts 和 Tesman 的 
[RoTe03]，Tucker 的 [Tu06]， 以 及 Williamson 的 CWi85] 。 Vilenkin 的 [Vi71] 包 含 了 一 组 组 合 
问题 及 解答 。 一 组 更 难 一 些 的 组 合 问 题 可 参见 Lovasz 的 [Lo79]。 关 于 IP 地 址 和 数据 报 的 相关 
信息 可 参 Comer 的 [Co05]。 锥 策 原 理 的 应 用 可 参见 Brualdi 的 [Br09]，Liu 的 [Li85]， 以 及 
Roberts 和 Tesman 的 LRoTe03]。 一 组 广泛 的 组 合 恒等式 可 以 在 Riordan 的 [Ri68] 以 及 Benjamin 
和 Quinn 的 LBeQu03j 中 找到 。 组 合算 法 ,包括 生成 排列 和 组 合 的 算法 ， 在 Even 的 [Ev73]， 
Lehmer 的 [Le64]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 中 有 描述 。 

第 7 章 

离散 概率 论 的 一 些 有 用 的 参考 文献 包括 Feller 的 [Fe68]，Nabin 的 [Na00]， 以 及 Ross 的 
LRo09a]。Ross 的 LRo02] 侧 重 于 概率 论 在 计算 机 科学 中 的 应 用 ， 给 出 了 许多 平均 情形 复杂 度 分 
析 的 例子 ， 并 涵盖 了 随机 方法 。Aho 和 Ullman 的 LAhUl95] 有 对 概率 论 在 计算 机 科学 中 的 重 
要 的 多 方面 论述 ， 其 中 包括 概率 论 的 编程 应 用 。 随 机 方法 的 讨论 占据 了 Aigner 和 Ziegler 
[AiZil4] 中 一 章 的 篇 幅 ， 该 书 是 一 部 专著 ， 致 力 于 聪敏 、 有 启发 和 漂亮 的 证 明 ， 也 就 是 Paul 
Erd6s 所 描述 的 来 自 4 天 书 兴 The Book) 的 证 明 。 随 机 方法 更 广泛 的 论述 可 参见 Alon 和 Spencer 
的 LAlSp00]。Bayes 定理 在 LPaPi01] 中 有 论述 。 更 多 有 关 垃 圾 邮件 过 滤 的 资料 可 以 在 LZd05] 中 
找到 。 
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第 8 章 

利用 递 推 关系 建立 不 同 的 模型 可 参见 Roberts 和 Tesman 的 LRoTe03] 以 及 Tucker 的 
[Tu06]j]。 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 和 相关 的 非 齐 次 递 推 关系 的 完整 讨论 可 参见 Brualdi 的 
[Br09]，Liu 的 [Li68]， 以 及 Mattson 的 LMa93]。 分 而 治之 算法 及 其 复杂 度 分 析 在 Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03] 以 及 Stanat 和 McAllister 的 [StMc77] 中 有 论述 。 整 数 和 和 矩 阵 的 快速 乘法 的 
描述 可 以 在 Aho、Hopcroft 和 Ullman 的 LAhHoU174] 以 及 Knuth 的 LKn97bj]| 中 找到 。 关 于 生成 
函数 的 一 个 非常 好 的 介绍 可 参见 Polya、Tarjan 和 Woods 的 [LPoTaWo83]。 生 成 函数 的 深入 研 
究 可 参考 Brualdi 的 LBr09]，Cohen 的 [Co78]，Graham、Knuth 和 Patashnik 的 LGrKnPa941]， 
Grimaldi 的 [Gr03]， 以 及 Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]。 更 多 容 斥 原理 的 应 用 可 参见 Liu 的 
[Li85] 和 [Li68]，Roberts 和 Tesman 的 LRoTe03]， 以 及 Ryser 的 [Ry631]。 

第 9 章 

关系 (包括 等 价 关 系 和 偏 序 关系 ) 的 一 般 性 参考 文献 有 Bobrow 和 Arbib 的 LBoAr74j]， 
Grimaldi 的 [Gr03]，Sanhi 的 [Sa85]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 [LTrMa75 ]。Date 的 [Da82] 
以 及 Aho 和 Ullman 的 LAhUl95] 给 出 了 关于 数据 库 关 系 模型 的 讨论 。Roy 和 Warshall 撰写 的 寻 
找 传递 闭 包 的 原始 论文 可 分 别 在 [LRo59j 和 [Wa62] 中 找到 。 有 向 图 的 研究 可 参见 Chartrand、 
Lesniak 和 Zhang 的 [ChLeZh05 ]，Gross 和 Yellen 的 LGrYe05 ]，Robinson 和 Foulds 的 
[RoFo80]，Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]， 以 及 Tucker 的 LTu06]。 格 在 信息 流 中 的 应 用 在 
Denning 的 LDe82 | 中 有 讨论 。 

第 10 章 

图 论 的 一 般 性 参考 文献 包括 Agnarsson 和 Greenlaw 的 [LAgGr06 ]、Aldous、Wilson 和 Best 
的 [AlWiBe00 ]，Behzad 和 Chartrand 的 [BeCh71 ]，Chartrand、Lesniak 和 Zhang 的 
[ChLeZh05]，Chartrand 和 Zhang 的 [ChZh04]，Bondy 和 Murty 的 [BoMul0 ]]， RS 和 
Oellermann 的 LChOe93]，Graver 和 Watkins 的 [LGrWa77]，Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03 ]， 
Tucker 的 [Tu06]，West 的 [We00]，Wilson 的 [Wi85]， 以 及 Wilson 和 Watkins 的 [LWiWa90 ]。 
图 论 的 大 量 应 用 可 参见 Chartrand 的 [Ch77]，Deo 的 LDe74]，Foulds 的 [Fo92]，Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03]，Roberts 的 [Ro76 ]，Wilson 和 Beineke 的 [WiBe79]， 以 及 McHugh 的 
LMec90]。 利 用 图 论 研究 社交 网 络 及 其 他 类 型 网 络 的 深入 讨论 可 参见 Easley 和 Kleinberg 的 
[EaK110] 以 及 Newman 的 [Nel0]。 涉 及 大 图 (包括 Web 图 ) 的 应 用 可 参见 Hayes 的 LHa00a] 和 
[Ha00b]。 图 论 算法 的 综述 性 描述 可 参见 Gibbons 的 [Gi85] 以 及 Kocay 和 Kreher 的 [KoKr04] 。 
图 论 算 法 的 其 他 文献 包括 Buckley 和 Harary 的 [BuHa90 ]，Chartrand 和 Oellermann 的 
[ChOe93]，Chachra、Ghare 和 Moore 的 [ChGhMo79 ]，Even 的 [LEv73] 和 [Ev79]，Hu 的 
[Hu82]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77]j。 欧 拉 关 于 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 的 原始 
论文 的 翻译 版 可 在 Euler 的 [Eu53] 中 找到 。Dijkstra 算法 的 研究 可 参见 Gibbons 的 [Gi85]，Liu 
的 [Li85]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 LReNiDe77]。Dijkstra 原始 论文 可 在 LDi59] 中 找 
到 。Kuratowski 定理 的 证 明 可 在 Harary 的 LHa69] 和 Liu 的 [Li68] 中 找到 。 图 的 交叉 数 和 厚度 
的 研究 可 参见 Chartrand、Lesniak 和 Zhang 的 [ChLeZh05]。 图 着 色 和 四 色 定 理 的 文献 可 参考 
Barnette 的 [Ba83] 以 及 Saaty 和 Kainen 的 [SaKa86]j]。 四 色 定 理 最 初 的 攻克 在 Appel 和 Haken 的 
[ApHa76] 中 有 记录 。 图 着 色 的 应 用 在 Roberts 和 Tesman[LRoTe03] 中 有 描述 。 图 论 的 历史 可 参 
考 Biggs、Lloyd 和 Wilson 的 [BiLIWi86j。 并 行 处 理 的 互联 网 络 在 Akl 的 LAk89 以 及 Siegel 和 
Hsu 的 LSiHs88j 中 有 讨论 。 

第 11 章 

树 的 研究 可 参见 Deo 的 [De74]，Grimaldi 的 [Gr03]，Knuth 的 [LKn97a]，Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03]， 以 及 Tucker 的 LTu06]。 树 在 计算 机 科学 中 的 应 用 在 Gotlieb 和 Gotlieb 
的 [GoGo78]，Horowitz 和 Sahni 的 LHoSa82]， 以 及 Knuth 的 LKn97a，98] 中 均 有 描述 。 
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Roberts 和 Tesman 的 LRoTe03j] 讨 论 了 树 在 许多 不 同 领域 中 的 应 用 。 组 合 博弈 论 的 研究 参见 
LAINoWo07]、[BeCoGu01] 和 [Bell] 前 缀 码 和 哈 夫 曼 编 码 可 参见 Hamming 的 LHa80]。 回 溯 是 
一 种 古老 的 技术 ，Lucas 在 1891 年 撰写 的 书 LLu91j] 中 就 有 用 它 来 求解 maze 这 题 。 如 何 利用 回 
溯 技 术 求解 问题 的 广泛 讨论 可 参见 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77]。Gibbons 的 
[Gi85] 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [LReNiDe77] 包 含 生 成 树 和 最 小 生成 树 的 构造 算法 的 
讨论 。 寻 找 最 小 生成 树 算法 的 背景 及 历史 可 参见 Graham 和 Hell 的 LGrHe85]。Prim 和 Kruskal 
分 别 在 LPr57] 和 fKr56] 中 描述 了 他 们 寻找 最 小 生成 树 的 算法 。Sollin 的 算法 是 一 个 非常 适合 并 
行 处 理 的 算法 例子 ， 虽 然 Sollin 从 未 发 表 过 算法 ， 但 他 的 算法 在 Even 的 LEv73] 以 及 Goodman 
和 Hedetniemi 的 [GoHe77] 中 均 有 描述 。 

第 12 章 

布尔 代数 的 研究 可 参见 Hohn 的 LHo66]，Kohavi 的 LKo86]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 
LTrMa75]。 布尔 代数 在 逻辑 电路 和 开关 电路 中 的 应 用 在 Hayes 的 LHa93]，Hohn 的 [Ho66] ， 
Katz 和 Borriello 的 [KaBo04]， 以 及 Kohavi 的 [Ko86] 中 均 有 描述 。 用 图 来 研究 积 之 和 表达 式 的 
极 小 化 的 原始 论文 是 Karnaugh 的 LKa53] 以 及 Veitch 的 LVe52]。Quine-McCluskey 方法 的 介绍 
可 参见 McCluskey 的 [Mc56] 以 及 Quine 的 [Qu52] 和 [Qu55]。 阔 值 函数 的 讨论 参见 Kohavi 的 
[Ko86 ] 。 

第 13 章 

形式 语法 、 自 动机 理论 和 计算 理论 的 一 般 性 参考 文献 包括 Davis、Sigal 和 Weyuker 的 

DaSiWe94]，Denning、Dennis 和 Qualitz 的 [DeDeQu81]，Hopcroft、Motwani 和 Ullman 的 

[ HoMoU106 ]， Hopkin 和 Moss 的 [HoMo76 ]，Lewis 和 Papadimitriou 的 [LePa97 ]， 
McNaughton 的 LMc82]， 以 及 Sipser 的 [Si06]。 米 勒 机 和 摩尔 机 最 早 由 MealyLMe55] 以 及 
MooreL Mo56 1 引入 。Kleene 定理 的 原始 证 明 可 以 在 LK156] 中 找到 。 功 能 强大 的 计算 模型 ， 包 括 
下 推 自动 机 和 图 灵机 ， 在 Brookshear 的 [Br89]，Hennie 的 [He77]j]，Hopcroft 和 Ullman 的 
[HoUl79]，Hopkin 和 Moss 的 LHoMo76]，Martin 的 LMa03]，Sipser 的 [Si06]， 以 及 Wood 的 
LWo87] 中 均 有 讨论 。Barwise 和 Etchemendy 的 [BaEt93] 是 很 好 的 图 灵机 人 和信 门 读物 。 关 于 图 灵 
机 及 相关 机 器 的 历史 和 应 用 的 有 趣 文章 可 在 Herken 的 LHe88] 中 找到 。 人 忙碌 海 狸 机 最 早 由 Rado 
在 LRa62] 中 提出 ， 有 关 信 息 可 参见 Dewdney 的 LDe84] 和 [LDe93]，Herkcn 的 LHe88] 中 Brady 的 
论文 ， 以 及 Wood 的 [Wo87] 。 

附录 

关于 实数 和 整数 公理 的 讨论 可 参见 Morash 的 [Mo91]。 指 数 和 对 数 函 数 的 详细 处 理 可 参考 
微 积 分 书籍 ， 如 Apostol 的 [Ap67]，Spivak 的 [Sp94]， 以 及 Thomas 和 Finney 的 [ThFi96]。 
Pohl 和 Shaw 的 [PoSh81j 使 用 了 具有 附录 \C 中 所 描述 的 同样 特性 的 伪 代 码 形式 。 大 多 数 关于 算 
法 的 书籍 ， 如 Cormen、Leierson、Rivest 种 Stein 的 [CoLeRiSt09] 以 及 Kleinberg 和 Tardos 的 
LKITa05]， 都 会 使 用 一 种 与 本 书 伪 代码 类 似 的 伪 代 码 版 本 。 
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